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MOTTO 

 

لَ اللهُ لَهُ  بِهِ  طَرِيْقاً إِلَى الْجَنَّةِ   مَنْ سَلَكَ طَرِيْقًا يَلْتمَِسُ فِيْهِ عِلْمًا سَهَّ

“Barang siapa yang menempuh jalan guna menimba ilmu, niscaya Allah akan 

mudahkan baginya berkat amalan ini jalan menuju ke surga.” (HR. Muslim) 

 

 

If destiny is point and effort is line, than life is a graph. So, learn graph theory to 

have wonderful life. (Prof. Slamin) 
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ABSTRAK 

 

Bariyah, Khairil. 2020. Graf Komutatif dari Grup Generalisasi Quaternion. 

Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 

(1) M. Nafie Jauhari, M.Si. (2) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Kata Kunci: graf komutatif dan grup generalisasi quaternion 

 

  dengan operasi biner        adalah grup jika   tertutup terhadap operasi biner 

 , operasi biner   bersifat asosiatif,   memiliki identitas, dan   memiliki invers. 

Grup       adalah grup komutatif  atau abelian jika operasi biner   pada   

bersifat komutatif. Grup generalisasi quaternion     adalah grup berorder    

yang dibangun oleh dua elemen 〈   〉 atau dapat ditulis     〈       
                  〉 dimana   adalah elemen identitas dan    . Graf 

didefinisikan sebagai pasangan berurut      .   adalah himpunan titik (vertex) 

yang tidak boleh kosong dan   adalah himpunan sisi (edge) yang boleh kosong. 

Tujuan penelitian ini adalah menentukan graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion     dengan himpunan titik pada graf merupakan anggota dari grup 

generalisasi quaternion     dan dua titik di     akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika kedua titik tersebut komutatif di    . Hasil dari penelitian ini berupa 

karakteristik sebagai berikut: 

1.                      . 

2.    (  )      , untuk         . 

3.    (   )   , untuk               . 

4. Graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     bukan graf Euler. 

5. Bilangan dominasi pada graf komutatif dari grup generalisasi quaternion 

    adalah         . 
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ABSTRACT 

 

Bariyah, Khairil. 2020. Commutative Graph of The Generalized Quaternion 

Group. Thesis. Departement of Mathematics Faculties of Sciences and 

Technology. Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. 

Advisors: (1) M. Nafie Jauhari, M.Si. (2) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Keywords: commuting graph and the generalized quaternion group 

 

Suppose the binary operation   is defined for elements of the   set. Then       is 

a group if   is closed under  ,   is associative,   has an identity element  ,   

contains inverses.       is called a commutative group i.e abelian group if the 

binary operation   of   is commutative. The     quaternion generalization group 

is a    order group built by two elements 〈   〉 or can be written as     
〈                         〉 which   is an identity element and    . 

A graph   is a pair of sets       which   is a nonempty set, and   is a possibly 

empty edge. The purpose of this study is to determine the commuting graph of the 

generalized quaternion groups     with the set of the point on the graph which are 

members of the quaternion  group and the two points on     will be adjacent if 

and only if the two points are commutative at    . The results of this study form 

the following characteristics: 

1.                      . 

2.    (  )      , for         . 

3.    (   )   , for               . 

4. The commuting group of the generalized quaternion groups     is not 

Eulerian. 

5. The domination number of the commuting group of the generalized 

quaternion groups     is         . 
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 الملخص

 

. البحث لمجموعات التعميم الرباعية التبادليةمخطط ال .٠٢٠٢. البرية, خير

الجامعى. شعبة الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجية، جامعة مولانا مالك 

 ناجو جوهرل الماجرتير محمد (١إبراهيم الإسلامية الحكومية بمالنج. المشرف: )

  جمىوال الماجرتيرمحمد( ٠)

 

 لمجموعات التعميم الرباعيةا و التبادليةمخطط ال: الكلمات المفتاحية

 

هى    ،  غلق تحتم  هى المجموعة إذا كان         بالعمليات الثنائية  

ترمى مجموعة       تحتوي على مقلوب.    ،  عنصر هوية الى   ،ترابطي

              〉    إن مجمو تبادلي.  إذا كان  ،تبادلية أو مجموعة أبيلية

عة التعميم  مخططال .   هي عنصر الىوية و   حيث  〈           

أو يمكن  〈  ،  〉تم إنشاؤها من عنصرين    هي مجموعة ترتيب     الرباعية 

ابما   غير جااغة ، و   حيث     ،   هو ثنائي من المجموعات     كتابتىا

الغرض من هذه الدااسة هو تحديد مجموعة التنقّل لمجموعات التعميم . جااغة

مو مجموعة النقاط على الرسم البياني التي هي أعضاء جي      الرباعية

ستكون متجاواة إذا وجقط إذا      مجموعة التجمعات الرباعية والنقطتان جي 

 :تشكل نتائج هذه الدااسة الخصائص التالية.    كانت النقطتان مبدلتان جي 

١.                       

٢.    (  )           لـ,      

٣.    (   )                 لـ ,  

 ليرت أويلريان      مجموعة التنقلّ لمجموعات الرباعية المعممة .٤

هو     اقم هيمنة مجموعة التنقلّ لمجموعات الرباعية المعممة  .٥
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Seorang matematikawan Swiss L. Euler pertama kali memperkenalkan 

Teori graf pada tahun 1736. Menurut catatan sejarah, masalah yang pertama kali 

menggunakan graf  adalah masalah jembatan Königsberg. Di kota Königsberg 

terdapat sungai Pregal yang mengalir mengitari pulau Kneiphof dan bercabang 

menjadi dua buah anak sungai. Terdapat tujuh jembatan yang menghubungkan 

daratan yang dibelah oleh sungai tersebut. Warga kota Königsberg ingin melewati 

jembatan tersebut tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat awal. Kemudian 

Euler membuktikan bahwa orang tidak mungkin melalui ketujuh jembatan 

tersebut masing-masing satu kali lalu kembali ke tempat awal. 

Graf   adalah pasangan terurut himpunan titik   yang tidak kosong dan 

berhingga dengan himpunan sisi   yang mungkin kosong dari dua elemen subset 

 . Graf   yang mempunyai himpunan titik   dan himpunan sisi   dinotasikan 

dengan              . Jika    adalah sisi dari  , maka   dan   adalah titik 

yang terhubung langsung (adjacent vertices). Jika    dan    adalah sisi yang 

berbeda dari  , maka    dan    adalah sisi yang terhubung langsung (adjacent 

edges). Titik   dan sisi    dikatakan saling terkait (incident). (Chartrand, dkk, 

2016:3) 

Allah berfirman di dalam al-Quran surat Ali ‘imron ayat 190-191, yaitu: 
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فِ ٱلَّيْلِ وَٱلنَّىَااِ لََْٰ  تِ وَٱلْْاَْضِ وَٱخْتِلََٰ وََٰ وُإِنَّ جىِ خَلْقِ ٱلرَّمََٰ تٍ لِّْ بِ يََٰ ﴾ ١١٢﴿ لِىٱلْْلَْبََٰ

تِ  وََٰ مًا وَقعُوُداً وَعَلىََٰ جُنوُبىِِمْ وَيتَفََكَّرُونَ جِى خَلْقِ ٱلرَّمََٰ َ قيََِٰ ٱلَّذِينَ يَذْكُرُونَ ٱللََّّ

نَكَ جَقِنَا عَذاَبَ ٱلنَّااِ  طِلًا سُبْحََٰ ذاَ بََٰ  ﴾١١١﴿وَٱلْْاَْضِ اَبَّنَا مَا خَلَقْتَ هََٰ

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam dan 

siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal (190) (yaitu) orang-orang 

yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan 

mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): “Ya Tuhan 

kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka 

peliharalah kami dari siksa neraka (191)” 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah tidaklah menciptakan langit dan 

bumi (beserta semua yang ada di dalamnya/ di antara keduanya) dengan sia-sia. 

Hal itu menunjukkan bahwa semua ciptaan Allah itu pasti bermanfaat. Menurut 

Ibnu Katsir, selain mampu memahami fenomena alam dengan segenap hukumnya 

yang menunjukan tanda-tanda keagungan, kemurahan dan rahmat Ilahy, ulul albab 

juga seorang yang senantiasa berdzikir dan berpikir, yang melahirkan kekuatan 

intelektual, kekayaan spiritual dan keluhuran moral dalam dirinya. Ayat tersebut 

juga mendorong umat Islam untuk meningkatkan berbagai penilitian terhadap 

berbagai ciptaan  Allah swt. Hal inilah yang dulu dilakukan oleh para ulama kita. 

Telah banyak penelitian yang menggunakan graf sebagai solusi. Seiring 

berjalannya waktu, penelitian tentang graf semakin berkembang. Salah satunya 

yaitu penelitian mengenai graf dengan grup sebagai himpunan simpulnya 

mengalami perkembangan pesat. Misalkan   adalah grup berhingga dan   adalah 

subset dari  . Graf komutatif        adalah graf yang memiliki himpunan titik   

dan dan dua titik yang berbeda akan terhubung langsung jika saling komutatif di 

 . Misal titik   dan   adalah dua titik yang berbeda. Titik   dan  akan terhubung 

langsung di        jika dan hanya jika       di   (Vahidi & Talebi, 

2010: 123). Beberapa penelitian mengenai graf komutatif, Xuan Long Ma dkk 
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dalam artikelnya yang berjudul the cyclic graph of  finite group memuat beberapa 

sifat khusus graf siklik dari grup dihedral dan grup quaternion meliputi bilangan 

c     . Selain itu, Xiu Liu dan Xuanlong Ma dalam artikelnya yang berjudul the 

commutator graph of a finite group salah satunya menjelaskan tentang graf 

komutator ke-  dari grup dihedral     . Pada tahun 2011 Chelvam dkk meneliti 

tentang commuting graphs on dihedral group yang membahas tentang bilangan 

chromatic  dan bilangan clique. 

 Oleh karena itu peneliti tertarik untuk melakukan penelitian dengan judul 

“graf komutatif dari grup generalisasi quaternion” dimana himpunan simpul graf 

tersebu berupa elemen pada grup generalisasi quaternion. Graf generalisasi 

quaternion     adalah adalah grup berorder    yang dibangun oleh dua elemen 

〈   〉 dengan operasi biner perkalian, atau dapat ditulis     〈       

                  〉 dimana   adalah elemen identitas dan    . 

Misalkan grup quaternion   dan dua titik di   terhubung langsung jika dan hanya 

jika kedua titik tersebut komutatif di  .Kemudian akan dibentuk graf komutatif 

dari grup generalisasi quaternion.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang, maka diberikan rumusan masalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana graf  komutatif dari grup generalisasi quaternion     untuk 

         ? 

2. Bagaimana karakteristik graf komutatif dari grup generalisasi quaternion    ? 
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3. Apakah graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     merupakan graf 

Euler? 

4. Bagaimana formula bilangan dominasi graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion    ? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dalam penelitian ini adalah: 

1. Untuk mengetahui bagaimana graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion     untuk          . 

2. Untuk mengetahui bagaimana karakteristik graf komutatif dari grup 

generalisasi quaternion    . 

3. Untuk mengetahui apakah graf komutatif dari grup generalisasi quaternion 

    merupakan graf Euler. 

4. Untuk mengetahui bagaimana formula bilangan dominasi graf komutatif dari 

grup generalisasi quaternion     

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan menjadi pelajaran yang sangat berharga dan 

menambah pengetahuan tentang graf, khususnya dalam ruang lingkup graf 

komutatif pada grup. Serta diharapkan agar dapat menjadi sumbangan pemikiran 

dalam melakuakan penelitian yang sejenis dengan pengembangan yang berbeda. 
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1.5 Batasan Masalah 

Karakteristik graf komutatif     pada penelitian ini terbatas pada derajat 

titik pada graf komutatif     dengan    , graf Euler, dan bilangan dominasi. 

Batasan masalah ini diberikan untuk menghindari meluasnya permasalahan yang 

akan dibahas dalam penelitian ini. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Pendekatan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yaitu studi grup dan 

graf dalam menentukan graf komutatif dari grup generalisasi quaternion    . 

Berikut ini adalah langkah-langkah analisis graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion    : 

1. Menentukan grup generalisasi quaternion   . 

2. Membangun graf komutatif dari grup generalisasi quaternion   . 

3. Mengulang langkah 1 dan 2 untuk             

4. Mendeteksi pola graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     dengan 

ketentuan himpunan titik-titik pada graf berupa anggota pada grup dan sisi 

pada graf didefinisikan sebagai dua elemen dari anggota grup yang komutatif. 

5. Menentukan apakah graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     

merupakan graf Euler. 

6. Menentukan bilangan dominasi pada graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion    . 

7. Menuliskan proposisi dan buktinya. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini, yaitu: 

Bab I Pendahuluan 

Bagian ini berisi tentang  latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, metode penelitian, manfaat penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep yang mendukung bagian 

pembahasan serta yang berhubungan dengan penelitian. Bagian ini berisi 

tentang dasar-dasar teori sebagai acuan dalam penelitian, salah satunya 

yaitu teori tentang grup dan graf. 

Bab III  Pembahasan 

Bagian ini membahas masalah graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion    . 

Bab IV  Penutup 

Bagian ini berisi hasil dari pembahasan berupa kesimpulan penelitiaan 

serta saran-saran untuk pembaca dan peneliti selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Grup 

Misalkan operasi biner  didefinisikan untuk setiap elemen dari 

himpunan  . Maka   disebut grup jika memenuhi empat kondisi berikut (Gilbert 

dan Gilbert, 2009:137): 

1.   tertutup terhadap operasi biner  

Artinya jika      adalah grup maka              

2. Operasi biner  bersifat asosiatif 

Misalkan       adalah grup maka                          

3.   memiliki elemen identitas   

Misalkan       adalah grup maka                

4.   memiliki invers 

Misalkan       adalah grup maka untuk setiap      terdapat     

sehingga           

Misalkan   adalah suatu grup dengan operasi biner . Maka   disebut 

grup komutatif atau grup abelian jika operasi biner  bersifat komutatif (Gilbert 

dan Gilbert, 2009:138). 

Misalkan   adalah suatu grup maka   disebut grup hingga jika banyaknya 

anggota dari grup   berhingga. Banyaknya anggota grup   disebut order dari   



8 

 

yang dinotasikan dengan      atau    . Jika banyaknya anggota dari grup   tidak 

berhingga, maka   disebut grup tak-hingga (Gilbert dan Gilbert, 2009:141). 

Elemen identitas   pada grup   memiliki order  karena  bilangan bulat 

positif terkecil sedemikian sehingga     . Lebih jauh lagi   adalah satu-satunya 

elemen dari grup yang ordernya adalah 1, asalkan jika   sebarang elemen dari   

yang ordernya 1, maka menurut definisi order elemen      yaitu     

(Raisinghania, 1980). 

Berikut ini adalah beberapa sifat pada grup (Raisinghania, 1980): 

A. Setiap elemen dari suatu grup memiliki invers tunggal. 

Bukti: misalkan   adalah grup dan   adalah elemen identitas dari  . Misalkan 

  sebarang elemen pada   dan   dan   adalah invers dari  . Maka,   adalah 

invers dari   sehingga        . Begitu juga   adalah invers dari   

sehingga        . Pada suatu grup, komposisinya bersifat asosiatif 

sehingga             . Dengan demikian diperoleh    . Oleh karena itu, 

invers elemen dari   adalah tunggal. 

B. Elemen identitas pada suatu grup adalah tunggal. 

Bukti: misalkan   adalah grup dan   dan    adalah dua elemen identitas pada 

 . Maka,   adalah elemen identitas sehingga           dan juga    adalah 

elemen identitas sehingga          . Akan tetapi     maupun     adalah 

elemen tunggal dari   dengan demikian              sehingga     . 

Oleh karena itu, elemen identitas pada   adalah tunggal. 

2. Invers dari invers elemen pada suatu grup adalah dirinya sendiri. 
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Bukti: misalkan   adalah grup dan   adalah elemen identitas pada  . 

Misalkan   sebarang elemen pada   dan     adalah invers dari   pada  . 

Akan dibuktikan bahwa          . Karena     adalah invers dari  , maka 

           . 

 

2.2 Grup Generalisasi Quaternion     

Grup quaternion   adalah grup yang dibangun oleh dua elemen 〈   〉 

dimana                           dan               dan       

atau dapat ditulis sebagai berikut (Grillet, 2007:35): 

  〈                        〉  

Perkalian yang mungkin dari elemen-elemen   adalah sebagai berikut: 

          untuk semua         (dengan             jika      ); 

                 ;                  , sehingga           

untuk setiap      ;                         untuk setiap    . Berikut 

ini adalah tabel perkalian dari grup quaternion   (Grillet, 2007:35): 

Tabel 2.1 Tabel Perkalian Grup Quaternion   
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Grup generalisasi quaternion     adalah grup berorder    yang dibangun 

oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis     〈                      

   〉 dimana   adalah elemen identitas dan     (jika    , maka       ). 

Adapun anggota Grup Quaternion yang digeneralisasi     dapat dibentuk sebagai 

berikut (Ma, dkk, 2013:5): 

                                  . 

 

2.3 Graf 

Graf   didefinisikan sebagai himpunan pasangan      .   adalah 

himpunan titik (vertex) yang tidak boleh kosong, dan E adalah himpunan sisi 

(edge) yang boleh kosong (Hartsfield dan Ringel, 1994:7). Berikut ini beberapa 

contoh graf. 

 
Gambar 2.1 Graf G1 dan G2 
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   adalah graf yang hanya terdiri dari himpunan titik, tanpa ada sisi.    adalah 

graf yang terdiri dari himpunan titik dan himpunan sisi. 

Suatu graf boleh jadi hingga atau tak-hingga, tergantung pada himpunan   

hingga atau tak hinnga. Suatu graf tidak diperbolehkan dua titik digabungkan oleh 

lebih dari satu sisi. Jika terjadi demikian, maka disebut multigraf. Jika sisi graf 

terkait pada satu titik membentuk      , maka disebut pseudograf. (Hartsfield 

dan Ringel, 1994:7). 

 
Gambar 2.2 Multigraf dan Pseudograf 

Setiap sisi pada graf berhubungan dengan satu atau dua titik. Titik-titik 

tersebut dinamakan titik ujung graf. Suatu titik dan sisi pada suatu graf dikatakan 

saling terkait (incident) jika titik tersebut merupakan titik ujung dari sisi pada graf. 

Suatu sisi pada graf maksimal terkait pada dua titik. Titik pada suatu graf 

dikatakan terhubung langsusng (adjacent) dengan titik yang lain jika titik-titik 

tersebut merupakan titik ujung dari sisi yang sama. Sisi pada graf dikatatakan 

terhubung langsung pada sisi yang lain jika sisi-sisi tersebut saling terkait pada 

satu titik yang sama. Titik pada suatu graf dikatakan terisolasi (isolated) jika tidak 

ada sisi yang menghubungkan titik tersebut dengan titik yang lain pada graf. 

Jumlah titik pada   disebut order dari   dan dinotasikan     , dan jumlah sisi 
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pada   disebut size dari   dan dilambangkan     . (Hartsfield dan Ringel, 

1994:7). 

 

 
Gambar 2.3 Hubungan Titik dengan Titik,  

Titik dengan Sisi, dan Sisi dengan Sisi  

Titik   pada gambar 2.3 merupakan titik terisolasi (isolated), karena tidak 

ada sisi yang menghubungkan titik tersebut dengan titik yang lain pada graf. 

Titik   saling terkait pada sisi   dan sisi  , titik   saling terkait pada sisi  , sisi  , 

dan sisi  , titik  
 
saling terkait pada sisi  , sisi  , dan sisi  . Titik   terhubung 

langsung dengan titik   dan titik 6,  karena terdapat sisi   yang menghubungkan 

titik   dengan titik  , dan sisi   yang menghubungkan titik   dan titik  . 

Demikian pula titik   terhubung langsung dengan titik   dan titik  , dan 

seterusnya. Sisi   terhubung langsung dengan sisi   dan sisi  , karena terdapat 

titik   yang menjadi titik ujung dari sisi   dan sisi f dan titik   yang menjadi titik 

ujung dari sisi   dan sisi  , sisi   bertetangga dengan sisi   dan sisi  , dan 

seterusnya. 

 

2.4 Graf Komutatif 

Misalkan   adalah grup berhingga dan   adalah subset dari  . Graf 

komutatif        adalah graf yang memiliki himpunan titik   dan dua titik yang 
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berbeda akan terhubung langsung jika saling komutatif di  . Misal titik   dan   

adalah dua titik yang berbeda. Titik   dan   akan terhubung langsung di        

jika dan hanya jika       di  . (Vahidi & Talebi, 2010: 123) 

 

2.5 Graf Komutatif di Grup Generalisasi Quaternion     

Grup generalisasi Quaternion     adalah adalah grup berorder    yang 

dibangun oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis     〈              

           〉 dimana   adalah elemen identitas dan     (jika    , maka 

      ). Adapun anggota Grup Quaternion yang digeneralisasi     yaitu 

                                  . (Ma, dkk, 2013:5) 

Graf komutatif di grup generalisasi quaternion     adalah graf yang 

memiliki himpunan titik       dan dan dua titik yang berbeda akan terhubung 

langsung jika saling komutatif di    . Misal titik   dan   adalah dua titik yang 

berbeda di    . Titik   dan   akan terhubung langsung jika dan hanya jika 

      di    . 

 

2.6 Derajat Titik 

Derajat titik   pada graf   adalah jumlah titik di   yang terhubung 

langsung ke   atau biasa disebut lingkungan dari   dinotasikan dengan       . 

Derajat dari titik   dinotasikan dengan       atau lebih sederhana     . Dengan 

demikian, derajat titik   pada graf   adalah banyaknya anggota pada      atau 

dapat dinotasikan            . Titik yang berderajat   disebut titik terisolasi. 

Titik yang berderajat 1 disebut titik ujung. Derajat terbesar di antara titik-titik di   
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disebut derajat maksimum dari   didefinisikan      dan derajat minimum dari   

dinotasikan     . (Chartrand, dkk, 2016:5) 

Derajat titik   pada gambar     adalah            karena titik tersebut 

terisolasi. Titik   berderajat            karena ada dua sisi yang terkait, yaitu 

sisi   dan sisi  . Titik   berderajat           . Titik   berderajat         

   dan seterusnya. Dengan demikian, diperoleh derajat maksimum dari graf   

adalah        dan derajat minimum dari graf   adalah       . 

 

2.7 Graf Euler 

Misal   adalah graf terhubung nontrivial. Lintasan Euler adalah lintasan 

yang melalui masing-masing sisi di   tepat satu kali. Jika lintasan tersebut 

membentuk lintasan tertutup maka disebut sirkuit Euler. Sirkuit Euler adalah suatu 

sirkuit   dari   yang memuat semua sisi di   tepat satu kali. Suatu graf terhubung 

yang memuat sirkuit Euler disebut graf Euler. (Chartrand, dkk, 2016:117) 

Teorema 2.1 Suatu graf terhubung nontrivial   adalah graf Euler jika dan hanya 

jika setiap titik di   memiliki derajat yang genap. (Chartrand, dkk, 2016:118) 

 

Gambar 2.4 Lintasan Euler dan Sirkuit Euler  
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Gambar    adalah contoh lintasan Euler. Lintasan Euler pada    adalah 

                   . Gambar    adalah contoh sirkuit Euler 

karena membentuk lintasan tertutup. Lintasan Euler pada    adalah       

          i. Berdasarkan teorema 2.1 graf    merupakan graf Euler 

karena setiap titik di    memiliki derajat yang genap. 

 

2.8 Bilangan Dominasi 

Misal   adalah suatu graf dengan himpunan titik   dan himpunan sisi  . 

Suatu himpunan     adalah himpunan dominasi dari   jika setiap titik di   

selain   terhubung langsung minimal pada satu titik di  . Bilangan dominasi pada 

 , dinotasikan     , adalah kardinalitas terkecil dari himpunan dominasi  . 

(Kulli dan Janakiram, 1996:537) 

 

Gambar 2.5 Graf   

Dari gambar 2.5 dapat dibangun himpunan dominasi . Misal    

       . Karena setiap titik di   selain    terhubung langsung dengan minimal 

satu titik di  , maka    merupakan himpunan dominasi. Misal              

maka    merupakan himpunan dominasi karena setiap titik di   selain    

terhubung langsung dengan minimal satu titik di   . 
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2.9 Keragaman dalam Al-Quran 

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada subbab     tentang pengertian 

graf, secara singkat dapat diartikan suatu graf adalah titik yang dihubungkan oleh 

sisi. Teori graf sebagai salah satu disiplin ilmu matematika telah banyak 

digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu contoh penerapan teori graf 

adalah pembuatan peta dimana satu kota dapat dihubungkan dengan kota lain 

apabila terdapat jalan yang menghubungkan kedua kota tersebut.  

Banyak isyarat dalam al-Quran tentang disiplin ilmu matematika, salah 

satunya adalah tentang teori graf sebagaimana firman Allah dalam surah al-

Baqarah/2:198-199: 

ن جَضْلًا  اليَْسَ عَلَيْكُمْ جُنَاحٌ أنَ تبَْتغَوُْ  بِّكُمْ  مِّ تٍ جَٱذْكُرُوْ  أجََضْتمُ جَإذِاَ   ۚ  اَّ نْ عَرَجََٰ َ  امِّ  ٱللََّّ

ن قبَْلِهِ  ۚ  ٱلْحَرَامِ  ٱلْمَشْعَرِ  عِندَ  كُمْ وَإِن كُنتمُ مِّ ا لِّينَ  لمَِنَ  ۦوَٱذْكُرُوهُ كَمَا هَدىََٰ  ﴾١١١﴿ٱلضَّ

َ  وَٱسْتغَْفِرُوا ٱلنَّاسُ  أجََاضَ  حَيْثُ  مِنْ  اثمَُّ أجَيِضُوْ  َ  إِنَّ  ۚ  ٱللََّّ حِيمٌ  غَفوُاٌ  ٱللََّّ  ﴾١١١﴿اَّ

“Bukanlah suatu dosa bagimu mencari karunia dari Tuhanmu. Maka apabila kamu 

bertolak dari Arafah, berzikirlah kepada Allah di Masy’arilharam. Dan berzikirlah 

kepada-Nya sebagaimana Dia telah memberi petunjuk kepadamu, sekalipun sebelumnya 

kamu benar-benar termasuk orang yang tidak tahu.(198). Kemudian bertolaklah kamu 

dari tempat orang banyak bertolak (Arafah) dan mohonlah ampunan kepada Allah. 

Sungguh, Allah Maha Pengampun, Maha Penyayang.(199)” 

 

Tafsir Ibnu Katsir menjelaskan bahwa firman Allah “Maka apabila kamu 

bertolak dari Arafah, berzikirlah kepada Allah di Masy’arilharam.” 

Ditashrifkannya kata ‘Arafaat meskipun menjadi sebutan nama untuk jenis 

mu’annats (perempuan), karena pada dasarnya kata itu merupakan jamak dan 

dijadikan nama untuk tempat tertentu. ‘Arafah adalah tempat wukuf dalam 

menunaikan ibadah haji. Dan wukuf itu sendiri merupakan amalan utama dalam 

ibadah haji. Dan diriwayatkan dari Ibnu ‘Abbas, Sa’id bin Jubair, ‘Ikrimah, 
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Mujahid, as-Suddi, Rabi’ binAnas, al-Hasan al-Bashri, dan Qatadah. Mereka 

semua mengatakan “Masy’arilharam itu terletak di antara dua gunung”. 

Sehubungan dengan hal tersebut, Al-Masya’ir berarti tanda-tanda yang jelas. 

Muzdalifah disebut Masy’arilharam karena berada dalam wilayah Tanah Haram 

(suci). (Abdullah, 1994:494) 

Firman Allah “Kemudian bertolaklah kamu dari tempat orang banyak 

bertolak (Arafah) dan mohonlah ampunan kepada Allah. Sungguh, Allah Maha 

Pengampun, Maha Penyayang.” Kata tsumma dalam ayat ini digunakan untuk 

menyambungkan pernyataan dengan pernyataan secara berurutan dan tertib. 

Seolah-olah Allah memerintahkan orang yang telah berwukuf di ‘Arafah agar 

bertolak ke Muzdalifah untuk berdzikir kepada Allah di Masy’arilharam. Juga 

memerintahkan supaya wukufnya dikerjakan bersama orang banyak di ‘Arafah. 

(Abdullah, 1994:499) 

Ayat di atas merupakan salah satu anjuran bagi orang-orang yang melakukan 

ibadah haji untuk berwukuf di ‘Arafah kemudian bertolak ke Muzdalifah untuk 

berwukuf di Muzdalifah. Hal tersebut merupakan salah satu representasi teori graf 

pada al-Quran dimana ‘Arafah dan Muzdalifah sebagai titik dan perjalanan yang 

dilakukan dari ‘Arafah ke Muzdalifah adalah sisi. 
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BAB III  

PEMBAHASAN 

 

3.1 Graf Komutatif dari Grup Generalisasi Quaternion     

Adapun langkah-langkah membangun graf komutatif dari grup generalisasi 

quaternion     yaitu dengan menentukan hasil perkalian dari setiap dua anggota 

grup     kemudian membangun graf komutatif dari grup     dimana himpunan 

titiknya berupa semua anggota grup     dan dua titik yang berbeda akan saling 

terhubung jika saling komutatif di    . 

3.1.1 Grup Quaternion    

Grup quaternion    dengan     atau    adalah grup berorder  yang 

dibangun oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis    〈             

           〉 dimana   adalah elemen identitas. Adapun anggota    

                        . Perkalian elemen    akan disajikan pada tabel 

berikut: 

Tabel 3.1 Tabel Perkalian    
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Kemudian dari hasil perkalian tersebut dibentuk graf komutatif dari grup 

quaternion  dimana himpunan titik-titik pada graf berupa anggota pada grup dan 

sisi pada graf didefinisikan sebagai dua elemen dari anggota grup yang komutatif. 

 

Gambar 3.1 Graf Komutatif    

Graf komutatif dari    memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di   . Titik   dan    saling terhubung langsung. Titik 

  terhubung langsung dengan    . Titik    terhubung langsung dengan    . 

3.1.2 Grup Quaternion     

Grup quaternion     dengan     atau     adalah grup berorder    yang 

dibangun oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis     〈             

           〉 dimana  adalah elemen identitas. Adapun anggota     

                                      . Perkalian elemen     akan 

disajikan pada tabel berikut: 
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Tabel 3.2 Tabel Perkalian     

                                        

                                       

                                       

                                        

                                        

                                        

                                        

                                       

                                        

                                         

                                         

                                         

                                         

 

Kemudian dari hasil perkalian tersebut dibentuk graf komutatif dari grup 

quaternion     dimana himpunan titik-titik pada graf berupa anggota pada grup 
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dan sisi pada graf didefinisikan sebagai dua elemen dari anggota grup yang 

komutatif. 

 

Gambar 3.2 Graf Komutatif     

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik  terhubung langsung dengan       dan 

  . Titik   terhubung langsung dengan    . Titik   terhubung langsung dengan 

   . Titik     terhubung langsung dengan    . 

3.1.3 Grup Quaternion     

Grup quaternion     dengan     atau     adalah grup berorder    yang 

dibangun oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis     〈             

           〉 dimana  adalah elemen identitas. Adapun anggota     

                                                    . Perkalian elemen 

    akan disajikan pada tabel berikut: 
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Tabel 3.3 Tabel Perkalian     

                                                     

                                                     

                                                     

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                     

                                                      

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

 

Kemudian dari hasil perkalian tersebut dibentuk graf komutatif dari grup 

quaternion     dimana himpunan titik-titik pada graf berupa anggota pada grup 

dan sisi pada graf didefinisikan sebagai dua elemen dari anggota grup yang 

komutatif. 
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Gambar 3.3 Graf Komutatif     

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik   terhubung langsung dengan 

            dan   . Titik   terhubung langsung dengan    . Titik    terhubung 

langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . Titik     

terhubung langsung dengan    . 

3.1.4 Grup Quaternion     

Grup quaternion     dengan     atau     adalah grup berorder    yang 

dibangun oleh dua elemen 〈   〉, atau dapat ditulis     〈              

           〉 dimana  adalah elemen identitas. Adapun anggota     

                                                               

    . Perkalian elemen     akan disajikan pada tabel berikut: 
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Tabel 3.4 Tabel Perkalian     

                                                                   

                                                                   

                                                                   

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                    

                                                                   

                                                                    

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     

 

Kemudian dari hasil perkalian tersebut dibentuk graf komutatif dari grup 

quaternion     dimana himpunan titik-titik pada graf berupa anggota pada grup 

dan sisi pada graf didefinisikan sebagai dua elemen dari anggota grup yang 

komutatif. 



25 

 

 

Gambar 3.4 Graf Komutatif     

 

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik 1 dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik   terhubung langsung dengan 

                  dan   . Titik  terhubung langsung dengan    . Titik    

terhubung langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . Titik 

    terhubung langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . 

3.2 Karakteristik Graf Komutatif dari Grup Generalisasi Quaternion     

Berdasarkan uraian di atas, penulis dapat membuat karakteristik umum 

graf komutatif dari grup quaternion    , yaitu: 
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A. Karakteristik Graf Komutatif dari    

Graf komutatif dari    memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di   . Titik   dan    saling terhubung langsung. Titik 

  terhubung langsung dengan    . Titik    terhubung langsung dengan    . Dari 

gambar     dapat diketahui bahwa                 ,        

         ,                                   . 

B. Karakteristik Graf Komutatif dari     

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik  terhubung langsung dengan       dan 

  . Titik   terhubung langsung dengan    . Titik   terhubung langsung dengan 

   . Titik     terhubung langsung dengan    . Dari gambar     dapat diketahui 

bahwa                  ,                                

 ,                                                     . 

C. KarakteristikGraf Komutatif dari     

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik   terhubung langsung dengan 

            dan   . Titik   terhubung langsung dengan    . Titik    terhubung 

langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . Titik     

terhubung langsung dengan    . Dari gambar     dapat diketahui bahwa 

                 ,                                

                 , dan                                   

                                     . 
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D. Karakteristik Graf Komutatif dari     

Graf komutatif dari     memiliki karakteristik titik  dan    terhubung 

langsung pada semua titik di    . Titik   terhubung langsung dengan 

                  dan   . Titik  terhubung langsung dengan    . Titik    

terhubung langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . Titik 

    terhubung langsung dengan    . Titik     terhubung langsung dengan    . 

Dari gambar     dapat diketahui bahwa                  ,        

                                                

          , dan                                           

                                               . 

Berdasarkan uraian tersebut,dapat dirumuskan karakteristik umum graf komutatif 

dari grup generalisasi Quaternion     sebagai berikut. 

Proposisi 1                     

Bukti. 

Berdasarkan definisi grup quaternion    ,     .Misalkan       

maka           sehingga titik     terhubung langsung dengan semua titik 

di    . 

Misalkan                        adalah subset dari     maka 

                      dengan             . Misalkan    

                   adalah subset dari     maka: 
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Sehingga terbukti bahwa    terhubung langsung dengan semua titik di    . 

Dengan demikian     dan    terhubung langsung dengan semua titik di    . 

Artinya                      . 

Proposisi2    (  )      , dengan          

Bukti. 

Untuk                maka                      . 

Dengan demikian    terhubung langsung dengan   . 

Berdasarkan definisi grup quaternion    ,          , maka: 

          (  )
  

  

         

       

        

         

 (  )
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Untuk               . Sehingga              . Dengan demikian    

tidak terhubung langsung dengan    . 

Dengan demikian    hanya terhubung langsung dengan    dengan   

            . Artinya    (  )      , dengan         . 

Proposisi 3    (   )    

Bukti. 

Untuk                maka: 

               (  )
  

    

      (  )
  

    

      (  )
  

    

       (  )
  

    

                  

            

           

Sehingga terbukti bahwa       terhubung langsung dengan    . Dengan 

demikian    (   )   . 

3.3 Graf Euler pada Graf Komutatif dari Grup Generalisasi Quaternion 

    

Pembahasan pada poin ini yaitu untuk menentukan apakah graf komutatif 

dari grup generalisasi quaternion     merupakan graf Euler. Berdasarkan 
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teorema 2.1 bahwa suatu graf terhubung nontrivial   disebut graf Euler jika dan 

hanya jika setiap titik di   memiliki derajat yang genap.  

Berdasarkan proposisi 3, yaitu    (   )    untuk               , 

maka graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     bukan graf Euler. 

3.4 Bilangan Dominasi pada Graf Komutatif dari Grup Generalisasi 

Quaternion     

Bilangan dominasi pada suatu graf  , dinotasikan     , adalah 

kardinalitas minimum dari himpunan dominasi. Berdasarkan proposisi 1 yaitu 

           , artinya titik 1 terhubung langsung dengan semua titik di graf 

komutatif daru    . Dengan demikian bilangan dominasi graf komutatif     

        . 

 Dari hasil penelitian tersebut, dapat ditarik sebuah kesimpulan bahwa satu 

titik mendominasi titik lainnya. Dalam kajian keislaman dapat di qiyas-kan 

dengan konsep ketuhanan, Tuhan adalah esa dan realitas yang esa. Kesatuan 

ketuhanan (tauhid) yang memberi kepada setiap kehidupan dan benda suatu arti 

dalam hubungannya dengan keseluruhan, bukan merupakan suatu kesatuan yang 

tidak berdaya. Artinya kesatuan ketuhanan adalah suatu gerak. Gerak tuhan yang 

selalu mencipta sesuatu, bukan gerak totalitas akan tetapi gerak pemersatu dan 

penyeluruh. (Garaudy, 1982: 47). Sebagaimana firman Allah dalam surah al-

Fatihah ayat 2 

ِ اَبِّ الْعلَمِيْنَ   الحَمْدُ لِلَّّ

“Segala puji bagi Allah, Tuhan semesta alam”. 



31 

 

Ibnu Katsir dalam kitabnya menjelaskan bahwa "ا" dan "ل" dalam kata "  ُالحَمْد "   

dimaksudkan untuk melengkapi bahwa segala macam jenis dan bentuk pujian itu, 

hanya untuk Allah. Kemudian kata ar-Rabb secara mutlak digunakan hanya untuk 

Allah kecuali jika disambungkan dengan kata lain setelahnya. Sedangkan al-

‘alamiin adalah bentuk jama’ dari kata ‘aalamun, yang tidak memiliki bentuk 

mufrad, artinya segala sesuatu yang ada selain Allah yang meliputi berbagai 

macam makhluk yang ada di langit, bumi, daratan, maupun lautan atau disebut 

juga dengan alam. (Abdullah, 1994: 26). Firman Allah dalam surah al-Israa’ ayat 

44 ”Langit yang tujuh, bumi dan semua yang ada di dalamnya bertasbih kepada Allah. 

Dan tidak ada sesuatu pun melainkan bertasbih dengan memuji-Nya, tetapi kamu tidak 

mengerti tasbih mereka. Sungguh, Dia Maha Penyantun, Maha Pengampun.” Ayat 

tersebut menjelaskan bahwa tujuh lapis langit dan juga bumi seisinya yang terdiri 

dari berbagai makhluk telah bertasbih kepada-Nya, mensucikan, mengagungkan, 

dan membesarkan-Nya. Dan semua itu menjadi saksi akan keesan-Nya. Hal itu 

bersifat umum, berlaku pada hewan, benda-benda dan juga tumbuh-tumbuhan. 

Akan tetapi manusia tidak mengerti tasbih mereka, karena mereka memiliki 

bahasa yang berbeda dengan bahasa manusia. (Abdullah, 1994: 169). Berdasarkan 

uraian tersebut, bahwa Allah adalah tuhan semesta alam yang berkuasa berkuasa 

atas seluruh makhluk dan Allah mendominasi segala makhluk di alam semesta. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dijelaskan dapat disimpulkan 

beberapa karakteristik pada graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     

yaitu: 

1. Derajat titik     

a.                    . 

b.    (  )      , untuk         . 

c.    (   )   , untuk               . 

2. Graf komutatif dari grup generalisasi quaternion     bukan graf Euler. 

3. Bilangan dominasi pada graf komutatif     adalah         . 

 

4.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini, diharapkan bagi pembaca atau peneliti lain 

dapat mengembangkan penelitian ini menggunakan aturan yang berbeda misal 

dengan grup yang berbeda atau dengan menentukan apakah graf komutatif dari 

    merupakan graf Hamilton. 
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