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ABSTRAK 

 

Yustika, Lilis Fatma. 2020. Analisis Dinamik Pada Model Within-host Malaria 

dengan Respon Imun. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan 

Teknologi,  Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (2)  Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Kata Kunci: Malaria, Within-host, Analisis Dinamik, Respon Imun 

 

Penelitian ini membahas tentang model matematika penyakit malaria pada 

inang dengan adanya respon imun merupakan model yang mendeskripsikan 

bagaimana sel-sel imun berinteraksi dengan sel darah merah yang terinfeksi parasit 

malaria serta merozoit. Terdapat empat variabel dinamis dalam modelnya, yaitu sel 

darah merah normal, sel darah merah terinfeksi, merozoit dan sel imun. Model 

tersebut merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinier dengan empat 

persamaan. Dilakukan analisis dinamik dari model tersebut di sekitar titik tetap 

positif agar dapat diketahui bagaimana arah kepunahan populasi variabel dinamiknya. 

Penelitian ini menggunakan penelitian kepustakaan dengan menampilkan 

argumentasi penalaran keilmuan yang memaparkan hasil kajian literatur dan hasil 

olah pikir peneliti mengenai permasalahan model matematika penyakit malaria pada 

inang dengan respon imun. Perilaku dari model dapat diketahui setelah mendapatkan 

nilai eigennya.  Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa nilai eigen berdasarkan titik 

tetap yang diperoleh menghasilkan nilai eigen riil negatif dan kompleks dengan 

bagian riil negatif, sehingga dapat disimpulkan bahwa model tersebut bersifat stabil 

asimtotik. Berdasarkan simulasi numerik yang dihasilkan ini menggunakan ODE 45. 

Dinamika pada model host-in malaria dengan respon sel imun menunjukkan adanya 

pengaruh penekanan sel imun terhadap populasi sel darah merah yang terinfeksi, dan 

populasi merozoit. 

  



ABSTRACT 

 

Yustika, Lilis Fatma. 2020. Dynamical Analysis of Mathematical Model of 

Malaria Within-host with Immune. Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic 

University of Malang. Supervisor: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (2) 

Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Keywords: Malaria, Within-host, Dynamic Analysis, Immune Response 

 

The mathematical model of malaria disease in the host with immune response 

is a model that describes how immune cells interact with infected red blood cells with 

malaria parasites and merozoite. There are four dynamic variables in the model, 

namely normal red blood cells, infected red blood cells, merozoites, and immune 

cells. The model is a system of nonlinear ordinary differential equations with four 

equations. A dynamical analysis of the model is carried out to determine the direction 

of the dynamic variable extinction population around a positive fixed point. This 

study uses library research by presenting scientific reasoning arguments that describe 

the results of a literature review and the results of the researchers thinking about the 

problem of this mathematical model of malaria disease in the host with immune 

response. The behavior of the model can be known after getting the eigenvalue. The 

results of this study indicate that the eigenvalue based on the fixed point obtained 

produces a negative and complex real eigenvalue with a negative real part, so it can 

be concluded that the model is asymptotically stable. Based on these generated 

numerical simulations using ODE 45, the dynamics of  host-in models with an 

immune cell response showed suppression of immune cells against the effects of the 

red blood cell population, and the population is infected with merozoites. 

  



 ملخص

 

 .جامعي بحث .أطروحة  .المناعيةالتحليل الديناميكي لنموذج الملاريا داخل المضيف مع الاستجابة   .٢٠٢٠، لليس فطمة.  يصطك
 الدكتورعثمان )١:(المشرفون .مالانغ إبراهيم مالك مولانا الحكومية الاسلاميه الجامعة والتكنولوجيا العلوم كليه الرياضيات، شعبة

 جستي الما محمد جمهوري،) ٢ (جستي، الما باجالاي،
 

  مناعية استجابة ، ديناميكي تحليل, المضيف داخل, ملاريا: الدالة الكلمات
النموذج الرياضي لعدوى الملاريا في المضيف مع استجابة مناعية هو نموذج يصف كيف تتفاعل الخلايا المناعية مع خلايا الدم 

ا الدم يالحمراء المصابة بطفيليات الملاريا والميروزويت. هناك أربعة متغيرات ديناميكية في النموذج ، وهي خلايا الدم الحمراء الطبيعية وخلا
راء الحمراء المصابة والميروزويت والمؤثرات المناعية. النموذج عبارة عن نظام معادلات تفاضلية غير خطية عادية بها أربع معادلات. يتم إج

بحاث تستخدم هذه الدراسة أ تحليل ديناميكي للنموذج حول نقطة ثابتة موجبة من أجل تحديد اتجاه الانقراض السكاني المتغير الديناميكي.
المكتبة من خلال تقديم حجج التفكير العلمي التي تصف نتائج مراجعة الأدب ونتائج تفكير الباحثين في مشكلة النموذج الرياضي لعدوى 

سة الملاريا في المضيفين الذين لديهم استجابات مناعية. يمكن معرفة سلوك النموذج بعد الحصول على القيمة الذاتية. تشير نتائج هذه الدرا
 لى أن القيمة الذاتية المستندة إلى النقطة الثابتة التي تم الحصول عليها تنتج قيمة حقيقية حقيقية ومعقدة مع جزء حقيقي سلبي ، لذلكإ

تظهر ديناميكيات نموذج مضيف الملاريا  . ODE45 بناءًعلى المحاكاة العددية الناتجة باستخدام .يمكن أن نخلص إلى أن النموذج مستقر
 استجابات الخلايا المناعية تأثير كبت الخلايا المناعية على سكان خلايا الدم الحمراء المصابة ومجموعات الميروزويتمع 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Model matematika adalah suatu representasi dari suatu persamaan atau 

sekumpulan persamaan yang mengungkapkan perilaku suatu sistem. Model 

matematika merupakan suatu proses yang melalui tiga tahap yaitu perumusan 

model matematika, penyelesaian dan analisis model matematika serta 

mengintepretasikan hasil ke situasi nyata. 

Pemodelan matematika merupakan salah satu cara untuk menyelesaikan 

permasalahan yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari dan dapat diselesaikan 

menggunakan penerapan ilmu matematika. Model matematika ialah model yang 

digambarkan dalam suatu persamaan matematika yang sifatnya abstrak dan 

menggunakan simbol matematika untuk menunjukkan komponen-komponen dan 

korelasinya, seperti nilai konstanta, variabel, fungsi persamaan dan ketidaksamaan. 

Persamaan tersebut merupakan pendekatan terhadap suatu fenomena, salah satu 

persamaan yang biasa digunakan adalah persamaan diferensial. Kita dapat 

menggunakan model matematika untuk menggambarkan suatu fenomena sehingga 

menjadi lebih jelas dalam memahaminya (Fitria, 2011). 

Pemodelan matematika juga dapat dikatakan sebagai alat yang dapat 

mempermudah penyelesaian masalah dalam kehidupan sehari-hari. Telah diketahui 

bahwa pemodelan matematika telah banyak digunakan dalam berbagai fenomena 

yang terjadi salah satu bentuk fenomena yang dapat dimodelkan adalah penyakit 

malaria pada Host atau inang dengan adanya respon imun. 

Malaria merupakan masalah kesehatan terutama di daerah tropis, dengan 

jumlah kematian satu juta pertahunnya (Skarbinski, 2004). Daerah tropis yang 

sering terjangkit malaria salah satunya adalah Indonesia. Malaria mudah menyebar 

pada beberapa penduduk, terutama penduduk yang bertempat tinggal di daerah 

persawahan, perkebunan, hutan maupun pesisir pantai. Malaria adalah suatu 

penyakit akut maupun kronik disebabkan oleh protozoa genus Plasmodium dengan 

manifestasi berupa demam, anemia dan pembesaran limpa. Sedangkan menurut ahli 
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lain malaria merupakan suatu penyakit infeksi akut maupun kronik yang disebakan 

oleh infeksi Plasmodium yang menyerang eritrosit dan ditandai dengan 

ditemukannya bentuk aseksual dalam darah, dengan gejala demam, menggigil, 

anemia, dan pembesaran limpa (Harijanto, 2006). 

Berdasarkan pernyataan di atas tentunya hal ini sangat menakutkan bagi 

mayoritas penduduk terutama di daerah tropis. Tetapi sesungguhnya Allah Swt 

menciptakan manusia sebagai makhluk yang paling sempurna dengan meletakkan 

sistem kekebalan tubuh yang disebut dengan sistem imunologi agar manusia 

terhindar dari penyakit. Sistem imunologi tersebut dihasilkan oleh makrofag yang 

telah Allah Swt ciptakan di dalam tubuh manusia sebagai sistem kekebalan tubuh 

dari berbagai penyakit. Seperti yang tercantum dalam firman Allah Swt dalam 

surat As Sajdah: 7 sebagai berikut: 

نِ مِن طِين  )٤( نسََٰ  ٱلَّذِيٓ أحَۡسَنَ كُلَّ شَيۡءٍ خَلقَهَۥُۖ وَبدَأََ خَلۡقَ ٱلِۡۡ

 “Yang membuat sesuatu yang Dia ciptakan sebaik-baiknya dan Yang memulai 

penciptaan manusia dari tanah”. (Qs. As Sajdah: 7) 

Pada ayat di atas telah dijelaskan bahwa setiap penyakit ada obatnya dengan 

izin Allah SWT. Seperti halnya penelitian membuktikan bahwa respon sel imun 

tubuh terhadap infeksi malaria juga berkontribusi pada patofisiologi malaria pada 

manusia (Blomberg, 1999). Sistem imun manusia terdiri dari sistem imun spesifik 

dan nonspesifik. Sistem imun spesifik meliputi sistem produksi antibodi oleh sel B 

dan sistem imunitas seluler oleh sel T. Sel imun nonspesifik terdiri dari kulit dan 

membran mukosam, sel-sel fagosit, komplemen, lisozim, interferon, dan berbagai 

faktor humoral lain. Dalam tubuh, sistem imun spesifik dan nonspesifik 

bekerjasama untuk melenyapkan infeksi. Respon imun ditengahi oleh berbagai sel 

dan molekul larut yang disekresi oleh sel-sel tersebut. Sel utama yang terlibat dalam 

reaksi imun adalah limfosit (sel T, sel B, dan sel NK), fagosit (neutrofil, eosinofil, 

monosit dan makrofag), sel asesori (bisofil, sel mast, dan trombosit), sel jaringan 

dan lainnya (Wahab dan Julia, 2002:2). Mereka akan saling bekerja sama untuk 

melawan zat-zat berbahaya tersebut itulah sebabnya sistem memiliki peran yang 

amat penting dalam tubuh manusia. 
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Dalam infeksi penyakit malaria terhadap tubuh manusia, terdapat fase 

dimana peningkatan jumlah parasit dalam tubuh sehingga menyebabkan gejala 

penyakit nampak. Disinilah respon oleh sistem imun tubuh mengendalikan parasit. 

Pada fase eritrosit terinfeksi perlawanan tubuh terhadap parasit Plasmodium atau 

respon  imunitas dilakukan oleh beberapa gabungan dari sel imun yang terdiri dari 

makrofag, sel denditrik, imunitas seluler, dan antibodi. Makrofag mampu 

membunuh parasit atau benda asing yang masuk ke dalam tubuh secara 

ekstraseluler. Makrofag juga mampu mendukung perbaikan jaringan dan beraksi 

sebagai Antigen Presenting Cell (APC) yang diperlukan untuk memicu respon imun 

spesifik. Sel denditrik diproduksi di sumsum tulang dan bermigrasi ke seluruh 

jaringan tubuh untuk berkembang. Peran sel denditrik adalah sebagai aktivitas 

sistem imun untuk mendewasakan limfosit T dan menstimulasi limfosit B. Imunitas 

seluler yaitu limfosit T dan dilakukan oleh imunitas melalui limfosit B. Limfosit T 

dibedakan menjadi Lymphocytes T Helper (CD4+) dan sitotoksis (CD8+). Limfosit 

adalah sel yang cukup berperan dalam respon imun karena mempunyai kemampuan 

untuk mengenali antigen melalui reseptor permukaan khusus  dan membelah diri 

menjadi sejumlah sel dengan spesifitas yang identik, dengan masa hidup limfosit 

yang panjang menjadikan sel yang ideal untuk respons adiptif (Yunarko, 2014). 

Dalam hal ini, bentuk permasalahan ini telah diringkas menjadi sebuah model yang 

berupa sistem persamaan diferensial biasa nonlinier yaitu model Within-host  

malaria dengan respon imun. 

Penelitian ini merujuk pada jurnal The within-host cellular dynamics of 

bloodstage malaria: Theoretical and experimental studies yang telah dilakukan 

oleh C. Hetzel dan R.M Anderson (2015). Pada penelitiannya dilakukan analisis 

dinamik pada model yang berupa sistem persamaan diferensial biasa nonlinier yang 

terdiri dari empat persamaan dan empat variabel populasi dinamik (C. Hetzel dan 

R.M Anderson, 2015).  

Berdasarkan pada latar belakang yang telah dipaparkan diatas, penulis akan 

menganalisis perilaku dinamik pada model penyakit malaria dengan respon imun. 

  

1.2 Rumusan Masalah 
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Berdasarkan latar belakang masalah, maka telah didapatkan bebrapa rumusan 

masalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana analisis dinamik model matematika Within-host malaria dengan 

respon imun. 

2. Bagaimana simulasi numerik model matematika Within-host malaria dengan 

respon imun.  

       

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengetahui analisis dinamik pada model matematika Within-host malaria 

dengan respon imun. 

2. Mengetahui simulasi numerik model matematika Within-host malaria dengan 

respon imun. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diperoleh pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Dapat mengetahui analisis dinamik model matematika pada Within-host 

malaria dengan respon imun. 

2. Dapat memberikan hasil simulasi numerik pada Within-host malaria dengan 

respon imun. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Untuk lebih jelas dan lebih terarah pada sasaran  yang diharapkan dalam 

pembahasan, maka diperlukan adanya pembahasan masalah yang akan dibahas. 

1. Dalam Penelitian ini , penulis memberikan batasan masalah pada penggunaan 

sistem persamaan diferensial biasa nonlinier. Sistem persamaan diferensial 

biasa nonlinier tersebut merupakan model matematika yang digunakan pada 

penelitian ini dan akan dianalisis serta ditunjukkan simulasi numerik dari 

model tersebut. 

2. Analisis dinamik yang dimaksudkan adalah tentang titik tetap (titik 

kesetimbangan) model, linierisasi, nilai eigen, dan mengintepretasi grafik yang 
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bergantung waktu dengan melihat respon sel imun terhadap infeksi penyakit 

malaria. 

 

1.6 Metodologi Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah:  

a. Mempelajari, mengkaji dan menelaah buku, jurnal dan referensi lain yang 

berhubungan dengan materi mengenai analisis dinamik, serta bagaimana 

proses penularan penyakit malaria. 

b. Menganalisis  

Langkah-langkah yang dilakukan penulis dalam menganalisis model 

matematika penyakit malaria pada Host atau inang dengan adanya respon imun 

adalah: 

1) Menjelaskan asal mula model matematika penyakit malaria pada Host atau 

inang dengan adanya respon imun. 

2) Menjelaskan analisis dinamik dari model matematika penyakit malaria 

pada Host atau inang dengan adanya respon imun. Tahapan yang 

dilakukan yaitu: 

a) Menentukan titik tetap (titik kesetimbangan). 

b) Melakukan linierisasi terhadap model matematika penyakit malaria 

pada Host atau inang dengan adanya respon imun menggunakan deret 

Taylor.  

c) Menentukan nilai eigen. 

d) Melakukan simulasi terhadap model matematika penyakit malaria pada 

Host atau inang dengan adanya respon imun. 

e) Menginterpretasi hasil simulasi model matematika penyakit malaria 

pada Host atau inang dengan adanya respon imun. 

f) Membuat kesimpulan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

 Sistematika penulisan penelitian ini terdiri dari empat bab dengan uraiannya 

sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 
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Pendahuluan terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Kajian pustaka berisi tentang konsep-konsep atau teori-teori pendukung 

untuk bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain berisi 

tentang dasar-dasar teori sebagai acuan dalam penulisan hasil penelitian ini. 

Bab III Pembahasan 

Pembahasan berisi hasil penelitian yang dibahas secara rinci dan jelas. 

Pembahasan tersebut diantaranya membahas tentang cara menganalisis 

dinamik serta menentukan simulasi numerik pada model penyakit malaria 

pada Host atau inang dengan adanya respon imun. 

Bab IV Penutup 

Bab penutup ini telah didapatkan kesimpulan dan saran dari hasil penelitian 

ini. 
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BAB II 

 KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Persamaan Diferensial 

Persamaan differensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu 

variabel atau lebih, yang menghubungkan nilai fungsi itu sendiri dan turunannya 

dalam berbagai orde. Pada dasarnya persamaan diferensial dibagi menjadi dua, 

yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). 

Persamaan Diferensial Biasa (PDB) merupakan persamaan diferensial yang 

memiliki satu variabel bebas. Turunannya dilambangkan dengan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 atau 𝑓′(𝑥) atau 

𝑦′. Sedangkan fungsi yang tidak diketahui dilambangkan dengan keberadaan 

variabel terkaitnya. Sebagai contoh: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦      (2.1) 

dengan 𝑥 adalah variabel bebas dan 𝑦 sebagai variabel terikat (Sihombing & Dahlia, 

2018).     

2.1.1 Persamaan Diferensial Biasa Linier 

Bentuk umum persamaan diferensial biasa linier orde satu biasanya 

didefinisakan seperti:  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑎𝑦 + 𝑏     (2.2) 

𝑎 dan 𝑏 merupakan koefisien konstanta (Boyce & DipPrima, 2009). 

2.1.2 Persamaan Diferensial NonLinier 

Bentuk umum sistem 𝑛 persamaan diferensial biasa nonlinier orde pertama 

adalah yang berebentuk 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 dikatakan linier jika 𝐹 adalah 

linier dalam variable-variabel 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛) (Waluyo, 2006). Secara umum 

persamaan diferensial non linier dapat diberikan sebagai berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥2 + 4y + 7xy    (2.3) 
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Persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier karena 

terdapat perkalian variabel terikat (𝑡) pada bentuk 7𝑥𝑦 dengan variabel terikat lain 

yaitu (𝑡). 

2.2 Analisis Kestabilan 

2.2.1 Titik Tetap (Titik kesetimbangan) 

Menurut Iswanto (2012), langkah pertama adalah menentukan titik 

kesetimbangan dari model. Setelah itu, metode linierisasi dengan mengevaluasi 

nilai eigen dari matriks jacobi. 

Titik kesetimbangan dari suatu sistem adalah solusi konstan dari sistem yang 

menjadikan sistem tidak berubah disepanjang waktu (Sulisti, dkk, 2012). 

Misalkan diberikan suatu persamaan diferensial: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑥, 𝑦)  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐺(𝑥, 𝑦)    (2.4) 

dengan 𝐹 dan 𝐺 adalah fungsi kontinu terhadap 𝑥 dan 𝑦. Titik kritis dari sistem 

(2.4) adalah titik (𝑥∗, 𝑦∗) sedimikan sehingga 𝐹(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝐺(𝑥∗, 𝑦∗) = 0. Titik 

kesetimbangan 𝑥∗ dan 𝑦∗ diperoleh ketika terjadi keadaan setimbang, atau 

dinyatakan secara matematis sebagai 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 (Edwards & Penney, 

2008). 

2.2.2 Linierisasi 

Kestabilan titik tetap dari sistem persamaan diferensial biasa nonlinier 

ditentukan dengan terlebih dahulu melakukan linierisasi disekitar titik tetapnya. 

Linierisasi merupakan proses pendekatan persamaan differensial non linier dengan 

persamaan linier. Salah satu metode yang bisa digunakan untuk melinierisasi adalah 

dengan deret Taylor. Suatu sistem 𝑓(𝑥, 𝑦) dan 𝑔(𝑥, 𝑦) adalah sistem nonlinier. 

Kemudian akan dicari pedekatan sistem linier disekitar titik tetap (𝑥∗, 𝑦∗) dengan 

melakukan ekspansi deret Taylor disekitar (𝑥∗, 𝑦∗) dan menghilangkan suku 

nonliniernya sebagai berikut (Boyce dan DiPrima, 2000): 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) + 𝑓𝑥(𝑥

∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) + 𝑓𝑦(𝑥
∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)  
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) + 𝑔𝑥(𝑥

∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) + 𝑔𝑦(𝑥
∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)  (2.5) 

Pada keadaan setimbang 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) =  0, 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗)  =  0 sehingga diperoleh 

persamaan linier sebagai berikut (Boyce dan DiPrima, 2000): 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓𝑥(𝑥

∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) + 𝑓𝑦(𝑥
∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔𝑥(𝑥

∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) + 𝑔𝑦(𝑥
∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)  (2.6) 

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑥
𝑦) = 𝑨0 (

𝑥
𝑦) dimana 𝑨0 = [

𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

], dimana 𝑨0 pada 𝑥 = 𝑥∗, 𝑦 = 𝑦∗. Matriks 

tersebut disebut matriks Jacobian. Matriks Jacobian merupakan matriks yang 

elemen-elemennya adalah turunan parsial pertama dari berbagai fungsi. Misalkan 

terdapat sistem𝑥′ =  𝐹(𝑥, 𝑦), 𝑦′ =  𝐺(𝑥, 𝑦) maka matriks Jacobian dari sistem 

tersebut adalah (Boyce dan DiPrima, 2000): 

[
 
 
 
 
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑥

𝜕𝐺

𝜕𝑦]
 
 
 
 

 

2.2.3 Nilai Eigen 

Misal 𝑨 adalah suatu matriks berordo 𝑛 ×  𝑛 didalam 𝑅𝑛  . Suatu vektor tak 

nol 𝑥 disebut vektor Eigen (Eigen vector) dari 𝑨 jika 𝑨𝑥 adalah suatu kelipatan 

scalar dari 𝑥 yakni 𝑨𝑥 =  𝜆𝑥 untuk sebarang skalar 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai Eigen 

(Eigen value) dari 𝑨, dan 𝑥 disebut sebagai vektor Eigen dari 𝑨 yang bersesuaian 

dengan 𝜆. Karena 𝜆 adalah nilai Eigen dari 𝑨 dan 𝑥 adalah vektor Eigen dari 𝐴 maka 

𝑨𝑥 =  𝜆𝑥 =  𝜆𝑥𝑰 dimana 𝑰 adalah matriks identitas, sedemikian sehingga (𝑨 −

 𝜆𝑰)  =  0 karena 𝑅𝑛  tidak sama dengan nol maka persamaan di atas harus 

mempunyai penyelesaian tak-trivial, dan didapatkan (Anton dan Rorres, 2004): 

Jika 𝑨 merupakan suatu matriks, maka 𝜆 nilai eigen dari 𝑨 jika dan hanya jika 

memenuhi persamaan sebagai berikut 

det(𝜆𝑰 − 𝑨) = 𝟎 
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persamaan ini disebut dengan persamaan karakteristik dari 𝑨 (Anton & Rorres, 

2010. 

Contoh 2.1 

Terdapat persamaan sebagai berikut dengan vektor eigen 𝒖 = [
−3
1
] dan 𝒗 = [

−1
1
] 

yaitu: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥 − 3𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦 − 2𝑥 

Maka dapat dibuat suatu matriks 

𝑨 = [
2 −3
1 −2

] 

Sehingga 

|𝜆𝑰 − 𝑨| = 0 

𝜆 [
1 0
0 1

] − [
2 −3
1 −2

] = 0 

[
𝜆 − 2 −3
1 𝜆 + 2

] = 0 

Didapatkan, 

𝜆2 = 1 

Nilai eigen yang di dapat dari persamaan di atas adalah 𝜆1 = 1 atau 𝜆2 = −1 

2.2.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Secara umum kestabilan titik tetap terbagi menjadi tiga, yaitu stabil, stabil 

asimtotik, dan tidak stabil. Berikut ini diberikan definisi mengenai kestabilan titik 

kesetimbangan (Sulisti, Noviani, 2014): 

1. Suatu titik kesetimbangan 𝑥∗ dari suatu sistem dinamik 𝑥  =  𝑓(𝑥) dikatakan 

stabil jika untuk setiap bilangan 휀 >  0 terdapat bilangan 𝛿 >  0 sedemikian 



11 
 

11 
 

sehingga bila ‖𝑥0  − 𝑥∗‖ < 𝛿 maka ‖𝑥(𝑡, 𝑥0)  −  𝑥∗‖ < 휀 untuk semua 𝑡 >

  𝑡0. 

2. Suatu titik kesetimbangan 𝑥∗ dari sistem dinamik 𝑥  =  𝑓(𝑥) dikatakan 

stabilasimtotik jika 𝑥∗ stabil dan terdapat bilangan 𝛿1 > 0 sedemikian hingga 

lim
t→∞

‖𝑥(𝑡, 𝑥0) − 𝑥∗‖ = 0 dengan ‖𝑥0  − 𝑥∗‖ < 𝛿1. 

3. Suatu titik kesetimbangan dari sistem dinamik 𝑥  =  𝑓(𝑥) dikatakan tak stabil 

jika 𝑥∗ tak stabil yaitu poin (1) tidak dipenuhi. 

Berikut diberikan tabel untuk mendeskripsikan jenis-jenis kestabilan: 

Tabel 2.1 Jenis-jenis Kestabilan 

No Nilai Eigen Kestabilan Jenis 

 λ𝑖λ𝑗 ∈ 𝑹   

1. λ1, λ2 > 0 Tidak Stabil Node/Simpul 

2. λ1, λ2 < 0 Stabil Asimtotik Node/Simpul 

3. λ2 < 0 < λ1 Tidak Stabil Saddle/Pelana 

4. λ1 = λ2 > 0 Tidak Stabil Node/Simpul 

5. λ1 = λ2 < 0 Stabil Asimtotik Node/Simpul 

 λ12 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝑪   

6. 𝑎 >  0 Tidak Stabil Spiral 

7. 𝑎 < 0 Stabil Asimtotik Spiral 

8. 𝑎 = 0 Stabil Terpusat 

(Sulisti, Noviani, 2014). 

2.3 Pemodelan Matematika 

2.3.1 Penyakit Menular 

Menurut beberapa para ahli mendefinisikan penyakit sebagai berikut (Irwan, 2017): 

a. Penyakit adalah kegagalan suatu organisme dari mekanisme yang beradaptasi 

dandapat bereaksi secara tepat terhadap rangsangan ataupun tekanan, sehingga 

berakibat menurunnya kekebalan tubuh yang akan menimbulkan gangguan. 

b. Penyakit merupakan suatu keadaan dimana proses berlangsungnya kehidupan 

tidak teratur pertumbuhannya. 

c. Penyakit berupa kelainan yang tampak dari luar dan keadaan yang dapat 

terganggu dari keteraturan fungsifungsi pada tubuh. 
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Keadaan dimana terjadinya ketidakseimbangan fungsi normal pada tubuh 

manusia dengan sejumlah sistem biologis serta kondisi penyesuaiannya disebut 

sakit. Seorang dikatakan sakit jika munculnya gejala, mengenali keadaan yang 

dirasakan, dan menurunnya kemampuan dalam beraktivitas sehari-hari.  

Penyakit menular merupakan penyakit yang ditularkan atau berpindahnya 

dari individu ke individu yang lain baik secara langsung maupun melalui perantara. 

Suatu penyakit dapat menular dari individu ke individu yang lain dipengaruhi oleh 

tiga faktor yaitu faktor Agen, faktor Host (manusia), dan faktor Route of 

Transmission. Faktor Agen dikelompokkan menjadi beberapa golongan 

diantaranya golongan virus (berupa influenza, cacar, dan lainnya), golongan 

riketsia (berupa typhus), golongan bakteri (berupa disentri), golongan protozoa 

(berupa malaria, filarial, dan lainnya). Faktor Host berkaitan dengan daya tahan 

tubuh, misalnya imunitas seseorang, makin lemahnya seseorang maka sangat 

mudah terinfeksi. Sedangkan faktor route of Transmission berdasarkan potensi 

yang ditularkan, misalnya infeksi tersebut berpotensi wabah atau tidak. Penyakit 

menular berpindah dari tempat ke tempat yang lain terjadi sangat cepat sehingga 

berkembang menjadi wabah atau endemis pada daerah tertentu. Perpindahan 

penyakit menular terjadi secara langsung dan melalui perantara. Penularan secara 

langsung misalnya penularan melalui percikan-percikan halus yang dihasilkan oleh 

manusia yang sakit seperti bersin, ludah pada penyakit TBC sedangkan dengan 

melalui perantara seperti bakteri, serangga, serta bisa dari kotoran pada penyakit 

disentri, kolera, dan demam berdarah dengue (Irwan, 2017). 

2.3.2 Malaria  

 Malaria adalah penyakit infeksi menular yang disebabkan oleh parasit dari 

genus Plasmodium. Malaria ditularkan melalui gigitan nyamuk Anopheles dengan 

gambaran penyakit berupa demam periodik, anemia, pembesaran limpa dan 

berbagai kumpulan gejala penyakit lainnya. Parasit penyebab malaria terdiri dari 

empat jenis, yaitu: Plasmodium falciparum, Plasmodium vivax, Plasmodium 

malarie, dan Plasmodium ovale. Dari keempat jenis plasmodium tersebut, 

Plasmodium falciparum dan Plasmodium vivax merupakan jenis Plasmodium yang 

paling sering dijumpai pada kasus penyebaran penyakit malaria pada sel darah 

merah (Adi, 2012). Plasmodium Falciparum adalah spesies yang paling umum di 



13 
 

13 
 

seluruh daerah tropis dan subtropis. Plasmodium malaria ditemukan bersama 

dengan Plasmodium Falciparum, sedangkan Plasmodium Ovale ditemukan 

terutama di daerah tropis Afrika, tetapi terkadang juga dijumpai di Pasifik Barat 

(Gandahusada, 2004). Penyakit malaria memiliki hubungan yang erat, baik yang 

berelasi dengan kehadiran vektor, iklim, kegiatan manusia, dan lingkungan 

setempat. Adanya kerusakan dan eksplorasi lingkungan menyebabkan 

bertambahnya jumlah dan luas tempat perindukan. Lingkungan akan 

mempengaruhi kapasitas vektor dalam menularkan Plasmodium dan menyebarkan 

malaria dari satu orang ke orang lain melalui paparan Anopheles. Oleh karena itu 

malaria dianggap sebagai penyakit ekologis (Carter, 2000).  

Malaria disebabkan oleh parasit sporozoa Plasmodium yang ditularkan 

melalui gigitan nyamuk Anopheles. Plasmodium akan mengalami dua siklus yaitu 

siklus aseksual (skizogoni) yang terjadi pada tubuh manusia dan siklus seksual 

(sporogoni) yang terjadi pada tubuh nyamuk. Siklus seksual dimulai dengan 

bersatunya gamet jantan dan gamet betina untuk membentuk ookinet dalam perut 

nyamuk. Ookinet akan menembus dinding lambung untuk membentuk kista di 

selaput luar lambung nyamuk waktu yang diperlukan sampai pada proses ini adalah 

8-35 hari, tergantung pada situasi lingkungan dan jenis parasitnya. Pada tempat 

inilah kista akan membentuk ribuan sporozoit yang terlepas dan kemudian tersebar 

ke seluruh organ nyamuk termasuk kelenjar ludah nyamuk. Pada kelenjar inilah 

sporozoit menjadi matang dan siap ditularkan jika nyamuk menggigit manusia 

(Vale, Nuno, 2014). 
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Gambar 2.1 Siklus Hidup Plasmodium 

(Sumber: Widayati, dkk. 2009. Biologi : SMA dan MA Kelas X. Pusat Perbukuan, 

Departemen Pendidikan Nasional, Jakarta, p. 290)  

 

2.3.3 Etiologi dan Penularan Malaria 

Malaria adalah infeksi oleh parasit malaria suatu protozoa darah yang 

termasuk dalam family Plasmodiidae dan genus Plasmodium. Ciri famili 

Plasmodiidae adalah adanya 2 siklus hidup yaitu siklus hidup aseksual pada 

vertabrata yang berlangsung dalam eritrosit dan organ lainnya, serta siklus seksual 

yang dimulai pada vertabrata yang kemudian berlanjut pada nyamuk. Siklus hidup 

semua spesies parasit malaria pada manusia adalah sama yaitu mengalami stadium 

yang berpindah dari vektor nyamuk ke manusia dan kembali ke nyamuk. Terdiri 

dari siklus seksual (sporogoni) yang berlangsung pada nyamuk anopheles dan 

siklus aseksual yang berlangsung pada manusia yang terdiri dari stadium eritrosit 

(erytrocyt schizogony) dan stadium yang berlangsung di dalam parenkim herpar 

(exo- erytrocyt schizogony) (Titiek Hidayati, 2005). 

Infeksi malaria dimulai dari disuntikannya plasmodium dalam bentuk 

sporogoni yang tinggal di dalam ludah nyamuk betina anopheles ke dalam tubuh 

penderita. sporogoni yang masuk dalam tubuh penderita dalam waktu beberapa 

menit sampai beberapa jam kemudian berusaha untuk masuk ke dalam jaringan 

hepar agar bias bertahan hidup ataupun untuk melakukan proses multiplikasi 

(penggandaan diri) (Titiek Hidayati, 2005). 
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Gambar 2.2 Siklus Penularan Penyakit Malaria 

(Sumber: Centers for Disease Control and Prevention [CDC],2004). 

Bekerjanya sistem imun tak spesifik yang melibatkan  komponen humoral 

dan seluler, baik sistem komplemen maupun fagosit, berusaha menghancurkan atau 

mengeluarkan parasit dan mencegahnya masuk ke dalam sel hepar. Parasit yang 

lolos dari sistem pertahanan awal dan selamat sampai di hepar kemudian berusaha 

menginvasi hepatosit untuk kemudian melakukan penggandaan diri di dalamnya 

(siklus aseksual ekso-eritosit). Skizon yang matang kemudia pecah dan dikeluarkan 

dari hepatosit masuk ke dalam peredaran sistemik sebagai merozoit. Merozoit 

berusaha masuk ke dalam eritrosit agar bias melakukan penggandaan diri dari 

bentuk tropozoit menjadi skizon (siklus aseksual eritrosit) dan sebagian merozoit 

lainnya berusaha masuk ke dalam eritrosit untuk menjalankan siklus seksual 

menjadi gamet. Skizon yang matang kemudian pecah dan kembali masuk ke dalam 

perdaran darah dan berusaha untuk kembali melakukan invasi ke dalam eritosit. 

Gametosit intraeritrosit yang beruntung akan terhisap oleh nyamuk anopheles 

betina. Kemudia di dalam tubuh nyamuk, sporogoni yang bveruntung akan 

dikeluarkan kepada calon penderita berikutnya melalui gigitan nyamuk anopheles 

betina (Titiek Hidayati, 2005). 

2.3.4 Respon Sel Imun Terhadap Penyakit Malaria Pada Host atau Inang 

Infeksi penyakit malaria memicu sistem imun bawaan dan adiptif. 

Kekebalan pada malaria merupakan keadaan kebal terhadap infeksi yang 

berhubungan dengan penghancuran parasit dan perkembangbiakan parasit tersebut. 

Imunitas terhadap malaria sangat kompleks, melibatkan hampir seluruh komponen 

sel imun baik nonpesifik maupun spesifik. Sel imun non spesifik seperti sel 

pembunuh alami dan dendritic terlibat dalam pembersihan dari sirkulasi parasit 

yang menginfeksi sel darah merah. Sel imun spesifik seperti CD4+ dan CD8+ 

penting untuk perlindungan terhadap parasit malaria dan respon sel B diinduksi 

oleh infeksi Plasmodium (Li, Young, 2011). 

Sistem imun memiliki komponen seluler dan humoral yang digunakan 

sebagai pembawa fungsi pelindung mereka. Komponen utama sistem imun adalah 

leukosit atau sel darah putih. Berdasarkan granula pada plasma, leukosit dibedakan 

menjadi leukosit granulosit dan leukosit agranulosit. Leukosit granulosit adalah 
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leukosit yang plasmanya bergranula, seperti neutrophil, esonofil dan basophil. 

Leukosit agranulosit adalah leukosit yang plasmanya bergranula seperti monosit, 

limfosit B dan limfosit T (Yunarko, 2014). 

Antibodi dalam tubuh manusia mulai diproduksi oleh sistem imun saat 

semakin meningkat dengan adanya paparan infeksi dan menjadi lebih efektif 

dengan bagian sistem imun yang lain untuk mengenali molekul antigen yang 

memiliki memori untuk pembentukan antibodi sehingga respon imun dapat 

bertindak lebih cepat untuk infeksi selanjutnya (Yunarko, 2014). 

Perlawanan tubuh terhadap Plasmodium atau respon imunitas dilakukan 

oleh beberapa gabungan dari sel imun yang terdiri dari makrofag, sel dendritik, 

imunitas seluler dan antibody. Makrofag mampu membunuh parasit atau benda 

asing yang masuk dalam tubuh secara ekstraseluler. Makrofag juga mampu 

mendukung perbaikan jaringan dan beraksi sebagai Antigen Presenting Cell (APC) 

yang diperlukan untuk memicu respon imun spesifik. Peran sel dendritik adalah 

sebgai aktivasi sistem imun, untuk mendewasakan limfosit T dan menstimulasi 

limfosit (Yunarko, 2014). 

Imunitas seluler seperti limfosit T dibedakan menjadi Lymphocytes T 

Helper (CD4+) dan sitotoksis (CD8+). Limfosit T mengeluarkan protein untuk 

bertindak langsung melawan pathogen dan merangsang CD8+ yang melindungi sel 

inang oleh proses lisis sel yang terinfeksi parasit dan mengurangi produksi merozoit 

serta gametosit. Imunitas humoral adalah perlindungan kekebalan yang dimediasi 

oleh Limfosit B yang diaktifkan oleh merozoit dalam darah dan mengeluarkan 

antibody ke dalam sirkulasi infeksi saat sel darah merah mengeluarkan merozoit 

(Li, Young, 2011). 

Sel darah merah yang terinfeksi parasit malaria akan ditangkap oleh APC dan 

dibawa ke sitoplasma sel dan terbentuk fagosom yang akan bersatu dengan lisosom 

sehingga terbentuk fagolisosom. Fagolisosom mengeluarkan mediator yang akan 

mendegradasi antigen Plasmodim  menjadi peptida-peptida yang akan berasosiasi 

dengan molekul Major Histocompatibility Complex (MHC-II) dan dipresentasikan 

ke sel T CD4+. Saat proses tersebut berlangsung, APC mengeluarkan interleukin-

12 (IL-12) yang akan mempengaruhi proliferasi sel T sehingga menyebabkan 

aktivasi dan perkembangan sel T. Berdasarkan sitokin yang dihasilkan dapat 
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dibedakan menjadi dua bagian yaitu Th1 dan Th2. Th1 menghasilkan IFN𝛾 dan 

TNF𝛼 yang mengaktifkan komponen imunitas seluler seperti makrofag, monosit 

dan sel NK. Bagian kedua yaitu Th2 yang menghasilkan IL-4, IL-5, IL-6 dan IL-

10. Sel T CD4+ berfungsi sebagai regulator dengan membantu produksi antibody 

dan aktivasi fagosit-fagosit lain, sedangkan sel T CD8+ berperan sebagai efektor 

langsung untuk fagositosis parasit dan menghambat perkembangan parasit dengan 

menghasilkan IFN𝛾. Apabila Plasmodium masuk ke dalam sel-sel tubuh dan mulai 

dianggap asing oleh tubuh maka epitope-epitop antigen dari parasit malaria akan 

berikatan dengan reseptor limfosit B yang berperan sebagai sel penyaji antigen 

kepada sel limfosit T, pada saat ini sel T CD4+ kemudian berkembang menjadi sel 

Th1 dan Sel Th2. Sel Th2 akan menghasilkan IL-4 dan IL-5 yang memicu 

pembentukan imunoglobin (Ig) oleh limfosit B. Ig meningkatan kemampuan 

fagositosis makrofag (Yunarko, 2014).  

2.4 Model Infeksi Penyakit Malaria dengan Respon Imun 

Menurut Iswanto (2012) model matematika dibuat untuk memberikan deskripsi 

dengan persamaan atau dengan logika secara fisik terhadap fenomena yang 

terkadang kompleks. Umumnya model matematika dikembangkan berdasarkan 

metode yang mengatur terhadap simulasi dengan efektif tanpa observasi dan 

eksperimen. Model matematika ini dirancang untuk menggambarkan perubahan 

variabel sebagai langkah untuk mendeskripsikan sistem tersebut. 

Pada jurnal C. Hetzel dan R.M Anderson (2015) menganalisis model matematika 

pada penyakit malaria dengan respon imun. Di dalam jurnal tersebut terdapat empat 

persamaan sebagai berikut: Populasi sel darah merah yang tidak terinfeksi parasit 

malaria pada waktu 𝑡 (𝑋(𝑡)), Populasi sel darah merah yang terinfeksi (𝑌(𝑡)), 

Jumlah populasi parasit malaria terhadap waktu 𝑡 (𝑀(𝑡)), Jumlah populasi efektor 

imun dalam inang pada waktu  (𝑇(𝑡)). Keempat model tersebut dirancang untuk 

mendeskripsikan model penyakit malaria tersebut. Persamaan model matematika 

yang didapatkan tersebut dituliskan dalam persamaan berikut: 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀  

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝛽𝑋𝑀 − 𝛼𝑌 − 𝜅𝑌𝑇  
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𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝛼𝑟𝑌 − 𝛿𝑀 − 𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 − 𝜔𝑀𝑇  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝑚𝑀 + 𝛾𝑦𝑌 + 𝑝𝑇 − 𝑏𝑇2       (2.8) 

Sehingga model matematika tersebut dapat digambarkan dalam diagram sebagai 

berikut: 

 

Gambar 2.3 Model Infeksi Penyakit Malaria dengan Respon Imun 

Perubahan populasi sel darah merah yang tidak terinfeksi parasit malaria 

terhadap waktu dipengaruhi oleh laju produksi sel darah merah (𝜆) secara alami 

dalam sum-sum tulang. Populasi sel darah merah tersebut berkurang karena laju 

kematian sel darah merah secara alami (𝜇). Adapun populasi sel darah merah yang 

bersih dari segala infeksi memenuhi persamaan 
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀 yang 

mendekati kondisi stabil 
𝜆

𝜇
 (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015). Populasi sel darah 

merah tersebut dapat berkurang karena laju infeksi merozoit pada sel darah merah 

(𝛽𝑋𝑀). Dari uraian tersebut didapatkan model dinamika sel darah merah yang tidak 

terinfeksi parasit malaria terhadap waktu sebagai berikut (C Hetzel dan R.M 

Anderson, 2015): 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀    (2.9) 

Perubahan populasi sel darah merah yang terinfeksi parasit malaria terhadap 

waktu dipengaruhi oleh perpindahan sel darah merah normal menjadi sel darah 

merah terinfeksi dengan laju (𝛽). Kemudian berkurang karena laju kematian sel 

darah merah yang terinfeksi secara alami yaitu (𝛼)  per hari. Populasi 𝑌(𝑡) dapat 

berkurang pula karena adanya perlawanan sel darah merah yang terinfeksi 𝑌 oleh 

efektor imun 𝑇 yaitu 𝜅. Dari uraian tersebut didaptakan model dinamika sel darah 
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merah yang terinfeksi parasit malaria terhadap waktu sebagai berikut (C Hetzel dan 

R.M Anderson, 2015): 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝛽𝑋𝑀 − 𝛼𝑌 − 𝜅𝑌𝑇    (2.10) 

Perubahan populasi laju kematian sel darah merah yang terinfeksi secara alami 

yaitu (𝛼). Adapun populasi parasit malaria terhadap waktu dipengaruhi oleh laju 

produksi parasit malaria dari merozoit yang bereplikasi pada laju 𝑟 dalam sel darah 

merah yang terinfeksi. Kemudian populasinya berkurang karena laju kematian 

parasit malaria secara alami yaitu (𝛿). Diasumsikan juga bahwa serangan antibodi 

yang diarahkan langsung pada merozoit yang bebas dalam sistem darah 

𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 dapat mengurangi populasi parasit malaria. Dari uraian tersebut 

didapatkan model dinamika populasi parasit malaria terhadap waktu sebagai 

berikut (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015):  

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝛼𝑟𝑌 − 𝛿𝑀 − 𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 − 𝜔𝑀𝑇   (2.11) 

Perubahan populasi laju kemungkinan keberhasilan untuk membasmi merozoit 

𝑀 oleh efaktor imun yaitu 𝛾𝑚 dan bertambah karena laju proliferasi sel-sel 

imundimana 𝛾𝑦 adalah laju proliferasi limfosit. Populasi jumlah kematian alami dari 

sel imun dengan laju 𝑝 dan berkurangnya populasi sel imun tubuh dipengaruhi 

pasokan sel imun dari tubuh dengan laju 𝑏. Dari uraian tersebut didapatkan model 

dinamika sel-sel imun yang beraksi akibat infeksi parasit malaria terhadap waktu 

sebagai berikut (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015): 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝑚𝑀 + 𝛾𝑦𝑌 + 𝜌𝑇 − 𝑏𝑇2    (2.12) 

2.5 Kebersihan dan Kesehatan dalam Perspektif Islam 

Islam sebagai sebuah ajaran tidak hanya mengatur hubungan manusia 

dengan Tuhannya, namun juga mengatur bagaimana hubungan manusia dengan 

sesama manusia yang mencakup berbagai aspek kehidupan. Aspek kehidupan yang 

termasuk di dalamnya yaitu permasalahan tentang kesehatan. Dalam doktrin Islam, 

menjaga kesehatan lebih baik daripada menanggulangi/mengobati penyakit. 

Pelestarian kesehatan harus menjadi tujuan utama kedokteran yang diemban oleh 

dokter dan semua petugas dan pelayan kesehatan. Sepanjang sejarah peradaban 

Islam, tugas utama sistem medis adalah untuk mempertahankan kesehatan daripada 

menyembuhkan penyakit. Tugas itu sejalan dengan tujuan hukum Islam yang 
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menyatakan bahwa menjaga kesehatan lebih baik daripada menanggulangi 

penyakit. Dengan kata lain tujuan penting ilmu kedokteran adalah untuk 

menyelamatkan hidup manusia dan mengurangi penderitaan makhluk hidup. 

Dalam Islam, kebersihan sangat penting sehingga orang yang 

membersihkan diri dan mengusahakan kebersihan akan disukai Allah SWT. Islam 

menaruh perhatiannya dalam masalah kesehatan dalam beberapa ayat Al Quran dan 

beberapa Hadis yang shahih. Sebagaimana disebutkan dalam Al-Quran sebagai 

berikut: 

ينَ   رِ ِ ه  َطَ ت مُ بُّ الْ ُحِ ي ينَ وَ ِ اب َّوَّ لت بُّ ا ُحِ َ ي نَّ اللََّّ ِ   إ

“Sesungguhnya Allah menyukai orang-orang yang taubat dan menyukai orang-

orang yang menyucikan atau membersihkan diri.”(Q.S. Al-Baqarah: 222).  

Dalil ini menjelaskan bahwa Allah SWT baik dan mencintai perihal tentang 

kesucian atau kebersihan. Kebersihan adalah bagian dari nikmat paling besarang 

telah Allah SWT berikan kepada hamba-Nya, karena kebersihan adalah pokok 

utama dari pola hidup sehat. Kesehatan inilah yang merupakan anugrah yang tiada 

harganya yang Allah SWT berikan. Selain itu, dalam sabdanya Rasulullah Saw juga 

menyampaikan bahwa: “Sesungguhnya Allah itu baik dan mencintai kebaikan, 

Bersih (suci) dan mencintai kebersihan, Mulia dan mencintai kemuliaan, bagus dan 

mencintai kebagusan, bersihkanlah rumahmu” (H.R.Tirmidzi dari Saad).  

Hadis tersebut merupakan sebuah peringatan dan anjuran bagi manusia 

untuk selalu menjaga lingkungannya dari sampah karena sampah merupakan 

sumber penyakit. Sebagaimana penyakit malaria yang sering dijumpai di Indonesia. 

Malaria merupakan penyakit yang disebarkan oleh nyamuk Anopheles. Nyamuk 

tersebut berkembang biak dengan bertelur pada genangan-genangan air. Genangan-

genangan tersebut biasanya berasal dari sampah yang tidak bertutup. Itulah salah 

satu alasan mengapa kita harus selalu menjaga kebersihan.  
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BAB III  

PEMBAHASAN 

3.1 Alur Pembentukan Model 

Mekanisme pembentukan model Within-host malaria dengan respon imun. 

 

Gambar 3.1 Alur Pembentukan Model 𝑋, 𝑌,𝑀 dan 𝑇 

Perubahan populasi sel darah merah yang tidak terinfeksi parasit malaria 

terhadap waktu dipengaruhi oleh laju produksi sel darah merah (𝜆) secara alami 

dalam sum-sum tulang. Populasi sel darah merah tersebut berkurang karena laju 

kematian sel darah merah secara alami (𝜇). Adapun populasi sel darah merah yang 

bersih dari segala infeksi memenuhi persamaan 
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀 yang 

mendekati kondisi stabil 
𝜆

𝜇
 (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015). Populasi sel darah 

merah tersebut dapat berkurang karena laju infeksi merozoit pada sel darah merah 

(𝛽𝑋𝑀). Dari uraian tersebut didapatkan model dinamika sel darah merah yang tidak 

terinfeksi parasit malaria terhadap waktu sebagai berikut (C Hetzel dan R.M 

Anderson, 2015): 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀    (3.1) 

Perubahan populasi sel darah merah yang terinfeksi parasit malaria terhadap 

waktu dipengaruhi oleh perpindahan sel darah merah normal menjadi sel darah 

merah terinfeksi dengan laju (𝛽). Kemudian berkurang karena laju kematian sel 

darah merah yang terinfeksi secara alami yaitu (𝛼)  per hari. Populasi 𝑌(𝑡) dapat 

berkurang pula karena adanya perlawanan sel darah merah yang terinfeksi 𝑌 oleh 

efektor imun 𝑇 yaitu 𝜅. Dari uraian tersebut didaptakan model dinamika sel darah 
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merah yang terinfeksi parasit malaria terhadap waktu sebagai berikut (C Hetzel dan 

R.M Anderson, 2015): 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝛽𝑋𝑀 − 𝛼𝑌 − 𝜅𝑌𝑇    (3.2) 

Perubahan populasi laju kematian sel darah merah yang terinfeksi secara alami 

yaitu (𝛼). Adapun populasi parasit malaria terhadap waktu dipengaruhi oleh laju 

produksi parasit malaria dari merozoit yang bereplikasi pada laju 𝑟 dalam sel darah 

merah yang terinfeksi. Kemudian populasinya berkurang karena laju kematian 

parasit malaria secara alami yaitu (𝛿). Diasumsikan juga bahwa serangan antibodi 

yang diarahkan langsung pada merozoit yang bebas dalam sistem darah 

𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 dapat mengurangi populasi parasit malaria. Dari uraian tersebut 

didapatkan model dinamika populasi parasit malaria terhadap waktu sebagai 

berikut (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015):  

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝛼𝑟𝑌 − 𝛿𝑀 − 𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 − 𝜔𝑀𝑇   (3.3) 

Perubahan populasi laju kemungkinan keberhasilan untuk membasmi merozoit 

𝑀 oleh efaktor imun yaitu 𝛾𝑚 dan bertambah karena laju proliferasi sel-sel 

imundimana 𝛾𝑦 adalah laju proliferasi limfosit. Populasi jumlah kematian alami dari 

sel imun dengan laju 𝑝 dan berkurangnya populasi sel imun tubuh dipengaruhi 

pasokan sel imun dari tubuh dengan laju 𝑏. Dari uraian tersebut didapatkan model 

dinamika sel-sel imun yang beraksi akibat infeksi parasit malaria terhadap waktu 

sebagai berikut (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015): 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝑚𝑀 + 𝛾𝑦𝑌 + 𝜌𝑇 − 𝑏𝑇2    (3.4) 

Model matematika infeksi malaria pada inang dengan adanya respon imun 

menggunakan bebrapa variabel dan parameter sebagai berikut: 

𝑋(𝑡) = Jumlah populasi sel darah merah yang tidak terinfeksi parasit 

malaria pada waktu 𝑡. 

𝑌(𝑡) = Jumlah populasi sel darah merah yang terinfeksi parasit malaria 

pada waktu 𝑡. 

𝑀(𝑡) = Jumlah populasi parasit malaria yang bebas dalam darah pada 

waktu 𝑡. 

𝐸(𝑡) = Jumlah populasi efektor imun dalam inang pada waktu 𝑡. 

λ  = Laju produksi sel darah merah 
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𝜇  = Laju kematian sel darah merah yang tidak terinfeksi 

𝛽  = Laju infeksi sel darah merah oleh parasit malaria 

𝛼  = Laju kematian sel darah merah yang terinfeksi 

𝑟  = Laju produksi alami parasit malaria 

𝛿  = Laju kematian parasit malaria 

𝜅  = Laju perlawanan 𝑌(𝑡) oleh sistem imun 

𝜔  = Laju perlawanan 𝑀(𝑡) oleh sistem imun 

𝛾𝑦  = Laju proliferasi 𝑇(𝑡) oleh 𝐼(𝑡) 

𝛾𝑚  = Laju proliferasi 𝑇(𝑡) oleh 𝑀(𝑡) 

𝑝  = Laju kematian sel imun 

𝑏  = Laju pasokan sel imun 

(C Hetzel dan R.M Anderson, 2015). 

Adapun model matematika dari infeksi malaria pada inang terdiri dari empat 

persamaan diferensial biasa nonlinier, yaitu (C Hetzel dan R.M Anderson, 2015): 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋(𝑡) − 𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡)      (3.5) 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡) − 𝛼𝑌(𝑡) − 𝜅𝑌(𝑡)𝑇(𝑡)     (3.6) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝛼𝑟𝑌(𝑡) − 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽(𝑋(𝑡) + 𝑌(𝑡))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡)   (3.7) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝑚𝑀(𝑡) + 𝛾𝑦𝑌(𝑡) + 𝑝𝑇(𝑡) − 𝑏𝑇(𝑡)2     (3.8) 

Nilai awal dari parameter yang digunakan pada sistem persamaan 

diferensial dari model infeksi malaria dengan respon imun bersumber dari karya C 

Hetzel dan R.M Anderson dalam jurnalnya yang berjudul "The within-host cellular 

dynamics of bloodstage malaria:theoretical and experimental studies" dalam 

bentuk tabel berikut: 

Tabel 3.1 Nilai variabel model Within-host malaria dengan respon imun 

No Variabel Deskripsi Variabel Nilai 

Awal 

Satuan 
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1. 𝑋(𝑡) Populasi sel darah merah yang 

tidak terinfeksi parasit malaria  

3 × 109 Sel / ml 

2.  𝑌(𝑡) Populasi sel darah merah yang 

terinfeksi 

9 × 107 Sel / ml 

3. 𝑀(𝑡) Jumlah populasi parasit malaria  107 Sel / ml 

4. 𝑇(𝑡) Jumlah populasi efektor imun 

dalam inang  

6 × 107 Sel / ml 

Tabel 3.2 Nilai Parameter 

No Parameter Deskripsi Parameter Nilai Awal Satuan 

1.  Λ Laju produksi sel darah merah 2,5 × 108 Sel / ml 

hari 

2. 𝜇 Laju kematian sel darah merah 

yang tidak terinfeksi 

0.025 Sel / hari 

3. 𝛽 Laju infeksi sel darah merah oleh 

parasit malaria 

2 × 10−9 Sel / ml 

hari 

4. 𝛼 Laju kematian sel darah merah 

yang terinfeksi 

1 Sel / hari 

5. 𝑟 Laju produksi alami parasit 

malaria 
12 Merozoit 

/ ml 

6. 𝛿 Laju kematian parasit malaria 48 Sel / hari 

7. 𝜅 Laju perlawanan 𝑌(𝑡) oleh 

sistem imun 

1 × 10−8 Sel / ml 

hari 

8. 𝜔 Laju perlawanan 𝑀(𝑡) oleh 

sistem imun 

1 × 10−8 Sel / ml 

hari 

9. 𝛾𝑦 Laju proliferasi 𝑇(𝑡) oleh 𝑌(𝑡) 0,1 Sel / ml 

10. 𝛾𝑚 Laju proliferasi 𝑇(𝑡) oleh 𝑀(𝑡) 0,1 Merozoit 

/ ml 

11. 𝑝 Laju kematian sel imun 0,1 Sel / hari 
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12. 𝑏 Laju pasokan sel imun 

 
1 × 10−9 Sel / ml 

hari 

(C Hetzel dan R.M Anderson, 2015).  

3.2 Analisis Kestabilan 

3.2.1 Menentukan Titik Kesetimbangan 

Menentukan titik kesetimbangan diperlukan untuk menganalisis titik 

kestabilan. Titik dalam penelitian ini dapat diperoleh jika 
𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑌(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, dan  

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 0. Pada saat titik kesetimbangan diraih, maka laju 

pertumbuhan dari setiap persamaan akan tetap. Hal tersebut menunjukkan bahwa 

tidak ada pertumbuhan populasi pada sel darah merah yang tidak terinfeksi 𝑋(𝑡), 

populasi sel darah merah yang terinfeksi 𝑌(𝑡), populasi parasit malaria 𝑀(𝑡), dan 

populasi efektor imun 𝐸(𝑡). 

Titik kesetimbangan dari sistem (3.5) sampai (3.6) menjadi sebagai berikut: 

𝜆 − 𝜇𝑋(𝑡) − 𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡) = 0       (3.9) 

𝛽𝑋(𝑡)𝑀 − 𝛼𝑌(𝑡) − 𝜅𝑌(𝑡)𝑇(𝑡) = 0     (3.10) 

𝛼𝑟𝑌(𝑡) − 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽(𝑋(𝑡) + 𝑌(𝑡))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡) = 0   (3.11) 

𝛾𝑚𝑀(𝑡) + 𝛾𝑦𝑌(𝑡) + 𝑝𝑇(𝑡) − 𝑏𝑇(𝑡)2 = 0    (3.12) 

Persamaan (3.9) sampai dengan persamaan (3.12) tersebut akan dicari titik 

kesetimbangan yaitu dengan tanpa parameter dan juga dengan menggunakan 

parameter. Adapun titik kesetimbangan tersebut yaitu: 

Persamaan (3.6) − (3.8) dapat didefinisikan sebagi berikut 
𝑑𝑌(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑀(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 sehingga didapatkan 

𝛬 − 𝜇𝑋(𝑡) − 𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡) = 0  

𝛬 − 𝜇𝑋(𝑡) = 0  

𝜇𝑋 = 𝛬  

  𝑋∗ =
𝛬

𝜇
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Maka titik kesetimbangan yang pertama atau bebas penyakit 𝐸0
∗ yaitu 

𝐸0
∗(𝑋1

∗, 𝑌1
∗, 𝑀1

∗, 𝑇1
∗) = 𝐸0

∗(
𝛬

𝜇
, 0,0,0). Titik bebas penyakit yang telah diperoleh 

sebelumnya diberikan nilai parameter yang telah dicantumkan dalam jurnal (C. 

Hatzel dan R.M Anderson, 2015) pada tabel 3.2. Sehingga diperoleh yaitu 

𝐸0
∗(𝑋1

∗, 𝑌1
∗, 𝑀1

∗, 𝑇1
∗) = 𝐸0

∗(1010, 0,0,0). 

Kemudian dilakukan linierisasi dengan menggunakan deret Taylor. Proses 

linierisasi dilakukan dengan pemisalan dan karena titik kesetimbangan maka sama 

dengan nol sehingga: 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇)  

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇)         (3.13) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝑓3(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇)  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑓4(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇)  

Kemudian dicari pendekatan system linier di sekitar titik kesetimbangan 

dengan menggunakan deret Taylor dan dipotong sampai orde satu. Sehingga, dapat 

dibuat suatu matriks Jacobi sebagai berikut: 

𝐽(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓1

𝜕𝑋

𝜕𝑓1

𝜕𝑌

𝜕𝑓1

𝜕𝑀

𝜕𝑓1

𝜕𝑇
𝜕𝑓2

𝜕𝑋

𝜕𝑓2

𝜕𝑌

𝜕𝑓2

𝜕𝑀

𝜕𝑓2

𝜕𝑇
𝜕𝑓3

𝜕𝑋

𝜕𝑓3

𝜕𝑌

𝜕𝑓3

𝜕𝑀

𝜕𝑓3

𝜕𝑇
𝜕𝑓4

𝜕𝑋

𝜕𝑓4

𝜕𝑌

𝜕𝑓4

𝜕𝑀

𝜕𝑓4

𝜕𝑇)

 
 
 
 

      (3.14) 

Sehingga didapatkan matriks berikut: 

𝑱(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) =

[
 
 
 
−𝜇 − 𝛽𝑀

𝛽𝑀
−𝛽𝑀
0

0

−𝛼 − 𝜅𝑇
𝛼𝑟 − 𝛽𝑀

𝛾
𝑦

−𝛽𝑋
𝛽𝑋

−𝛿 − 𝛽(𝑋 + 𝑌) − 𝜔𝑇
𝛾
𝑚

0

−𝜅𝑌
−𝜔𝑀
𝑝 − 2𝑏𝑇]

 
 
 
  (3.15) 

Kemudian substitusi titik kesetimbangan 𝐸0
∗(𝑋1

∗, 𝑌1
∗, 𝑀1

∗, 𝑇1
∗) ke matriks (3.15). 
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Kemudian substitusi titik kesetimbangan 𝐸0
∗(𝑋1

∗, 𝑌1
∗, 𝑀1

∗, 𝑇1
∗) ke matriks (3.15). 

𝑱(𝐸0
∗) =

(

 
 
 
−𝜇 0
0 −𝛼

−𝛽𝜆

𝜇
0

𝛽𝜆

𝜇
0

0 𝛼𝑟

0 𝛾
𝑦

−𝛿 −
𝛽𝜆

𝜇
0

𝛾
𝑚

𝑝)

 
 
 

       (3.16) 

 Maka, hasil dari persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.16) adalah yang 

sudah terlampir pada lampiran. 

Titik kesetimbangan kedua atau titik dengan respon sel imun ini dapat 

dinotasikan (𝐸1
∗) dicari dengan meninjau penyelesaian dari persamaan (3.11) 

sehingga didapatkan: 

𝛼𝑟𝑌(𝑡) − 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽(𝑋(𝑡) + 𝑌(𝑡))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡) = 0  

𝑀(𝑡) =
𝛼𝑟𝑌(𝑡)

𝛿+𝛽(𝑋(𝑡)+𝑌(𝑡))+𝜔𝑇(𝑡)
       (3.17) 

Kemudian hasil dari penyelesaian persamaan (3.11) disubstitusikan ke 

dalam persamaan (3.10) yaitu 

𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡) − 𝛼𝑌(𝑡) − 𝜅𝑌(𝑡)𝑇(𝑡) = 0  

𝛽𝑋(𝑡) (
𝛼𝑟𝑌(𝑡)

𝛿+𝛽(𝑋(𝑡)+𝑌(𝑡))+𝜔𝑇(𝑡)
) − 𝛼𝑌(𝑡) − 𝜅𝑌(𝑡)𝑇(𝑡) = 0  

𝛽𝑋(𝑡) (
𝛼𝑟𝑌(𝑡)

𝛿+𝛽(𝑋(𝑡)+𝑌(𝑡))+𝜔𝑇(𝑡)
) = 𝑌(𝑡)(𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))  

𝛼𝑟𝛽𝑋(𝑡) = (𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))(𝛿 + 𝛽(𝑋(𝑡) + 𝑌(𝑡)) + 𝜔𝑇(𝑡))  

= 𝛽(𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))𝑋 + (𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))(𝛿 + 𝛽𝑌(𝑡) + 𝜔𝑇(𝑡)) 

(𝛼𝑟𝛽 − 𝛽𝛼 − 𝜅𝛽𝑇(𝑡))𝑋 = (𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))(𝛿 + 𝛽𝑌(𝑡) + 𝜔𝑇(𝑡))  

𝑌(𝑡) =
𝛼𝑟𝛽𝑋(𝑡)−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛽𝑋(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝜔𝑇(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝛽(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))
    (3.18) 

Persamaan (3.18) tersebut disubstitusikan ke dalam persamaan (3.17) 

sehingga dihasilkan 

𝛼𝑟𝑌(𝑡) − 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽(𝑋(𝑡) + 𝑌(𝑡))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡) = 0 

𝛼𝑟 (
𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡)

𝛼+𝜅𝑇(𝑡)
) − 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽 (𝑋(𝑡) + (

𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡)

𝛼+𝜅𝑇(𝑡)
))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡) = 0  
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𝛼𝑟 (
𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡)

𝛼+𝜅𝑇(𝑡)
) = 𝛿𝑀(𝑡) − 𝛽 (𝑋(𝑡) + (

𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡)

𝛼+𝜅𝑇(𝑡)
))𝑀(𝑡) − 𝜔𝑀(𝑡)𝑇(𝑡)  

 (𝛼𝑟𝛽 − 𝛽𝛼 − 𝜅𝛽𝑇(𝑡))𝑋 = (𝛼 + 𝜅𝑇(𝑡))(𝛿 + 𝛽𝑌(𝑡) + 𝜔𝑇(𝑡))   
 

𝑀(𝑡) =
𝛼𝑟𝛽𝑋(𝑡)−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛽𝑋(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝜔𝑇(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝛽2𝑋(𝑡)
    (3.19) 

Kemudian hasil dari penyelesaian yaitu pada persamaan (3.18) 

disubstitusikan pada persamaan 3.9 sehingga 

𝜆 − 𝜇𝑋(𝑡) − 𝛽𝑋(𝑡)𝑀(𝑡) = 0  

𝜆 − 𝜇𝑋(𝑡) − 𝛽𝑋(𝑡) (
𝛼𝑟𝛽𝑋(𝑡)−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛽𝑋(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝜔𝑇(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝛽2𝑋(𝑡)
) = 0  

𝜆 − 𝜇𝑋(𝑡) −
(𝛼𝑟𝛽−𝛽𝛼−𝜅𝛽𝑇(𝑡))𝑋(𝑡)−(𝜅𝜔𝑇(𝑡)−𝛼𝜔+𝛿𝜅)𝑇(𝑡)+𝛼𝛿

𝛽𝑋(𝑡)
= 0  

=
𝜆𝛽−𝛼𝛿+(𝜇𝛽−𝛼𝑟𝛽−𝛽𝛼−𝜅𝛽𝑇(𝑡))𝑋(𝑡)−(𝜅𝜔𝑇(𝑡)+𝛼𝜔+𝛿𝜅)𝑇(𝑡)

𝛽
      

𝑋(𝑡) =
𝜆𝛽−𝛼𝛿+(𝜅𝜔𝑇(𝑡)+𝛼𝜔+𝛿𝜅)𝑇(𝑡) 

𝛽(𝜇−𝛼−𝛼𝑟+𝜅𝑇(𝑡))
  

= 
𝜆𝛽−𝛼𝛿+(

𝜅𝜔𝑝2

𝑏2
+
𝑝𝛼𝜔

𝑏
+
𝑝𝛿𝜅

𝑏
) 

𝛽(𝜇−𝛼−𝛼𝑟+
𝜅𝑝

𝑏
)

  

= 
𝜆𝛽𝑏2−𝛼𝛿𝑏2+𝛼𝜔𝑏𝑝+𝛿𝜅𝑏𝑝+𝜅𝜔𝑝2 

𝑏2
  

=
𝜆𝛽𝑏−𝛿𝜅𝑏𝑝+𝛼𝑏𝛿 

𝑏𝛽(𝜇𝑏−𝛼𝑏−𝛼𝑟𝑏+𝜔𝑝(𝛼+𝜅))
  

Sehingga titik kesetimbangan pada persamaan (3.9) yaitu 

𝑋2
∗ =

𝜆𝛽𝑏−𝛿𝜅𝑏𝑝+𝛼𝑏𝛿 

𝑏𝛽(𝜇𝑏−𝛼𝑏−𝛼𝑟𝑏+𝜔𝑝(𝛼+𝜅))
       (3.20) 

Selanjutnya, substitusikan persamaan (3.20) ke dalam persamaan (3.18) 

yang bergantung terhadap waktu sehingga 

𝑌(𝑡) =
𝛼𝑟𝛽𝑋(𝑡)−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛽𝑋(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝜔𝑇(𝑡)(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝛽(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))
  

=
(𝛼𝛽𝜆𝑟𝑏2−𝛿(𝛼+𝜅𝑏2)−𝛽𝜆(𝛼+𝜅𝑏𝑝)−𝜔(𝛼+𝜅𝑝𝑏)2

𝑏2(𝛼𝑏𝑟−𝛼𝑏+𝜇𝑏+𝜔𝑝(𝛼+𝜅))2
   

Maka titik kesetimbangan pada persamaan (3.10) yaitu 

𝑌2
∗ =

(𝛼𝛽𝜆𝑟𝑏2−𝛿(𝛼+𝜅𝑏2)−𝛽𝜆(𝛼+𝜅𝑏𝑝)−𝜔(𝛼+𝜅𝑝𝑏)2

𝑏2((𝛼𝑏𝑟+𝜇𝑏)+𝜔𝑝(𝛼+𝜅))2
     (3.21) 

Penyelesaian dari persamaan (3.12) adalah 
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𝛾𝑚𝑀(𝑡) + 𝛾𝑦𝑌(𝑡) + 𝑝𝑇(𝑡) − 𝑏𝑇(𝑡)2 = 0  

𝑝 − 𝑏𝑇(𝑡) =
𝛾𝑚𝑀(𝑡)+𝛾𝑦𝑌(𝑡)

𝑇(𝑡)
  

−𝑏𝑇(𝑡)2 = 𝛾𝑚𝑀(𝑡) + 𝛾𝑦𝑌(𝑡)  

              𝑇(𝑡) = 𝑏 (
𝑝2

𝑏2
) 𝛾𝑚𝑀(𝑡) + 𝛾𝑦𝑌(𝑡)  

=
𝑝2(𝛾𝑚𝑀(𝑡)+𝛾𝑦𝑌(𝑡))

𝑏
    (3.22)  

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.21) ke persamaan (3.22) 

𝑇(𝑡) =
𝑝2(𝛾𝑚𝑀(𝑡)+𝛾𝑦𝑌(𝑡))

𝑏
  

=
𝛼𝑟2𝑝2𝛽+𝛾𝑚𝜅𝑇(𝑡)−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))+𝛽𝜔(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝑏
  

=
𝛼𝑟𝑝2𝛽−𝛾𝑚𝜅−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))+𝛽𝜔(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))

𝑏
  

=
𝛾𝑦𝑝

2𝛼𝑟𝛽−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))+𝛽𝜔(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))𝑇(𝑡)

𝑏
  

=
𝛾𝑦𝑝

2𝛼𝑟𝛽−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))+𝛽𝜔(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))𝑇(𝑡)

𝑏
  

𝑇(𝑡) =
𝛼𝑟𝑝2𝛽−𝛾𝑚𝜅−𝛿(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))+𝛽𝜔(𝛼+𝜅𝑇(𝑡))𝑇(𝑡)+𝛾𝑦𝑝

2𝛼𝑟𝛽𝑇(𝑡) 

𝑏(𝛼𝑟𝛽+𝛽(𝛼+𝜅𝑇(𝑡)))
  

=
𝛼𝑟𝑝2𝛽−𝛾𝑚𝜅−𝛿𝛼−𝛿𝜅+𝛽𝜔𝛼+𝛾𝑦𝑝

2𝛼𝑟𝛽−𝛿𝛼−𝛿𝜅+𝛽𝜔𝛼+𝛽𝜔𝜅

𝑏(𝛽(𝜔𝜅+𝑘2+𝛼𝑟)+𝛿𝜅)
   

Sehingga titik kesetimbangan dari persamaan (3.12) tersebut adalah sebagai 

berikut 

𝑇2
∗ =

𝛼𝑟𝑝2𝛽−𝛾𝑚𝜅−𝛿𝛼−𝛿𝜅+𝛽𝜔𝛼+𝛾𝑦𝑝
2𝛼𝑟𝛽−𝛿𝛼−𝛿𝜅+𝛽𝜔𝛼−𝛽𝜔𝜅

𝑏(𝛽(𝜔𝜅+𝑘2+𝛼𝑟)+𝛿𝜅)
    (3.23) 

diperoleh titik 𝑀2
∗ menggunakan bantuan program Maple yang merupakan 

faktor positif yang memenuhi polinom berikut: 

𝐴4𝑀
4 + 𝐴3𝑀

3 + 𝐴2𝑀
2 + 𝐴1𝑀 + 𝐴0 = 0 

Dimana,  

𝐴4 = 𝛼𝑏2𝛽𝑝𝑟 − 𝑎𝑏2𝛽𝑝 − 𝑎𝑏2𝛿𝜇 − 𝑎𝑏2𝛿𝑝 − 𝛼𝑏2𝜇𝑝 − 𝑎𝑏𝜇𝜔𝑝 − 𝑎𝑏𝜔𝑝2 −

𝑏2𝛿𝜇𝑝 − 𝑏𝛽𝜅𝑝2 − 𝑏𝛽𝜅𝜇𝑝 − 𝑏𝛿𝜅𝑝2 − 𝑏𝜅𝜇𝑝2 − 𝑏𝜇𝜔𝑝2 − 𝜅𝜇𝜔𝑝2 − 𝜅𝜔𝑝3  

𝐴3 = 𝜇(𝛼𝑏2𝛽𝜇𝑟 − 𝑎𝑏2𝛽𝑝𝑟 − 𝑎𝑏2𝛽𝜇 + 𝑎𝑏2𝛽𝑝 − 𝑎𝑏2𝛿𝜇 − 𝑎𝑏2𝜇2 + 𝛼𝑏2𝜇𝑝 −

𝑎𝑏𝜇𝜔𝑝 − 𝑏2𝛽𝜇𝑝 − 𝑏2𝛿𝜇2 + 𝑏2𝛿𝜇𝑝 + 𝑏2𝜇2𝑝 − 𝑏𝛽𝜅𝑝2 − 𝑏𝛿𝜅𝜇𝑝 −

𝑏𝜅𝜇2𝑝 − 𝑏𝛿𝜅𝜇𝑝2 − 𝑏𝜇2𝜔𝑝 − 𝑏𝜇𝜔𝑝2 − 𝜅𝜇𝜔𝑝2)   

𝐴2 = 𝑏𝜇(𝑎𝑏𝛽𝑟 − 𝑎𝑏𝛽 − 𝛼𝑏𝜇 − 𝑏𝛽𝜇 + 𝑏𝛽𝑝 − 𝑏𝛿𝜇 − 𝑏𝜇2 + 𝑏𝜇𝑝 − 𝛽𝜅𝑝 −

𝜅𝜇𝑝 − 𝜇𝜔𝑝)  
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𝐴1 = 𝛽𝜇 + 𝜇2  

 𝐴0 = 0    

Maka, jika titik kesetimbangan dari (3.9) − (3.12) diberikan nilai 

parameter sehingga didapatkan hasil sebagai berikut 𝐸1
∗(𝑋2

∗, 𝑌2
∗, 𝑀2

∗, 𝑇2
∗) ≈

(3.931655663 × 109, 9.117586665 × 107, 1.929322166 ×

107, 6.639118880 × 107) 

3.2.2 Linierisasi 

Sistem persamaan diferensial dari model malaria merupakan sistem 

persamaan diferensial biasa nonlinier sehingga harus dilinearkan terlebih dahulu. 

Digunakan deret Taylor untuk melinierisasi sistem (3.5) − (3.8) dengan 

pendekatan disekitar titik kesetimbangan nya, sehingga titik kesetimbangan untuk 

sistem liniernya sama. Dimisalkan persamaan-persamaan dalam sistem (3.5) −

(3.8) sebagai berikut (Boyce dan DiPrima, 2000): 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑓

1
(𝑋, 𝑌, 𝑀, 𝑇), 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑓

2
(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇), 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝑓

3
(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇),  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑓

3
(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇)  

Selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar titik 

kesetimbangan 𝐸∗ dengan menggunkan deret Taylor dan dipotong sampai orde 

satu, kemudian dilakukan substitusi nilai parameter beserta titik kesetimbangan nya 

sebagai berikut: 

a. Liniersasi pada persamaan pertama yaitu: 

𝑓1(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) = 𝑓1(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) +

𝜕𝑓1

𝜕𝑋
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑋 − 𝑋∗)+ 

𝜕𝑓1

𝜕𝑌
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑌 − 𝑌∗) +

𝜕𝑓1

𝜕𝑀
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)  

(𝑀−𝑀∗) +
𝜕𝑓1

𝜕𝑇
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑇 − 𝑇∗)  

 𝑓1(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = 𝜆 − 𝜇𝑋∗ − 𝛽𝑋∗𝑀∗  

 𝑓1(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = 2,5 × 108 − (0,025)(3,931655663× 109 ) − 

(2 × 10−9)(3,931655663× 109)(1,929322166 × 107)   

𝑓1(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) =  1,517086084  

 
𝜕𝑓1(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑋
= 

𝜕(𝜆−𝜇𝑋−𝛽𝑋𝑀)

𝜕𝑋
= −𝜇 − 𝛽𝑀  

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
=  −𝜇 − 𝛽𝑀∗    

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= −(0,025)− (2 × 10−9)(1,929322166 × 107)   
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𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= −0,06358644332  

 
𝜕𝑓1(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑌
= 

𝜕(𝜆−𝜇𝑋−𝛽𝑋𝑀)

𝜕𝑌
= 0  

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
=  0  

 
𝜕𝑓1(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑀
= 

𝜕(𝜆−𝜇𝑋−𝛽𝑋𝑀)

𝜕𝑀
= −𝛽𝑋∗  

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
=  −𝛽𝑋∗  

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= (−2 × 10−9)(3,931655663 × 109)   

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= −7,863311326  

 
𝜕𝑓1(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑇
= 

𝜕(𝜆−𝜇𝑋−𝛽𝑋𝑀)

𝜕𝑇
= 0  

𝜕𝑓1(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
=  0  

Sehingga didapatkan persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 1,517086084 − 0,06358644332(𝑋 − 3,931655663 × 109) +  

0(𝑌 − 9,117586665 × 107) − 7,863311326  

(𝑀 − 1,929322166× 107) + 0(𝑇 − 6,639118880 × 107)  

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 4,017086099 − 0,06358644332𝑋 − 7,863311326𝑀   

b. Liniersasi pada persamaan kedua yaitu: 

𝑓2(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) = 𝑓2(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) +

𝜕𝑓2

𝜕𝑋
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑋 − 𝑋∗)+ 

𝜕𝑓2

𝜕𝑌
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑌 − 𝑌∗) +

𝜕𝑓2

𝜕𝑀
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)  

(𝑀−𝑀∗) +
𝜕𝑓2

𝜕𝑇
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑇 − 𝑇∗)  

 𝑓2(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = 𝛽𝑋∗𝑀∗ − 𝛼𝑌∗ − 𝜅𝑌∗𝑇∗   

𝑓2(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = (2 × 10−9)(3,931655663× 109)   

(1,929322166 × 107) − 1(9,117586665 × 107) − 

(1 × 10−8)(9,117586665 × 107)(6,639118880 × 107) 

𝑓2(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = −9,117586665    

 
𝜕𝑓2(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑋
= 

𝜕(𝛽𝑋𝑀−𝛼𝑌−𝜅𝑌𝑇)

𝜕𝑋
= 𝛽𝑀  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
=  𝛽𝑀∗    

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= (2 × 10−9)(1,929322166 × 107)   
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𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= 0,03858644332  

 
𝜕𝑓2(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑌
= 

𝜕(𝛽𝑋𝑀−𝛼𝑌−𝜅𝑌𝑇)

𝜕𝑌
= −𝛼 − 𝜅𝑇  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
=  −𝛼 − 𝜅𝑇∗  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
= (−1) − (1 ×  10−8)(6,639118880 × 107)   

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
= −1,663911888  

 
𝜕𝑓2(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑀
= 

𝜕(𝛽𝑋𝑀−𝛼𝑌−𝜅𝑌𝑇)

𝜕𝑀
= 𝛽𝑋∗  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
=  𝛽𝑋∗  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= (2 × 10−9)(3,931655663× 109)   

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= 7,863311326  

 
𝜕𝑓2(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑇
= 

𝜕(𝛽𝑋𝑀−𝛼𝑌−𝜅𝑌𝑇)

𝜕𝑇
= −𝜅𝑌  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= −𝜅𝑌∗  

𝜕𝑓2(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= (−1 × 10−8)(9,117586665 × 107)  

 
𝜕𝑓2(𝑋

∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= −0,9117586665 

Sehingga didapatkan persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= −9,117586665 + 0,03858644332(𝑋 − 3,931655663 × 109) −  

1,663911888(𝑌 − 9,117586665 × 107) + 7,863311326  

(𝑀 − 1,929322166× 107) − 0,9117586665(𝑇 − 6,639118880 × 107)   

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= −9,117587573 + 0,03858644332𝑋 + 1,663911888𝑌 +  

7,863311326𝑀 − 0,9117586665𝑇     

c. Liniersasi pada persamaan ketiga yaitu: 

𝑓3(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) = 𝑓3(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) +

𝜕𝑓3

𝜕𝑋
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑋 − 𝑋∗)+ 

𝜕𝑓3

𝜕𝑌
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑌 − 𝑌∗) +

𝜕𝑓3

𝜕𝑀
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)  

(𝑀−𝑀∗) +
𝜕𝑓3

𝜕𝑇
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑇 − 𝑇∗)  

 𝑓3(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = 𝛼𝑟𝑌∗ − 𝛿𝑀∗ − 𝛽(𝑋∗ + 𝑌∗)𝑀∗ −𝜔𝑀∗𝑇∗   

𝑓3(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = (1)(12)(9,117586665× 107)− 48   
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(1,929322166 × 107) − (2 × 10−9)  

((3,931655663 × 109) + (9,117586665 × 107))  

(1,929322166× 107) − (1 ×  10−8)  

(1,929322166× 107)(6,639118880× 107)  

𝑓3(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) =  2,592116270    

 
𝜕𝑓3(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑋
= 

𝜕(𝛼𝑟𝑌−𝛿𝑀−𝛽(𝑋+𝑌)𝑀−𝜔𝑀𝑇)

𝜕𝑋
= −𝛽𝑀  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
=  −𝛽𝑀∗    

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= (−2 × 10−9)(1,929322166 × 107)   

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
= −0,03858644332  

 
𝜕𝑓3(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑌
= 

𝜕(𝛼𝑟𝑌−𝛿𝑀−𝛽(𝑋+𝑌)𝑀−𝜔𝑀𝑇)

𝜕𝑌
= 𝛼𝑟 − 𝛽𝑀  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
=  𝛼𝑟 − 𝛽𝑀∗  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
= (1)(12) − (2 × 10−9)(1,929322166× 107)   

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
= 11,96141356  

 
𝜕𝑓3(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑀
= 

𝜕(𝛼𝑟𝑌−𝛿𝑀−𝛽(𝑋+𝑌)𝑀−𝜔𝑀𝑇)

𝜕𝑀
= −𝛿 − 𝛽𝑋− 𝜔𝑀  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
=  −𝛿 − 𝛽𝑋∗ − 𝜔𝑀∗  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= (−48)− (2 × 10−9)(3,931655663× 109) − (1 ×

 10−8)(1,929322166 × 107)    

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= −56,70957495  

 
𝜕𝑓3(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑇
= 

𝜕(𝛼𝑟𝑌−𝛿𝑀−𝛽(𝑋+𝑌)𝑀−𝜔𝑀𝑇)

𝜕𝑇
= −𝜔𝑀  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= −𝜔𝑀∗  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= (−1 × 10−8)(1,929322166 × 107)  

 
𝜕𝑓3(𝑋

∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= −0,1929322166 

Sehingga didapatkan persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 2,592116270 − 0,03858644332(𝑋 − 3,931655663 × 109) +  

11,96141356(𝑌 − 9,117586665 × 107) − 56,70957495  
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(𝑀 − 1,929322166× 107) − 0,1929322166(𝑇 − 6,639118880 × 107)   

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 1,680357622 − 0,03858644332𝑋 + 11,96141356𝑌 −  

56,70957495𝑀 − 0,1929322166𝑇   

d. Liniersasi pada persamaan keempat yaitu: 

𝑓4(𝑋, 𝑌,𝑀, 𝑇) = 𝑓4(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) +

𝜕𝑓4

𝜕𝑋
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑋 − 𝑋∗)+ 

𝜕𝑓4

𝜕𝑌
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑌 − 𝑌∗) +

𝜕𝑓4

𝜕𝑀
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)  

(𝑀−𝑀∗) +
𝜕𝑓4

𝜕𝑇
(𝑋∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗)(𝑇 − 𝑇∗)  

 𝑓4(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = 𝛾𝑚𝑀

∗ + 𝛾𝑦𝑌
∗ + 𝑝𝑇∗ − 𝑏𝑇∗2   

𝑓4(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) = (0,1)(1,929322166× 107)+ (0,1)   

(9,117586665 × 107) + (0,1)  

(6,639118880 × 107) − (1 ×  10−9)  

(6,639118880 × 107)
2
  

𝑓4(𝑋
∗, 𝑌∗, 𝑀∗, 𝑇∗) =  1,768602771    

 
𝜕𝑓4(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑋
= 

𝜕(𝛾𝑚𝑀∗+𝛾𝑦𝑌
∗+𝑝𝑇∗−𝑏𝑇∗

2
)

𝜕𝑋
= 0  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑋
=  0    

 
𝜕𝑓4(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑌
= 

𝜕(𝛾𝑚𝑀∗+𝛾𝑦𝑌
∗+𝑝𝑇∗−𝑏𝑇∗

2
)

𝜕𝑌
= 𝛾𝑦  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
=  𝛾𝑦  

𝜕𝑓3(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑌
= 0,1   

 
𝜕𝑓4(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑀
= 

𝜕(𝛾𝑚𝑀∗+𝛾𝑦𝑌
∗+𝑝𝑇∗−𝑏𝑇∗

2
)

𝜕𝑀
= 𝛾𝑚  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
=  𝛾𝑚  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑀
= 0,1    

 
𝜕𝑓4(𝑋,𝑌,𝑀,𝑇)

𝜕𝑇
= 

𝜕(𝛾𝑚𝑀∗+𝛾𝑦𝑌
∗+𝑝𝑇∗−𝑏𝑇∗

2
)

𝜕𝑇
= 𝑝 − 𝑏2  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= 𝑝 − 𝑏2  

𝜕𝑓4(𝑋
∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= (0,1) − (1 ×  10−9)2  

 
𝜕𝑓4(𝑋

∗,𝑌∗,𝑀∗,𝑇∗)

𝜕𝑇
= −0,2327823776 

34



 

35 
 

Sehingga didapatkan persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 1,768602771 + 0(𝑋 − 3,931655663 × 109) +  

0,1(𝑌 − 9,117586665× 107) + 0,1(𝑀 − 1,929322166 × 107) 

−0,2327823776(𝑇 − 6,639118880 × 107)   

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 4,40779172 + 0,1𝑌 + 0,1𝑀 − 0,2327823776𝑇  

3.2.3 Nilai Eigen 

Sistem linier dari persamaan (3.5), (3.6), (3.7) dan (3.8) dapat dituliskan 

dalam bentuk matriks sebagai berikut: 

[

𝑋

𝑌
𝑀

𝑇

]

′

=

[

−0,06358644332

0,03858644332
−0,03858644332

0

0

−1,663911888
11,96141356

0,1

−7,863311326

7,863311326
−56,70957495

0,1

0

−0,9117586665
−0,1929322166

−0,2327823776

] [

𝑋

𝑌
𝑀

𝑇

] +

[

4,017086099

−9,117587573
1,680357622

4,40779172

]    

[𝑋]′ = 𝑱[𝑋] + 𝑏 

Dimana 𝑱 adalah matriks Jacobian setelah dilakukan linierisasi di sekitar 

titik kesetimbangan  𝐸1
∗(𝑋2

∗, 𝑌2
∗, 𝑀2

∗, 𝑇2
∗) sebagai berikut: 

 𝑱(𝐸1
∗
) = [

−0,06358644332

0,03858644332
−0,03858644332

0

0

−1,663911888
11,96141356

0,1

−7,863311326

7,863311326
−56,70957495

0,1

0

−0,9117586665
−0,1929322166

−0,2327823776

] 

Nilai eigen diperoleh dengan cara menyelesaikan det (𝜆𝑰 − 𝑱) = 0 sebagai 

berikut (Anton dan Rorres, 2004): 

det(𝜆 [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] −

[

−0,06358644332

0,03858644332
−0,03858644332

0

0

−1,663911888
11,96141356

0,1

−7,863311326

7,863311326
−56,70957495

0,1

0

−0,9117586665
−0,1929322166

−0,2327823776

]) = [

0

0
0

0

]  
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 det([

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] −

[

−0,06358644332

0,03858644332
−0,03858644332

0

0

−1,663911888
11,96141356

0,1

−7,863311326

7,863311326
−56,70957495

0,1

0

−0,9117586665
−0,1929322166

−0,2327823776

]) = [

0

0
0

0

]  

det

([

𝜆 + 0,06358644332

0,03858644332
−0,03858644332

0

0

𝜆 + 1,663911888
11,96141356

0,1

−7,863311326

7,863311326
𝜆 + 56,70957495

0,1

0

−0,9117586665
−0,1929322166

𝜆 + 0,2327823776

]) =

[

0

0
0

0

]   

untuk mencari nilai eigen dari determinan matriks tersebut, penulis 

menggunakan bantuan program Maple sebagaimana terlampir sebagai berikut: 

𝜆1 = −0,0875708482600768 + 0,387452507455285𝐼,  

𝜆2 = −0,0875708482600768 − 0,387452507455285𝐼,  

𝜆3 = −0,0875708482600768 − 0,387452507455285𝐼,  

𝜆4 = −0,120304442674582  

3.3 Simulasi Model Matematika 

3.3.1 Grafik 𝑿(𝒕), 𝒀(𝒕),𝑴(𝒕) dan 𝑻(𝒕) 

Simulasi dilakukan menggunakan bantuan software Matlab serta 

menggunakan fungsi ODE 45 sehingga diperlukan grafik sebagai berikut: 

   

Gambar 3.2 Simulasi perubahan populasi        Gambar 3.3 Simulasi perubahan populasi 

    𝑋 terhadap waktu 𝑡    𝑌 terhadap waktu 𝑡 
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Gambar 3.4 Simulasi perubahan populasi        Gambar 3.5 Simulasi perubahan populasi 

    𝑀 terhadap waktu 𝑡    𝑇 terhadap waktu 𝑡 

Dari Gambar 3.2, 3.3, 3.4 dan 3.5 diperoleh hasil di atas bahwa solusi sistem 

persamaan diferensial biasa linier yang diperoleh dari model Within-host malaria 

dengan respon sel imun mendekati titik tetap 𝑋2
∗ = 3.931655663 × 109, 𝑌2

∗ =

9.117586665 × 107, 𝑀2
∗ = 1.929322166 × 107 dan 𝑇2

∗ = 6.639118880 × 107. 

dari persamaan tersebut dapat disimpulkan bahwa sistem persamaan diferensial 

biasa tersebut stabil menuju titik tetapnya. 

Gambar 3.2 merupakan simulasi dari perubahan  jumlah populasi sel darah 

merah yang tidak terinfeksi parasit malaria selama 200 hari. Nilai awal yang 

diberikan yaitu 6 × 109 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Simulasi tersebut menunjukkan bahwa jumlah 

populasi sel darah merah yang tidak terinfeksi malaria seiring berjalnnya waktu 

mengalami naik dan turun secara terus menerus. Laju pertumbuhan populasi sel 

darah merah berangsur-angsur menjadi konstan sebesar 3,931655663 × 109 

setelah sekitar hari ke-120. Artinya laju pertumbuhan sel darah merah normal sudah 

tidak dapat berubah lagi populasinya karena sel darah merah yang bersirkulasi 

dengan parasit malaria dapat ditekan oleh serangan sel imun. 

Gambar 3.3 merupakan simulasi dari perubahan jumlah populasi sel darah 

merah yang terinfeksi parasit malaria selama 200 hari. Nilai awal yang diberikan 

yaitu 4 × 108 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Simulasi tersebut menunjukkan bahwa jumlah populasi sel 

darah merah yang terinfeksi parasit malaria seiring berjalannya waktu mengalami 

kenaikan 10 × 108 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙 dalam 20 hari pertama. Kemudian laju pertumbuhan 

populasi sel darah merah tersebut berangsur-angsur menjadi konstan sebesar 

9,117586665 × 107 setelah sekitar hari ke-160. Artinya sudah tidak ada 

perubahan laju pertumbuhan sel darah merah yang terinfeksi parasit malaria lagi. 
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Gambar 3.4 merupakan simulasi dari perubahan jumlah populasi parasit 

malaria selama 200 hari. Nilai awal yang diberikan yaitu 8 × 106 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Simulasi 

tersebut menunjukkan bahwa jumlah populasi sel darah merah yang terinfeksi 

parasit malaria seiring berjalannya waktu mengalami naik dan turun secara terus 

menerus. Selama 20 hari pertama jumlah populasi parasit malaria mengalami 

kenaikan maksimum pada 3,9 × 107 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Kemudian  laju pertumbuhan 

populasi parasit malaria tersebut berangsur-angsur menjadi konstan sebesar 

1,929322166 × 107 setelah sekitar hari ke-160. Artinya sudah tidak ada 

perubahan laju pertumbuhan populasi parasit malaria lagi. 

Gambar 3.5 merupakan simulasi dari perubahan jumlah populasi sel imun 

dalam menekan laju perumbuhan parasit malaria dan laju pertumbuhan populasi sel 

darah merah yang terinfeksi parasit malaria selama 200 hari. Nilai awal yang 

diberikan yaitu 108 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Simulasi tersebut menunjukkan bahwa jumlah 

populasi sel imun seiring berjalannya waktu mengalami naik dan turun secara terus 

menerus. Selama 20 hari pertama jumlah populasi parasit malaria mengalami 

kenaikan maksimum pada 8,9 × 108 𝑠𝑒𝑙/𝑚𝑙. Kemudian laju pertumbuhan 

populasi sel imun tersebut berangsur-angsur menjadi konstan sebesar 

6,639118880 × 107 setelah sekitar hari ke-160. Artinya sudah tidak ada 

perubahan laju pertumbuhan populasi sel imun lagi. 

3.4 Keseimbangan dalam Perspektif Islam 

Islam merupakan agama yang mengatur seluruh aspek kehidupan manusia, 

begitu juga dalam mengatur tatanan kehidupan dibumi guna menuju kebahagiaan 

dunia dan akhirat. Salah satu penunjang kebahagiaan tersebut adalah dengan 

memiliki tubuh yang sehat, sehingga dengannya kita dapat beribadah dengan lebih 

baik kepada Allah SWT. 

Menurut Bellanti, sistem ketahanan tubuh atau sistem imun mencakup 

semua mekanisme yang membantu individu untuk mengenal berbagai benda asing 

yang ada di lingkungannya. Mekanisrne pertahanan tubuh ini berfungsi untuk 

menetralkan. rnenghilangkan, maupun memetabolisasi benda asing agar terhindar 

dari kerusakan pada sistem jaringan tubuh itu sendiri (Yahya, 2002).  

Di dalam kajian Islam Allah juga mengatur dengan indah keseimbangan 

tersebut seperti firman Allah SWT. Dalam surah Al Baqarah:143 sebagai berikut:  
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ا طً ةً وَسَ مَّ مْ أُ اكُ نَ لْ عَ كَ جَ لِ ذََٰ  وكََ
"Dan demikian (pula) Kami telah menjadikan kamu (umat Islam), umat yang adil 

dan pilihan agar kamu menjadi saksi atas (perbuatan) manusia dan agar Rasul 

(Muhammad) menjadi saksi atas (perbuatan) kamu."(Al Baqarah: 143) 

Dalam tafsir jalalin, al-Mahalli dan Jalaludin as-Suyuti secara jelas 

mengatakan bahwa tidak ada satupun makhluk ciptaan Allah SWT yang tidak 

seimbang. Bahkan Abil Fida' Ismail bin Katsir dalam tafsir Ibnu Katsir mengatakan 

bahwa pada dasarnya manusia dan seluruh makhluk ciptaan Allah SWT. Layaknya 

sahabat yang tidak pernah berselisisih karena saling membutuhkan (Fitria, 

2011:41). 

Seperti halnya Allah menciptakan sistem imun,. adanya penemuan 

mengenai mekanisme kerja sistem imunitas tubuh manusia menunjukkan anugerah 

yang besar dari Allah AWT untuk keberlangsungan hidup manusia. Sistem imun 

yang bekerja dengan sangat rapi ibarat tentara melawan berbagai musuh-musuh 

yang berdatangan, menunjukkan akan kekuasaan Allah SWT. Tidaklah mungkin 

semua sistem yang sangat rapi itu bergerak dengan sendirinya, padahal mereka 

tidak memiliki akal apalagi mempelajarinya sebelumnya. Tidak lain dan tidak 

bukan, Allah SWT yang mengaturnya. Seharusnya dengan adanya cabang baru dari 

ilmu kedokteran ini membuat keimanan dan keyakinan kepada Allah SWT semakin 

meningkat (Yahya, 2002). 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1  Kesimpulan 

Model Within-host malaria dengan respon imun terhadap waktu yaitu 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= λ − 𝜇𝑋 − 𝛽𝑋𝑀 = 0  

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝛽𝑋𝑀 − 𝛼𝑌 − 𝜅𝑌𝑇 = 0  

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝛼𝑟𝑌 − 𝛿𝑀 − 𝛽(𝑋 + 𝑌)𝑀 − 𝜔𝑀𝑇 = 0   

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝑚𝑀 + 𝛾𝑦𝑌 + 𝑝𝑇 − 𝑏𝑇2 = 0  

Titik kesetimbangan dari model Within-host malaria dengan respon imun 

memiliki dua titik kesetimbangan. Titik kesetimbangan yang digunakan adalah 

titik kesetimbangan yang kedua yaitu berikut 𝐸1
∗(𝑋2

∗, 𝑌2
∗, 𝑀2

∗, 𝑇2
∗) ≈

(3.931655663 × 109, 9.117586665 × 107, 1.929322166 ×

107, 6.639118880 × 107) dengan berdasarkan nilai parameter pada tabel 3.2. 

maka dengan analisis dinamik menghasilkan nilai eigen pada keadaan titik 

kesetimbangan tersebut, dapat dinyatakan bahwa sistem pada model adalah 

stabil menuju titik kesetimbangannya. Berdasarkan simulasi model dan analisis 

dinamik dari model, dapat diketahui bahwa sel imun berpengaruh terhadap 

penekanan parasit malaria atau merozoit. 

Hal ini ditunjukkan dengan parameter yang diberikan dan dengan seiring 

berjalannya waktu, pertumbuhan dari setiap variabel terikat menjadi konstan. 

Artinya laju pertumbuhan sel darah merah normal, sel darah merah terinfeksi 

dan parasit malaria sudah tidak dapat berubah lagi populasinya karena dapat 

ditekan oleh serangan sel imun. Simulasi selanjutnya menunjukkan bahwa 

dalam perlawan sel imun terhadap infeksi parasit malaria, ada kalanya dapat 

menyebabkan osilasi periodik ketika faktor kematian alami sel imun menurun. 

Artinya ada kalanya tubuh inang akan mengalami demam secara periodik 

sebagai gejala terjangkitnya infeksi penyakit malaria.  
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4.2  Saran 

Untuk menindak lanjuti penelitian ini, dapat dikembangkan model 

dengan menganalisis model penyakit malaria dan respon imun yang 

memperhitungkan faktor lain seperti terapi, vaksinasi atau lainnnya dengan 

penggunaan metode penyelesaian model lain yang lebih akurat dan terbaru. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1 

Perhitungan Persamaan Karakteristik Titik Kesetimbangan Bebas 

menggunakan bantuan Program Maple 

 
>  

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  



 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
 

>  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Lampiran 2 

Titik Kesetimbangan dari model Within-host Malaria dengan Respon Imun 

menggunakan bantuan Program Maple  
 

>  

>  

>  

>  

>  
>   

>  

>  
>  

 

>  

 

>  
 



 

Lampiran 3 

Solusi Numerik Untuk Menampilkan Grafik Model Matematika Penyakit 

Malaria pada Inang dengan Respon Imun Menggunakan ODE 45 Berbantuan 

Program Matlab 

function dxdt=dgresponimun(t,x) 

 
lambda=2.5*10^8;  
mu=0.025; 
beta=2*10^(-9); 
alpha=1; 
r=12; 
delta=48; 
kappa=1*10^(-8); 
omega=1*10^(-8); 
ym=0.1; 
yy=0.1; 
p=0.1; 
b=1*10^(-9); 

  
X=x(1); 
Y=x(2); 
M=x(3); 
T=x(4); 

  
dxdt_1=lambda-mu*X-beta*X*M; 
dxdt_2=beta*X*M-alpha*Y-kappa*Y*T; 
dxdt_3=alpha*r*Y-delta*M-beta*(X+Y)*M-omega*M*T; 
dxdt_4=ym*M+yy*Y+p*T-b*T^2; 

  
dxdt=[dxdt_1;dxdt_2;dxdt_3;dxdt_4]; 
end 
 

clc; clear all; close all; 

  
t=0:1:200; 

  
initial_X=6*10^9; 
initial_Y=4*10^7; 
initial_M=8*10^6; 
initial_T=1*10^(8); 

  
[t,x]=ode45(@dgresponimun,t,[initial_X;initial_Y;initial_M;initial

_T]); 

  
X=x(:,1); 
Y=x(:,2); 
M=x(:,3); 
T=x(:,4); 

  
figure(1) 
plot(t,(x(:,1)),'b','LineWidth',1.5); 
title('Grafik X terhadap t','Fontsize',15); 



 

xlabel('waktu','Fontsize',15); 
ylabel('X(t)','Fontsize',15); 
grid on; 

 

figure(2) 
plot(t,(x(:,2)),'b','LineWidth',1.5); 
title('Grafik Y terhadap t','Fontsize',15); 
xlabel('waktu','Fontsize',15); 
ylabel('X(t)','Fontsize',15); 
grid on; 

 

figure(3) 
plot(t,(x(:,3)),'b','LineWidth',1.5); 
title('Grafik M terhadap t','Fontsize',15); 
xlabel('waktu','Fontsize',15); 
ylabel('X(t)','Fontsize',15); 
grid on; 

 

figure(4) 
plot(t,(x(:,4)),'b','LineWidth',1.5); 
title('Grafik T terhadap t','Fontsize',15); 
xlabel('waktu','Fontsize',15); 
ylabel('X(t)','Fontsize',15); 
grid on; 
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