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ABSTRAK

Nahdawiyah, Saidah Ajilatun, 2020. Analisis Kestabilan Global dan Kontrol Optimal
Model Penyakit Campak. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing: (1) Heni Widayani, M.Si (2) Mohammad Jamhuri, M.Si

Kata kunci: kestabilan global, kestabilan lokal, kontrol optimal, Prinsip Minimum
Pontryagin, model penyakit campak.

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian analisis kestabilan global
model penyakit campak dengan menggunakan metode Fungsi Lyapunov dan
Ukuran Lozinskii. Pada model yang digunakan terdapat dua titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Hasil
dari penelitian ini menunjukkan bahwa kestabilan dari titik kesetimbangan bebas
penyakit adalah stabil asimtotik lokal, dan dengan mengunakan metode Fungsi
Lyapunov didapatkan bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit tersebut stabil
asimtotik global. Sedangkan untuk hasil kestabilan titik kesetimbangan endemik
juga menunjukkan bahwa stabil asimtotik lokal, pada titik kesetimbangan endemik
digunakan metode Ukuran Lozinskii untuk menunjukkan bahwa titik
kesetimbangan endemik ini stabil asimtotik global.

Kemudian dibahas juga analisis kontrol optimal model penyakit campak
dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin dengan memberikan tiga
kontrol yaitu vaksinasi, pengobatan untuk individu terpapar dan pengobatan untuk
individu terinfeksi. Lalu, simulasi numerik yang diperoleh menunjukkan adanya
perbedaan penyebaran penyakit campak ketika tanpa adanya kontrol dan dengan
diberikan kontrol. Dari hasil yang didapatkan penyebaran penyakit campak yang
diberikan tiga kontrol dapat mengurangi laju penyebaran penyakit campak tersebut
dengan mengurangi populasi individu terpapar dan terinfeksi.

Kurva untuk populasi individu terpapar menunjukkan peningkatan drastis
pada awal tahun pertama kemudian terus mengalami penurunan yang stabil sampai
tahun kelima karena individu terpapar dapat berpindah menjadi individu terinfeksi.
Dengan diberikannya kontrol pengobatan untuk populasi ini, maka dapat
menurunkan kurva atau mengurangi individu terpapar. Sedangkan pada populasi
individu terinfeksi kurvanya menunjukkan peningkatan yang stabil dalam lima
tahun. Dengan diberikan kontrol pengobatan pada populasi ini laju kurva tersebut
menunjukkan penurunan yang artinya populasi ini berkurang. Karena setelah
diberikan kontrol terhadap model persamaan penyebaran campak hasil simulasi
pada populasi individu perpapar dan populasi individu terinfeksi menunjukkan
penurunan, maka jelas bahwa untuk hasil simulasi populasi kebal akan mengalami
kenaikan yang artinya jumlah pada populasi ini akan lebih besar dari sebelum
diberikan kontrol.
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ABSTRACT

Nahdawiyah, Saidah Ajilatun. 2020. Global Stability Analysis and Optimal
Control of Measles Model. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University of Malang. Advisors: (1) Heni Widayani, M.Si
(2) Mohammad Jamhuri, M.Si

Keywords: global stability, local stability, optimal control, Pontryagin’s Minimum
Principle, measles model.

This study discusses the solution of global stability analysis of the measles
model using the Lyapunov Function and Lozinskii Measure. In the model, there are
two equilibrium points, namely the disease-free equilibrium point and the endemic
equilibrium point. The result indicates that the stability of the disease-free
equilibrium point is locally asymptotically stable. Besides, the result of the
Lyapunov Function method claims that the disease-free equilibrium point is
globally asymptotically stable. As for the results of the stability of the endemic
equilibrium point also show that locally asymptotically stable, at the endemic
equilibrium point the Lozinskii measure is used to show that the endemic
equilibrium point is globally asymptotically stable.

The analysis of optimal control of the measles disease model also discussed
by using the Pontryagin’s Minimum Principle by providing three controls namely
vaccination, treatment for exposed individuals, and treatment for infected
individuals. The obtained numerical simulation shows the difference in the spread
of measles when there is no control and with the control. From the results obtained
by the spread of measles with three controls can reduce the rate of spread of measles
reducing the population of exposed and infected individuals.

The curve for the population of exposed individuals show a drastic increase
at the beginning of the first year and then continues to experience a steady decline
until the fifth year because exposed individuals can move into infected individuals.
By providing treatment control for this population, it can reduce the curve or reduce
the exposed individuals. Whereas the population of individuals infected with their
curves showed a steady increase in five years. Given treatment control of this
population, the rate of the curve shows a decrease which means this population is
decreasing. Since after controlling for the measles distribution model the spread of
the simulation results in the populations of exposed individuals and infected
individuals show a decrease. Accordingly the results of the simulation recovered
individuals will increase which means the amount in this population will be greater
than before being given control.

XV



Dbl v, B bl damd) o 00 CS}AJQ“};’;‘Q‘ WSl W ) o Y Y e Sa ¢ Bpad

el ¢ (S)eem deE (Y ) e le

o3« (Pontryagin o» as¥ bl gosle ¢ Jem Yot ¢ 1 L3Vl ¢ Ll jlanal: e 31 SLIST)

Oyl Al> Wy b plisal dnadl 20 300 Ml JLaa Y LE JLSanl dnhall oda 2L
o) ey Y1 or AU Ol alas Ly ¢ Ojfsal) Ol potinncll 3sadl (3 sy Siis) by
dot P izl LY e B Ol Ak hazel OF ) Auball ode @S a5 adbgilal
Ll e i IS8y S s 21a Y1 e 2L Ojldl 3l OF dmy ¢ Oyl idoge 2y,b plaszalyy
byl Ojldl Ao e ¢ S M i) e Ual Joue dbgdd Ojfgdl 3hds ) dral wiled 2l
Gt ¢ e colin [ Bazne B gzl Ol 2k OF HlebY. Sajy) pomm Wb plisizal o
AW

o Y M T plssal el pa gheed Y S L Gl e ¢
S WA U] ey ¢ oAl 315y ey ¢ kel 2 Lailoo 0 i M= 0 (PONtryagin)
g oSE Da 055 Y Lekie adl jLas) (3 SUM I Lde Jpadl & ) Bsial) SIS o5 ¢ ¢
Jann oo Jis OF 6 dalgo o0 Lhai dad) sl Lo Jgadd) & 30 el a3l cllae)
ombally o2l O sde LB b e el jLia)

il g GPUEY) 3 jatew £ ¢ Lo Bl B0 3 858 B all Ol sie gt glay
call odb 2O Lilss pbg IOt e bl SUAYI I OF e Al 3LV OY Al
53 oB Lot bl SLEV) O BN Lo (3 ol SN sae B o el aises OF Sk
on W U sl Jame gl ¢ degastlods (3 2 (3 WSl ] Bl Sl e (3 53 ks
el SV sde (3 BT jLasl am ¢ Raad) mjy m3sf 3 0 Soud) e wYL sl sl s Of
2SI OF g L S dell) Slegadt) 312 il O eyl e ¢ Lolil plall 33 s gy

ol illas] 5 ale w87 L ST 0 dsgastl oda (3

XVi



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pemodelan matematika merupakan salah satu cara untuk menyelesaikan
permasalahan yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari dan dapat diselesaikan
menggunakan penerapan ilmu matematika. Model matematika ialah model yang
digambarkan dalam suatu persamaan matematika yang sifatnya abstrak dan
menggunakan simbol matematika untuk menunjukkan komponen-komponen dan
korelasinya, seperti nilai konstanta, variabel, fungsi persamaan dan ketidaksamaan.
Persamaan tersebut merupakan pendekatan terhadap suatu fenomena, salah satu
persamaan yang biasa digunakan adalah persamaan diferensial. Kita dapat
menggunakan model matematika untuk menggambarkan suatu fenomena sehingga
menjadi lebih jelas dalam memahaminya (Fitria, 2011). Fenomena yang dapat
digambarkan menggunakan model matematika salah satunya yaitu pada bidang
kesehatan. Dalam bidang kesehatan pemodelan matematika dapat digunakan untuk
memodelkan penyebaran campak.

Campak merupakan penyakit menular atau infeksius yang disebabkan oleh
virus campak dari family Paramyxovirus genus Morbillivirus. Gejala yang timbul
biasanya berupa demam, batuk, pilek, dan konjungtivitas, dan disusul dengan
munculnya ruam makulopapuler yang menyeluruh di seluruh tubuh. Pada beberapa
kasus yang sama terkadang tidak mengalami gejala-gejala tersebut. Penularannya
dapat terjadi melalui udara yang terkontaminasi oleh sekret orang yang telah
terinfeksi (Nurani, Ginanjar, & S., 2012). Virus campak mulai masuk melalui

saluran pernapasan dan melekat di sel-sel epitel saluran nafas. Selanjutnya virus



2
memperbanyak diri dan menyebar ke kelenjar limfe regional. Setelah itu, terjadi
viremia primer dan diikuti multiplikasi virus pada sistem retikuloendotelial di
limpa, hati, dan kelenjar limfe. Multiplikasi virus juga terjadi di tempat awal
melekatnya virus. Masa inkubasi campak terjadi selama 10-14 hari. Masa inkubasi
ini merupakan jangka waktu dari mulai mendapatkan paparan sampai munculnya
gejala klinis (Halim, 2016).

Gejala klinis yang timbul setelah masa inkubasi terdiri dari tiga stadium.
Stadium pertama biasanya disebut stadium prodromal yaitu demam dengan suhu
tubuh lebih dari 38°C yang berlangsung selama 3-5 hari dengan disertai beberapa
gejala lain yaitu batuk, pilek, dan gejala konjungtivitas. Gejala yang lebih spesifik
yaitu adanya bercak putih keabu-abuan dengan merah pada pipi bagian dalam.
Stadium kedua adalah stadium erupsi yang ditandai dengan batuk dan pilek
bertambah parah, suhu pada badan meningkat, timbul bercak merah di seluruh
tubuh yang biasanya terjadi selama 4-8 hari dan warnanya menjadi merah
kehitaman. Stadium terakhir adalah stadium convalescens terjadi ketika tanda-tanda
dari stadium sebelumnya mereda dan menghilang tanpa bekas atau menimbulkan
bekas coklat kehitaman karena terjadi pengelupasan (Oktaviasari, 2018).

Campak merupakan salah satu penyakit berbahaya karena bisa menyebabkan
kecacatan dan kematian yang diakibatkan oleh komplikasi seperti radang paru dan
radang telinga. Pada umumnya campak berpotensi menyerang bayi dan anak-anak,
oleh sebab itu campak adalah salah satu penyebab utama kematian pada anak.
Individu yang rentan terinfeksi campak adalah individu yang usianya dibawah 5
tahun. Oleh karena itu untuk mencegah terinfeksinya campak dan mengurangi

angka kematian, diberikan imunisasi atau vaksinasi dan pengobatan pada individu



3
terpapar serta pengobatan pada individu terinfeksi virus tersebut. Tidak ada
pengobatan khusus untuk infeksi campak yang sudah mapan. Namun, terdapat
beberapa tindakan yang dapat diambil untuk melindungi individu terpapar dan
terinfeksi virus yaitu, memberikan terapi obat campak dan dianjurkan untuk cukup
tidur agar individu tersebut dapat beristirahat. Jika individu terpapar adalah individu
yang tidak diimunisasi maka mereka bisa diberi vaksin campak dalam waktu 72
jam sejak paparan awal. Apabila terjangkit campak setelah imunisasi pasca
paparan, virus dapat memiliki gejala yang jauh lebih ringan dan berlangsung untuk
jangka waktu yang lebih singkat (Obumneke, Adamu, & Ado, 2017).

Pemberian vaksin dan obat-obatan yang tepat dan seimbang akan
mendapatkan hasil yang seimbang dengan apa yang diberikan. Pada kasus ini,
pemberian vaksin yang tepat akan menjadikan individu kebal terhadap virus
campak. Begitu pula dengan pemberian obat yang tepat mengenai sumber penyakit,
maka penyakit tersebut akan hilang. Semua kejadian di dunia telah diatur oleh Allah
dengan sebaik-baiknya dan sesuai dengan fungsi dan ukuran yang seimbang.
Sebagaimana telah dituliskan dalam Al-Qur’an firman Allah SWT yaitu Q.S Al-

Furgan ayat 2:
oot 48 oles oIl g B2 64 2% 851005 Bk B o35 oot G2 84 g
“yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak, dan
tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah menciptakan segala

sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapih-rapihnya. ”

Ayat di atas menunjukkan bahwa sesungguhnya Allah menciptakan segala

sesuatu dan mengatur dengan sempurna sesuai kekuasaanNya. Allah menentukan



4
ajal dan rezeki sesuai yang telah Allah tetapkan. Pada kasus ini pula, dengan
seimbang Allah menurunkan penyakit disertai dengan penawarnya yaitu berupa
vaksinasi atau pengobatan.

Penelitian ini merujuk pada jurnal (Viriyapong & Ridbamroong, 2019), pada
penelitiannya model yang digunakan adalah pengembangan model deterministik
penularan campak yang melibatkan vaksinasi dan pengobatan dengan memperluas
hasil penelitian dari (Edward, et al., 2015) dan (Obumneke, Adamu, & Ado, 2017).
(Edward, et al., 2015) membahas tentang model matematika untuk kontrol dan
sistem dinamik penyebaran penyakit campak pada penelitiannya. Sedangkan
(Obumneke, Adamu, & Ado, 2017) membahas tentang sistem dinamik model
penyakit campak dengan efek gabungan vaksinasi dan pengobatan. Dengan
mempertimbangkan bahwa penularan campak dapat terjadi pada individu terpapar
sehingga individu terpapar dapat dimasukkan dalam model penelitian ini. Model
pada penelitian ini terdapat dua titik kesetimbangan utama yaitu, bebas penyakit
dan endemik dengan analisisa stabilitasnya. Telah disimpulkan bahwa ketika titik
kesetimbangan kurang dari satu maka stabil secara lokal dan global yang berarti
penyakit dapat diberantas dalam kondisi seperti itu. Ketika lebih besar dari satu
kesetimbangan endemik stabil secara global. Selain itu, model ini diperluas ke
model kontrol optimal dengan peran vaksinasi dan pengobatan pada individu
terpapar dan individu terinfeksi untuk meminimalkan penularan campak dengan
menggunakan prinsip minimum Pontrayagin. Terakhir, adalah simulasi numerik
yang hasilnya menunjukkan bahwa kombinasi dari ketiga kontrol tersebut
memberikan hasil terbaik dalam mengurangi jumlah individu yang terinfeksi

campak. Hasil ini menunjukkan bahwa vaksinasi yang diikuti oleh beberapa
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pengobatan untuk individu terpapar dan individu terinfeksi secara terpisah akan

membuat pemberantasan campak lebih efisien.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah, maka telah didapatkan beberapa
rumusan masalah sebagai berikut:
1. Bagaimana analisis kestabilan model untuk penyebaran campak?
2. Bagaimana analisis kontrol optimal model penyebaran campak dengan
vaksinasi, pengobatan individu terpapar dan pengobatan individu

terinfeksi?

1.3 Tujuan Masalah
Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Untuk mengetahui analisis kestabilan model penyebaran campak.
2. Untuk mengetahui analisis kontrol optimal model penyebaran campak
dengan vaksinasi, pengobatan individu terpapar dan pengobatan individu

terinfeksi.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh pada penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Memperoleh pengetahuan kestabilan model penyebaran campak.
2. Memperoleh pengetahuan analisis kontrol optimal model penyebaran
campak.
3. Memperoleh pengetahuan teori kontrol optimal menggunakan Prinsip

Minimum Pontryagin dalam model penyebaran campak.
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4. Memperoleh pengetahuan tentang simulasi numerik pada model
penyebaran campak.

5. Sebagai referensi bagi pembaca untuk melakukan penelitian selanjutnya.

1.5 Batasan Masalah

Permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini dibatasi ruang lingkup
pembahasannya yaitu analisis kestabilan global pada penyebaran campak dengan
memberikan tiga kontrol optimal yaitu kontrol vaksinasi, pengobatan individu

terpapar dan pengobatan individu terinfeksi.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian ini didasari dengan pendekatan kepustakaan yang merujuk
pada beberapa studi literatur yang dibutuhkan dalam penelitian. Pendekatan
kepustakaan diperoleh dari jurnal, buku, artikel atau referensi lainnya. Langkah-
langkah yang dapat mempermudah penyelesaiaan masalah analisis kestabilan dan
kontrol optimal model penyebaran campak sebagai berikut:

1. Menganalisis model dengan menggunakan titik-titik kesetimbangan.

2. Menganalisis sensitivitas model dari angka reproduksi dasar.

3. Menganalisis kestabilan lokal dan global titik-titk kesetimbangan.

4. Menganalisis kontrol optimal pada model penyebaran campak.

5. Menganalisis model matematika dengan simulasi numerik.

6. Membuat kesimpulan dari hasil pembahasan.



1.7 Sistematika Penulisan

Supaya penulisan hasil penelitian ini lebih teratur dan mudah dipahami, maka

digunakan sistematika pembahasan yang terdiri dari empat bab. Setiap bab terbagi

dalam beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut:

BAB |

BAB Il

BAB Il

BAB IV

PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Bagian kajian pustaka berisi tentang konsep-konsep atau teori-teori
pendukung untuk bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara
lain berisi tentang dasar-dasar teori sebagai acuan dalam penulisan hasil
penelitian ini.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil dan pembahasan berisi hasil penelitian yang dibahas secara rinci
dan jelas. Pembahasan tersebut diantaranya membahas tentang cara
menganalisis kestabilan global dan kontrol optimal serta simulasi
numerik pada penyebaran campak.

PENUTUP

Bab penutup ini telah didapatkan kesimpulan dan saran dari penulisan

hasil penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu
variabel atau lebih, yang menghubungkan nilai fungsi itu sendiri dan turunannya
dalam berbagai orde. Pada dasarnya persamaan diferensial dibagi menjadi dua,
yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP).

Persamaan Diferensial Biasa (PDB) merupakan persamaan diferensial yang
memiliki satu variabel bebas. Turunannya dilambangkan dengan Z—Z atau f'(x) atau

y'. Sedangkan fungsi yang tidak diketahui dilambangkan dengan keberadaan

variabel terkaitnya. Sebagai contoh

ﬂ:x+y (2.1)
dx

dengan x adalah variabel bebas dan y sebagai variabel terikat (Sihombing & Dahlia,

2018).

2.1.1 Persamaan Diferensial Linier
Bentuk umum persamaan diferensial biasa linier orde satu biasanya

didefinisikan seperti:

dy
syl 2.2
ot y (2.2)

a dan b merupakan koefisien konstan (Boyce & DiPrima, 2009).



2.1.2 Persamaan Diferensial NonLinier

Bentuk umum sistem n persamaan diferensial biasa nonlinier orde pertama

adalah:
d
d—)f[l: fL (X0 X0 - o0 X t)
dx
d—t2= £, (X0 %o o i Xy t)
dx
dtn = f (X, %, .0 X 1) (2.3)

X1,X5,..., X, Merupakan variabel bebas dan t merupakan variabel terikat dari
persamaan umum tersebut. Sehingga, x; = x1(t),x, = x,(t),..., %, = x,(t),

dimana % merupakan derivatif dari fungsi x,, terhadap t (Kartono, 2012).

2.2 Batas Solusi

Dalam salah satu metode matematika yaitu metode optimasi perlu ditentukan
titik minimum suatu fungsi pada subset ruang bilangan riil tak kosong. Lebih
spesifiknya dapat dirumuskan sebagai berikut: misal R adalah ruang bilangan riil
dan S subset tak kosong dari R, dimisalkan fungsi f: S — R. Selanjutnya dicari titik
minimum f pada S, sebuah elemen x € S dikatakan titik minimum f pada S jika
f (%) < f(x) untuk semua x € S. Himpunan S dinamakan himpunan pembatas dan
fungsi f dinamakan fungsi objektif (Umar & DEA, 2011).

Contohnya diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan
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f(x)=[1(x(t).x(t).t)dt (2.4)

dimana —co < a < b < o dan | adalah fungsi kontinu dan dapat didiferensialkan
secara kontinu terhadap x dan t. Didefinisikan pula sebuah kelas kurva sebagai

berikut:
S :={xeC'[a,b]|x(a)=xdanx(b)=x, } (2.5)

dimana x; dan x, adalah titik terminal tetap (Umar & DEA, 2011).

2.3 Titik Kesetimbangan (Ekuilibrium)

Titik ekuilibrium adalah sentral dalam studi dinamika sistem fisika apapun.
Pada banyak aplikasi dalam biologi, ekonomi, fisika, teknik, dan lain-lain. Semua
solusi dari sistem yang diberikan cenderung pada keadaan setimbangan (titik). Hal
ini adalah subjek studi tentang teori stabilitas, topik yang sangat penting bagi para
ilmuwan dan insinyur. Definisi titik ekuilibrium adalah suatu titik x* dalam domain
f dikatakan sebagai titik kesetimbangan dari persamaan x(n + 1) = f(x(n)) jika
titik tetap dari f yaitu, f(x*) = x*. Dengan kata lain, x* adalah solusi konstan dari
persamaan x(n + 1) = f(x(n)), karena jika x(0) = x* adalah titik awal. Maka,
x(1) = f(x*) dan x(2) = f(x(1)) = f(x*) dan seterusnya (Elaydi, 2000).

Misal diberikan sistem persamaan diferensial yang berbentuk:

dx
=) (2.6)
Y g0y) 27)

Titik (x,, yo) dapat dikatakan sebagai titik kesetimbangan dari persamaan (2.6) dan

(2.7), apabila dipenuhi syarat f(xy,v,) = 0 dan g(x,,y,) = 0. Karena turunan
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suatu konstanta sama dengan nol, maka fungsi konstan x(t) = x, dan y(t) = y,
merupakan penyelesaian kesetimbangan dari persamaan (2.6) dan (2.7)
(A’maludin, Faruk, & Cahyono, 2016).

Titik Kesetimbangan (Ekuilibrium) pada model SEIR terdapat dua titik utama
yaitu, bebas penyakit dan endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit berarti di
dalam populasi tidak terdapat individu yang bias menyebarkan penyakit atau tidak
terdapat individu yang terserang penyakit. Sedangkan Titik ekuilibrium endemik
yaitu di dalam populasi terdapat individu yang terserang penyakit (Soleh &

Rahmah, 2012).

2.4 Analisis Sensitivitas

Analisis sensitivitas digunakan untuk mengetahui pengaruh perubahan nilai
parameter terhadap variabel-variabel tertentu seperti basic reproduction number,
populasi exposed dan infectious. Hal tersebut penting untuk mengetahui parameter
yang berpengaruh besar terhadap dinamika dari model epidemik tersebut. Terdapat
dua jenis analisis sensitivitas yatiu, analisis sensitivitas lokal dan global. Analisis
sensitivitas lokal digunakan untuk mengetahui pengaruh perubahan nilai parameter
terhadap nilai basic reproduction ratio (R,), titik endemik (E*, I*).

Normalized sensitivity index didapatkan dengan indeks sensitivitas
normalisasi dari variabel V, terdiferensialkan pada parameter p, dan didefinisikan
sebagai berikut:

oV p
Cl =—x=— 2.8
p ap ><V ( )

dimana V adalah variabel yang akan dianalisis dan p adalah parameter (Hurint,

Ndii, & Lobo, 2017).
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Pada analisis kuantitatif nilai input sering kali tidak pasti dan nilai output
model berdasarkan perubahan faktor sangat dekat dengan nilai nominal. Oleh
karena itu, analisis sensitivitas lokal tidak cocok untuk analisis kuantitatif, analisis
sensitivitas yang diperlukan adalah analisis sensitivitas global. Teknik global ini
biasanya diterapkan menggunakan simulasi, oleh karena itu teknik ini disebut juga

metode berbasis sampel (Marino, Hogue, Ray, & Kirschner, 2008).

2.4.1 Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar (R,) adalah angka harapan banyaknya kasus baru
(sekunder) yang dihasilkan pada suatu populasi rentan dari individu yang terinfeksi
(kasus primer). Jika R, < 1, maka rata-rata individu yang terinfeksi menghasilkan
kurang dari satu individu yang terinfeksi baru selama periode menular dan infeksi
tidak bisa tumbuh. Sebaliknya, jika R, > 1, maka setiap individu yang terinfeksi
menghasilkan rata-rata lebih dari satu infeksi baru sehingga penyakit dapat
menyerang populasi.

Dalam model kompartemen untuk penularan penyakit, suatu kompartemen
(kelas) disebut kompartemen penyakit jika individu-individu didalamnya terinfeksi
penyakit. Misalkan terdapat n kelas terinfeksi dan m kelas tidak terinfeksi.
Dimisalkan x menyatakan subpopulasi kelas terinfeksi dan y menyatakan
subpopulasi kelas tidak terinfeksi denga x € R™ dan y € R™ untuk n,m € N.

Model kompartemen (kelas) dapat dituliskan dalam bentuk berikut:

x=¢,(%Y)=w (xy),i=123,..,n (2.9)

y:nj(x, y),i=123..,m
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¢; merupakan matriks dari laju individu baru terinfeksi penyakit yang menambah
kelas terinfeksi dan y; merupakan matriks laju perkembangan penyakit, kematian
dan kesembuhan yang mengurangi kelas terinfeksi.

Penentuan bilangan reproduksi dasar R, berdasarkan linearisasi dari
persamaan (2.9) pada titik ekuilibrium bebas penyakit. Persamaan kompartemen
kelas terinfeksi yang telah dilinearisasi pada titik ekuilibrium bebas penyakit adalah

sebagai berikut:

8@ 8(//.
F = U1 0’ d V =210 0, 210

] J
Dengan F dan V adalah matriks n X n yang memenuhi:
1. F matriks tak negatif,

2. 'V matriks tak singular,

3. Semua nilai eigen bernilai real positif (Oktafiani & A. Kusnanto, 2013).

2.4.2 Matriks Next Generation
Matriks Next Generation adalah matriks yang dihasilkan dari perkalian
matriks F dengan invers dari matriks V atau yang dapat didefinisikan dengan:
K=Fv (2.11)
dimana V=1 merupakan rata-rata panjang waktu yang dibutuhkan individu selama
waktu hidupnya dan F merupakan laju individu terinfeksi yang menimbulkan

infeksi baru pada individu lainnya. Sehingga didapatkan R, dari:
Ro=p(FV™) (2.12)

dengan p(K) menunjukkan radius spektral dari matriks K (Oktafiani & A.

Kusnanto, 2013).
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2.5 Nilai Eigen Dan Vektor Eigen
Sebuah matriks ordo n xn dimisalkan A, dan sebuah vektor kolom
dimisalkan x. Vektor x adalah vektor dalam ruang R™ yang dihubungkan dengan
sebuah persamaan:

AX = AX (2.13)
dimana x merupakan vektor tidak nol dan A adalah suatu skalar yang merupakan
nilai eigen dari matriks A. Nilai eigen adalah nilai karakteristik dari suatu matriks
ordo n X n. Vektor x dalam persaman (2.13) adalah suatu vektor tidak nol yang
memenuhi persamaan (2.13) untuk nilai eigen yang sesuai dan disebut dengan
vektor eigen. Jadi nilai x memiliki nilai eigen tertentu (Adhiguna & Pujiyanta,
2014).

Dari persamaan (2.13) dapat juga dituliskan menjadi persamaan:
(A-A1)x=0 (2.14)
Jika A adalah matriks 2 x 2, maka dari persamaan (2.14) didapatkan
a;; — A ai; X1y _ (0
( a21 azz — A) (xz) - (0)
maka akan didapatkan A(1) = (a;; —A)(ay,, —A) —aqsa,; =0 (Boyce &

DiPrima, 2009).

2.6 Fungsi Lyapunov

Metode ini membantu untuk pengkontruksian fungsi Lyapunov secara
sistematis dan tersturktur. Fungsi Lyapunov didefinisikan V:D € R™ — R" dan
x, € D titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial nonlinier. Untuk turunan

pertama Fungsi Lyapunov sendiri digunakan aturan turunan berantai, yaitu turunan
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fungsi tersebut terhadap waktu. Fungsi V dinyatakan sebagai Fungsi Lyapunov
dengan syarat:

1. Fungsi V kontinu dan turunan parsial pertamanya juga kontinu pada D.
2. Fungsi V(x) > 0 untuk x € D dengan x # x, dan V(x,) = 0 dengan x =
x. (dengan titik kesetimbangan x, merupakan titik minimum global).
3. Fungsi V(x) < 0 untuk setiap x € D.
Contoh:

diberikan fungsi persamaan diferensial dengan solusi x € R sebagai berikut
X =—X (2.15)
karena untuk x? selalu positif di sekitar domainnya, maka didapatkan Fungsi

Lyapunov dari persamaan x adalah V(x): x*di R, dengan turunan pertamanya
yaitu:

V(x)=V'(x)x = 2x(-x) =-2x%. (2.16)
Dengan V' (x) adalah fungsi Lyapunov, karena fungsi tersebut positif dan untuk

turunan pertamanya juga positif dan kontinu di domainnya, sehingga memenuhi

syarat Fungsi Lyapunov (Sundari & Apriliani, 2017).

2.7 Ukuran Lozinskii
Ukuran Lozinskii merupakan salah satu metode untuk menentukan kestabilan
global pada titik kesetimbangan endemik. Perhatikan jika diberikan persamaan:
x = f(X) (2.17)
dimana f:D - R",D c R™ open set dan f € C1(D).
Kemudian didapatkan asumsi berikut:

(H1) D kontinu;
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(H2) Terdapat K c D;
(H3) x merupakan titik kesetimbangan endemik (2.17) di D.
Terdapat dua teorema yang menyatakan bahwa suatu titik kesetimbangan
dapat dikatakan stabil asimtotik global, yaitu:
Teorema 4
Titik kesetimbangan X dari persamaan (2.17) stabil asimtotik global di domain D

jika g < 0, dimana

q= Iimsupsup}v(B(x(s,xo)))ds (2.18)

t—oo x5eK

/ e [2] \
dengan matriks B yang didefinisikan B = A;A™" + Aaaf—xA‘l, dan Ay diperoleh
dengan mengganti letak A;; dari matriks A dengan turunan solusi dari f dan

aftzl
4 ox '

[2]

dan A aaf—x merupakan matriks jaccobian dari persamaan (2.17).
Selanjutnya, ukuran Lozinskii dengan norm vector ||. || di R™ yang

didefinisikan sebagai berikut:

_ |1+hE|-1
= lim—————=

V(B) h—0"

(2.19)

Kemudian, terdapat lemma yang mengikuti teorema untuk menetukan suatu titik
kesetimbangan stabil global.

Lemma 1

Suatu sistem S, E, I, R kontinu di domain D saat R, > 1.

Bukti:

Karenasistem S, E, I, R kontinu di domain D, maka terdapat konstan ¢ > 0 sebagai
berikut:

tlim infS(t) > c,tlim infE(t) > c,tlim infI(t) > c,gim infR(t) > ¢
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terbukti (S(0), E(0),1(0),R(0)) € D.
Teorema 5
Suatu titik kesetimbangan endemik dapat dikatakan stabil asimtotik global di
domain D saat R, > 1 dan b > 0, dimana b adalah persamaan ukuran lozinskii
yang didapatkan.
Contoh:

Misal diberikan model persamaan S, E, I, R sebagai berikut:

S =—ASl +v—VS + SR,
E'=AIS—(£+V)E,
|'=eE—(y+V)l,
R'=y1—(5+V)R

(2.20)

dengan batas solusinyaI' = {(S,E,I,R) e R%::S+E+ 1+ R = 1}.
Dari persamaan tersebut bisa didapatkan R = 1 — S — E — I, sehingga didapatkan

sistem tiga dimensi sebagai berikut:

S’ =—ASl +V-VS +5(1-S—E-1),
E =Sl —(£+V)E, (2.21)
I'=¢E—(y+v)I

dengan batas solusinya T = {(S,E,]) ER3:0<S+E +1 < 1}.
Terdapat ¢ > 0 disetiap solusi (S(t),E(t),I(t)) dengan (S(0),E(0),1(0)) di
domain T seperti berikut:

gim inf|S(¢), E(t),I1(t)| = ¢

Selanjutnya, menentukan matriks diagonal yang di devinisikan dengan A seperti

berikut:

A(S,E,1)=diag LlTEIEj (2.22)
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+_giaglo L(E) L(E
AA _dlag[O,EEIJf,E(IjJ. (2.23)

Kemudian, menentukan matriks J? dari matriks Jacobian J = 2—2 yang didapatkan

sebagai berikut:

A —6-g-2v AS AS+6
JA = 5 A -6-y-2v -5 (2.24)
0 Al —e—y—2V

Lalu, menentukan matriks B = A,A~* + AJ?1A~"* yang didapatkan seperti berikut:

B, B
B:[ H 12} (2.25)
BZl BZZ
dengan:
AS+0)I
S ESY e (91 (s £0) Do WIIEERG
E E |
L(Ej—/ﬂ—é—y—Zv -5
\ ELI
22 — :
Al L(E] ey
ELILJ,

Norm vektor ||. || di R3 = [R{@) adalah sebagai berikut:
| (u,v,w)|=sup{lul,|v]+]w]}. (2.26)
Ukuran Lozinskii matriks B didapatkan sebagai berikut:
u(B)<sup{g,,g,}. (2.27)

dimana,

AS+0)1
91=Bn+|812|=_ﬂ|_5_5_2V+u
| (E e (2.28)

&
92::‘6(822)+|812|SE(TJ _5_7/_2V+T
f
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Karena matriks B,; skalar, maka ukuran Lozinskii dari matriks B;; sama dengan

vektor norm di R!. Sehingga didapatkan solusi pada (S(t),E(t),I(t)) dengan
(5(0),E(0),1(0)) di K untuk t — oo yaitu:

)5

ASI E'
— =—+tc+V,
E E

¢cE I’
T:T+}/+V.

Kemudian hasil persamaan tersebuut disubtitusikan pada persmaan ukuran

Lozinskii matriks B sehingga didapatkan persamaan seperti berikut:

E o
B)<—-0- ——A1,0%.
1(B) = v+sup{E }

Saat R, > 1 terdapat c > 0 dan T > 0 sehingga t > T, maka:

(2.29)

E(t)>c, I(t)>c, dan %Iog E() <2tV

untuk semua (S(0),E(0),1(0)) € K. Set § = min {E,Acz}, lalut >T dan 6§ < 6
maka g — Al < 0, dengan demikian

%jy(B)dt<log E(t)—(5+v)<—%(5+v) (2.30)

dari hasil perhitungan diatas didapatkan g < 0, maka titik kesetimbangan endemik

model SEIR tersebuut stabil asimtotik global (LI & Muldowney, 1996).

2.8 Teori Kontrol Optimal

Sistem kontrol yang stabil tetapi tidak memerlukan energi yang berlebihan

dan dapat dicapai melalui pengaturan indeks performasi yang tepat dinamakan
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sistem kontrol optimal. Sistem tersebut merupakan perluasan dari kalkulus variasi,
yaitu metode optimasi yang bertujuan untuk meminimumkan usaha atau
memaksimumkan manfaat yang diinginkan. Kontrol optimal berkaitan dengan
masalah menemukan hukum kontrol untuk sistem tertentu seperti, masalah
pengendalian mencakup biaya fungsional merupakan fungsi dari variabel dan
kontrol. Sebuah kontrol optimal adalah satu set persamaan diferensial yang
menggambarkan jalan dari variabel-variabel kontrol yang meminimalkan biaya
fungsional (Syahril & Garnadi, 2018).

Teori kontrol optimum berkembang secara pesat pada tahun 50-an, dengan
adanya penemuan dua metode penyelesaian masalah kontrol optimum, vyaitu
dynamic programming yang ditemukan oleh Richard Bellman (1957) dan maximum
principle yang ditemukan oleh Pontryagin (1962). Dengan penemuan tersebut,
teknik kontrol optimum yang berkembang mempunyai dua pendekatan, yaitu
pendekatan program dinamis dan pendekatan prinsip maksimum. Teori tersebut
memilih peubah kontrol w(t) diantara semua peubah kontrol yang admissible, yaitu
kontrol yang membawa sistem dari state awal x(t,) pada waktu t, ke state terminal
x(T) pada waktu terminal T, sehingga memberi nilai maksimum atau nilai
minimum bagi fungsional objektif yang juga disebut sebagai performance index

(Syahril & Garnadi, 2018).

2.8.1 Formulasi Masalah Kontrol Optimal
Tujuannya kalkulus variasi dalam bentuk baku adalah untuk

memaksimumkan atau meminimumkan fungsional objektif

T

I[x(1)]= [ (x(1). X(t).t)dt (2.31)


http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=id&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Cost_functional&prev=/search%3Fq%3Dkontrol%2Boptimal%26hl%3Did%26client%3Dfirefox-a%26hs%3DAyV%26sa%3DG%26rls%3Dorg.mozilla:en-US:official%26channel%3Ds&rurl=translate.google.co.id&usg=ALkJrhif9RS1qXsWreDCfHYB81OIuowX4g
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dengan fungsi kendala atau tanpa kendala. Fungsi kendala bisa berupa persamaan
differensial atau persamaan aljabar. Misalnya fungsi kendala pada masalah kalkulus
variasi tersebut adalah x(t) = f(x(t),x(t),t). Apabila x(t) = u(t), maka
masalah tersebut sama saja dengan masalah kontrol optimum (Syahril & Garnadi,

2018).

2.9 Hamiltonian

Bentuk fungsi Hamiltonian adalah kombinasi fungsi dari suatu masalah
f(x,u,t) dan perkalian fungsi subjek berbentuk persamaan differensial g(t, x, u)
dengan suatu faktor pengendali yang dinamakan pengendali Lagrange y(t).
Sehingga didapatkan bentuk fungsi Hamiltonian dengan tiga variabel (Naidu,
2002).

Fungsi Hamiltonian dengan tiga variabel t, x, u yang merepresentasikan

waktu, vektor state, dan vektor kontrol. Didefinisikan sebagai:

H(tx(8), 7 (1) = f (tx(1). (D)) + 7O 9 (tx(t) 7 (1)) (232)

dengan y(t) = (y,1(t),y2(t),...,y:(t))T adalah s — vektor costate.

2.10 Prinsip Minimum Pontryagin
Prinsip penting untuk memperoleh solusi yang optimal dalam menyelesaikan
masalah kontrol optimal disebut Prinsip Minimum Pontryagin. Prinsip tersebut
digunakan dengan cara meminimumkan persamaan fungsi objektif dengan
persamaan kendala dan diberikan persamaan kontrol (Mahmudah & Naf'an, 2014).
Langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal menggunakan

Prinsip Minimum Pontryagin adalah:
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Misal diberikan suatu sistem persamaan yang kontinu terhadap waktu, dengan
kendala x(t) = f(x(t), u(t),t),

sistem dengan funsional objektif (perfomace index)
J = [L(x(t)u(t),t)dt (2.33)

dan kontrol u(t) € U.
Fungsi L(x(t),u(t),t) adalah fungsi bobot yang pemilihannya tergantung pada
penekanan dari sistem yang akan dioptimalkan.

Kontrol u*(t) yang mengoptimalkan / menggunakan metode pengali
Lagrange. Masing-masing kendala mempunyai satu pengali Lagrange. Misalkan
pengali Lagrange disimbolkan A(t) € R", maka akan dibentuk perluasan dari J

yang disimbolkan J,, yaitu:
j[ X,U,t)+A" (t )(f(x,u,t)—x)]dt (2.34)
ty

dengan A merupkan pengali lagrange.
1. Membentuk fungsi Hamiltonian
H(x,u,t,A) = L(x,u,t) + AT() f(x,u, t). (2.16)

2. Mencari fungsi Pontryagin yang memenuhi kondisi stasioner

oA{xuth) ();’l:”t’x) 2 (2.35)
untuk mendapatkan u* = u*(x, t, A).
3. Dengan menggunakan u* maka didapatkan fungsi Hamiltonian baru:
H™(tx(t),7 (1)) =H (x,u"(x,t,1),t.1) (2.36)

4. Menyelesaikan
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x(t)= %—T (persamaan state) (2.37)

X(t) = —% (persamaan costate) (2.38)

5. Mensubstitusikan hasil dari lagkah 4 ke u* untuk menentukan kontrol optimal

(Mahmudah & Naf'an, 2014).

2.11 Metode Runge Kutta Orde 4

Terdapat metode alternatif tanpa harus menggunakan metode Deret Taylor
metode tersebut adalah metode Runge Kutta. Metode ini dapat memberikan derajat
ketelitian yang lebih tinggi tanpa harus mencari turunannya dengan mengevaluasi
fungsi f(x,y) pada titik terpilih di setiap selang langkah. Terbagi empat macam
metode Runge-Kutta yaitu, Runge-Kutta Orde Satu, metode Runge-Kutta Orde
Dua, metode Runge-Kutta Orde Tiga, dan metode Runge-Kutta Orde Empat
(Munir, 2010).

Metode Runge-Kutta yang banyak digunakan adalah Orde Tiga dan Orde
Empat, karena kedua metode tersebut tingkat ketelitian solusinya lebih tinggi
dibandingkan dengan metode sebelumnya. Metode Runge-Kutta Orde Empat

berbentuk:

k, =hf (X, y,)
k, =hf (x, + oh,y, + k)
ky =hf (x+ 20y, + Yk,

k, =hf (x + h,y, + Yk,)

Veu = Ve + Y5 (k 2k, + 2k +K, ) (2.39)
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Galat perlangkah metode Runge-Kutta orde empat adalah O(h®), sedangkan

longgokannya adalah O (h?) (Munir, 2010).

2.12 Model Penyakit Campak

Pada jurnalnya Viriyapong dan Witchaya 2019 mengembangkan model
matematika pada penularan campak kompartemen deterministik yang berisi lima
subkelas yaitu, individu rentan (Susceptible) S(t), individu divaksin (vaccinated)
V(t), individu terpapar (Exposed) E(t), individu terinfeksi (Infectious) I(t), dan
induvidu yang kebal (Recovered) R(t), dengan memberikan pengobatan campak
untuk individu tepapar dan terinfeksi dengan mempertimbangkan fakta bahwa
campak dapat terjadi pada individu terpapar dan individu terinfeksi. Individu yang
terpapar penyakit campak adalah individu yang terkena virus campak tetapi belum
menunjukkan gejala terinfeksi dan belum dapat menginfeksi individu sehat yang
lain. Hal ini terkait dengan masa inkubasi virus campak selama 10-14 hari.

Persamaan model matematika yang didapatkan tersebut dituliskan dalam

persamaan berikut:

(;—?:A(l—q)—ﬂS(EH)+7/V—,uS—ulS

(L—\:qu+ulS—}/V—uV—a)V

dE

E:ﬂS(E+I)—,uE—aE—u2E (2.40)
dl

—=aE-51 —ul -u,l

at o H 3

Z—T=UZE+COV+U3I—,uR

dengan kondisi awal S(0) = 0,V (0) = 0,E(0) = 0,/(0) =2 0,R(0) =0

dan dengan total populasi N adalah N =S +V + E + 1 + R.
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Sehingga model matematika tersebut dapat digambarkan dalam diagram

sebagai berikut:

=

— <
—» =

AL — g) ——»] S BS(E +1)

A 4

U,

Aqg — V

A 4

R
u

Gambar 2.1 Model Penyebaran Campak

u

Gambar di atas adalah gambar model penyebaran campak. Pada model matematika
penularan campak tersebut, individu rentan direkrut pada tingkat A dengan proporsi
(1 — q) sedangkan individu divaksinasi direkrut pada tingkat yang sama dengan
proporsi g. Individu rentan ditularkan dengan tingkat £, dengan individu terpapar
dan individu terinfeksi S (E + I). Beberapa individu rentan dapat pindah ke
kelompok yang divaksinasi dengan tingkat vaksinasi u,, sedangkan tingkat vaksin
berkurang adalah y. Namun, ketika vaksin bekerja dengan baik, individu
divaksinasi akan menjadi individu kebal dengan laju w. Perkembangan individu
yang terpapar menjadi individu yang terinfeksi adalah tingkat a. Parameter u;
adalah tingkat pemulihan untuk orang yang terinfeksi, di mana u, adalah tingkat
pengobatan campak dari individu terpapar menjadi kebal. Tingkat kematian alami
untuk semua individu adalah p dan tingkat kematian yang disebabkan oleh campak

adalah 9.
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Berdasarkan Gambar 2.1 menunjukkan bahwa tingkat rekruitmen pada
populasi individu rentan sebesar (1 — q). Laju penyebaran penyakit dimisalkan
dengan g, maka dalam satu waktu laju dari susceptible menjadi exposed dan dapat
juga menjadi infected dikarenakan mengalami penurunan pada populasi individu
rentan maka diasumsikan sebagai - BS(E + I) dengan £ positif. Pada populasi ini
juga dipengaruhi oleh tingkat vaksin yang berkurang karena setelah divaksin tidak
menutup kemungkinan individu tersebut akan menjadi individu rentan, sehingga
diasumsikan yV. Pada populasi susceptible dan infected terdapat subpopulasi yang
memiliki kondisi tetap, yaitu terdapat bilangan konstan pada susceptible. Bilangan
konstan tersebut menandakan laju kematian alami yakni uS. Kemudian tingkat
vaksin akan bertambah karena individu rentan dapat menjadi vaccinated dan
diasumsikan u,S. Karenanya, diperoleh persamaan untuk kompartemen S adalah
sebagai berikut:

ds _
dt

A(1-q)-BS(E+1)+WN —uS—u,S (2.41)

Perubahan populasi individu divaksin terhadap waktu dipengaruhi oleh
tingkat proporsi bayi yang baru lahir Aq dan bertambahnya tingkat individu
divaksin dari individu rentan u, S serta laju tingkat vaksin yang berkurang yV dan
tingkat vaksin yang bekerja dengan baik wV karena individu yang telah divaksin
dapat menjadi recovered. Pada populasi vaccinated juga terdapat laju kematian
alami yakni uV, dan diperoleh pesamaan persamaan untuk kompartemen V adalah

sebagai berikut:

Z—\::Aq+u18—yV—yV—a)\/ (2.26)
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Perubahan populasi yang terpapar terhadap waktu dipengaruhi oleh laju
penyebaran penyakit terhadap individu terpapar dan terinfeksi serta jumlah pupolasi
individu yang rentan. Karena laju kematian selalu konstan maka pada populasi
exposed juga terdapat laju kematian alami pE. Pada populasi ini juga dipengaruhi
oleh berkurangnya tingkat perkembangan dari individu terpapar ke individu
terinfeksi aE dan tingkat pengobatan campak pada individu yang terpapar u,E.
Sehingga diperoleh persamaan untuk kompartemen E adalah sebagai berikut:

dE _
dt

BS(E+1)-uE-aE-u,E (2.43)
Selanjutnya adalah perubahan individu terinfeksi terhadap waktu dipengaruhi
oleh tingkat perkembangan dari orang yang terpapar ke individu terinfeksi pada
populasi individu terpapar aE. Kemudian juga dipengaruhi oleh tingkat kematian
yang disebabkan oleh penyakit 51 dan tingkat kekebalan us/ yang berkurang pada
populasi Infectious karena telah menjadi populasi recovered serta laju kematian
alami ul. Oleh karena itu, didapatkan persamaan untuk kompartemen [ adalah

sebagai berikut:

%zaE—al—ul—usl (2.44)

Terakhir adalah perubahan populasi individu yang kebal terhadap waktu t
dipengaruhi oleh tingkat pengobatan campak pada individu terpapar u,E, tingkat
vaksin yang bekerja dengan baik wV dan tingkat kekebalan dari individu terinfeksi
usl. Namun pada populasi recovered ini juga terdapat laju kematian alami uR,
sehingga didapatkan persamaan untuk kompartemen R sebagai berikut:

?j—lj=u2E+a)V + Uyl — R (2.45)



Nilai parameter pada persamaan SVEIR adalah sebagai berikut:

Tabel 2.1 Nilai Parameter Pada Model Penyakit Campak
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Parameter Deskripsi Nilai Satuan
A Laju penyembuhan 10 Pertahun
B Laju penyebaran 0.09091 Pertahun
u Laju kematian alami 0.00875 Pertahun
y Laju vaksin berkurang 0.16700 Pertahun
q Proporsi bayi baru lahir yang 0.50000 Pertahun
divaksinasi
a Laju perkembangan dari orang yang 0.12500 Pertahun
terpapar ke terinfeksi
1) Laju vaksin yang bekerja dengan baik 0.80000 Pertahun
1) Laju kematian yang disebabkan oleh 0.03000 Diasumsikan
penyakit
Uy Laju vaksinasi 0.20000 Diasumsikan
U, Laju pengobatan campak individu 0.10000 Diasumsikan
yang terpapar
Usg Laju kekebalan 0.14286 Pertahun

2.13 Kajian Islam Tentang Keseimbangan

Allah menciptakan segala sesuatu dengan berpasang-pasangan. Allah

menciptakan siang hari disertai dengan adanya malam hari, menciptakan matahari
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disertai dengan bulan, menciptakan laki-laki dan perempuan, begitu pula Allah
menurunkan penyakit disertai dengan penawarnya. Selain menciptakan kehidupan
di dunia, Allah juga menciptakan kehidupan di akhirat. Kehidupan di akhirat hanya
akan ditempati kelak setelah kehidupan di dunia berakhir. Dunia adalah sarana yang
mengantarkan manusia ke akhirat. Oleh karena itu sebagai hamba Allah harus
menyeimbangkan antara kepentingan di dunia dengan kepentingan di akhirat,
karena sesungguhnya manusia yang meyeimbangkan kepentingan dunia dan akhirat
akan mendapatkan ketenangan dalam menjalani hidupnya.

Penjelasan di atas tersebut sesuai dengan firman Allah pada Q.S Al-Qashash
ayat 77:

Vs ) A 23T LS 1y AN G Szl o8 Y 52V 5130 2 U Gle3 £

J

@ Goettd ELN AN S 3 3 3 a8

“dan carilah pada apa yang telah dianugerahkan Allah kepadamu (kebahagiaan) negeri
akhirat, dan janganlah kamu melupakan bahagianmu dari (kenikmatan) duniawi dan
berbuat baiklah (kepada orang lain) sebagaimana Allah telah berbuat baik, kepadamu,
dan janganlah kamu berbuat kerusakan di (muka) bumi. Sesungguhnya Allah tidak
menyukai orang-orang yang berbuat kerusakan.”

Ayat tersebut memerintahkan kepada manusia supaya dapat hidup secara
seimbang dengan mengutamakan kebahagiaan akhirat dan mendapatkan kehidupan
dunia serta kenikmatannya dengan ridha Allah sebagai bekal untuk kehidupan di
akhirat. Jangalah hidup dengan keserakahan dan mengejar harta untuk kesenangan
dunia saja, sehingga lupa dengan kehidupan akhirat yang lebih kekal dari segala

apapun yang ada di dunia. Selain itu Allah juga memerintahkan supaya manusia
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berbuat baik terhadap sesamanya, sebagaimana Allah telah memberikan segala

kebaikan kepada manusia.



BAB Il

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini akan membahas penyelesaian analisis global dan kontrol optimal
model penyakit campak dengan vaksinasi dan pengobatan. Penyelesaian kontrol
optimal disini menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin. Selanjutnya, model

tersebut akan disimulasikan menggunakan metode numerik.

3.1 Analisis Kestabilan
3.1.1 Batas Solusi Model
Pada tahap ini akan ditentukan batas solusi dari persamaan (2.40) karena N =

S+V+E+1+R, maka:
dN dS dv dE dI dR
dt ot dt dt dt | dt

=A(1-q)-BS(E+1)+WN —uS—-uS+Aq+uS—N — N —aV

+BS(E+1)—uE—aE—U,E+aE -5l —ul —ul +U,E+ oV +u,l —uR

=A-61-pu(S+V+E+1+R)

=A—31—uN (3.1)
jadi, jumlah populasi bervariasi bergantung terhadap waktu. Kemudian dari
persamaan (3.1), untuk setiap t > 0 populasi terbebas dari penyakit maka

diasumsikan sebagai:

dN
T <A-uN 3.2
o 7 (3.2)

31
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Kemudian akan dihitung integral dari persamaan (3.2) dan didapatkan:

g

No

N, sﬁ{ﬁ No}e““ (3.3)

Jika t membesar maka diperoleh tlim Nts/;1 sehingga OSNtsﬁ. Dapat
dijelaskan jumlah populasi manusia dalam jangka waktu yang panjang menuju

kapasitas batas yaitu ﬁ Jadi daerah solusi untuk model (3.3) didefinisikan:
5 A
Q:{(S,V,E,I,R)GR+:NS—} (3.4)
)7,
3.1.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Titik kesetimbangan dapat dicari dengan membuat nol persamaan (2.40)

sehingga didapatkan persamaan berikut:

A(1-0)= Sy (Ey+16)+ My — 1S, — S, =0 (3.5)
Ag+u,S, — NV, — NV, —aV, =0 (3.6)
BS(Ey+ 1)~ uEy —aEy —U,E, =0 3.7)
aE, -8, —pul,—u,l, =0 (3.8)

u,E, + @V, +u,l, — uR, =0 (3.9)
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Titik kesetimbangan bebas penyakit didefinisikan dengan P, =
(S0, Vo, Eo, 1y, Ry). Penentuan titik kesetimbangan bebas penyakit tidak tergantung
dari syarat R,, sehingga dapat langsung membuat E, dan I, sama dengan nol.
E,=0 (3.10)
l,=0 (3.11)
Dari persamaan (3.6) didapatkan V,,

(7/+,u+a))V0 =Aq+U,S,

v A (3.12)
Y+ uU+o
Persamaan (3.12) disubstitusi ke persamaan (3.5)
A—Aq+7(M]—yS—u18:O
y+u+o
AQ+u,S
A—(1-q)+y| —2|-S,(u+u,)=0
( q) 7/(7/+/J+(0j o(/" 1)
7(Aq) YU,
A-(1-q)+y———=| (p+y)———2—|S
( q) 7/7/+,u+a) ((ﬂ 1) y+ut+ow 0
A(1-
LW ) VAT (3.13)
u(y+p+o)+u (p+o)
Substitusikan persamaan (3.10), (3.11) dan (3.12) ke persamaan (3.9)
Ny = uR,
R = (3.14)
y7]

Dari penjabaran di atas telah didapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit:

P:[ A(l-a)(y+u+o) ’Aq+u18 ,o,o,“’v‘)] (3.15)
u(y+u+o)+u(pu+o) y+u+o 7
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3.1.3 Bilangan Reproduksi Dasar
Bilangan reproduksi dasar (R,) merupakan jumlah rata-rata banyaknya
infeksi dari banyaknya individu terinfeksi. Untuk menghitung R, digunakan
matriks next-generation oleh Van Den Driessche dari persamaan model individu
terpapar dan terinfeksi.
dE =pBS(E+1)—uE—aE -u,E

dt (3.16)

dl
—=aE-61 - ul —u,l
at 124 H 3

BS(E + 1)] Ay g [_ UE + aE + u,E

T=[ 0 aE + 61 + pul + usl

Solusi kesetimbangan dengan E =1 = 0 adalah x, = (0,0, S, 0)¢, dimana S,
adalah solusi yang positif dari 4 — Aq(Sy) = u(Sy). Hal ini akan menjadi A —

Aq'(Sy) < u tanpa menghilangkan sifat umum dan diasumsikan S, = 1, maka:

_[BS PBS _[u+a+u2 0 ]
F_[o ()] dan V= —a 6+ u+us

dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit, didapatkan:

S S +a+u 0
F(PO):[BOO IBOO] 42 V(PO):[H —a f 6+,u+u3]
dan:

Vo 1 O+ u+U, 0

(+a+u,)(5+p+uy) a U+a+u,
1 0

Fv—l: ﬂSO ﬂSO #+a+u2
0 0 a 1

(u+a+u,)(S+pu+uy) S+ pu+u,
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BSy (6 +u+u,) BS,
=| (u+a+u,)(5+u+u;) (S+pu+uy)
0 0

bilangan reproduksi dasar adalah p(FV 1), yaitu:

R = BSo (5 + pu+uy) (3.47)

(u+a+u,)(S5+p+uy)

dimana R, bilangan reproduksi dasar tanpa vaksinasi. Sehingga, tanpa vaksinasi

u; = 0 dan g = 0 dan didapatkan:

PA(S+pu+u,+a)
,u(,u+a+u2)(5+,u+u3)

R, = (3.18)

Pada solusi batasnya S, < /;1 u; = 0 dan g = 0 oleh karena itu R, = Ry dan R,, <

R,.

3.1.4 Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Persamaan (2.40) dimisalkan sebagai berikut:

f,=A(1-q)-BS(E+1)+WN —uS-u,S

f,=Aq+uS -V -V -V

f,=BS(E+1)—uE—aE-u,E (3.19)
f,=aE—-061—pul —u,l

f.=u,E+ oV +u,l —uR

selanjutnya persamaan (3.19) diturunkan terhadap S,V,E,I,R dengan

menggunakan matriks Jacobian sebagai berikut:
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Sehingga didapatkan matriks berikut:

J(S\V,E,I,R)=

BE+D)-p-u 7
U, —y—H—®
B(E+1) 0
0 0
[0

0
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(3.20)

Kemudian substitusi titik kesetimbangan P, = (Sy, Vo, Eo, Iy, Ry) ke matriks

B3,

— ) — =l

(3.20)
__ﬂ_ul A -pS,
U yH—-O@ 0
J(%)= ﬂ(E+|) 0 BS,—u—a-u,
0 0 a
0 @ u,

Uy

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.21) adalah

0
0
0
0

—n

(3.21)

(—u =DA%+ Qu+u +y+ o)A +uy+u+ow+u) +uw)(A?+ (6 +

2utus —BSo+a+u)dl+ (S +pu+u)(—BSo+pu+a+uy,) —afSy)] =0.

~(A+u)R(A)P(2)=0
dengan:

Pl(/l)=/12+a1+a2
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P,(A) =A>+b; + b,
a,=2ut+u +y+w>0
a, =uly+put+ow+u)+uw>0
b =6 +2u+uzs+a+u, =S,
by=00+u+u3)(—BSo+u+a+u,) —aBS,
Karena ketika R, < 1 kita dapat mengklarifikasi fSy < § + 2u + uz + a + u,,
sehingga b, > 0.
by =0 +u+u3)(—BSy+u+a+u,) —aBs,
b, = (u6 + ad + uy6 — Sy8) + (u? + au + up — BSou) + (uuz + aus +
uyuz — BSouz) — aBSo
b, = (U6 + ad + uy6) + (U? + au + uyp) + (uuz + aug + uyug) — fSe6 —
BSou — BSous — aBS,

by = (0 +u+u3)(=fSo+u+a+u)(—pBS)6+u+u;+a

b,=00+u+u3)(=BSo+u+a+u,) [1 i ( BSo(S+utuz+a) )]

(S+pu+uz)(+u+a+uy)

b, = (6 +u+uz)(—BSo+u+a+uy)[l1—R,]

Oleh sebab itu, b, > 0 saat R, < 1.

Karena pada bagian ini mengguakan kriteria Routh-Hurwitz untuk n = 2; ketika
R, < 1 maka dengan melihat hasil di atas terbukti bahwa a, a,, b; dan b, > 0 jadi

P, stabil asimtotik lokal.

3.1.5 Kestabilan Global Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Untuk menganalisis kestabilan global titik kesetimbangan bebas penyakit
pada model akan dibangun dengan fungsi Lyapunov. Fungsi Lyapunov dibangun

dari kombinasi fungsi kuadratik komposit, kuadratik bersama, fungsi logaritma,
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fungsi linier. Metode ini mengisyaratkan untuk mengkontruksi sebuah fungsi yang
dapat menganalisis sistem.

Titik kesetimbangan bebas penyakit P, dari model SVEIR stabil asimtotik
global jika R, < 1.
Bukti:
Didefinisikan L: T c R® - R,
karena untuk (6 + u+ us + @)E + (u + a + u,)I positif di sekitar domainnya,
maka didapatkan fungsi Lyapunov dari model persamaan SVEIR yang

didefinisikan dengan L yaitu seperti berikut:
L(S.V.E,I,R)=(+u+u;+a)E+(u+a+u,)l (3.22)

Fungsi L dapat disebut fungsi Lyapunov karena memenuhi syarat fungsi

Lyapunov sebagai berikut:

1. Fungsi (3.22) berupa fungsi linier dan jelas bahwa bernilai positif, sehingga
jelas fungsi tersebut adalah fungsi yang kontinu pada I'. Kemudian turunan
parsial pertama juga kontinu.

2. Untuk sebarang P = (S,V,E,I,R) € T'dengan P # PymakaL(P) = (u + a +
u,)I > 0, selanjutnya jika P = P, maka L(P) = 0.

3. Turunan pertama pada fungsi L(S,V,E, I, R) terhadap t menggunakan fungsi
turunan dengan aturan rantai, sehingga untuk turunan dari variabel yang ada
pada fungsi tersebut digunakan persamaan pada model SVEIR yang diturunkan
terhadap t. Sehingga didapatkan persamaannya seperti berikut:
L)=@+pu+us+a)[BS(E+1) —puE —aE —u,E]+ (u+a+

u,)[aE — 81 — ul — usl]



39
=@ +utus+a)[BSE+D—E(u+a+u)]+@u+a+

uy)[aE —1(6 + pu + u3)]

_ BS(5+ut+uz+a) _
=(u+a+u)(+u+u;+a [(Maﬂz)(awﬂ#m 1] (E+1D).
Pada solusi batasnya S, < ﬁ didapatkan:
' BS(S+u+uz+a)
L) S (U+a+up) (S +ptus +a) |22 — ] (5 4 1)

=(w+at+u)(S+u+u;+a)Ry—1](E+ D),
jelas bahwa L'(t) < 0 asalkan R, < 1. Karena R, < R, maka jelas bahwa
R, < 1, jadi terbukti L(S,V, E, I, R) adalah fungsi Lyapunov.
Telah diketahui bahwa L(S,V,E,I,R) merupakanfungsi Lyapunov dan
L'(t) < 0 asalkan R, < 1. Selanjutnya akan ditunjukkan fungsi L'(t) = 0 ketika
E=1=0.
Bukti:
L) =(w+a+u)(0+u+us+a)[Ry—1](E+1)
=Ww+a+uy)(0+u+u;+a)R,—1](0 + 0)
= 0.
Karena terbukti bahwa L' (t) = 0 ketika E = I = 0 dan R,, < 1 maka berdasarkan

prinsip invarian LaSalle titik kesetimbangan P, stabil asimtotik global.

3.1.6 Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik didefinisikan dengan P, = (S*,V*,E*,I*,R").
Cara mencari titik kesetimbangan endemik sama seperti cara mencari titik
kesetimbangan bebas penyakit, yaitu dengan cara membuat nol model matematika
persamaan sebelumnya.

Dari persamaan (3.9) didapatkan R*
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UR =UE" + V™ +u,l”

o WE +aV +ul”
Y7,

R

(3.23)

Kemudian dari persamaan (3.5) didapatkan E*
A(l=q)+ V" =S (u+y,+B1")= BS'E’

o A(l-q)+V ;s (p+u+p17) (320

Selanjutnya dari persamaan (3.6) diperoleh V*
AQ+US =N + N +aV

~ AQ+uS”
y+u+tow

Vv (3.25)

Substitusi persamaan (3.24) ke persamaan (3.8)

A=)+ WV =S (u+u,+ 41"
0{( 6)+7 ,BS*(ﬂ A )J—§I*+,ul*+usl*

a[A(l—q)ﬂ/V*—S*(,quul)}_ SI + ul” +u,l”

BS” —S"BI°
pS

I,,:a(A(l—OI)+7V*—3*(ﬂ+U1)) (3.26)

BS”(S+ p+uy)

Substitusi persamaan (3.24) dan (3.26) ke persamaan (3.7) sehingga didapatkan S*

g = UE +aE +Uu,E”
o B(ET+)

s*=(”+a+u2)(§+ﬂ+u3) (3.27)

Bla+8+u+uy)

Dari penjabaran di atas telah didapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu:
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(u+a+u,)(S+u+u;) Ag+uS” A(L-q)+ NV =8 (u+u,+Bl1")

+OHu+Y,) ytuto s ’
P Bla pe 3)* YU+ @ B 3.28)
a(A(1-q)+ N =S (u+U,)) WE +aV" +u,l”
BS(5+u+u,) ’ U

dengan kondisi A(1 —q) +yV* = S*(u +u, + BI*) > 0.

3.1.7 Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Endemik
Cara mencari matriks jacobian pada titik kesetimbangan endemik adalah
dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan P, = (S*,V*, E*, I*,R*) ke matriks

(3.20) sehingga didapatkan matriks jacobian seperti berikut:

J(R)=
B(E +1)-p-u, ¥ —BS’ =3SANE g
u, y—U—@ 0 0 0
B(E +1) 0 BS —p—a-u, BS” 0 (3.29)
0 0 a —-0—pu—u, O
| 0 @ u, U, —H |

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.29) yang diperoleh adalah:
(_ll w A) X (A‘} + a113 + a2/12 + a3A + a4) = O

a=4u+uy  +BE+IN)+y+w+d+tu; — ST +a+u,

a, =—afS* + RS (E*+I)+ (S +pu+u))(—BS +u+a+uy)+(5+
2utus —BS* +a+u)Qutu +BE+IN)+y+w)+ (u+u +

BE"+I) +u+w)—yuy
as = (ap?S*(E*+ 1) —afS* u+u, +y + w + B(E* + 1)) + B2S*(E* +

= +p+u)(BS +p+a+u)Cu+u +BE +1))+

B*S*(E*+ I +2utuz+y+w)+ (6 +u+u)(-pS* +u+a+
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u)Qu+u +BE+IN)+y+w)+ (6 +2u—us —BS* +a+
w)(u+u +BE +I))y+p+0) —yu(§+2u+us; —pS* +a+

Uy)

a, = af?S*(E*+ Iy +u+w)— a,BS*(u +u, + B(E* + I*))(y +u+w)+
afS*yu; + BAS*(E*+ I +u+us)y +pu+w) —yu (6 +u +

uz)(—BS* +u+a+uy).

Pada kriteria Routh-Hurwitz untuk n = 4, P; stabil ketika a; > 0, a3 > 0,
a, >0, dan a;aya; > a3 + a?a,. Pembuktian Kriteria Routh-Hurwitz secara
umum sulit untuk dilakukan, oleh karena itu penulis menganalisa kestabilan sistem
khusus untuk nilai parameter yang terdapat di Tabel 2.1 sehingga diperoleh nilai
koefisien a; = 5.1318, a, = 5.6042, a; = 1.1575 dan a, = 0.6454.
a; =5.1318>0
a, =5.6042 >0
az; = 1.1575 >0
a, = 0.6454 >0
Dari hasil di atas terbukti bahwa a; > 0, a; > 0 dan a, > 0. Selanjutnya akan
dibuktikan a;a,a; > a3 + a?a,
a,a,az = 33.2896

a3 + ata, = 28.3208

Terbukti bahwa a,a,a; > a3 + afa,. Jadi, terbukti bahwa P, stabil asimtotik

lokal.
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3.1.8 Kestabilan Global Titik Kesetimbangan Endemik

Pada tahap ini untuk menganalisis kestabilan global titik kesetimbangan
endemik digunakan pendekatan geometrik dan ukuran Lozinskii. Terdapat dua
teorema untuk menyatakan bahwa titik kesetimbangan endemik P; stabil asimtotik
global.
Teorema 4
Titik kesetimbangan endemik P; stabil asimtotik global di daerah solusi Q jika g <

0. Dimana,

q= Iimsupsup}v(B(x(s,xo)))ds (3.30)

t—ow xgel’

Matriks B didefinisikan B = Q;Q~* + Q/!?Q~*, dimana Q; diperoleh dengan
mengganti entri Q;; dari Q dengan turunannya yang mendekati solusi fungsi yang

digunakan, J'?! adalah tambahan kedua pada matriks Jacobian model SVEIR.
Teorema 5

Titik kesetimbangan endemik P; stabil asimtotik global di daerah solusi Q ketika

R,>1 b >0.

Langkah pertama adalah menentukan matriks Jacobian j[2I. Untuk
menentukan matriks tersebut digunakan persamaan (2.40) dengan diturunkan
terhadap S,V,E, I

0fi 0fi 3fy 9fi)
s avV BJE ol
o, 0f, of, of,

_las av BE a1
J(S,V,E, D of of of of.
as av 9E ol
f, 9f 0fi Ofi

LgS oV O0E OI-




_—(y+ul+ﬁ(E+I))
J(SV,E1)= 5
B(E+I)
i 0
Misalkan:

My =p+u +BE+]I)

My, =y+ptow

Mz =BS—u—a—u,

My, =—-6—-p—uz

__(M11+M22) 0
0 -M,, +M,,
30 - ¢
AE+)
0 0
I 0

0

S
_M11+M44

ﬁ(E+I)

~BS
0
pS—u-a-u,
a
ps ps
4 0
0 Y
M22+M33 ﬁs
a -M,, +M,,
0 0

Selanjutnya diambil fungsi Q=Q(S,V,E, 1)

O O O © O Bk
O O O o — O
O O O » O O
OO O B O O O
o m o © o O

sehingga didapatkan

m o © O O O
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(3.31)

(3.32)

(3.33)
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] "1 000 0 0
00000 0]|pg1000 o
00000 O0|llpgo1o0o0 o
0000 0 O
00" - 0001 0 0
0000 0 O .
oo0o0o0¢E o||0000-0
00000 Ef| o000 L
0000 0 0]
00000 0
00000 0
loooo 0 o0 (3.3
0000 L 0
E
0000 0 =+

kemudian hitung Q/?1Q~*, lalu menentukan matriks B = Q;Q~* + Q/?1Q* yang

didapatkan sebagai berikut:

My +M,) 0 0 BS ﬂ—ES 0

0 MgtM, S y 0 %

0 ¢ -Mg+M, 0 7 y il
5 E E
BEH) 0 -M,tM, ﬂ—ES 0

E|
0 0 uE GE (MytM,)e= 0
0 0 BE+NE 0 0 (l\/|33+|v|44)+EE

o

12 }
22

— |: Bll
BZl

o
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dimana B, =[-(M,,+M,,)] , 812:[0 0 BS 'B—ES o} , B, =|-B(E+1)| dan
~My+M,) 0 0 BS ﬁ—ES 0
0 M, +M,,  BS y 0 ﬂ—ES
0 ¢ MytM, 0 % il
- E E
2~ ﬂS
-B(E+1) U, 0 -M,+M, = 0
El
0 0 uE GE (MytMy) 0
0 0 A(E+I)E 0 0 (M33+M44)+EE

Ukuran Lozinskii dari matriks B didefinisikan:

v(B)<max{g,,9,} (3.35)

dimana g, =V(B, )+||By|| dan g, =||B,,|+V(B,,), dengan

V(Bll) =—(My +M,,),
||BIZ||=ﬂS’

||821||:ﬂ(E+|)

sehingga didapatkan
9, =—(M,+M,,)+ S (3.36)
9,=B(E+1)+Vv(B,). (3.37)

Selanjutnya menentukan v(B,,) dengan cara partisi matriks B,



dimana

C11 = [_Mn + M33]’
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£S
Clzz_ﬂs O ? )
a
C21_ u, |,
0
_0_
i y —pBS ]
—M,. +M 0 L —
11 44 E E
0 -M,, + M, % 0
C22_ 1
u,E aE (_M22+M44)+E 0
E:
P(E+1)E 0 0 (M22+M44)+E

Ukuran Lozinskii dari matriks C dapat didefinisikan seperti:

dimana g, =v(C, )+
V(Cll) = _Mn Els Mss

IC..||= max{,BS,;/, s

HC21” =a+U,

sehingga didapatkan

v(C)<max{g; 9,} (3.38)

||C,.|| dan g, =[|C,||+Vv(C,,), dengan

3
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0, —M1+M3+max{ﬂ8y,ﬂ }gs— M1+M3+max{,88y,ﬂ}(339)

g, =a+u,+V(Cy). (3.40)

Selanjutnya menentukan v(C,,) dengan cara partisi matriks C,,

Gt e { I:11 Flz}
- I:21 I:22

L NEBS
F.=|0 & ——/—|,
12 i E E :|
0
F,= u,E :
_,B(E+I)E
_ 5s i
_M22+M33 ? 0
= aE (-M,, +M,,)+ 0
0 O (M33+M44)

Ukuran Lozinskii dari matriks F dapat didefinisikan seperti:
v(F)<max{gs, 9} (3.41)
dimana g; =v(F,)+||Fy,|| dan g, =|F,[|+Vv(F,), dengan

V(Fll)z—MllJrMM,

ol - max{ 2 22,
E E

\|F21”=(u1+ﬂ(E+|))E
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sehingga didapatkan

__ r Bs
g = M11+M44+max{E, E} (3.42)
gG:(u1+,B(E+I))E+v(F22). (3.43)

Selanjutnya menentukan v(F,,) dengan cara partisi matriks F,,

= _G_|:Gll Glz:|
m=E=

GZl GZZ
dimana

G11 :[_Mzz T Mss]’

[ BS
ST
G __aE
21__ O ’
(—M22+M33)+E 0
G. = E
22 E
0 (M33+M44)+E

Ukuran Lozinskii dari matriks G dapat didefinisikan seperti:
V(G) < max{g; gs (3.44)
dimana g, =v(Gy,)+||G|| dan g, =|G,,|+V(G,,), dengan
V(Gy)=-M,, + M,

S
Jo.l =72

HGHH =akE,
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E' E'
v(G22)=max{—M22+M44+E,M33+M44+E}

:max{—(y+y+a))+ M44+EE,,BS—,u—a—u2+M44+E}

!

= MM+EE+sup{—(y+y+a)),ﬂS—y—a—uz}

sehingga didapatkan

9, :_M22+M33+IB_ES (3-45)

98=aE+M44+EE+Sup{—(y+,u+a)),,BS—,u—a—u2}. (3.46)

Dari persamaan ketiga model (2.40), didapatkan

E'=fS(E+1)E—uE —aE-U,E

E B g e muy)

E E
= Sl
£l ps-umay,
E' Sl
E—ﬂ?: M33. (347)

Substitusi persamaan (3.47) ke (3.45)
L ES S

g = "ETE E
:E-'-M_MZZ'
E E

Jadi,

v(G)<max{g,,0s}

:maX{EE+IBS(é_I)_M22,aE+M44 +EE+SUp{_<7+/U+(0)’ﬂS—,U_(Z—uz }}
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E' BS(1-1 E'
:Emax{ (E )—Mzz,aE+M44+E+sup{—(7/+,u+a)),ﬂ8—,u—a—uz}}.

Dari persamaan (3.41)

v(F)<max{g,,9s}

dimana

y PS
Os =—M11+M44+max{E,?} dan g, =(u,+B(E+1))E+V(F,,)
g dapat dimisalkan sebagai

95=M44+max{é,ﬂs}—Mll+0

E
=M44+max{l,ﬁ}—M11 = M
N E E E

sehingga didapatkan

E' v BS E' E'
v(F) < E+max My, + sup {E'F}_Mll _f'(ul +B(E+D)E +f
S(1 -1
+¥_M22, (ul +3(E +I))E + aE +M44_

+Sup{—(y+u+w),35—u—a—uz}}-

Dari persamaan (3.38)
v(C)<max{g,,9,}
dimana

s :—M11+M33+max{ﬂs,y,’3—ES} dan g, =a+u,+Vv(C,,)



g, dapat dimisalkan

S
0;= M33+max{ﬂs,y,%}—Mn+0
ﬂs Er E/
= M33 +maX{ﬂS,7/,? _Mll +E—E

’

E

Jadi,

!

BS

E E' S
v(C) < EmaX{M% + sup {,35,%—}—1\411 ——,a+u; + M,y +sup {%?

E 15

E BS(1L—

—Mll—E,a+u1+(u1+ﬁ(E+I))E+ o

+uy + (uy + BE+D)E + aE + My,

+tsup{—(y+p+w)pS—p—a—-u, }}-
Dari persamaan (3.35)
v(B)<max{g,9,}
dimana
9,=—(M, +M,,)+pS dan g, = B(E+1)+V(B,,)

g, dapat dimisalkan

9,=8S—(M,+M,,)+0

E( EI

=BS—(M,, + M, )+———
ﬂ ( 11+ 22)+ E E
E’ E’'

:E+IBS_(M11+M22)_E

Jadi,

E S E’
:E+ M33+max{ﬁs,y,’3—}—Mn——.

)

52

— Mpp, &

7
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! !

E E S
v(B) < z + max{fS — (My; + M,;) — E"B(E + 1) + M35 + sup {ﬁS, y,%}

!

E' S
- My, — B(E+I)+a+u1+M44+sup{Z'[2} M4
—EE’,ﬁ(E+I)+a+u1+(u1+,8(E+1))1+¥

— My, BEE+D+a+u + (uy + BE+D) + aE + My,

+Sup{—(y+u+w),,35—u—a—uz}}-

1/ !

E 5
SE"'mln{ ﬁS+(M11+M22)+ _ﬁ(E+I) M33

—mf{ BS,—v, E'BS}+M11+EEI,—ﬁ(E+I)—a—u1

Y —BS E
—M44—lnf{E E}+M11 T —BE+ID) —a—u,

— (uy + BE + D)I —w

—(uy +BE+ D)l — aE — My,

+M22,_ﬁ(E+I)_a

—inf{ly+u+w),-BS+u+a+u, }}.
Sehingga didapatkan v(B) < %’— b,

b= —BS + (M + My3) + el ,—B(E +1) — M33 — mf{ BS,—v, —55}

E
+%’,—B(E+I)—a—u1—(u1+,8(E+1))1—w
+ My, —BE+D—a—u —(uy +BE+D) —aE — My,

,—BE+D) —a—u, — My, — Lnf{E -

—inf{y+u+w),-pS+u+a+u, }}.
Pertimbangkan setiap solusi dari S(t),V(t), E(t), 1(t) yang berada pada T’ c

Q. Persamaan (S(t),V(t),E(t),I(t) ) c T untuk setiap t > t. Kemudian di daerah



54
solusi S(t), V(t), E(t), I(t), sedemikian sehingga (5(0),V(0),E(0),1(0)) €T

untuk ¢ > £ >[I E(t) — In E(0)] < 2,

_ InE(t)—InE(O)_6
t

b
<__
2

dari hasil di atas berarti bahwa g < —g < 0 yang berarti juga g < 0. Oleh sebab

itu, dari teorema 4 titik kesetimbangan endemik P; stabil asimtotik global.

3.2 Analisis Kontrol Optimal
3.2.1 Analisis Kontrol Optimal Model SVEIR
Pada model persamaan (3.6) dikembangkan dengan menerapkan variabel

kontrol optimal atau menentukan strategi terbaik yang diterapkan dalam waktu
yang ditentukan. Kontrol optimal yang diterapkan pada model tersebut adalah:

1. ¢,(t) adalah vaksinasi.

2. ¢,(t) adalah pengobatan untuk individu yang terpapar.

3. ¢3(t) adalah pengobatan untuk individu yang terinfeksi.

Sehingga dapat digambarkan sebagai berikut:
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u u 6§ MU
AL = q) —> S ﬁS(E+I; E a > I

Pl | O
vV v v Uz

Aq—bv :R
u U

Gambar 3.1 Model Penyebaran Campak dengan Kontrol

Model persamaannya dapat dituliskan sebagai:

Z—f:A(l—q)ﬂ/V—,uS—UlS—ﬂS(EJF|)—¢1(t)s

av

E:AquulS +4(1)S - N -V —aV
‘jj_'tzzﬁs(m|)—yE—aE—u2E—¢2(t)E (3.48)
di

G ~E -l -l =g (1))

dR

G SWE A Ul =R+ ()] 44, ()E

Selanjutnya adalah memodelkan fungsi tujuan yang menginterprestasikan
banyaknya populasi yang terpapar (M,E) dan populasi yang terinfeksi (M,I)
dimana M;dan M, adalah variabel bobot. Tujuan dari model kontrol optimal ini
adalah untuk meminimalkan jumlah populasi yang terpapar dan terinfeksi penyakit
campak dengan biaya kontrol yang minimal pada interval waktu [0,T].
Berdasarkan hubungan biaya yang dikeluarkan untuk vaksin (¢,(t)) dan

pengobatan (¢, (t), ¢5(t)) dengan banyaknya jumlah populasi yang terpapar dan
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terinfeksi memiliki hubungan tidak linier sehingga fungsi biaya dimodelkan dengan
persamaan nonlinier dan digunakan fungsi kuadratik ¢Z(t), ¢3(t), ¢3(t).
Berdasarkan uraian tersebut fungsi biaya untuk vaksin adalah M;¢? dan untuk
fungsi biaya pengobatan adalah M,¢2%, dan Mg¢2 dengan M, M,, Ms adalah
variable bobot dan penyeimbang dari keuntungan biaya. Fungsi objektif yang

didapatkan adalah:
I 0)= min][Mlm M, I +%(M3¢f (1) + M, (t)+ Mg’ (t))}dt (3.49)

Kita dapat menentukan solusi optimal dari masalah kontrol optimal dengan
menentukan Hamiltonian untuk masalah tersebut. Dengan menerapkan Prinsip
Minimum Pontryagin, dapat membentuk Hamiltonian dan memperoleh sistem

optimalitas seperti berikut:
H=f+>4g
H = MyE + Myl + 1 (ngﬁ(t) + MO + M5¢>§(t)) + LA —q) +yV -

pS —uy S — BS(E+ 1D — ¢, (OS] + A2[Ag + w1 S + ¢, (£)S —yV —uV —
wV] + A3[BS(E+ 1) — pE — aE — upE — ¢, (O)E] + A4[aE — 81 — pl —
usl — 5 (O] + As[uE + wV + uzl — pR + ¢, (O + ¢, () E]
dimana 44, 4,, 15, 4, dan A5 adalah fungsi adjoint yang terkait dengan persamaan
untuk keadaan S, V, E, I dan R masing-masing.
Selanjutnya menentukan persamaan state dan co-state dari Hamiltonian yang
telah didapatkan. Persamaan state dari Hamiltonian tersebut ialah:

M A=)+ V = S —uS— BS(E+1)— 4 (1)S (3.50)
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%:Aq+u18 + 4 ()S— N — N —aV (3.51)
04,

%zﬂS(EH)—uE—aE—u E—g¢,(t)E (3.52)
6ﬂ3 2 2

2—H:aE—5I —pl —u | —¢,(t)! (3.53)
oH

£=UZE+60V +U,l — R+, ()1 +4,(1)E (3.54)

Kemudian didapatkan persamaan co-state nya, yaitu:

-2 (A (-mmt = AE )= (0)+ (0 + A (0)+ B(E+1)] (355)
—g—cz—[ﬂlﬂ%(—?—ﬂ—w)ﬁsw] (3.56)
—%}[leﬂs+ﬂa(ﬁ5—u—a—uz—¢z (0)+ A+ 5 (1, +45 (1)) (3.57)
B[, 45+ 2542, (0- - () + (A1) (@59
_%:_[_ 135 (3.59)

dengan syarat batas (tranversality),

ﬂi(T) . 01//{2(1-) = O, /13(T) = O, /14(T) :O, //lS(T) :O
Kondisi optimalisasi bentuk Hamiltonian terhadap kontrol optimal
didapatkan sebagai berikut:

2= M () AA()S A (D)

1 1. 6.1, ¢«
= M (t) =2 A5+ 4,
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) w (3.60)
oH 1 2 = -
30, 2M ()2t (VE+ i (VE
1 1 e 1 ¢
:ZM4¢2(t)_§AEE+E/1RE
¢£(t)=w oo
oH 1 2 I I
30 "2V (-2 ()T + 2 (0
1 Loraiog
:ZM5¢3(t)_§2’|I+Eﬂ“RI
¢;(t)=% o

Untuk kontrol pertama yaitu vaksin batas nilai ¢, adalah 0 > ¢; > 1, sehingga

terdapat beberapa kemungkinan:

( ] 5(/1‘, — As)
_— <
4 if M, =l
. S'(AV —-As) . S(AV — As)
¢1 =< 7 if 0< 7 <1
) 5‘(/1V —As)
_— >
| 09 if T 1

sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

Sy — 2
¢1 = max {O, min {—( ‘;VI S),O.9}}.

3

Untuk kontrol kedua yaitu pengobatan pada individu yang terpapar batas nilai ¢,

adalah 0 > ¢, > 1, sehingga terdapat beberapa kemungkinan:
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(  EQgr-2p)
_ <
0 if M, <0
* E(AR _){E) . E‘(;{‘R _AE)
= — —_—
b2 M, if 0< M, <1
 EQgr-2p)
_ >
\ 0 if M, >1

dapat dituliskan sebagai berikut:

¢; = max {O, min {W, 0.9}}.

4
Sedangkan untuk kontrol ketiga yaitu pengobatan pada individu yang telah
terinfeksi batas nilai ¢5; adalah 0> ¢5; > 1, sehingga terdapat beberapa

kemungkinan:

( L TAr =2
0 if M <
L JIGR=2) I(Ag = 2))
¢3 = M5 lf 0< M5 1
. 1(Ag—4p)
\ 0 if M 1

dapat dituliskan sebagai berikut:

¢35 = max {0, min {—1(/11;/1—5 A1) ) 0.9}}.

3.2.2 Simulasi Numerik

Pada bagian ini akan ditampilkan gambar solusi numerik dari persamaan
model penyebaran campak dengan menggunakan bantuan aplikasi MATLAB dan
menggunakan nilai parameter dari persamaan tersebut, sehingga didapatkan
perbandingan dari beberapa kondisi. Pada penelitian ini akan dibandingkan
simulasi numerik kondisi penyebaran campak tanpa kontrol dan penyebaran

campak dengan kontrol dalam waktu 7 =5 tahun. Dimana pada bagian ini
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perbedaan yang terlihat dari hasil simulasinya terdapat pada grafik populasi
individu terpapar dan populasi individu terinfeksi serta populasi individu kebal.

Berikut adalah hasil perbandingan simulasi numerik penyebaran campak

tanpa kontrol dan dengan kontrol yang didapatkan:

Populasi Terpapar
N A A R RSt s
*“\‘ == == = E Tanpa Kontrol
.\ : : ; ; m E dengan Kontrol Phi
500 " : - H ] ] ; ;

400
£ 300
200

100

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Waktu (Tahun)

Gambar 3.2 Simulasi Populasi Terpapar

Kurva untuk populasi individu terpapar (Exposed) E(t) dengan nilai awal 200
mengalami peningkatan drastis pada awal tahun pertama kemudian terus
mengalami penurunan yang stabil sampai tahun kelima karena individu terpapar
dapat berpindah menjadi individu terinfeksi. Dengan diberikannya kontrol
pengobatan untuk populasi ini, maka dapat menurunkan kurva atau mengurangi
individu terpapar agar individu tersebut tidak menjadi individu yang terinfeksi

melainkan sembuh atau berpindah menjadi individu yang kebal.
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Populasi Terinfeksi
180 T T T T T

== === | Tanpa Kontrol
| == | dengan Kontrol Phi

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Waktu (Tahun)

Gambar 3.3 Simulasi Populasi Terinfeksi

Selanjutnya populasi individu terinfeksi (Infectious) I(t) dengan nilai awal 50 pada
grafiknya kurva menunjukkan peningkatan yang stabil dalam lima tahun. Untuk
menurunkan laju kurva pada populasi ini atau mengurangi individu terinfeksi,
diberikan kontrol pengobatan sehingga individu pada populasi ini menjadi sembuh
atau berpindah menjadi individu yang kebal. Karena setelah diberikan kontrol
terhadap model persamaan penyebaran campak hasil simulasi pada populasi
individu perpapar dan populasi individu terinfeksi menunjukkan penurunan, maka
jelas bahwa untuk hasil simulasi populasi kebal akan mengalami kenaikan atau
jumlah pada populasi ini akan lebih besar dari pada sebelum diberikan kontrol.

Berikut hasil simulasi untuk populasi individu kebal:

Populasi Kebal
1000 L e s s
== == = R Tanpa Kontrol H :
= R dengan Kontrol Phi

900

e e s S

Waktu (Tahun)

Gambar 3.4 Simulasi Populasi Kebal
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Untuk hasil simulasi numerik dari kontrol pengobatan untuk individu terpapar

(¢,) dan pengobatan untuk individu terpapar (¢3) adalah sebagai berikut:

Kontrol Pengobatan pada Individu Terpapar
T T

T T T T T
| m— Kantrol Phi2
i e e e e S

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Waktu (Tahun)

Gambar 3.5 Simulasi Kontrol Pengobatan Individu Terpapar

Kontrol Pengobatan pada Individu Terinfeksi
T T T T T T

Waktu (Tahun)

Gambar 3.6 Simulasi Kontrol Pengobatan Individu Terinfeksi

Dari hasil simulasi numerik pada kedua kontrol tersebut kurva akan menunjukkan
nilai maksimum yaitu 0.9 di tahun-tahun pertama karena pada kondisi ini angka
populasi individu yang terpapar dan populasi individu terinfeksi masih sangat tinggi
sehingga harus diberikan kontrol yang maksimum. Kemudian laju kurva tersebut
akan menurun menuju nilai minimumnya yaitu 0 disaat laju penyebaran campak

serta angka populasi individu yang terpapar dan populasi individu terinfeksi juga
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sudah mulai menurun, karena pemberian kontrol yang diberikan mengikuti kondisi
dari penyebaran campak tersebut.

Dengan demikian, berdasarkan hasil simulasi di atas bahwa pada kasus
penyebaran penyakit campak yang diberikan tiga kontrol yaitu vaksinasi,
pengobatan untuk individu terpapar dan pengobatan untuk individu yang terinfeksi
dapat mengurangi laju penyebaran penyakit campak tersebut dengan mengurangi

populasi individu terpapar dan terinfeksi.

3.3 Keseimbangan dalam Al-Qur’an

Segala sesuatu di dunia ini telah Allah ciptakan secara seimbang. Artinya,
Allah menciptakan segala sesuatu berpasang-pasangan untuk saling melengkapi.
Hal tersebut, ditetapkan agar Kkita sebagai makhluk Allah selalu mengingat
kekuasaan dan kebesaran Allah. Sebagaimana telah disebutkan dalam Q.S Adh-

Dhaariyat ayat 49:

A P 2 & o< > 5
6&“% o 1% o - WO 07 (T2 o & ¥ ° -

“dan segala sesuatu Kami ciptakan berpasang-pasangan supaya kamu mengingat
kebesaran Allah.”

Ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah menggambarkan bahwa Dia yang
menciptakan setiap sesuatunya berpasang-pasangan, bermacam-macam dan
beraneka ragam. Misalnya Allah menciptakan kebahagiaan dan kegundahan,
petunjuk dan kesesatan, malam dan siang, bumi dan langit, serta Allah menurunkan
penyakit disertai dengan penawarnya. Yang demikian ini supaya kita selalu
mengingat kekuasaan Allah dan beribadah hanya kepadaNya, karena sesungguhya

hanya Allah yang memberikan kebahagian kepada hamba-hambaNya.
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Salah satu kekuasaan Allah yang merupakan bentuk keseimbangan di dunia

ini yaitu, Allah menurunkan penyakit disertai dengan penawarnya yang disebutkan
dalam hadist shahih riwayat Imam Bukhari, bahwa Rasulullah shallallahu’alaihi wa

sallam bersabda:

“Tidaklah Allah menurunkan penyakit kecuali Dia juga menurunkan penawarnya.”

Isi hadist di atas menjelakan bahwa jika siapun dapat mengalami dan
mendapatkan ujian sakit di dalam hidupnya. Tetapi, dengan kekuasaanNya Allah
telah menciptakan penawar untuk setiap penyakit yang diturunkannya. Sehingga
setiap manusia yang diberi ujian sakit oleh Allah dapat sembuh. Hal tersebut sama
halnya dalam kasus yang ditulis pada penelitian ini yang menunjukkan kekuasaan
Allah dalam menciptakan segala sesuatu dengan seimbang, yaitu Allah
menurunkan penyakit campak dengan memberikan penawarnya berupa vaksinasi
ataupun pengobatan. Sehingga setiap individu yang rentan terhadap penyakit
campak setelah diberikan vaksin akan kebal terhadap penyakit tersebut, serta setiap
individu yang terpapar dan terinfeksi penyakit campak setelah diberikan

pengobatan akan sembuh.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut:

1. Pada titik kesetimbangan bebas penyakit

5 :[ A1-q)(y+u+o®)  Agq+uS 0.0 a)Voj
" u(yruro)ru(pro) yrutro’ T p

terbukti stabil asimtotik lokal dan stabil asimtotik global saat R, < 1.

Pada titik kesetimbangan endemik

(u+a+u,)(d+u+u;) Ag+uS A(L-g)+ V" =S (u+u+B1°)

Bla+S+u+u,) ‘y+uto’ BS ’
a(A(1-0)+ NV =S"(u+,)) wE +aV +u,l’
PS™(6+ p+u,) U

juga terbukti stabil asimtotik lokal saat R,, < 1 dan stabil asimtotik global saat
R, > 1.
2. Model penyebaran campak dengan kontrol vaksinasi, pengobatan untuk

individu terpapar dan pengobatan untuk individu terinfeksi yang didapatkan

yaitu:
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as
dt

c:j—\t/=Aq+u15 +¢1(t)S -WN =N —aV

A(L=q)+ N —uS-uS—BS(E+1)-¢(t)S

(jj_ltzzﬂS(E+|)—ﬂE—0‘E_U2E_¢2(t)E
‘;_lzaE—al—ul—Us'—%(t)'

drR

E:u2E+a>V +Uyl — uR+4,(t) 1 +4, (1) E

Penyelesaian kontrol optimal model penyebaran campak tersebut diselesaikan

dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin sehingga diperoleh kontrol

yang optimal yaitu ¢; = max {O, min {S(AL 2s) 0. 9}} b, =
3

max {O,min {E(AZ A5) ;0. 9}} dan ¢3 = max {O,min {S(A; A1) ,0. 9}} dengan
4
nilai masing-masing A yang ada pada bab pembahasan.

4.2 Saran

Pada penelitian ini dibahas mengenai analisis kestabilan dari titik-titik
kesetimbangannya menggunakan metode Fungsi Lyapunov dan Ukuran Lozinskii.
Dibahas juga mengenai kontrol optimal model penyebaran campak dengan
vaksinasi, pengobatan individu terpapar dan pengobatan individu terinfeksi disertai
dengan simulasi numerik menggunakan aplikasi MATLAB. Selanjutnya
disarankan pada penelitian berikutnya untuk memperoleh kestabilan titik-titik
kesetimbangannya menggunakan metode lain. Kemudian dibandingkan untuk
mendapatkan kelebihan dan kekurangan masing-masing metode, serta mengetahui

medote mana yang paling baik dalam menyelesaikan persamaan tersebut.



DAFTAR PUSTAKA

A’maludin, H., Faruk, A., & Cahyono, E. S. (2016). Analisis Kestabilan Model
Epidemik SIR untuk Penyakit Tuberkulosis. Prosiding SEMIRATA Bidang
MIPA | 22-24.

Adhiguna, K., & Pujiyanta, A. (2014). Aplikasi Bantu untuk Menemukan Nilai
Eigen dan Vektor Eigen Berbasis Multimedia. Jurnal Sarjana Teknik
Informatika, Volume 2 Nomor 1, 91-100.

Boyce, W. E., & DiPrima, R. C. (2009). Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems. New York: John Wiley and Son.

Edward, S., E., K. R, T., K. G,, Nestory, F., G.,, M. G., & P., M. A. (2015). A
Mathematical Model for Control and Elimination of the Transmission
Dynamics of Measles. Applied and Computational Mathematics, 4(6):, 396-
408.

Elaydi, S. (2000). An Introduction to Difference Equations. Texas: San Antonio.

Fitria, V. A. (2011). Model Matematika Terhadap Penyebaran Penyakit
Tuberkulosis di Rumah Sakit Paru Batu. Jurnal JITIKA, Vol. 5, No. 2, 60-
62.

Halim, R. G. (2016). Campak Pada Anak. CDK-238/ vol.43 no.3, 186-189.

Hurint, R. U., Ndii, M. Z., & Lobo, M. (2017). Analisis Sensitivitas Model Epidemi
SEIR. Online Journal of Natural Science Vol 6(1), 22-28.

Kartono. (2012). Persamaan Diferensial Biasa Model Matematika Fenomena

Perubahan. Yogyakarta: Graha llmu.

67



68

LI, M. Y., & Muldowney, J. S. (1996). A GEOMETRIC APPROACH TO
GLOBAL-STABILITY PROBLEMS. SIAM J. MATH. ANAL, Vol. 27, No.
4, 12-26.

Mahmudah, D. E., & Naf'an, M. Z. (2014). KONTROL OPTIMAL MODEL
EPIDEMIK HOST-VECTOR DENGAN SIMULASI MENGGUNAKAN
FORWARD-BACKWARDSWEEP METHOD. Jurnal llmiah Teknologi
dan Informasi ASIA, Vol. 8 No 2, 1-9.

Marino, S., Hogue, 1. B., Ray, C. J., & Kirschner, D. E. (2008). A methodology for
performing global uncertainty and sensitivity analysis in systems biology.
Journal of Theoretical Biology 254, 178-196.

Munir, R. (2010). Metode Numerik (Revisi Ketiga). Bandung: INFORMATIKA.

Naidu, D. S. (2002). Optimal Control Systems. New York: CRC PRESS.

Nurani, D. S., Ginanjar, P., & S., L. D. (2012). GAMBARAN EPIDEMIOLOGI
KASUS CAMPAK DI KOTA CIREBON TAHUN 2004-2011. JURNAL
KESEHATAN MASYARAKAT ,Volume 1, Nomor 2, 293-294.

Obumneke, C., Adamu, I. I., & Ado, S. T. (2017). Mathematical Model for the
Dynamics of Measles under the Combined Effect of Vaccination and
Measles Therapy. International Journal of Science and Technology (1JST)
— Volume 6 No.6, 862-874.

Oktafiani, L. D., & A. Kusnanto. (2013). BILANGAN REPRODUKSI DASAR
MODEL WEST NILE VIRUS MENGGUNAKAN MATRIKS NEXT
GENERATION. JMA, Vol. 12, No. 1, 64-68.

Oktaviasari, K. E. (2018). Hubungan Imunisasi Campak dengan Kejadian Campak
di Provinsi Jawa Timur. Jurnal Berkala Epidemiologi, 6 (2), 66-173.



69

Sihombing, S. C., & Dahlia, A. (2018). Penyelesaian Persamaan Diferensial Linier
Orde Satu dan Dua disertai Nilai Awal dengan menggunakan Metode Runge
Kutta Orde Lima Butcher dan Felhberg (RKF45). Jurnal Matematika
Integratif, Vol. 14, No. 1, 51-60.

Soleh, M., & Rahmah, S. (2012). Model SEIR Penyakit Campak dengan Vaksinasi
dan Migrasi. Jurnal Sains, Teknologi dan Industri, Vol. 9. No. 2, 113-123.

Sundari, R., & Apriliani, E. (2017). Konstruksi Fungsi Lyapunov untuk
Menentukan Kestabilan. JURNAL SAINS DAN SENI ITS Vol. 6, No.1, 28-
32.

Syahril, E., & Garnadi, A. D. (2018). Kuliah Pengantar Kontrol Optimum dan
Metode Numerik dalam Scilab. JMA, Vol.yy No.1, 4-24.

Umar, P. D., & DEA. (2011). Metode Optimasi. Bandung: Muara Indah.
Viriyapong, R., & Ridbamroong, W. (2019). Global Stability Analysis and Optimal

Control of Measles Model with Vaccination and Treatment. Journal of

Applied Mathematics and Computing.



LAMPIRAN

Lampiran 1: Perhitungan Persamaan Karakteristik Titik Kesetimbangan
Bebas Penyakit
Menentukan persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.63)

det(J(Py) —AI) =0

—u-u, V4 -85S, -BS, 0][-2 0 0 0 0
U, y-U-0 0 0 0 0O -2 0 0 0
det| B(E+1) 0 rsees i BS, 0f-l0 0 -4 0 0|=0
0 0 a -0—-u-u, 0 0 0 0 -4 0
| AU o u, Uy -u| [0 0 0 0 -4]
-4 7 -85, -85, AN
U, y-u-—o-A1 0 0 0
det| B(E+I) 0 BS,—u—a-u,-1 BS, 0 |=0
0 0 a —0—pu—U;— 1 0
i 0 ® u, U, ey




B(E+1) 0 PSy—pH—a—u,—A4 BS,
0 0 a ~0—pu—U;—A
0 ) u, U,
—p—U =2y -BS, -BS,
0 B(E+1) 0 BS;—pu—-a-u,—-2 BS,
0 0 a —0—p—U;—A
i 0 @ u, Uy
—u- u -4 /2 -BS, -BS,
0 u, y—u—w—A 0 0
0 0 g o ="
i 0 1) u, Uy
__;u —U - A 4 _ﬂso _ﬂso
4 u, y-—H—0O—A 0 0
B(E+1) 0 BSy—u—-a-u,—14 pS,
i 0 ® u, U,
—p—u -4 v -BS, WAL
u —pU-—w-A 0 0
+(—,U— ) 1 y-H-o _0
B(E+1) 0 BSy—pu—a—-u,—4 BS,



Lampiran 2: Perhitungan Persamaan Karakteristik Titik Kesetimbangan
Endemik

Menentukan persamaan karakteristik dari matriks Jacobian (3.29)

det(J(R,)-41)=0

BE+)-p-w -5 #5072 00 0 0]
U, y-p-o 0 0 0|0 2000
det)  B(E"+I) 0 B -p-a-u, pS° 0|% 0 4 0 0=0
0 s Sy, 00 0020
L 0 w U2 u3 - _0 0 O O /1_
Fou y-U-o-4 0 0 1
B(E"+1') 0 BS" - p—-a-u, -4 BS”
0 0 a —0—-p-U; -4
L o u, U, |
—u-u-B(E+1")-2 ¢ _BS’ _BS”
0 ﬁ(E*‘H*) 0 BS -u-a-u,-1 i
0 0 @ 0= p= =2
L 0 o u, U, |
—u-u-B(E+U)-4 oy —pST pS
+0 U 7—y—a)—/1 0 0
0 0 Z =o= LU
i 0 4 U, u
—u-u-B(E"+17)-2 y ps’ _BS"
0 U, y-U-o—-A4 0 0
B(E"+17) 0 BS —p-a-u,-1 pS
i 0 ® U, U, |
~u=U-B(E"+1")-4 y -fS -fS
u —pu-0-1 0 0
#-u-2) LT o =0
B(E"+1") 0 BS - pu-a—u,—1 BS
L 0 0 a -0—pu-U;-1




Lampiran 3: Penurunan Nilai @J?1Q~*

kemudian hitung QJ121Q 1,

1 000 0 O]
01000 O
Qe |0 01000
0 001 0 O
0 000 E O
0000 0 E
__(M11+M22) 0 0 ﬂS
0 -M; + M, pS A
f 0 a  -My+M, 0
_’B(E+I) ! 0 M, + M,
0 0 U, a
i 0 B(E+1) 0
(M, +M,,) 0 0 BS
0 -My, + My pS 4
0 a  -My+M, 0
) _ﬂ<E+I) b 0 _M22+M33
0 0 u,E aE
0 0 B(E+1)E 0
[-(M, +M,,) 0 0 S
0 -My; + My, pS /4
QJ[Z]Q—lz 0 ¢ -M,; +M,, 0
_ﬂ(EH) U 0 _M22+M33
0 0 uE aE
0 0 BE+NE 0

BS
(_M22+M44)E

(M33 + M44)E




OO O O -

o O +—» O

o O O

= O O O

o m|r o o o o

o O

o O O O

m|~

B(E+1)E

BS BS

y 0

0 e

E

bS

_M22+M33 ?
aE -M,+M,,

0 0




Lampiran 4: Perhitungan Matriks B

B=0Q;Q" + Qg

0 00O O O
0 000 O O
0 000 O O
B = 0 000 O O
0 00O l 0
E
0000 0 =
—(M; +M,,) 0 0
0 -M,, +M,, pS
0 -M,. +M
N a 1 m
—ﬂ(E+|) u, 0
0 uE
i 0 ﬂ(E+|)E

BS pS

y 0

0 b

E

S

-M »t M33 %
aE M, +M,,

0 0




Lampiran 5: M-File untuk Menggambarkan Simulasi dari Model Penyebaran

Campak Tanpa Kontrol

function dydt=ModelCampak (t,y)

global v bmgga w s ul u2 u3

$v=lambda, b=beta, m=miu, g=gama,g=qg, a=alpha,
sw=omega, s=delta,ul=ul, u2=u2, u3=ug3,

dyl=v* (1-q)-b*y (1) * (y(3)+y(4) ) +g*y (2) -m*y (1) —ul*y (1) ;
dy2=v*g+tul*y (1) -g*y(2) -m*y (2) -w*y (2);
dy3=b*y (1) * (y(3)+y (4)) m*y (3) —a*y (3) ~u2*y (3) ;
dy4=a*y (3) -s*y (4) -m*y (4)-u3*y (4);

dy5=u2*y (3) +w*y (2) +u3*y (4) -m*y (5) ;

dydt=[dyl; dy2; dy3; dy4; dy5];

end

clc;clear all;close all;

global v bmg ga w s ul u2 u3

v=10; b=0.09091; m=0.00875; g=0.16700; g=0.50000; a=0.12500;
w=0.80000; s=0.03000; ul=0.20000; u2=0.10000; u3=0.14286;
time=[0 5];

NilaiAwal=[400; 300; 200; 50; 0];

[t,y]=0ded5 (@ (t,y) ModelCampak (t,y),time,NilaiAwal)
plot(t,y(:,1),'-"', 'LineWidth', 2)

hold all

figure (1)

title('Populasi Rentan');

xlabel ('t');ylabel ('S");

1aeEmel (VLY , V2, liS Y, VALl SRl o Ghicalcfforn 5

figure (2)

[t,y]=0ded5 (@ (t,y) ModelCampak (t,y),time,NilaiAwal)
plot(t,y(:,2),'-"', 'LineWidth', 2)

hold all

title ('Populasi Divaksin');

xlabel ('t");ylabel ('V");
legend('1l','2','3','4",'5") ;grid on;

figure (3)

[t,y]=0ded5 (@ (t,y) ModelCampak (t,y),time,NilailAwal);
plot(t,y(:,3),'-"', 'LineWidth', 2)

hold all

title ('Populasi Terpapar');

xlabel ('t");ylabel ('E");
legend('1','2','3"','4","'5") ;grid on;

figure (4)

[t,y]=0ded5 (@ (t,y) ModelCampak (t,y),time,NilaiAwal);
plot(t,y(:,4),"'-"', 'LineWidth',2)

hold all

title ('Populasi Terinfeksi');

xlabel ('t");ylabel('I");
legend('1','2",'3"',"'4",'5");grid on;

figure (5)
[t,y]=0ded5 (@ (t,y) ModelCampak (t,y),time,NilaiAwal);



plot(t,y(:,5),"'-"', 'LineWidth', 2)
hold all

title ('Populasi Kebal');
xlabel ('t'");ylabel ('R");

legend('1','2","'3","4",'5");grid on;
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Lampiran 6: M-File untuk Menggambarkan Simulasi dari Model Penyebaran

Campak dengan Kontrol

%$Persamaan State
function dy=State(y,Ld,B,M,G,Q,A,W,del,Ul,U2,U3,Phil,Phi2, Phi3)

x(1)=Ld* (1-Q)+G*y (2) -M*y (1) -Ul*y (1) -B*y (1) * (y (3)+y(4))-Phil*y(1);
x(2)=Ld*Q+U1* (1) +Phil*y (1) -G*y (2) -M*y (2) -W*y (2) ;

x(3)=B*y (1) *(y(3)+y(4))-M*y(3)-A*y (3)-U2*y (3) -Phi2*y (3);
x(4)=A*y(3)-del*y(4)-M*y(4)-U3*y(4)-Phi3*y(4);

x(5)=U2* (3) +W*y (2) +U3*y (4) -M*y (5) +Phi3*y (4) +Phi2*y (3) ;

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)];

%$Persamaan Co-Sate

function
dk=CoSate(y,1d,B,M,G,Q,A,W,del,U1,U02,U03,Phil,Phi2,Phi3, M1,M2,M3, M4
+ M5)

pl=y(1); p2=y(2); p3=y(3); pd=y(4); p5=y(5);
%$lamdal=pl, lamda2=p2, lamda3=p3, lamdad4d=p4, lamdab5=p5
X(1l)=(-pl* (-M-U1-B* (y(3)+y(4))-Phil))-(p2* (Ul+Phil)) -

(P3*B(y(3)+y(4)));

x (2) = (-p1*G) - (p2* (-
X (3)=-M1-(pl*B*y (1)
(p5* (U2+Phi2)) ;

X (4)=-M2+ (pl*B*y (1)) - (p3*B*y (1)) - (p4* (-del-M-U3-Phi3)) -
(p5* (U3+Phi3) ) ;

X (5)=M*p5;

) (p5*W)

G-M-W) ;
)= (p3* ((B*y (1)) -M-A-U2-Phi3)) - (p4*A) -

clc;

clear all;

close all;

ojumlah popopulasi pada t=0

SO = 400;

v0o = 300;

EO = 200;

I0 = 50;

RO = 0;
%$Parameter
Ld = 10;

B = 0.09091;
M = 0.00875;
G = 0.16700;
Q = 0.50000;
A = 0.12500;
W = 0.80000;
del = 0.03000;

Ul = 0.20000;
= 0.10000;

[
N
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U3 = 0.14286;

%Variasi bobot pada fungsi tujuan
Ml = 0.1;
M2 0.1;

$Bobot biaya kontrol
M3 = 0.1;
M4 = 0.3;
M5 0.5;

Philmax =
PhiZ2max =
Phi3max =

; %$0<ul<l

o O O
O WO O
~.

~e

h=0.01; %h=1/N misal: h=1/100=0.01

t=0:h:5; %dari 0 sampai 5 dipartisi dengan jarak h=0.01

Z=length (t); Sbanyaknya t

$membentuk matrik baris isinya nol dengan z baris,

Phil=zeros (Z,1);
Philold=zeros (Z,1);
Phi2=zeros (Z,1);
Phi2old=zeros (Z,1);
Phi3=zeros(z,1);
Phi3old=zeros (Z,1);

Sold=zeros (Z,1
Vold=zeros (Z,1
Eold=zeros (Z,1
Told=zeros (Z,1

Rold=zeros (Z,1);

%p adalah lambda dsb
pl=zeros (Z,1);

p2=zeros (Z,1
p3=zeros (
(
(

)’
Z,1);
z,1)
Z,1)

14

’

p4=zeros
pS=zeros

’

plold=zeros(Z,1)
p2o0ld=zeros(Z,1)
p3old=zeros (Z,1);
pd4old=zeros(Z,1)
pbold=zeros(Z,1)

$kontrol ada 2 pada Phi dan Phiold
tes=1;
it=0;

1 kolom



while tes >1e-3
Philold=Phil;
Phi2o0ld=Phi2;
Phi3old=Phi3
Sold=S; Vold=V; Eold=E; Iold=I; Rold=R;
plo=pl; pZo=p2; p3o=p3; pdo=pd; pdSo=p5;
S(1)=S0; V(1)=V0; E(1)=EO0; I(1)=I0; R(1)=RO;
J(it+1)=0;

for i=1:72-1

J(1it+1)=J(it+1)+h* ((MI*E (1) +M2*I(1))+(1/2* (M3*Philold (i) 2+M4*Phi2
old (i) ~2+M5*Phi3old (i) "2)));

$RungeKutta

kl=h*State(y,Ld,B,M,G,Q,A,W,del,Ul,U2,U03,Philold(i),Phi20ld (i), Phi
30ld (1)) ;

k2=h*State (y+0.5*k1,1.d,B,M,G,Q,A,W,del,Ul,U2,U03,Philold (i), Phi2o0ld
(1) ,Phi3old(i));

k3=h*State(y+0.5*k2,1d,B,M,G,Q,A,W,del,U1,U2,U03,Philold (i), Phi2old
(1) ,Phi3old (1)) ;

k4=h*State (y+k3,Ld,B,M,G,Q,A,W,del,Ul,U2,U3,Philold (i), Phi20ld (i),
Phi3old(i));
y=y+(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

end

J(it+1)=J(it+1)+h* ((ML*E(Z)+M2*I(Z))+(1/2* (M3*Phil (Z)"2+M4*Phi?2 (Z)
~2+M5*Phi3 (Z)"2)));

$Plot populasi tanpa kontrol

if it ==

figure (1)
plot(t,S, 'm—--", 'LineWidth', 3);
legend ('Tanpa Kontrol'");

hold on;

figure (2)
plot(t,V, 'm--", 'LineWidth', 3);
hold on;

figure (3)
plot(t,E, 'm—-"', "LineWidth', 3);
hold on;

figure (4)
plot(t,I, 'm—--", " 'LineWidth', 3);



hold on;

figure (5)
plot(t,R, 'm-=", "'LineWidth', 3);
hold on;

end

pl(2)=0; p2(2)=0; p3(2)=0; pd4(2)=0; p5(2)=0;

for i=1:72-1
Jje=7-1;

y=[pl(je+l) p2(je+l) p3(je+l) pd(je+l) p5(je+l)];

kl=h*State(y,Ld,B,M,G,Q0,A,W,del,Ul,U2,U3,Philold (i), Phi2old (i), Phi
3old (1))

k2=h*State(y+0.5*k1,1d,B,M,G,Q,A,W,del,Ul,U2,U3,Philold(i),Phi2old
(i) ,Phi3o0ld(i));

k3=h*State(y+0.5*k2,1.d,B,M,G,Q0,A,W,del,Ul,U2,U3,Philold (i), Phi2o0ld
(1) ,Phi3old(i));

k4=h*State (y+k3,Ld,B,M,G,Q,A,W,del,U1,U2,U03,Philold(i),Phi20ld (i),
Phi3old (1)) ;
y=y—(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

eR=sum (abs (R-Rold
epl=sum (abs (pl-plo
ep2=sum(abs (p2-p20
ep3=sum(abs (p3-p30
epd4=sum(abs (p4-pdo
ep5=sum (abs (p5-p50) ) ;

ePhil=sum(abs (Phil-Philold)) ;
ePhi2=sum(abs (Phi2-Phi2o01ld)) ;
ePhi3=sum (abs (Phi3-Phi3old));

pl(je)=y(1);
p2 (je)=y(2);
p3(je)=y(3);
pd (Je)=y(4);
p5(je)=y(5);
NO (je)=S (je)+V (je)+E(je)+I(je)+R(Je);
temp2=min ([ (S (je) * (p2 (je) -pl (Jje))) /M3 Philmax]) ;
Phil (je)=max ([temp2 01]);
tempd=min ([ (E(je) * (p5(je) -p3(Jje))) /M4 PhiZmax]);
Phi2 (je)=max ([tempd4 01]);
temp6=min ([ (I (je)* (p5(je)-p4(je)))/M5 Phi3max]);
Phi3 (je)=max ([temp6 0]);
end
eS=sum (abs (S-Sold)) ;
eV=sum (abs (V-Vold) ) ;
eE=sum (abs (E-Eold) ) ;
el=sum(abs (I-Iold));
)

)
)
)
)
) §
),
))
))
))

’

serror = sum dari error yang lama dengan yang baru
tes=eS+eV+eE+eI+eRtepltep2+ep3+epd+epb+ePhil+ePhi2+ePhi3;
it=it+1;

Phil=(0.5*Phil+0.5*Philold);



Phi2=(0.5*Phi2+0.5*Phi201ld) ;
Phi3=(0.5*Phi3+0.5*Phi30ld) ;
end

% Langkah 8

$Plot populasi dengan kontrol

figure (1)

plot(t,S, 'r-', 'LineWidth',3);

xlabel ('"Waktu (Tahun)'");

ylabel ('S(t)"');

grid on;

legend ('S Tanpa Kontrol','S dengan Kontrol Phi');
title('Populasi Rentan');

hold on;

figure (2)

plot(t,V, 'r-', 'LineWidth', 3);

xlabel ('"Waktu (Tahun) ')

ylabel ('V(t) ")

grid on;

legend ('V Tanpa Kontrol', 'V dengan Kontrol Phi');
title('Populasi Divaksin');

hold on;

figure (3)

plot (t,E, 'r-', 'LineWidth', 3) ;

xlabel ('"Waktu (Tahun)');

ylabel ("E(t) ") ;

grid on;

legend ('E Tanpa Kontrol','E dengan Kontrol Phi');
title ('Populasi Terpapar'):;

hold on;

figure (4)

plot(t,I,'r-', 'LineWidth',3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ("I (t)");

grid on;

legend ('I Tanpa Kontrol','I dengan Kontrol Phi');
title('Populasi Terinfeksi');

hold on;

figure (5)

plot (t,R, 'r-', 'LineWidth', 3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ('R(t)");

grid on;

legend ('R Tanpa Kontrol', 'R dengan Kontrol Phi');
title ('Populasi Kebal');

hold on;

figure (6)

plot (t,Phil, 'r-"', 'LineWidth',3);
xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ("Phi”*1(t) ") ;

grid on;

legend ('Kontrol Phil');

title ('Kontrol Vaksinasi');
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hold on;

figure (7)

plot (t,Phi2, 'r-', 'LinewWidth',3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ("Phi®*2(t) ') ;

grid on;

legend ('Kontrol Phi2'");

title('Kontrol Pengobatan pada Individu Terpapar'):;
hold on;

figure (8)

plot (t,Phi3, 'r-"', 'LinewWidth', 3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ("Phi”"*3(t)");

grid on;

legend ('Kontrol Phi3'");

title ('Kontrol Pengobatan pada Individu Terinfeksi');
hold on;
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