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ABSTRAK

Qumah, Lutfiatul, 2020. Eksentrisitas Total dan Indeks Konektivitas
Eksentrik dari Graf Non-Nilradical Gelanggang Komutatif dengan
Unsur Kesatuan. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Muhammad Khudzaifah, M.Si. (I1) Mohammad Nafie
Jauhari, M.Si.

Kata kunci: eksentrisitas total, indeks konektivitas eksentrik, ring komutatif
dengan unsur kesatuan, graf non-nilradical.

Misalkan G = (V,E) adalah graf terhubung sederhana. Eksentrisitas
Total dari graf G didefinisikan sebagai £(G) = Yyey(s) e(v), dengan e(v) adalah
eksentrisitas dari titik v di G. Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf G
didefinisikan sebagai §°(G) = Xyey(s) e(v)deg(v), dengan deg(v) merupakan
derajat dari titik v di G. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan eksentrisitas
total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang
komutatif dengan unsur kesatuan pada modulo Z,, dengan p =3, p prima.
Diperoleh dengan terlebih dahulu mencari unsur non-nilpoten zero-divisor
selanjutnya mencari titik yang akan terhubung langsung sehingga membentuk graf
non-nilradical. Kemudian mencari eksentrisitas titik dan derajat titik.

Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut, eksentrisitas total dari graf
non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan bilangan bulat
modulo 2p dengan p >3 , p prima adalah E(Q(Zzp)) = 2p — 1, dan indeks
konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan bilangan bulat modulo 2p dengan p =3 , p prima adalah

£ (Q(Z2)) = 300 - D.
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ABTRACT

Qumah, Lutfiatul, 2020. Total Eccentricity and Eccentric Connectivity Index
of Non-Nilradical Graph of Commutative Ring with Unity.
Essay. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Maulana Malik lbrahim State Islamic University of Malang. Supervisor:
(I) Muhammad Khudzaifah, M.Sc. (11) Mohammad Nafie Jauhari, M.Sc.

Keywords: total eccentricity, eccentric connectivity index, commutative ring with
unitaty, non-nilradical graphs.

Suppose that G = (V,E) is a simple connected graph. The total
eccentricity of graph G is defined as &(G) = Xyey (g e(v), where e(v) is an
eccentricity of the vertex v in G . The eccentric connectivity index of a graph G
is defined as &°(G) = Xyev(c)e(v)deg(v), with deg(v) is the degree of the
vertex v in G. The objectives of this research were to determine the total
eccentricity and eccentric connectivity index of non-nilradical graph of
commutative ring with unity modulo Z,, with p > 3, p is prime. The steps of the
research are to determine a non-nilpotent zero-divisor, to determine a vertex to be
adjacent to form a non-nilradical graph, and to determine eccentricity and degree
of vertex.

The results of this research showed that, the total eccentricity of non-
nilradical graph of commutative ring with unity modulo 2p withp >3 |, p is
prime is §(Q(Z,,)) =2p —1, and the eccentric connectivity index of non-
nilradical graphs of commutative ring with unity modulo 2p withp >3 |, p is

prime is &€ (Q(Zzp)) =3(p - 1).
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ilmu pengetahuan dan teknologi merupakan dua unsur yang tidak dapat
dipisahkan satu sama lain. llmu adalah sumber teknologi yang mampu
memberikan kemungkinan munculnya berbagai penemuan rekayasa dan ide-ide.
Adapun teknologi adalah terapan atau aplikasi dari ilmu yang ditunjukkan dalam
hasil nyata yang lebih canggih dan dapat mendorong manusia untuk berkembang
lebih maju lagi.

Sebagai umat Islam kita harus menyadari bahwa dasar-dasar filosofi
untuk mengembangkan ilmu dan teknologi dapat dikaji dan digali dalam Al-
Quran. Sebagaimana firman Allah di dalam Al-Quran surat Al-Mulk ayat 19 yang
artinya:

“Tidakkah mereka memperhatikan burung-burung yang mengembangkan dan
mengatupkan sayapnya di atas mereka? Tidak ada yang menahannya (di udara) selain
Yang Maha Pengasih. Sungguh, Dia Maha Melihat segala sesuatu.”

Dalam Tafsir Al-Muntakhab dijelaskan bahwa terbangnya burung adalah
suatu keajaiban yang baru diketahui setelah ilmu aeronautika dan teori
aerodinamika berkembang. Yang mengagumkan adalah apabila seekor burung
dapat terbang di udara tanpa menggerakkan kedua sayapnya. limu pengetahuan
membuktikan bahwa burung-burung yang terbang tanpa menggerakkan kudua
sayapnya itu sebenarnya terbang di atas aliran-aliran udara yang muncul, baik
karena benturan udara dengan segala sesuatu yang menghalanginya atau karena

tingginya tekanan udara panas (Shihab, 2003).
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Berdasarkan ayat tersebut manusia berhasil mengolah akal pikiran yang
diberikan Allah sehingga mereka mampu menciptakan pesawat terbang.
Pembuatan pesawat terbang menggunakan pengaplikasian ilmu fisika yang mana
dalam aplikasi tersebut menggunakan perhitungan matematika. llmu matematika
tidak hanya dapat diaplikasikan pada bidang fisika. Bidang kimia, biologi, dan
farmasi juga dapat diaplikasikan menggunakan ilmu matematika. Salah satu
contoh pengaplikasian matematika pada bidang farmasi dan kimia adalah
penelitian dengan judul Application of Graph Theory: Relationship of Eccentric
Connectivity Index and Wiener’s Index with Anti-inflammatory Activity yang
menghitung prediksi keakuratan obat anti peradangan menggunakan indeks
konektivitas eksentrik. Pada penelitian kali ini akan digunakan objek lain dalam
menghitungnya.

Graf adalah salah satu cabang dalam penelitian matematika. Penelitian
graf dilakukan untuk menemukan teorema-teorema baru serta mengembangkan
teorema-teorema yang sudah ditemukan. Pengertian graf di dalam buku Graphs
and Digraphs Sixth Edition karangan Chartrand dkk. (2016) yakni pasangan
terurut dari himpunan V' yang merupakan himpunan tak kosong dan terbatas dari
titik dan himpunan E yang merupakan himpunan sisi. Graf G memiliki himpunan
titik V' dan himpunan sisi E, maka tulis sebagai G = (V, E), untuk menekankan
bahwa V dan E adalah titik dan sisi pada G maka sering dituliskan V sebagai V(G)
dan E sebagai E(G).

Salah satu topik pada teori graf adalah eksentrisitas. Eksentrisitas dari
titik u pada graf G adalah panjang maksimal dari titik u ke titik-titik lain pada graf

G yang dinotasikan dengan e(u) adalah e(u) = max{d(u,v)|v € V(G)}
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(Kusmayadi & Sudibyo, 2011). Topik yang dikaji pada eksentrisitas adalah
Eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik, jenis dari indeks topologi.
Indeks topologi yang juga dikenal sebagai indeks konektivitas adalah
jenis deskriptor molekuler yang dihitung berdasarkan grafik molekul suatu
senyawa kimia. Indeks topologi digunakan misalnya dalam pengembangan
hubungan struktur-aktivitas kuantitatif (QSARs) dimana aktivitas biologis atau
sifat-sifat molekul lainnya berkorelasi dengan struktur kimianya. Pengembangan
QSARs dengan menggunakan indeks konektivitas eksentrik sedang diterapkan
dibanyak disiplin ilmu, misalnya dibidang kimia untuk menggambarkan dan
memprediksi struktur molekul dalam batasan ruang tiga dimensi (3-D) dan
dibidang farmasi untuk optimalisasi dan penemuan obat.
Eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik pada penelitian ini
akan diterapkan pada ilmu matematika. Eksentrisitas total dari graf G
didefinisikan sebagai &(G) = Y,eye(v), dengan e(v) adalah eksentrisitas
(Fathalikhani dkk, 2014). Sedangkan, indeks konektivitas eksentrik dari graf G
yang dinotasikan dengan  (£€(G)) didefinisikan sebagai &€(G) =
Yvev €(v) deg(v) dimana e(v) disebut eksentrisitas dan deg(v) adalah derajat
yaitu banyaknya sisi yang terhubung langsung dari v di G (Sharma dkk, 1997).
Eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik yang akan diteliti
yaitu pada graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan. Graf
non-nilradical Z,, adalah graf yang himpunan titiknya adalah unsur dari Z,, yang
non-nilpoten zero-divisor dan akan terhubung langsung jika dan hanya jika hasil
perkaliannya adalah O (Shalini, 2017). Graf non-nilradical pada penelitian ini

menggunakan gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
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Penelitian sebelumnya mengenai Eksentrisitas total telah diteliti oleh De,

Pal, & Nayeem (2015) dengan judul Eksentrisitas Total pada beberapa Graf
Komposit, Fathalikhani, Hamed, dan Hasan (2014) dengan judul Eksentrisitas
Total pada beberapa Operasi Graf. Penelitian indeks konektivitas eksentrik telah
diteliti oleh Zhou, B. and Du, Z. (2010) dengan judul Indeks Konektivitas
Eksentrik dan Doslic & Saheli (2014) dengan judul Indeks Konektivitas Eksentrik
pada Graf Komposit. Sedangkan eksentrisitas total dan indeks konektivitas
eksentrik telah diteliti oleh Lila A.P (2019) dengan judul Eksentrisitas Total dan
Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf Identitas Gelanggang Komutatif dengan
Unsur Kesatuan. Dengan demikian, penelitian ini akan difokuskan untuk
menentukan Eksentrisitas Total dan Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf Non-

nilradical Gelanggang Komutatif dengan Unsur Kesatuan.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada
penelitian ini yaitu:
1. Bagaimana rumus umum Eksentrisitas Total dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan?
2. Bagaimana rumus umum Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-

nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan?



1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menemukan rumus umum Eksentrisitas Total dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
2. Menemukan rumus umum Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-

nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Memberikan informasi mengenai rumus umum dari Eksentrisitas Total dari
graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
2. Memberikan informasi mengenai rumus umum dari Indeks Konektivitas
Eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur

kesatuan.

1.5 Batasan Masalah

Fokus pembahasan dan penelitian ini adalah eksentrisitas total dan indeks
konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical. Graf yang digunakan dari
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z,,. Penelitian ini hanya

memfokuskan pada bilangan bulat modulo 2p, p > 3, p prima.



1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode kajian pustaka. Penelitian ini
dilakukan dengan mengkaji buku-buku ataupun jurnal yang membahas mengenai
topik teori graf dan aljabar. Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif.
Pola pembahasannya dimulai dari hal-hal khusus yang kemudian diperumum dan

bersifat deduktif. Adapun langkah-langkah penelitian ini yaitu:

1. Menentukan anggota dari Z,,.

2. Menentukan unsur non-nilpoten zero divisor dari Z,,.

3. Menentukan titik yang akan terhubung langsung dari unsur non-nilpoten zero
divisor yang merupakan pembagi nol .

4. Membangun dan menggambar representasi graf non-nilradical gelanggang
komutatif dengan unsur kesatuan.

5. Menentukan eksentrisitas dan derajat untuk setiap titik.

6. Menetukan eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-
nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.

7. Membuat dugaan (konjektur) eksentrisitas total dan indeks konektivitas
eksentrik berdasarkan pola yang ditemukan untuk masing-masing kasus.

8. Merumuskan konjektur tentang eksentrisitas total dan indeks konektivitas
eksentrik sebagai suatu proposisi.

9. Menghasilkan suatu proposisi tentang eksentrisitas total dan indeks

konektivitas eksentrik yang dilengkapi dengan bukti secara deduktif.



1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan penelitian ini dibagi menjadi empat bab dan setiap bab terdiri
dari beberapa subbab. Sistematika tersebut dimaksudkan agar penulisan lebih
terarah dan mudah dipahami. Sistematika tersebut yaitu:
Bab I Pendahuluan
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Bab Il Tinjauan Pustaka
Tinjauan pustaka berisi mengenai teori-teori yang berkaitan dengan
permasalah. Pada penelitian ini teori yang digunakan meliputi: teori graf,
eksentrisitas total, indeks konektivitas eksentrik, graf non-nilradical,
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
Bab I1l Pembahasan
Pembahasan berisi mengenai penyelesaian terhadap permasalan
eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-
nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
Bab 1V Penutup
Penutup berisi simpulan dari hasil pembahasan dan saran untuk

penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Gelanggang
Gelanggang R adalah suatu himpunan tak kosong dengan dua operasi
biner yaitu + sebagai operasi pertama dan x sebagai operasi kedua berturut-urut
disebut operasi tambah dan operasi kali, keduanya didefinisikan pada R yang
memenuhi aksioma berikut:
a. (R, +) adalah grup abelian,
b. Operasi x bersifat tertutup di R,
c. Operasi x bersifat asosiatif di R, yaitu (a Xxb) Xc=aXx (bXc) Va,be€
R,
d. Operasi x bersifat distributif terhadap operasi + di R baik distributif Kiri
maupun kanan,
Untuk semua a,b,c € R berlaku (a + b) X c=(axc)+ (b Xxc) dan a X
(b+c)=(axb)+ (axc).

(Dummit dan Foote, 1991)

2.2 Gelanggang Komutatif dengan Unsur Kesatuan

Misalkan (R, +,x) adalah gelanggang. Jika terdapat suatu unsur e di R
sedemikian sehingga x - e = e - x = x untuk setiap x di R, maka e disebut unsur
kesatuan dan R adalah gelanggang dengan unsur kesatuan. Jika R komutatif

terhadap operasi perkalian, maka R disebut gelanggang komutatif. Sehingga, R
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yang komutatif dan mempunyai unsur kesatuan terhadap operasi perkalian disebut

gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan (Gilbert dan Gilbert, 2015).

Misalkan (R, +,X) sebagai gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan
yaitu e dan x € R. Jika terdapat suatu unsur y di R sedemikian sehingga xy =
yx = e, maka y merupakan invers pada operasi perkalian dari x dan x disebut
kesatuan (invertible element) di R (Gilbert dan Gilbert, 2015).

Teorema 2.1

Misalkan Z,, = {0,1,2,3, ..., 2p — 1} adalah semigrup dibawah operasi perkalian
modulo 2p,p bilangan prima ganjil maka Z,, tidak memiliki unsur nilpotent

(Vasantha dan Florentin, 2012).

Contoh
Diberikan (Z,, +,%) dengan Z,, adalah himpunan bilangan bulat modulo n, maka
berdasarkan definisi gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan dapat diselidiki
1. (Z,,+) adalah grup abelian
e ab €Z,maka (a+ b) modn € Z,,
e a,b,ce€Z, maka ((a+ b) +c) modn = (a+ (b + c))modn,
e amodn+0=0+amodn=amodn; dengan 0 adalah identitas
terhadap operasi tambah,
o (a m (—a)) modn = ((—a) + a) modn=0 dengan (—a)€Z,
adalah invers dari a,
e (a+b)modn=(b+a)modn.
2. Operasi X tertutup di Z,,
Untuk setiap a, b € Z,, maka (a X b) mod n € Z,,.

3. Operasi x bersifat asosiatif di Z,,
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Untuk setiap a,b,c € Z, berlaku (ax (bxc))modn = ((axb)x
¢) mod n.

4. Operasi x bersifat distributif terhadap operasi + di Z,
Untuk setiap a,b,c €Z, berlaku (ax (b+c))modn=((axb)+
(a x C)) mod n dan ((a + b) X C) mod n = ((a xc)+ (b X C)) mod n.

5. Operasi X mempunyai identitas
Untuk setiap a € Z,, makaa X i =i X a = a diperolehi = 1 € Z,.

6. Operasi x bersifat komutatif
Untuk setiap a, b € Z,, maka (a X b) mod m = (b X a) mod m.

Jadi (Z,, +,%) adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.

Dari definisi gelanggang, untuk operasi kedua yakni operasi perkalian harus
memenuhi aksioma:

1. Operasi X bersifat tertutup,

2. Operasi x bersifat asosiatif dan

3. Operasi X bersifat distributif.
Aksioma tersebut sama dengan aksioma dalam semigrup, sehingga dapat

disimpulkan bahwa gelanggang Z,, adalah semigrup.

2.3 Graf

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) dari titik-titik berbeda di V(G) yang disebut sisi.

Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan a(G),
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dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
b(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G
masing-masing cukup ditulis a dan b. Graf dengan order a dan ukuran b dapat

disebut graf (a, b) (Abdussakir dkk, 2009).

Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V(G) dan himpunan sisi

E(G) seperti berikut ini.

V(G) ={a,b,c,d,e}

E(G) = {(a,b), (a,c), (a,d), (b,d), (b,0), (d, e)}.

Graf G tersebut secara lebih jelas dapat digambar sebagai berikut.

b d e

Gambar 2.1 Graf G

2.4 Graf Terhubung

Sisi uv dikatakan menghubungkan titik u dan v jika e = uv adalah sisi
di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e serta u
dan e disebut terkait langsung (incident), titik u dan v disebut ujung dari sisi e
(Chartrand, dkk, 2016). Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v
dikatakan terhubung, jika terdapat lintasan u — v di G. Sebaliknya, jika terdapat

dua titik u dan v di G tetapi tidak ada lintasan u — v di G, maka G dikatakan tak
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terhubung (Abdussakir dkk, 2009). Graf H dari Gambar 2.2 adalah graf terhubung

sedangkan graf H; adalah graf tak terhubung.

5]

Gambar 2.2 Graf Terhubung dan Tak Terhubung

2.5 Graf Non-Nilradical Gelanggang Komutatif dengan Unsur Kesatuan
Definisi 2.1

Graf non-nilradical dinotasikan dengan Q(R) adalah graf dengan himpunan
titiknya merupakan non-nilpotent zero divisor dari R dan dua titik akan terhubung
langsung dengan sisi jika dan hanya jika zero divisor. Unsur r dikatakan nilpotent,
nil(R) jika r™ = 0 untuk suatu bilangan bulat positif n. Sedangkan unsur z €
R dikatakan zero divisor jika terdapat » € R dan r # 0 sedemikian sehingga rz =

0 (Abigail dkk., 2008).

2.6 Eksentrisitas Titik

Jarak (distance) merupakan panjang lintasan terpendek suatu titik u ke
titik v di G yang dinotasikan dengan d(u, v). Sedangkan d(u) merupakan notasi
untuk jumlah semua d(u,v) dari titik u ke titik v di G. Apabila u, v tidak
terhubung maka d(u,v) = o. Eksentrisitas dari titik u« di G adalah jarak

maksimal dari titik u ke titik-titik lain pada graf G yang dinotasikan dengan e(u).



Sehingga, e(u) = max{d(u,v)|v € V(G)} (Kusmayadi & Sudibyo,
Eksentrisitas titik graf G pada Gambar 2.1 ditunjukkan pada Gambar 2.3.

2 2

2 1

Gambar 2.3 Eksentrisitas Graf G

]

2.7 Derajat Titik

13

2011).

Derajat dari titik v di graf G, dinotasikan deg. (v), adalah banyaknya sisi

di G yang terkait langsung (incident) dengan titik v. Jika dalam suatu pembicaraan

hanya terdapat satu graf G, maka notasi deg. (v) disingkat deg(v). Titik terasing

atau titik terisolasi adalah titik yang berderajat 0. Titik ujung atau titik akhir

adalah titik yang berderajat 1. Titik genap adalah titik yang berderajat genap dan

Titik ganjil adalah titik yang berderajat ganjil (Abdussakir dkk., 2009).

2.8 Eksentrisitas Total dan Indeks Konektivitas Eksentrik

Eksentrisitas Total dari graf G didefinisikan sebagai §(G) = Y.,ey e(v),

dengan e(v) adalah eksentrisitas titik v di G (Fathalikhani dkk, 2014). Indeks

Konekitivitas Eksentrik (c(G)) pada graf G didefinisikan:

§(G) = Z e(v) deg(v),

VeV
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dimana e(v) disebut eksentrisitas dari v di G. Sedangkan deg(v) adalah derajat
titik yaitu banyaknya sisi yang terhubung langsung dengan v di G (Sharma dKkk,

1997).

2.9 Kongruensi Linier

Definisi 2.2

Misalkan sy, S5, S3, ..., S, adalah suatu sistem residu lengkap modulo m.
Banyaknya selesaian dari f(x) = 0(mod m) adalah banyaknya s; yang
memenuhi f(s;) = 0(mod m) (Wahyu dkk, 2014).

Teorema 2.2

Kongruensi linier ax = b (mod m) dapat diselesaikan hanya jika d =
fpb (a,m) membagi b, dan pada kasus ini memiliki d selesaian. Jika a dan m
relatif prima ataud = 1 maka kongruensi tersebut memiliki satu selesaian

(Wahyu dkk, 2014).

2.10 Al-Qur’an Sebagai Penyempurna Kitab-kitab Terdahulu

Al-Qur'an merupakan puncak dan penutup wahyu Allah yang hanya
diperuntukkan bagi manusia, disampaikan kepada Nabi Muhammad Shallallahu
‘alaini wa sallam. Berkaitan dengan adanya Kkitab-kitab yang dipercayai di
turunkan kepada nabi-nabi sebelum Muhammad SAW dalam agama Islam
(Taurat, Zabur, Injil, lembaran Ibrahim), Al-Qur'an dalam beberapa ayatnya
menegaskan posisinya terhadap kitab-kitab tersebut. Sebagaimana firman Allah

dalam surat Al-Maidah ayat 48 yang artinya:



15

“Dan Kami telah menurunkan Kitab (Al-Quran) kepadamu (Muhammad) dengan
membawa kebenaran, yang membenarkan kitab-kitab yang di turunkan sebelumnya dan
menjaganya,...”

Kitab dalam firman Allah ini ditujukan kepada Nabi Muhammad,
(Kitab) Al-Quran di turunkan dengan membawa perkara-perkara dan hukum-
hukum yang benar. Al-Quran memiliki derajat yang lebih tinggi dan lebih luhur
daripada kitab-kitab lain. Firman Allah menunjukkan kepada takwil orang-orang
yang mengatakan adanya keutamaan, yakni dari sisi banyaknya pahala,
sebagaimana yang telah disinggung dalam surat Al-Fatihah (Al-Qurthubi, 2008).

Makna firman-Nya, bil-hagqi “Dengan membawa kebenaran,” adalah
tidak ada kebohongan di dalamnya dan tidak ada keraguan terhadapnya.
Mushoddiqgollima baina yadaihi minal kitab “Membenarkan apa yang
sebelumnya, yaitu kitab-kitab (yang di turunkan sebelumnya),” maksudnya
adalah , “Kami menurunkannya untuk membenarkan kitab-kitab yang di
turunkan sebelumnya kepada para nabi-Nya”. Wa muhaiminan ‘alaihi “Dan batu
ujian terhadap kitab-kitab yang lain itu,” maksudnya adalah “Kami menurunkan
kitab kepadamu wahai Muhammad, untuk membenarkan kitab-kitab sebelumnya
dan sebagai saksi baginya bahwa ia benar datang dari Allah dan dijaga oleh-
Nya”.

Asal makna lafadz alhaimanah adalah menjaga dan mengawal.
Dikatakan, “Jika seseorang mengawal sesutu dan menjaganya Serta
menyaksikannya, maka ia benar-benar menjadi Muhaimin (Penjaga dan
Pengawas) baginya”. Pendapat ini sesuai dengan pernyataan ahli takwil, hanya
saja terdapat perbedaan dalam ungkapan yang digunakan (Ath-Thabari, 2008).

Kitab Al-Quran di turunkan sebagai penyempurna agama, memuat

kebenaran, dan ditetapkan sebagai kitab yang tidak didatangi kabatilan, baik dari
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depan maupun dari belakang. Al-Quran membenarkan Kitab-kitab llahi yang
turun sebelumnya, seperti Taurat dan Injil dan menjadi ukuran (untuk
menentukan ukuran benar tidaknya ayat-ayat yang di turunkan dalam kitab-kitab
sebelumnya) dan saksi atas kitab-kitab dengan memberikan keterangan
mengenai hakekat kitab-kitab yang sebenarnya (Al-Maraghi, 1987).

Demikianlah Allah menganjurkan agar umatnya selalu berusaha dan
menggunakan akalnya untuk menjadikan hidup lebih baik. Sebagaimana dalam
matematika selalu dilakukan penelitian-penelitian baru agar didapatkan rumus-
rumus yang lebih mudah dipahami dan dimengerti. Selain itu matematika juga
memberikan manfaat bagi ilmu lain seperti farmasi, biologi, kimia, dan fisika,
hal tersebut membuat perubahan dan penyempurnaan penelitian sebelumya

pada bidang ilmu yang dikaji.



BAB Il

PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang rumus umum eksentrisitas total dan indeks
konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan. Dalam pencarian rumus, terlebih dahulu ditentukan dan
ditunjukkan nilai eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf
non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Ze, Z, ¢, Z14, dan Z,,
dengan 3 < p < 11 dan p prima.

3.1 Eksentrisitas Total dari Graf non-nilradical Z;,,

Subbab ini membahas tentang rumus umum eksentrisitas total dari graf

non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Zg, Z, ¢, Z14, dan Z,,

dengan 3 < p < 11 dan p prima.

3.1.1 Eksentrisitas Total dari Graf Non-nilradical Zg

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

modulo 6 adalah Z¢ = {0, 1, 2, 3,4, 5}. Akan ditentukan anggota zero divisor Zg

Tabel 3.1 Tabel Cayley (Zg, +,%)
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Berdasarkan Tabel 3.1 diketahui anggota zero divisor Z, adalah {2,3,4}.
Selanjutnya akan ditentukan unsur  non-nilpotent zero divisor. Berdasarkan
Teorema 2.1 didapatkan unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, adalah unsur
zero divisornya. Sehingga unsur non-nilpotent zero divisor dari Z¢ = {2,3, 4}.
Setiap unsur non-nilpotent zero divisor akan terhubung langsung jika hasil
perkaliannya adalah 0. Berikut akan ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent

zero divisor dari Z¢ terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.2 Tabel Cayley (Zg, +,%)

Sl | Wi | O

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.2 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
zero divisor) yang menghasilkan nilai 0 adalah titik 2,3, dan 4 . Oleh karena itu,
graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Zg

ditunjukkan pada Gambar 3.1.

Gambar 3.1 Graf non-nilradical Zg, Q(Ze)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berdasarkan Gambar 3.1, dapat ditentukan eksentrisitas titik u yang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Zg) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di Q(Z). Eksentrisitas titik dari Q(Ze) dijabarkan sebagai berikut.
e(2) = max{d(2,3),d(2,4)}
= max{(1),(2)} =2
e(3) = max{d(3,2),d(3, 4)}
= max{(1),(D} =1
e(4) = max{d(4,3),d(4,2)}
= max{(1), (2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat, titik yang terhubung langsung dengan
semua titik di V (Q(Z,,)) dari Q(Zes) mempunyai eksentrisitas titik paling sedikit

yaitu e(3)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(4) = 2.

Setelah diketahui eksentrisitas masing-masing titik pada Q(Zy), dapat

dihitung eksentrisitas total dari Q(Zg) sebagai berikut.

(0zZ))= Y ew

veV (Q(Ze))
=e(2)+e(3) +e(4)
=2+1+2
=9

Jadi dapat diketahui bahwa eksentrisitas total dari graf non-nilradical gelanggang

komutatif dengan unsur kesatuan modulo 6 (2(Ze)) adalah 5.
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3.1.2 Eksentrisitas Total dari Graf non-nilradical Z4

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

modulo 10 adalah Z,, = {0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9}. Akan ditentukan anggota zero

divisor Z,

Tabel 3.3 Tabel Cayley (Z,, +,X%)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 5 5 5 5
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
0 3 6 9 2 5 8 1 4 7
0 4 8 2 6 0 4 8 2 6
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5
0 6 7] 8 4 0 6 2 8 4
0 7 4 1 8 5 2 9 6 3
0 8 6 4 2 0 8 6 4 2
0 9 8 7 6 g 4 3 2 1

Berdasarkan Tabel 3.3 diketahui anggota zero divisor Z,, adalah {2,4,5, 6, 8}.
Selanjutnya akan ditentukan unsur  non-nilpotent zero divisor. Unsur non-
nilpotent zero divisor dari Z,, = {2,4,5,6,8}. Setiap unsur non-nilpotent zero
divisor akan terhubung langsung jika hasil perkaliannya adalah 0. Berikut akan

ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, terhadap

operasi perkalian yaitu

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.4 Tabel Cayley (Z,, +,%)

QN NI DI | OOl | ]
DOl | DI O | OOl
ol al | ol | Ol | S
Ol | O | Dl | NI
100 Dl NI O

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.4 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
zero divisor) yang menghasilkan nilai 0 adalah titik 2,4, 5,6 dan 8. Oleh karena
itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z;,

ditunjukkan pada Gambar 3.2.

L

cal
L2l

Gambar 3.2 Graf non-nilradical Z; 4, Q(Z,,)

Berdasarkan Gambar 3.2, dapat dicari eksentrisitas titik u Yyang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di Q(Z,,). Eksentrisitas titik dari Q(Z,,) dijabarkan sebagai
berikut.

e(2) = max{d(2,4),d(2,5),d(2,6),d(2,8)}

= max{(2), (1),(2),(2)} = 2

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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e(4) = max{d(4,2),d(4,5),d(46),d(4,8)}
= max{(2), (1), (2),(2)} = 2
e(5) = max{d(5,2),d(5,4),d(5,6),d(5, 8)}
= max{(1), (1), (1), ()} =1
e(6) = max{d(6,2),d(6,4),d(6,5),d(6, 8)}
= max{(2), (2),(1),(2)} = 2
e(8) = max{d(8,2),d(8,4),d(8,5),d(8,6)}
= max{(2), (2), (1), (2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z;,) mempunyai eksentrisitas titik
paling sedikit yaitu e(5)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(4) = e(6) =
e(8) = 2.
Setelah diketahui eksentrisitas masing-masing titik dari Q(Z,,), dapat

dihitung eksentrisitas total dari (1(Z,,) sebagai berikut.

(o)) = ) e

VeV (Q(Z19))
=e(2) +e(4) +e(5) +e(6) +e(8)
=2+24+1+2+2
=9
Jadi dapat diketahui bahwa eksentrisitas total dari graf non-nilradical gelanggang
komutatif dengan unsur kesatuan modulo 10 (Q(Z,,)) adalah 9.

3.1.3 Eksentrisitas Total dari Graf non-nilradical Zq4

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

anggota zero divisor Z 4
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Tabel 3.5 Tabel Cayley (Z14, +,X%)

o,o0o|{0|O0|0O|O0O|O|O|O|O|O|O0O]O0]|O
0|/ 1|2 |3 |4|5|6|7|8]9 1011|1213
0|2 |4 |6 |8 |10(12|0| 2|4 |6 |8]|10]|12
03|69 12/1|4|7|10|13|2|5]|8]|11
0| 4|8 12| 2|6 |10/0| 2| 4|6 |8 |10|12
O |5 (|10(1 |6 (112 |7|12|3 |8 13| 4|9
0| 6|12 4|10 2 |8 |0| 6 |12| 4 |10| 2 | 8
o(7f0(7f0 |7 [0|7[0|7 0|7 /|0]|7
0| 8|2 |10|4|12|6 0|8 |2 |10| 4 |12| 6
0|9 |4 |13|8|3|12|7|2|11|6 |1 |10|5
0|10 6 (2 |12 8|4 ([0(10|6 |2 |12|8 | 4
0 (11| 8 (5|2 (13 |10|7| 4 |1 (12| 9 | 6 | 3
0 |12|10| 8 | 6 | 4 | 2 |0|12 (10| 8 | 6 | 4 | 2
0 |13|12 (11|10 | 9 (8 |7| 6 | 5| 4 |3 |2 |1

Berdasarkan Tabel 3.5 diketahui anggota zero divisor Z;, adalah

unsur non-nilpotent zero divisor akan terhubung langsung jika hasil perkaliannya
adalah 0. Berikut akan ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor

dari Z,, terhadap operasi perkalian yaitu

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



24

Tabel 3.6 Tabel Cayley (Z,4, +,%)

4 12/0| 2 | 6 |10
8 100(0| 2 | 6 |10
12 8 10| 6| 4|2
0 07/ 01010
2 6 [0| 8 |10 | 12
6 4 (0|10| 2 | 8
10 2 (0|12 8 | 4

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.6 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
karena itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

Z,, ditunjukkan pada Gambar 3.3.

=l

12 10

Gambar 3.3 Graf non-nilradical Z,,, Q(Z,,)

Berdasarkan Gambar 3.3, dapat dicari eksentrisitas titik u yang

dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
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sebarang titik di ((Z,). Eksentrisitas titik dari ((Z,,) dijabarkan sebagai
berikut,
e(2) = max{d(2,4),d(2,6),d(2,7),d(2,8),d(2,10),d(2,12)}

= max{(2), (2),(1),(2),(2),(2)} = 2
e(%) = max{d(3,2),d(3,6),d(3,7),d(3,8),d(d 10), d(, 12)}

= max{(2), (2),(1),(2),(2),(2)} = 2
e(6) = max{d(6,2),d(6,%),d(6,7),d(6,8), d(6,10),d(6,12)}

= max{(2), (2), (1),(2),(2), (2)} = 2
e(7) = max{d(7,2),d(7,%),d(7,6),d(7,8),d(7,10),d(7, 12)}

= max{(1), (1), (1), (1), (1), (D} =1
e(8) = max{d(8,2),d(8,%),d(8,6),d(8,7),d(8, 10),d(8, 12)}

= max{(2), (2), (2), (1),(2),(2)} = 2
e(10) = max{d(10,2), d(10, %), d(10, 6), d(10, 7), d(T0, ), d(10, 12)}

= max{(2), (2),(2),(1),(2),(2)} = 2
e(12) = max{d(12,2), d(12, %), d(1Z,6), d(1Z, 7), d(1Z, 8), d(12, 70)}
= max{(2), (2), (2), (1),(2),(2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z,) mempunyai eksentrisitas titik
paling sedikit yaitu e(7)=1 dan titik yang lainnya e(Z) = e(%) = e(6) =
e(8) = e(10) = e(12) = 2.
Setelah diketahui eksentrisitas masing-masing titik dari Q(Zy,), dapat

dihitung eksentrisitas total dari Q(Z,,) sebagai berikut.
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E(Q(Zm)) = Z e(v)

veV (Q(Z14))
=e(2) +e(d) +e(6) +e(7)+e(B) +e(10) +e(12)
=24+2+4+2+1+2+2+2
=13

Jadi dapat diketahui bahwa eksentrisitas total dari graf non-nilradical gelanggang

komutatif dengan unsur kesatuan modulo 14 (Q(Z,,)) adalah 13.

3.1.4 Eksentrisitas Total dari Graf non-nilradical Z,,

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,

(o]

modulo 22 adalah Z,, = {0,1,2,3,4,5,6,7,

19,20, 21}. Akan ditentukan anggota zero divisor Z,,
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Tabel 3.7 Tabel Cayley (Z,,, +,%)
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Tabel 3.7 Tabel Cayley (Z,,, +,%)
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Berdasarkan Tabel 3.7 diketahui anggota zero divisor Z,, adalah

{2,4,6,8,10,11,12,14,16,18,20}. Selanjutnya akan ditentukan unsur non-
nilpotent zero divisor. Unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, =

{2,4,6,8,10,11,12, 14,16, 18, 20}. Setiap unsur non-nilpotent zero divisor akan

terhubung langsung jika hasil perkaliannya adalah 0. Berikut akan ditunjukkan
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tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, terhadap operasi perkalian

yaitu

Tabel 3.8 Tabel Cayley (Z,,, +,%)

4|8 |12|16(20[0 |2 |6 |10|14|18
8 16| 2 |10/18/ 0 | 4 12| 20| 6 | 14
12| 2 (14| 4 |16| 0 | 6 | 18| 8 | 20| 10
16|10 4 |20 14| 0 | 8 | 2 | 18| 12| 6
20|18|16|14|12| 0 (10| 8|6 | 4 | 2
0/{0|0|O0O|O0|11{0|0|0|0|D
2|4|6 8|10/ 0 |12|14|16|18|20
6(12(18| 2 |8 |0 |14|20| 4 |10| 16
10/20| 8 |18 6 | 0 |16] 4 | 14| 2 |12
14| 6 (2012 4 | 0 | 18| 10| 2 | 16| 8
18|/14|10/ 6 | 2| 0 |20|16|12| 8 | 4

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.8 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
18 dan 20. Oleh karena itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, ditunjukkan pada Gambar 3.4.
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N
®

_i ® A
20

=

Gambar 3.4 Graf non-nilradical Z,,, Q(Z,5)

Berdasarkan Gambar 3.4, dapat dicari eksentrisitas titik u Yyang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di Q(Z,,). Eksentrisitas titik dari Q(Z,,) dijabarkan sebagai
berikut.

e(2) = max{d(2,4),d(2,6),d(2,8),d(2,10),d(2,11),d(2,12),d(2,14),
d(2,16),d(2,18),d(2,20)}
= max{(2), (2), (2),(2), (1), (2),(2),(2),(2), (2)} = 2
e(4) = max{d(4,2),d(4,6),d(4,8),d(4,10),d(4,11),d(4,12),d(4, 14),
d(4,16),d(4,18),d(4,20)}
= max{(2), (2), (2),(2), (1), (2),(2),(2), (), (2)} = 2
e(6) = max{d(6,2),d(6,4),d(6,8),d(6,10),d(6,11),d(6,12),d(6,14),
d(6,16),d(6,18),d(6,20)}

= max{(2), (2),(2),(2),(1),(2),(2),(2),(2), (2} = 2



e(8) = max{d(8,2),d(8,3),d(8, 6),d(8,10),d(8, 11),d(8,12),d(8, I
d(8,16),d(8, 18), d(8, 20)}
= max{(2), (2), (2), (2), (1), (2),(2),(2), (2), (2)}

e(10) = max{d(10, 2),d(10,4),d(1

,6),d(10,8),d(10,

= max{(2), (2), (2), (2), (1),(2),(2), (2), (2), (2)} = 2
e(11) = max{d(11,2),d(11, 4),d(11, 6),d(11, 8), d(11, 10), d(11, 12),
d(11,14),d(11,16),d(11, 18),d(11,20)}

= max{(1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (D} =1

14),

e(12) = max{d(1Z, 2), d(12, %), d(12, 6), d(1Z, 8), d(12, 10), d(1Z, TD),

d(12,14),d(12, 16), d(12, 18), d(12, 20)}

= max{(2), (2), (2),(2), (2), (1), (2),(2),(2), (2)} = 2

e(14) = max{d(14, 2), d(14, %), d(14, 6), d(14, 8), d(14, 10), d(14, 11,

d(14,12),d(14,16),d(14,18),d(14,20)}

= max{(2), (2), (2),(2), (2), (1), (2),(2),(2), (2)} = 2

e(16) = max{d(16, 2), d(16, %), d(16, 6), d(16, 8), d(16, 10), d(1

&

d(16,12),d(16,14),d(16,18),d(16,20)}

= max{(2), (2), (2),(2), (2), (1), (2),(2),(2), (2)} = 2

e(18) = max{d(18, 2),d(18,4),d(18,6),d(18,8),d(18,10),d(18,11),

d(18,12),d(1

,14),d(18,16),d(

20)}
= max{(2), (2), (2),(2),(2), (1), (2),(2),(2), (2)} =2

oo|
N
&

11),

e(20) = max{d(20, 2),d(20,4),d(20, 6),d(20,8),d(20, 10), d(20, 11),

d(20,12),

,14),d(20,16),d(20,18)}

p—4
Q.

S
(e»]

= max{(2), (2),(2),(2),(2),(1),(2),(2),(2), (2} = 2
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Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z,,) mempunyai eksentrisitas titik

paling sedikit yaitu e(11)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(4) = e(6) =
e(8) = e(10) = e(12) = e(14) = e(16) = e(18) = e(20) = 2.

Setelah diketahui eksentrisitas masing-masing titik dari Q(%Z,,), dapat

dihitung eksentrisitas total dari Q(Z,,) sebagai berikut.

E(Q(Zzz)) = z e(v)

VEV(Q(Z32))
=e(2) +e(d) +e(6) +e(8) +e(10) + e(11) + e(12) + e(14)
+e(16) + e(18) + e(20)
=24+2+24+24+2+14+24+2+4+2+2+2
=21
Jadi dapat diketahui bahwa eksentrisitas total dari graf non-nilradical gelanggang

komutatif dengan unsur kesatuan modulo 22 (Q(%Z,,)) adalah 21.

Berdasarkan perhitungan eksentrisitas total dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, maka dapat dinyatakan dalam

tabel berikut:

Tabel 3.9 Eksentrisitas Total dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur
kesatuan Z;,

Q(Zsp) Gambar §(Q(Z2p))
2
Q(Z,.5)! 5
0(Z) 3
i
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Tabel 3.9 Eksentrisitas Total dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur
kesatuan Z;,

Q(Zap) Gambar §(Q(Z2p))
g 2
O(Zy.s)! 5 0
)
5 )
3 2
@) | >‘< ) 13
A(Z14) 8 e— -
Q(ZZ-ll)/ 21
0(Z,,)

)
g e
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Berdasarkan perhitungan eksentrisitas total akan dibuat dalam bentuk

tabel untuk memudahkan dalam mencari pola, dengan mengelompokkan titik

yang memiliki eksentrisitas dua (e = 2) dan titik yang memiliki eksentrisitas satu
(e = 1) dihitung secara terpisah, sehingga rumus diubah menjadi

§0) =e@ + ) e

veV(Q(Zzp))
vED

Tabel 3.10 Perhitungan Total Eksentrisitas dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan Z,

Q(Zz,) Perhitungan §(Q(Zzp))
=e(3) +e(2) +te(®)
Q(Z3-3)!
Q(Zy) =14+24+2 J
=14+ 2(2)
=e(5) +e(2) +e(4d) +e(6) +e(8)
W) =1+2+2+2+2 9
Q(Z10)
=1+2(4)
=e(7) +e2) +e(d) +e(6) +e(8) +
02y e(10) + e(12)
13
QO(Zys) =14+2+2+2+2+2+2+
=1+ 2(6)
=e(11) +e(2) + e(4) + e(6) + e(8) +
e(10) + e(12) + e(14) + e(16) +
W(Zy.11)! e(18) + e(20) 21
Q(Z22) =14+2+4+2+4+24+2+2+24+2+2+2
+2
=14 2(10)
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Berdasarkan tabel di atas, diperoleh dugaan seperti di bawah ini:

E(Q(Zzp)) =2p—1 P =3, p prima.

Proposisi 1

Z(Z,,) = 2k, p:k =12,..,p — 1}
Bukti:

Untuk setiap k = 1,2, ..., p — 1 berlaku
2k -p = 2p - k = 0(mod 2p),

artinya {2k; k = 1,2, ...,p — 1} € Z(Z,,).
dan berlaku

p-2=2p =0 (mod 2p),
artinya p € Z(Z,,).
Dengan demikian {2k; k = 1,2, ...,p — 1} € Z(Z,,) dan p € Z(Z,,).
Selanjutnya akan dibuktikan semua unsur dari Z,, yang ganjil kecuali p bukan
unsur pembagi nol.
Misalkan [ € Z,, dan [ ganjil. Misalkan [ = 2k — 1 untuk suatu k € Z.
Karena fpb (2k — 1,2p) = 1, maka dari Teorema 2.2, kongruensi berikut ini

(2k — 1) x = 0 (mod 2p)
memiliki satu solusi yaitu x = 0.
Dengan demikian semua unsur dari Z,, yang ganjil kecuali p bukan unsur

pembagi nol.

Proposisi 2

Semua titik v € V (Q(Zzp)) ,v # p hanya terhubung langsung dengan p.
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Bukti:

Misalkan g € Z,, dan g genap. Misalkan g = 2k untuk suatu k € Z.
Karena fpb (2k,2p) = 2, maka dari Teorema 2.2, kongruensi berikut ini

2k y = 0(mod 2p)
memiliki dua solusi yaitu y = 0 dan y = p.
Dengan demikian semua titik yang genap hanya terhubung langsung dengan p.
Berdasarkan proposisi 1 dan 2 di atas dapat diperoleh p terhubung

langsung dengan v € V(Q(Zzp)),v # p.Oleh karena itu, p merupakan titik
pusat, titik yang terhubung langsung dengan semua titik v € V(Q(Zzp)),v *
p. Titik p berderajat p — 1 sedangkan titik-titik v € V (Q(Zzp)),v #+ p masing-
masing berderajat 1.
Proposisi 3

Untuk setiap u € Z(Z,,) u # p, e(w) = 2.
Bukii:

Misalkan v € Z(Zzp) VFEUVED.

Karena p terhubung langsung dengan semua titik di Z(Z,, ) kecuali dirinya sendiri
dan deg(u) = deg(v) =1,Vu,v € V(Q(Z,,) u#v. Karena wu,v tidak
terhubung langsung, maka d(u,v) = 2 dan karena terdapat lintasan u —p — v,
maka d(u,v) < 2. Dengan demikian d(u,v) = 2. Karena d(u,v) =2, u # v,

maka eksentrisitas titik u dan v adalah dua artinya e(u) = e(v) = 2.
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Proposisi 4

Eksentrisitas p adalah e(p) = 1.

Bukti:
Dari proposisi 2, p terhubung langsung dengan semua titik di Z(Zzp)
kecuali dirinya sendiri, sehingga p memiliki derajat p — 1 artinya deg(p) =p —

1. Karena untuk setiap v € V (Q(Zzp)) p, v terhubung langsung maka e(p) = 1.

Proposisi 5

Eksentrisitas total dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan

unsur kesatuan modulo 2p dengan p = 3 dan p bilangan prima adalah

§(Q(Z2)) =2p -1, p =3, pprima.

Bukti:

Karena graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan
modulo 2p dengan p = 3 dan p bilangan prima mempunyai order (p — 1), maka
eksentrisitas yang dihasilkan berdasarkan pembuktian proposisi 3 dan 4 di atas

adalah 1 dan 2, sehingga berlaku:

§(0(2) =e@ + Y ew)

vEV(Q(Zzp))
VED

=14+2424+42

p—-1
=2(p—-1)+1
=2p—-2+1

=2p—1
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3.2 Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf Non-nilradical Z,,,
Subbab ini membahas tentang rumus umum indeks konektivitas eksentrik
dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Ze, Z, ¢, Z14,

dan Z,, dengan 3 < p < 11 dan p prima.

3.2.1 Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf Non-nilradical Zg

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

modulo 6 adalah Z¢ = {0, 1, 2, 3,4, 5}. Akan ditentukan anggota zero divisor Zg

Tabel 3.11 Tabel Cayley (Z¢, +,X)

0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5
0 Z 4 0 2 4
0 3 0 3 0 3
0 4 2 0 4 2
0 5 4 5 2 1

Berdasarkan Tabel 3.11 diketahui anggota zero divisor Z, adalah {2,3,4}.
Selanjutnya akan ditentukan unsur non-nilpotent zero divisor. Berdasarkan
Teorema 2.1 didapatkan unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, adalah zero
divisornya. Sehingga unsur non-nilpotent zero divisor dari Z, = {2, 3, 4}. Setiap
unsur non-nilpotent zero divisor akan terhubung langsung jika hasil perkaliannya
adalah 0. Berikut akan ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor

dari Z¢ terhadap operasi perkalian yaitu
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Tabel 3.12 Tabel Cayley (Zg, +,X%)

NI | DI
Sl | Wl | O

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.12 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
zero divisor) yang menghasilkan nilai 0 adalah titik 2,3, dan 4 . Oleh karena itu,
graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Zg

ditunjukkan pada Gambar 3.5.

4
Gambar 3.5 Graf non-nilradical Zg, Q(Ze)
Berdasarkan Gambar 3.5 dapat ditentukan derajat masing-masing titik.
Derajat titik Q(Z¢) adalah banyaknya sisi yang terhubung langsung dari masing-

masing titik pada Q(Z,). Berikut adalah derajat titik dari Q(Zs).

deg(2) =1
deg(3) = 2
deg(4) =1

Dapat disimpulkan bahwa titik pusat Q(Zs) mempunyai derajat terbanyak yaitu

deg(3) =2.
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Berdasarkan Gambar 3.5, dapat ditentukan eksentrisitas titik u yang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Zg) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di Q(Z). Eksentrisitas titik dari Q(Ze) dijabarkan sebagai berikut.
e(2) = max{d(2,3),d(2,4)}
= max{(1),(2)} =2
e(3) = max{d(3,2),d(3, 4)}
= max{(1),(D} =1
e(4) = max{d(4,3),d(4,2)}
= max{(1), (2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z) mempunyai eksentrisitas titik

paling sedikit yaitu e(3)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(4) = 2.

Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas masing-masing titik pada

Q(Ze), dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik dari Q(Z¢) sebagai berikut.

EAT) = ) e(v)deg(v)
veV(Q(Ze))

= (e(2)deg(2)) + (e(3)deg(3)) + (e(4)deg(®))
=Q2-D+@-2)+@2 1)
=6
Jadi dapat diketahui bahwa indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan modulo 6 (2(Z¢)) adalah 6.

3.2.2 Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf non-nilradical Z4,

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

modulo 10 adalah Z,, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Akan ditentukan anggota zero

divisor Z
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Tabel 3.13 Tabel Cayley (Z,, +,%)
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Berdasarkan Tabel 3.13 diketahui anggota zero divisor Z,, adalah {2,4,5, 6, 8}.
Selanjutnya akan ditentukan unsur  non-nilpotent zero divisor. Unsur non-
nilpotent zero divisor dari Z,, = {2,4,5,6,8}. Setiap unsur non-nilpotent zero
divisor akan terhubung langsung jika hasil perkaliannya adalah 0. Berikut akan

ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, terhadap

operasi perkalian yaitu

Tabel 3.14 Tabel Cayley (Z,,, +,X)

l

vl | Sl

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical

akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
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bernilai 0. Dari Tabel 3.14 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
zero divisor) yang menghasilkan nilai 0 adalah titik 2,4, 5,6 dan 8. Oleh karena
itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z,

ditunjukkan pada Gambar 3.6.

|
[o%]]

LAl

Gambar 3.6 Graf non-nilradical Z; o, Q(Z,,)

Berdasarkan Gambar 3.6 dapat dicari derajat masing-masing titik.
Derajat titik Q(Z,,) adalah banyaknya sisi yang terhubung langsung dari masing-

masing titik pada Q(Z,,). Berikut adalah derajat titik dari Q(Z).

deg(2) =1 deg(6) =1
deg(4) =1 deg(8) =1
deg(5) = 4

Dapat disimpulkan bahwa titik pusat Q(Z,,) mempunyai derajat terbanyak yaitu
deg(g) =4,

Berdasarkan Gambar 3.6, dapat dicari eksentrisitas titik u yang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di Q(Z;,). Eksentrisitas titik dari Q(Z,,) dijabarkan sebagai

berikut.
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e(2) = max{d(2,4),d(2,5),d(2,6),d(2,8)}

= max{(2), (1), (2), (2)} = 2
e(4) = max{d(4,2),d(4,5),d(4,6),d(4,8)}

= max{(2), (1), (2), (2)} = 2
e(5) = max{d(5,2),d(5,4),d(5,6),d(5,8)}

= max{(1), (1), (1), (D} =1
e(6) = max{d(6,2),d(6,4),d(6,5),d(6,8)}

= max{(2), (2), (D, (2)} = 2
e(8) = max{d(8,2),d(8,4),d(8,5),d(8,6)}

= max{(2), (2), (1), (2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z;,) mempunyai eksentrisitas titik
paling sedikit yaitu e(5)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(d) = e(6) =
e(8) = 2.

Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas masing-masing titik dari

Q(Z,,), dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik dari (Z,,) sebagai berikut.

E0T) = ). e(v) deg®)
vEV(QL(Z10))

= (e(2)deg()) + (e(®)deg(®)) + (e(5)deg(5)) + (e(6)deg(6))
+ (e(B)deg(8))
—2D+Q D+A-D+Q2-D+@-1)
=12
Jadi dapat diketahui bahwa indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical

gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan modulo 10 (Q(%Z,,)) adalah 12.
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3.2.3 Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf NonOnilradical Z14

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

anggota zero divisor Z 4

Tabel 3.15 Tabel Cayley (Z,4, +,%)

o/,0|0|O0|O0|O0O|O|O|O|O|O|O0|O]|O
0| 1|2 |3 |4|5|6|7|8]|9|10|11|12|13
0| 2|4 |6 |8|10[12|/0| 2| 4|6 | 8 |10|12
0|3|6 |9 |12|1 |4 |7|170|13|2 |5 |8 |11
0| 4|8 |12|2|6|10/0| 2| 4|6 | 8 |10|12
0| 5|10 1|6 (11| 2 |7|12|3 |8 |13| 4 |9
0| 6 |12 4 |10| 2 | 6 4 6 |12| 4 |T0| 2 | 8
0|7 N 7 BN 7 DN 7 BN 7 BN 7 e 7
0| 8|2 |10| 4 |12| 6 |0| 8|2 |10| 4 |12| 6
0|9 |4 |13|8|3|12|7|2|11|6 |1 |10]| 5
0 |10| 6 | 2 |12| 8 | 4 [0|10| 6 | 2 |12 | 8 | 4
0 |11| 8 |5 |2 |13|10|7| 4 |1 |12|9 |6 | 3
0|12|170| 8 | 6 | 4 | 2 |0|12|10| 8 | 6 | 4 | 2
0 |13 |12 |11|10| 9 | 8 |7| 6 | 5|4 |3 |2 |1

Berdasarkan Tabel 3.15 diketahui anggota zero divisor 7Z,, adalah

unsur non-nilpotent zero divisor akan terhubung langsung jika hasil perkaliannya
adalah 0. Berikut akan ditunjukkan tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor

dari Z,, terhadap operasi perkalian yaitu
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Tabel 3.16 Tabel Cayley (Z14, +,%)

4|8 |12|0| 2|6 |10
8|2 |10({0| 2| 6 |10
12|10 8 [0| 6 | 4 | 2
000 [7]0]01]0
81 2| 4|6 [0 8 |10]12
6 |12| 4 [0|10| 2 | 8
10 6 | 2 [0(12| 8 | 4

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.16 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
karena itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

Z,, ditunjukkan pada Gambar 3.7.

=l

Gambar 3.7 Graf non-nilradical Z,,, Q(Z,,)

Berdasarkan Gambar 3.7 dapat dicari derajat masing-masing titik.
Derajat titik Q(Z,,) adalah banyaknya sisi yang terhubung langsung dari masing-

masing titik dari Q(Z,,). Berikut adalah derajat titik dari Q(Z,,).
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deg(2) = 1 deg(8) =1
deg(®) =1 deg(10) = 1
deg(8) = 1 deg(12) = 1
deg(7) = 6

Dapat disimpulkan bahwa titik pusat Q(Z;4) mempunyai derajat terbanyak yaitu
deg(7) = 6.

Berdasarkan Gambar 3.7, dapat dicari eksentrisitas titik w yang
dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
sebarang titik di ((Z,,). Eksentrisitas titik dari ((Z,,) dijabarkan sebagai
berikut.

e(2) = max{d(Z,%),d(Z,6),d(Z,7),d(Z,8),d(2,10),d(Z, 12)}
= max{(2), (2), (1),(2),(2),(2)} = 2

e(%) = max{d(4,2),d(3,6),d(,7),d4,8), d(d 10), d@, 12)}
= max{(2), (2),(1),(2),(2),(2)} = 2

e(6) = max{d(6, 2),d(6,4),d(5,7),d(6,8), d(6,10), d(6, 12)}
= max{(2), (2), (1), (2),(2),(2)} = 2

e(7) = max{d(7,2),d(7,%),d(7,6),d(7,8),d(7,10), d(7, 12)}
= max{(1), (1), (1), (1), (1), (D} =1

e(8) = max{d(8,2),d(8,%),d(8,6),d(8,7),d(8,10),d(8, 12)}
= max{(2), (2),(2),(1),(2),(2)} = 2

e(10) = max{d(10,2), d(10, %), d(10, 6), d(10, 7), d(10, ), d(10, 12)}

= max{(2), (2),(2),(1),(2),(2)} = 2
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e(12) = max{d(12,2),d(12,4),d(12,6),d(12,7),d(12,8),d(12,10)}
= max{(2), (2),(2),(1),(2),(2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z;,) mempunyai eksentrisitas titik
paling sedikit yaitu e(7)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(4) =e(6) =
e(8) = e(10) = e(12) = 2.
Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas masing-masing titik dari

Q(Z44), dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik dari Q(Z,,) sebagai berikut.

E0Ty) = ) e(v)deg®)
VEV (Q(Z14))

= (e(2)deg(2)) + (e(%)deg(d)) + (e(6)deg(6)) + (e(7)deg(7))
+ (e(8)deg(8)) + (e(10)deg(10)) + (e(12)deg(12))

=Q2-D+2-D+2-D+A-6)+2-D+(2:-1)+(2-1)

=18
Jadi dapat diketahui bahwa indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan modulo 14 (Q(Z,,)) adalah 18.
3.2.4 Indeks Konektivitas Eksentrik dari Graf non-nilradical Z,,

Himpunan anggota dari gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan

,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,

0l

modulo 22 adalah Z,, = {0,1,2,3,4,5,6,7,

19,20, 21}. Akan ditentukan anggota zero divisor Z,,
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Tabel 3.17 Tabel Cayley (Z,,, +,%)
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Tabel 3.17 Tabel Cayley (Z,,, +,%)
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Berdasarkan Tabel 3.17 diketahui anggota zero divisor Z,, adalah

{2,4,6,8,10,11,12,14,16,18,20}. Selanjutnya akan ditentukan unsur non-
nilpotent zero divisor. Unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, =

{2,4,6,8,10,11,12, 14,16, 18, 20}. Setiap unsur non-nilpotent zero divisor akan

terhubung langsung jika hasil perkaliannya adalah 0. Berikut akan ditunjukkan
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tabel cayley unsur non-nilpotent zero divisor dari Z,, terhadap operasi perkalian

yaitu

Tabel 3.18 Tabel Cayley (Z,,, +,%)

4|8 |12|16(20[0 |2 |6 |10|14|18
8 16| 2 |10/18/ 0 | 4 12| 20| 6 | 14
12| 2 (14| 4 |16| 0 | 6 | 18| 8 | 20| 10
16|10 4 |20 14| 0 | 8 | 2 | 18| 12| 6
20|18|16|14|12| 0 (10| 8|6 | 4 | 2
0/{0|0|O0O|O0|11{0|0|0|0|D
2|4|6 8|10/ 0 |12|14|16|18|20
6(12(18| 2 |8 |0 |14|20| 4 |10| 16
10/20| 8 |18 6 | 0 |16] 4 | 14| 2 |12
14| 6 (2012 4 | 0 | 18| 10| 2 | 16| 8
18|/14|10/ 6 | 2| 0 |20|16|12| 8 | 4

Berdasarkan Definisi 2.1 titik yang berbeda pada graf non-nilradical
akan terhubung langsung jika hasil perkalian dari unsur non-nilpotent zero divisor
bernilai 0. Dari Tabel 3.18 diketahui perkalian titik berbeda (unsur non-nilpotent
18 dan 20. Oleh karena itu, graf non-nilradical dari gelanggang komutatif dengan

unsur kesatuan Z,, ditunjukkan pada Gambar 3.4.
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=

=]

_i ® A
20

Gambar 3.8 Graf non-nilradical Z,,, Q(Z,5)

Berdasarkan Gambar 3.8 dapat dicari derajat masing-masing titik.
Derajat titik Q(Z,,) adalah banyaknya sisi yang terhubung langsung dari masing-

masing titik dari Q(Z,,). Berikut adalah derajat titik dari Q(Z,,).

deg(2) = 1 deg(12) = 1
deg(4) =1 deg(14) = 1
deg(6) =1 deg(16) = 1
deg(8) = 1 deg(18) = 1
deg(10) = 1 deg(20) = 1
deg(11) = 10

Dapat disimpulkan bahwa titik pusat Q(Z,,) mempunyai derajat terbanyak yaitu
deg(11) = 10.
Berdasarkan Gambar 3.8, dapat dicari eksentrisitas titik u yang

dinotasikan dengan e(u) dari Q(Z,,) merupakan jarak terjauh dari titik u ke
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sebarang titik di Q(Z,,). Eksentrisitas titik dari ((Z,,) dijabarkan sebagai
berikut,
e(2) = max{d(2,4),d(2,6),d(2,8),d(2,10),d(2,11),d(2,12),d(2,14),
d(2,16),d(2,18),d(2,20)}
= max{(2), (2),(2),(2), (1),(2),(2),(2),(2),(2)} = 2
e(3) = max{d(4,2),d(3,6),d(%,8),d(d 10), d(&, 11), d(3,12), d(3, T4),
d(4,76), d(4,18), d(4,20)}
= max{(2), (2), (2),(2), (1), (2),(2),(2), (2),(2)} = 2
e(6) = max{d(6,2),d(6,4),d(6,8),d(6,10),d(6, TT), d(6,12), d(6, T4),
d(6,76), d(6, 18), d(5, 20)}
= max{(2), (2), (2),(2), (1), (2),(2),(2), (2),(2)} = 2
e(8) = max{d(8,2),d(8,%),d(8,6),d(8,10),d(8, T1), d(8, 12), d(8, T4),
d(8,76), d(8, 18), d(3, 20)}
= max{(2), (2), (2),(2), (1), (2),(2),(2), (2),(2)} = 2

e(10) = max{d(10, 2), d(10, %), d(10, 6), d(10, 8), d(10, 1), d(10, 12),

d(10,14),d(10,16),d(10,18),d(10,20)}
= max{(2), (2), (2),(2),(1),(2),(2),(2), (2),(2)} = 2
e(11) = max{d(11, 2), d(11, %), d(11, ), d(T1, 8), d(1T, T0), d(1T, T2),
d(11,14),d(11,16),d(11,18),d(11,20)}
= max{(1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (1), (D} =1
e(12) = max{d(12,2), d(12, %), d(12, 6), d(

(12,18),d(12,

),d(12,10),d(12,11),

Q.
¥
o]

d(12,14),d(12,16),

—
Q.
N

)}
= max{(2), (2), (2),(2),(2), (1), (2),(2), (), (2)} =2
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e(14) = max{d(14, 2),d(14,4),d(

]
SI
Q.
=
[e0]]
p—4
Q.
N\
[y

e(16) = max{d(16,2),d(16,4), d(

o
(e}
—/
Q.
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—_
(e0]]
—
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\
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—
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\
o
[EN
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= max{(2), (2), (2),(2),(2), (1), (2),(2),(2), (2)} = 2

e(18) = max{d(18,2),d(18,4),d(18,6),d(18,8),d(18,10),d(18,11),

= max{(2), (2), (2),(2), (2),(1),(2),(2), (2),(2)} = 2
e(20) = max{d(20, 2), d(20, %), d(20, 6), d(20, 8), d(20, 10), d(20, 11),
d(20,12), d(20, T4), d(20, 16), d(20, 18)}
= max{(2), (2), (2),(2),(2),(1),(2),(2), (2),(2)} = 2
Dapat disimpulkan bahwa titik pusat dari Q(Z,,) mempunyai eksentrisitas titik
paling sedikit yaitu e(TT)=1 dan titik yang lainnya e(2) = e(3) = e(6) =
e(8) = e(10) = e(12) = (1) = e(16) = e(18) = e(20) = 2.
Setelah diketahui derajat dan eksentrisitas masing-masing titik dari

Q(Z,,), dapat dihitung indeks konektivitas eksentrik dari Q(Z,,) sebagai berikut.

E(0T) = ) e(v)deg(v)
vEV (Q(Z22))

= (e(2)deg(2)) + (e(4)deg(4)) + (e(6)deg(6)) + (e(8)deg(8))
+ (e(10)deg(10)) + (e(ID)deg(11)) + (e(12)deg(12))
+ (e(T4)deg(14)) + (e(16)deg(16)) + (e(18)deg(8))

+ (e(20)deg(20))
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=2-D+2-DHD+2-DHD+2-D+R-D)+(1-10)+(2-1)
+2-D+2-H)+2-D+@2-1)
=30
Jadi dapat diketahui bahwa indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical

gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan modulo 22 (Q(Z,,)) adalah 30.

Berdasarkan perhitungan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-
nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z,, maka dapat

dinyatakan dalam tabel beriku

Tabel 3.19 Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan Z,

Q(Z;) Gambar §°(Q(Z2p))

().

Q(Zy-3)! .
O (Zs) 3
4
3 2
WU(Z,.5)! 5 5
O (Z10)

cal
o= |
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Tabel 3.19 Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan Z,,,

Q(Z;) Gambar $(Q(Z2p))
3 2
Q(Zy.7)! i 7 ) 18
W(Zy4) 8 e— 6
12 10

Q‘(ZZ'll)/
W(Z22)

30

Berdasarkan perhitungan indeks konektivitas eksentrik akan dibuat
dalam bentuk tabel untuk memudahkan dalam mencari pola, dengan
mengelompokkan titik yang memiliki eksentrisitas dua (e = 2) dan titik yang
memiliki eksentrisitas satu (e = 1) serta titik yang memiliki derajat satu dan titik
yang memiliki derajat lebih dari satu dihitung secara terpisah, sehingga rumus

diubah menjadi
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£ (0(22)) = e deg®) + ) e(®)deg®)

vEV(Q(Zzp))
vED

Tabel 3.20 Perhitungan Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang
komutatif dengan unsur kesatuan Z,,

Q(Z,,) Gambar §(Q(Zp))
= (e(3)deg(3)) + (e(2)deg(2)) +
(e(®deg(®)
Uz3)l | (1 2) (AN ™2 1) 6
O (Ze)
=242 42
=2+2(2)
= (e(5)deg(5)) + (e()deg(@)) +
(e(@)deg(®)) + (e(6)deg(b)) +
O(Zy.5)! (e(8)deg(8)) s
LT 1 T og 0 LD TENE By
=44+2+2+2+2
=4+2(4)




Tabel 3.20 Perhitungan Indeks Konektivitas Eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang

komutatif dengan unsur kesatuan Z;,,

Q(Zzp)

Gambar

$6 ((Zap))

A(Z,.,)!
O (Z14)

= (e()deg(D)) + (e(2)deg(?)) +
(e(@)deg(®) + (e(6)deg(d)) +
(e(8)deg(®)) + (e(T0)deg(10))
(e(12)deg(12))

=1-6)+2 D+ D+ -D+@-D+
2-1D+@2-1)

—64+2+2+2+2+2+2

=6+ 2(6)

18

S7

‘Q‘(ZZ'll)/
W(Z22)

= (e(TD)deg(11)) + (e(2)deg(2)) +
(e(®)deg(®)) + (e(6)deg(6)) +
(e()deg(8)) + (e(10)deg(10)) +
(e(12)deg(12)) + (e(T4)deg(14)) +
(e(18)deg(8)) + (e(20)deg(20)) +
=(1-10)+@2- D+ - D+2-D+2-1)
+2 D+ D+2-D+E-D+@2-1)
+(2- 1)

=10+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2

=10+ 2(10)

30

Berdasarkan tabel di atas, diperoleh dugaan seperti di bawah ini:

$Q(Zp)) =3(—1) ,p =3, pprima.
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Proposisi 6

Z(Z,,) = 2k, p:k=12,..,p — 1}
Bukti:

Untuk setiap k = 1,2, ...,p — 1 berlaku
2k - p = 2p - k = 0(mod 2p),

artinya {2k; k = 1,2,...,p — 1} € Z(Zyy).
dan berlaku

p-2=2p =0 (mod 2p),
artinya p € Z(Z,,).
Dengan demikian {2k; k = 1,2, ...,p — 1} € Z(Zy,) dan p € Z(Zy,).
Selanjutnya akan dibuktikan semua unsur dari Z,, yang ganjil kecuali p bukan
unsur pembagi nol.
Misalkan [ € Z,, dan [ ganjil. Misalkan [ = 2k — 1 untuk suatu k € Z.
Karena fpb(2k — 1,2p) = 1, maka dari Teorema 2.2, kongruensi berikut ini

(2k — 1) x = 0 (mod 2p)
memiliki satu solusi yaitu x = 0.
Dengan demikian semua unsur dari Z,, yang ganjil kecuali p bukan unsur

pembagi nol.

Proposisi 7
Semua titik v € V (Q(Zzp)) ,v # p hanya terhubung langsung dengan p.

Bukti:

Misalkan g € Z,, dan g genap. Misalkan g = 2k untuk suatu k € Z.
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Karena fpb(2k,2p) = 2, maka dari Teorema 2.2, kongruensi berikut ini

2k y = 0(mod 2p)
memiliki dua solusi yaitu y = 0 dan y = p.
Dengan demikian semua titik yang genap hanya terhubung langsung dengan p.
Berdasarkan proposisi 6 dan 7 di atas dapat diperolenh p terhubung

langsung dengan v € V(Q(Zzp)),v # p. Oleh karena itu, p merupakan titik
pusat, titik yang terhubung langsung dengan semua titik v € V(Q(Zzp)),v +
p. Titik pusat p berderajat p — 1 sedangkan titik-titik v € V(Q(Zzp)),v #
p masing-masing berderajat 1.
Proposisi 8

Untuk setiap u € Z(Z,,) u # p, e(w) = 2.
Bukti:

Misalkan v € Z(Zzp) VFE UV ED.

Karena p terhubung langsung dengan semua titik di Z(Z,,,) kecuali dirinya sendiri
dan deg(u) = deg(v) =1,Vu,v € V(Q(Zzp) u+v. Karena u,v tidak
terhubung langsung, maka d(u,v) = 2 dan karena terdapat lintasan u —p — v,
maka d(u,v) < 2. Dengan demikian d(u,v) = 2. Karena d(u,v) = 2, u # v,

maka eksentrisitas titik u dan v adalah dua artinya e(u) = e(v) = 2.

Proposisi 9

Eksentrisitas p adalah e(p) = 1.
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Bukti:

Dari proposisi 8, p terhubung langsung dengan semua titik di Z(Zzp)
kecuali dirinya sendiri, sehingga p memiliki derajat p — 1 artinya deg(p) =p —

1. Karena untuk setiap v € V (Q(Zzp)) p, v terhubung langsung maka e(p) = 1.

Proposisi 10

Indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang
komutatif dengan unsur kesatuan modulo 2p dengan p = 3 dan p bilangan prima

adalah

£ (0(22)) =300 - 1), p =3  pprima

Bukti:

Karena graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan
modulo 2p,p = 3 dan p bilangan prima yang mempunyai order (p — 1) dengan
titik pusat p, maka berdasarkan pembuktian proposisi 8 dan 9 di atas titik yang
memiliki deg = 1 memiliki e = 2 dan titik yang memiliki deg # 1 memiliki e =

1, sehingga berlaku:

£ (0(22)) = e@)deg®) + ) e(w) deg(®)
vev(Q(Zzp))
vED

=1xpP-D+@CxD+2x1D)+--+(2x1)
p—-1

=2p-D+p-1
=2p—2+p-—-1

=3(p-1
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3.3 Keterkaitan Antar Disiplin lImu
Sebagai umat Islam kita harus menyadari bahwa dasar-dasar filosofi untuk
mengembangkan ilmu dan teknologi dapat dikaji dan digali dalam Al-Quran.
Sebagaimana firman Allah di dalam Al-Quran surat Al-Mulk ayat 19 yang

artinya:

“Tidakkah mereka memperhatikan burung-burung yang mengembangkan dan
mengatupkan sayapnya di atas mereka? Tidak ada yang menahannya (di udara) selain
Yang Maha Pengasih. Sungguh, Dia Maha Melihat segala sesuatu. ”

Kata Shaffat adalah bentuk jamak dari kata shaffah. Kata tersebut diambil
dari kata Shaff yang pada mulanya digunakan untuk menggambarkan sekian
banyak hal yang berdekatan tempat-tempatnya. Yang dimaksud di sini adalah
burung yang mengembangkan  kedua  sayapnya, karena  ketika
mengembangkannya akan terlihat bulu-bulu sayap burung bagaikan shaf-shaf
yang berdekatan satu dengan yang lain. Kata yagbidhna diambil dari kata al-
gabdh yang antara lain berarti menahan atau lawan dari ash-Shaff yang disebut
sebelumnya. Burung-burung mengatup-atupkan sayap untuk mempercepat laju

geraknya (Shihab, 2003).

Dalam Tafsir Al-Muntakhab dijelaskan bahwa terbangnya burung adalah
suatu keajaiban yang baru diketahui setelah ilmu aeronautika dan teori
aerodinamika berkembang. Yang mengagumkan adalah apabila seekor burung
dapat terbang di udara tanpa menggerakkan kedua sayapnya. limu pengetahuan
membuktikan bahwa burung-burung yang terbang tanpa menggerakkan kudua

sayapnya itu sebenarnya terbang di atas aliran-aliran udara yang muncul, baik
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karena benturan udara dengan segala sesuatu yang menghalanginya atau karena

tingginya tekanan udara panas (Shihab, 2003).

Berdasarkan tafsir tersebut dapat dilihat bahwa kejadian di alam ini
merupakan bentuk kebesaran Allah yang dapat kita pelajari., seperti contoh
manusia mampu menciptakan pesawat terbang. Namun dalam pengaplikasiannya
manusia tidak dapat langsung menerapkan ilmu matematika. Manusia
membutuhkan konsep bidang ilmu lain yang kemudian dikaji menggunakan ilmu
matematika. Salah satunya dalam penelitian S. Gupta , M.Singh dan A.K. Madan
(2002) yang menunjukkan bahwa indeks konektivitas eksentrik digunakan dalam
menghitung prediksi keakuratan obat anti peradangan. Dalam bidang farmasi
banyak hal yang dapat diteliti, salah satunya yaitu keefektifan obat. Dalam bidang
farmasi banyak terdapat obat-obat dengan fungsi yang sama akan tetapi dengan
keefektifan yang berbeda. Sehingga salah satu bentuk aplikasi indeks topologi
dalam bidang ini adalah untuk memprediksi keakuratan atau keefektifan obat-
obatan. Hal tersebut merupakan bentuk pengaplikasian suatu ilmu pada bidang

ilmu lain.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang ada, maka dapat diambil kesimpulan rumus
umum eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical
gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan sebagai berikut:
Eksentrisitas total dan indeks konektivitas eksentrik dari graf non-nilradical

gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dengan p = 3, p prima adalah
1. ¥Q(Z,,))=2p-1

2. ¢&° (Q(zz,,)) =3(p - 1).

4.2 Saran

Penelitian ini membahas eksentrisitas total dan indeks konektivitas
eksentrik dari graf non-nilradical gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
Diharapkan untuk penelitian selanjutnya membahas tentang eksentrisitas total dan

indeks konektivitas eksentrik pada graf lain.
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