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ABSTRAK

Sanuribas, Meiditama Firmandio. 2020. Ruang Morrey Kecil pada Ruang
Banach. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (I1) Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D.

Kata kunci: Ruang Banach, Ruang Lebesgue, Ruang Morrey, Ruang Morrey
kecil, Barisan Cauchy.

Ruang Banach merupakan salah satu kajian yang cukup sering dikaji
pada mata kuliah analisis fungsional. Beberapa peneliti telah mendefinisikan
berbagai ruang pada Ruang Banach, antara lain Ruang Lebesgue dan Ruang
Morrey. Ruang-ruang tersebut diketahui telah memenuhi beberapa aksioma pada
Ruang Banach. Pada penelitian ini penulis tertarik untuk membuktikan Ruang
Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah pada Ruang Banach. Dalam
pembuktiannya, penulis perlu membuktikan ruang-ruang tersebut pada empat
aksioma Ruang Bernorma. Sedangkan untuk membuktikan bahwa ruang-ruang
tersebut adalah Ruang Banach, penulis akan membuktikan kekonvergenan dari
Barisan Cauchy yang terdapat pada ruang-ruang tersebut mengingat bahwa
definisi Ruang Banach adalah Ruang Bernorma yang lengkap.
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ABSTRACT

Sanuribas, Meiditama Firmandio. 2020. Small Morrey Spaces in Banach
Spaces. Thesis. Mathematics Departement, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik Ibrahim State of Islamic University of
Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (I1) Dr. H. Turmudi,
M.Si., Ph.D.

Keywords: Banach Spaces, Lebesgue Spaces, Morrey Spaces, Small Morrey
Spaces, Cauchy Sequences.

Banach Spaces is one of the studies that is often reviewed in Functional
Analysis. Some researchers have defined various spaces in Banach spaces,
including Lebesgue Spaces and Morrey Spaces. These spaces are known to have
fulfilled several axioms in Banach spaces. In this research, the writer is interested
in proving the small Morrey spaces and weak small Morrey spaces in Banach
spaces. In this proof, the writer needs to prove these spaces fulfilled the four
axioms of the Normed Space as the first step. Meanwhile, to prove that these
spaces are Banach Spaces, the writer will prove the convergence of the Cauchy
sequences contained in these spaces given that the definition of Banach Spaces is
a complete normed space.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Bekenaan dengan salah satu pembahasan dalam matematika analisis, kita
tidak akan terlepas dari pembahasan analisis fungsional. Pembahasan analisis
fungsional termasuk bahasan yang paling sering dikaji oleh banyak peneliti. Salah
satu bahasan yang masih terus dikaji hingga sekarang yakni mengenai Ruang
Banach, baik sifat-sifatnya, karakteristiknya, dan lain sebagainya. Ruang Banach
sendiri merupakan ruang bernorma yang lengkap (Kreyszig, 1987).
Suatu ruang yang diikuti dengan suatu norma, dapat dikatakan ruang
bernorma apabila memenuhi 4 aksioma, yakni sebagai berikut :
1. |lx|]| =0 untuk semuax € X
2. |lx|]| = 0 jika dan hanya jika x = 0
3. Jlax|| = |a|||x|| untuk semua x € X dan ¢ € R
4. lx+ yll < x|l + llyll (ketaksamaan segitiga)
Sedangakan suatu ruang akan dikatakan lengkap apabila untuk setiap Barisan
Cauchy pada ruang tersebut konvergen ke suatu titik di R (Stein dan Shakarchi,
2011).
Selain dua ruang tersebut, juga terdapat Ruang Lebesgue L, yaitu

himpunan fungsi terukur Lebsgue yang diikuti dengan norma sebagai berikut :

1

£y, = ( | If(x)l”dx>p
B

(Kadets, 2010).
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Seiring berjalannya waktu banyak penelitian-penelitian yang dilakukan oleh ahli
matematika terhadap Ruang Lebesgue, hingga ditemukannya suatu ruang baru

yakni Ruang Morrey LP**, yang didefinisikan dengan

1

1 p
Ifllpa = sup (—,J Vil dx)
r B(a,r)

B=B(a,r)

(Limanta, 2014).
Ruang Morrey ini merupakan perluasan dari Ruang Lebesgue yang
diperhalus dengan menambah satu parameter yang bertujuan untuk melihat secara

detail perilaku fungsi-fungsi di Ruang Lebesgue. Tak berhenti sampai disitu,
Ruang Morrey LP juga memiliki variasi yakni Ruang Morrey M? atau dengan
kata lain Ruang Morrey LP* lebih dikenal dengan nama Ruang Morrey klasik.

Berikut definisi Ruang Morrey M’

| =

11 p
£l 52 = sup [B(a, [P q<f @) dx)
q aE]Rn B

a,n
r>0 (@n

untuk 1 < g < p < oo (Limanta, 2014).
Ruang Morrey Mf ini juga menjelaskan sifat-sifat fungsi dengan lebih

baik dari Ruang Lebesgue, sama halnya dengan Ruang Morrey klasik LP*. Selain
penjelasan Ruang Lebesgue dan Ruang Morrey sebelumnya, terdapat pula Ruang

Morrey kecil mg yang telah didefinisikan oleh Sawano (2018):

IIfIImg = sup IB(a,r)I5< |f(x)|4 dx)q

|B(al r)l B(a,r)
r€(0,1)

untuk 0 < g < p < oo,
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Berdasarkan penjelasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa definisi
Ruang Morrey klasik LP#, Ruang Morrey M?, dan Ruang Morrey kecil mg yakni
berasal dari Ruang Lebesgue. Beberapa penelitian telah menyatakan bahwa ruang-
ruang tersebut adalah Ruang Banach, di antaranya yakni Ruang Lebesgue L? dan
Ruang Morrey Mé’. Penelitian Morrey Mg’ dilakukan baru-baru ini oleh Limanta
(2014) yang mendefinisikan bahwa Mf adalah Ruang Banach. Dari beberapa
penelitian tersebut, terutama penelitian yang dilakukan oleh Limanta (2014) yang
membuktikan bahwa Ruang Morrey M(f adalah Ruang Banach, maka penulis
tertarik untuk membuktikan Ruang Morrey kecil pada Ruang Banach.
Dalam menggambarkan suatu ruang, tentu diperlukan pengetahuan
mengenai ruang. Seperti penjelasan alam semesta yang tercantum dalam al-Quran

surah Qaf ayat 38, yakni :

)
q]

o G LG g ol a3 Lgil By (o315 i) Lals el

“Dan sungguh, Kami telah mencipakan langit dan bumi dan apa yang antara keduanya
dalam enam masa, dan Kami tidak merasa letih sedikitpun.”

Pada ayat tersebut dijelaskan secara tersirat bahwa Allah telah menciptakan alam

semesta, yakni berupa langit, bumi dan apa yang ada diantara keduanya.

Sedangkan pada kata g5 Gs dapat menjadikan bukti bahwa langit dan bumi

memiliki isi didalamnya dan termasuk gambaran dari ruang. Sama hal nya dengan
alam semesta, alam semesta juga dikatakan ruang karena memiliki isi berupa
langit dan bumi.

Dari penjelasan di atas, dapat kita lihat bahwa di dalam suatu ruang

memiliki ruang. Begitu juga halnya dengan ruang-ruang yang ada dalam analisis
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fungsional, misalnya Ruang Banach dan Ruang Morrey kecil. Ruang Banach
sebagai kiasan dari alam semesta, sedangkan Ruang Morrey kecil dimisalkan
sebagai bumi, yang mana Ruang Morrey kecil ini ada atau termasuk Ruang

Banach.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan penjelasan latar belakang diatas,maka rumusan masalah
yang akan dibahas adalah sebagai berikut :
1. Apakah Ruang Morrey kecil termasuk Ruang Banach?

2. Apakah Ruang Morrey kecil lemah termasuk Ruang Banach?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah tersebut, maka
penilitian ini bertujuan untuk :
1. Membuktikan Ruang Morrey kecil pada Ruang Banach.

2. Membuktikan Ruang Morrey kecil lemah pada Ruang Banach.

1.4 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini yakni membuktikan bahwa Ruang

Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah adalah Ruang Banach.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini yakni sebagai tambahan

bahan kajian literatur bagi peneliti selanjutnya mengenai Ruang Banach.



1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini yaitu studi literatur

(literature study). Studi literatur adalah serangkaian kegiatan yang berkenaan

dengan metode pengumpulan data pustaka, membaca dan mencatat, serta

mengelolah bahan penelitian. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan

untuk membuktikan Ruang Morrey kecil dan perumuman Ruang Morrey kecil

pada Ruang Banach yakni sebagai berikut :

1.

Membuktikan bahwa Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah
adalah ruang bernorma dengan menunjukkan norma pada ruang tersebut
memenuhi 4 aksioma dalam ruang bernorma.

Membuktikan bahwa setiap barisan Cauchy di Ruang Morrey kecil dan
Ruang Morrey kecil lemah konvergen.

Menarik kesimpulan dari beberapa pembuktian sebelumnya.

1.7 Sistematika Penulisan

Terdapat 4 bagian sistematika penulisan yang digunakan didalam

penelitian ini, yaitu :

Bab |

Bab 11

Pendahuluan

Pada bagian pendahuluan berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bagian ini berisi teori yang akan digunakan sebagai pendukung dari

rumusan masalah. Dalam penelitian ini, yang akan dikaji meliputi; ruang
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bernorma, Ruang Banach, Ruang Lebesgue, Ruang Morrey, Ruang
Morrey kecil, Ruang Morrey kecil lemah, dan kajian agama.

Bab 111 Pembahasan
Pada bagian pembahasan, akan di paparkan penjelasan dan pembuktian
Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah pada Ruang Banach
sesuai dengan langkah-langkah penelitian.

Bab IV Penutup
Bagian ini adalah bagian akhir, di mana pada bagian ini akan dituliskan

kesimpulan dari pembahasan serta saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Konvergensi
Konvergensi atau kekonvergenan merupakan salah satu kajian yang telah
di bahas di analisis riil. Bartle dan Sherbert (1927) telah mendefinisikan

konvergensi sebagai berikut.

Definisi 2.1. Sebuah barisan (x,) di R dikatakan konvergen ke x € R, atau x
dikatakan limit dari (x,), jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli K(¢)

sedemikian sehingga untuk setiap n > K (¢), pada x,, berlaku |x, — x| < «.
Sebagai contoh yakni lim% = 0.

Bukti. Untuk setiap € > 0 terdapat K(e) € N sedemikian sehingga %<s.

Kemudian, jikan > K maka dldapatkan - % < ¢. Akibatnya, jika n = K, maka
1 1
|--o|==<
n n

Oleh karena itu, kita dapat menyatakan bahwa barisan % konvergen ke 0.

2.2 Ruang Vektor

Suatu vektor V atas lapangan IF merupakan himpunan yang didefinisikan
atas operasi penjumlahan vektor +: V2 - V, untuk setiap x,y,z € V memenuhi
beberapa sifat berikut:

a x+W+2)=k+y)+z



b. x+y=y+x,
c. 0+x=x

d x+(—x)=0.
(Muscat, 2014).

Pada sifat penjumlahan (a) dinamakan hukum asosiatif, sedangkan sifat
penjumlahan (b) dinamakan hukum komutatif. Catatan untuk sifat penjumlahan
(c), 0 merupakan suatu unsur tunggal pada V. Pada sifat yang terakhir, dapat
dijelaskan untuk setiap x € V, terdapat suatu unsur tunggal x’ € V' sedemikian
sehingga x + x" = 0. Dengan demikian x’ tersebut dinamakan invers dari x dan
ditulis sebagai - x (Yamamoto, 2012).

Vektor tersebut juga didefinisikan atas operasi perkalian skalar F X V —
V, untuk setiap x, y,z € V dan «, 8 € [F memenuhi sifat-sifat berikut:

a. alx+y)=ax+ ay,

b. (a+ B)x =ax+ Bx,

c. (ap)x = a(fx),

d 1x=x, dengan1 = (1,1,:--,1)
(Muscat, 2014).

Berikut terdapat beberapa catatan terkait operasi tersebut. Pertama,
maksud dari penjumlahan berbeda pada ruas kanan dan ruas dari sifat perkalian
(b). Pada penjumlahan «a + S pada ruas kiri bermakna penjumlahan biasa secara
makna, sementara ax + Sx pada sisi kanan merupakan penjumlahan pada ruang
vektor V. Secara prinsip, mereka perlu dibedakan. Tetapi dua penjumlahan
tersebut mengikuti aturan yang sama. Sehingga agar tidak menyulitkan dalam

notasi, biasanya digunakan simbol yang sama yaitu + untuk kedua operasi.
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Catatan yang sama juga berlaku pada sifat perkalian (c). Kondisi sifat perkalian

skalar pada (a) dan (b) merujuk pada hukum distributif (Yamamoto, 2012).

2.3 Ruang Bernorma

Anton Howard (1994) mendefinisikan ruang bernorma sebagai berikut.
Definisi 2.2. Misal X adalah ruang linier atas lapangan R. Norma adalah fungsi
bernilai riil (disimbolkan sebagai ||.||) dikatakan norma pada X jika memenuhi 4
aksioma berikut:

13 ||x|| = 0 untuk semua x € X

2. x|l = 0 jika dan hanya jika x = 0

2 llax|| = |a|||x]| untuk semua x € X dan a« € R

4.  lx+yll < x|l + llv]] (ketaksamaan segitiga)

(Anton Howard, 1994).
Contohnya adalah sebagai berikut.
Misalkan X ruang linier atas lapangan R dan x = (x4, x,,x3) di mana x € X.
Definisikan,
llxll = [xq| + [xa] + |x3].
Akan dibuktikan bahwa ||x|| = |x;| + |x,| + |x3| adalah ruang bernorma.
1. |lx]|=0
Karena xi,x5,x3 € R, maka |x;],|x,],|x3] > 0. Dengan demikian,
llxll = |1 | + |x2] + |x3] = 0. Jadi ||x|| = 0.

2. |lx||=0 jika dan hanya jika x = 0
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Akan ditunjukkan jika ||x|| = 0 maka x = 0. Misalkan X ruang linier
atas lapangan R dan ||x|| = 0 sehingga ||x|| = |x1] + |x2| + |x3] = 0,
untuk setiap x € X di mana |x,, x, x3| = 0 sehingga untuk |x;| + [x,| +
|x3| = 0 haruslah nilai x; = x, = x3 = 0 dengan Kkata lain nilai dari x =

0. Selanjutnya ditunjukkan bahwa ||x|| = 0 jika x = 0.

llx|l =0

llx|l = [31 | + [x2] + [x5] = |0] + [O] + [0, ox=0
3. llax|l = |alllxl|

llax|l = ax,| + |ax,| + |axs]

= |allxs| + lallxz| + |al]xs]
= |a|(lxy| + [x2] + [x3])
= |alllxl
4. lx +yll < llxll + Iyl
Ambil sebarang nilai y € X dengan y = (y4, y,, ¥3) sehingga
llx + Il = lx1 + y1| + [x2 + y2| + |x3 + ysl
= x| + |yl + 22| + |y2] + [x5] + [ys]
= x| + x| + [xs] + [y1] + |y2] + [ys]
= [lx|l + [lyll
sehingga diperoleh ||lx + y|| < [Ix]| + |yl.
Karena keempat aksioma terpenuhi maka terbukti bahwa ||x|| = |xq]| + |x,| +

|| adalah ruang bernorma.
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2.4 Ruang Banach
Berdasarkan definisi, Ruang Banach adalah ruang bernorma yang
lengkap (Kreyszig, 1978). Suatu ruang yang diikuti dengan suatu norma dikatakan

lengkap apabila untuk setiap barisan Cauchy pada ruang tersebut konvergen.
Contohnya adalah sebagai berikut.

Misalkan X = R™, definisikan

1
n %
]| = (Zw)
i=1

Akan dibuktikan bahwa ruang linier yang diikuti ||.|| tersebut adalah ruang
bernorma.
1. |lx]| =0
Karena xq,x,,..,x, € R™, maka |x],|x;]|, ..., |x,| > 0. Berdasarkan

definisi harga mutlak maka memenuhi ||x|| = 0.
2. ||x|| = 0, jika dan hanya jika x = 0

(=) Jika [[x]| = 0

it
i 2
il = (ZW) =0
i=1

1
0= (xq|* + [x2l* + -+ Ixp|?)2
0= [xq| + |xz| + -+ |xn|
0=x

(«)Jikax =0
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4.

llax|| = |a||lx]|, untuk setiap scalar « € R

1
n 2
llax]| = <Z|axi|2>
i=il

it

= (lax,|? + |axz|? + - + |ax,|?)2
2 2 2 l
= (lallxy|? + lallxz]? + - + |a]|x,|)2

1
= la|(Ix,|* + |22 |% + - + |2, |)2
= |a||x|l

llx + yll < llx|] + |ly]l (ketaksamaan segitiga)

Ambil sebarang nilai y € X dengan y = (4,2, V3, ---, ¥») Sehingga

1

n 2
I+ ¥l = (Zm +yi|2>

i=1
2 2 2N
= (Ixg + y11% + [xz + 2% + -+ x5, + Y0 [9)2
2 2 2 2 2 2=
= (lxq|? + [y1]? + |22 + |y2l? + -+ |x,|° + [y,]9)2

1 1
= (g |2 + 2212 4 -+ [x1DZ + (1 ]? + |y |2 + - + |y |?)2

< llxfl + iyl

12
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Karena keempat aksioma terpenuhi maka terbukti bahwa ||x|| =
(Z?ﬂlxilz)% adalah ruang bernorma.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ruang tersebut adalah Ruang Banach dengan

menunjukkan kelengkapannya.

(i.) Misalkan (f,,;) merupakan barisan Cauchy di R",
di mana f;,, = (xim), ,x,(lm)). Karena f;,, barisan Cauchy berati untuk

setiap € > 0 terdapat m,r € N, sedemikian sehingga

1

LG 2
2
Ifon = £l = (lef”” -%" ) <e

=1

untuki = 1,2, ... ,n tetap,
m _ ™)
(xi —X; ) &

|xi(m) — xl.(r) ey -

(i) Karena (xi(l), % /. ,xl.(r)) merupakan barisan Cauchy di R™ di

mana R lengkap, maka barisan itu konvergen. Misalkan xi(r) konvergen

ke x;. Dapat ditulis,

1
n

Ufons £11 = Wfin = £l = (lef’“) - xir)z <e

i=1
Maka terbukti barisan Cauchy f,, konvergen di R™. Sehingga terbukti R™
lengkap.

Pada pembahasan selanjutnya, lapangan yang akan digunakan adalah R™.
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2.5 Ruang Lebesgue
Ruang Lebesgue merupakan ruang fungsi perumuman natural dari ruang

vektor berdimensi hingga.

Definisi 2.3. Untuk 1 < p < oo, Ruang Lebesgue LP berisi semua fungsi terukur f

yang memenuhi || f|,, < oo, di mana norma tersebut didefinisikan sebagai berikut.

1

p
Ifll, = ( j FOIP dx)
[Rn

(Limanta, 2014).

Karena termasuk bagian dari ruang bernorma, Ruang Lebesgue juga
memiliki sifat kekonvergenan dan kriteria Cauchy sehingga termasuk Ruang

Banach. Untuk p = 2 Ruang Lebesgue merupakan ruang Hilbert (Kreysig, 1978).

2.6 Ruang Morrey
Sebelum membahas tentang Ruang Morrey, akan didefinisikan terlebih

dahulu istilah hampir di mana-mana.

Definisi 2.4. Sebuah sifat dikatakan hampir di mana-mana pada himpunan terukur
E jika sifat tersebut berlaku pada semua anggota himpunan E kecuali pada

himpunan E, € E dengan ukuran dari E, adalah 0 (Royden, 2010).

Ruang Morrey merupakan perluasan atau biasa dikatakan perumuman
dari Ruang Lebesgue. Ruang Morrey ini dikenalkan pertama kali oleh
penemunya, yakni Charles B. Morrey, Jr. Limanta (2014) telah mendefinisikan

Ruang Morrey sebagai berikut.
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Definisi 2.5. Untuk 1<p <g <o, Ruang Morrey Mf(R") merupakan

himpunan semua fungsi yang terukur yang diikuti norma sebagai berikut.

1

11 P
Uflloer = sup [B(a, )7 v( | If(x)lpdx> <o
q aeR™ B(a,r)

r>0

Ruang Morrey J\/[;’ ini juga menjelaskan sifat-sifat fungsi dengan lebih baik dari

Ruang Lebesgue.

Pada penelitian yang dilakukan oleh Limanta (2014), telah dibuktikan

bahwa Ruang Morrey M, adalah Ruang Banach. Berikut adalah bukti bahwa
Ruang Morrey Mf adalah Ruang Banach.

Teorema 2.6. ||f|[,,» memenuhi 4 aksioma norma:
q

1 1

L Wfllaey = sup|B(@ nIe? ([, GIPdx)’
aER™ g

>0

Sesuai dengan definisi harga mutlak maka |f(x)| > 0. Dengan demikian

berakibat ||f||M5 > 0.

2. Jikallfllyep = 0

"
p

g = supiB@nit ([ ipearax ) =o

a,R
r>0 (@R)

=

(-3)
0 < supR ‘\a P J |f ()P dx
a€eR™
>0 B(a,r)

=

(-3
0 <supR ‘\a P f lf (x)|? dx
r>0
B(0,r)



1
p
0= f FCOIP dx
B(0,r)
0= f FCOIP dx
B(0,r)
0=f(x)
Jika f(x) =0
1
s 4
Ifll,» = sup |B(a,)|T? f FCOIP dx
a aeR™
>0 B(a,r)
1
3 ;
=supR \d P f [0|P dx
a€ceR”
>0 B(a,r)
L Y
3. Untuk setiap skalar « € R
11
llafll,» = sup|B(a,r)|a P laf (x)|P dx
q acR™
>0 B(a,r)
1
11 y
= sup |B(@, ") 7| |al? j FGOIP dx
a€eR"
>0 B(a,r)
11 ?
= sup |B(a, "7 Plal f FGOIP dx
a€eR”"
>0 B(a,r)
1
11 P
= |al sup |B(a, P[P j FCOIP dx
a€eR™

r>0

= lalllfllgp

B(a,r)

S 11

16
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4. Untuk setiap f, g € M} (R™),

1
11 P
IF + gllup = sup B@nP | [ 1f )+ gCOIP d
>0 B(ar)
1
11 P
< sup |B(a, [ P f FCOIP dx
acER"
r>0 B(a,r)
h
"I
| [ lgearax) |
B(a,r) J
1
11 ’
< sup |B(a,r)[T P f P dx
acERM
>0 B(a,r)
1
! gl Y
+ sup|B(a, TP j g @IP dx
a€eR™
>0 B(a,r)

= If lago + gl

Jadi, Mf(]R{”) adalah ruang bernorma. Telah diketahui bahwa definisi Ruang
Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Langkah selanjutnya akan
dibuktikan kelengkapan dari Mf(IR”). Namun sebelum masuk ke pembuktian,
akan ditunjukan terlebih dahulu suatu teorema yang akan digunakan dalam
membuktikan kelengkapan dari Jv[(f (R™).

Lemma Fatou 2.7. Misalkan {f,} adalah barisan dari himpunan terkur tak

negative di E. Jika {f,,} — f hampir di setiap E, kemudian fEf < lim inffEfn.



18
Bukti. Fungsi f adalah nonnegatif dan terukur karena merupakan batas titik dari
urutan fungsi tersebut. Untuk memverifikasi ketidaksetaraan dari fungsi tersebut,
perlu dan cukup untuk menunjukkan bahwa jika h adalah fungsi terukur dari

dukungan hingga yang terbatas yang mana 0 < h < f pada E, maka

fh < lim infffn.
E E

Misalkan h adalah sebuah fungsi. Pilih M > 0 untuk setiap |h| < M pada E.
Definisikan E, = {x € E|h(x) # 0}. Kemudian m(E;) < o. Misalkan n adalah
bilangan asli. Definisikan fungsi f,, pada E dengan
h,, = min{h, f,,} pada E.
Dapat dilihat bahwa fungsi h,, dapat diukur
0 < h, < M pada E dan h,, = 0 pada E~E,.

Selanjutnya, untuk setiap x pada E, karena h{x} < f{x} dan {f,(x)} -
f(x),{h,(x)} = h(x). Kami menyimpulkan dari teorema konvergensi terbatas
diterapkan pada urutan pembatasan hn yang seragam untuk himpunan ukuran

hingga Eo, dan lenyapnya setiap h,, pada E ~ E,, yang mana

lim | h, = lim h—f fh
n—oo n—oo £

E
Namun, untuk setiap n, h,, < fn pada E dan karena itu, dengan definisi integral f,

atas E, [ hy < [, f. Jadi,

h = lim hn < lim infffn.
E

n—oo
Ketidaksamaan dalam Fatou's Lemma mungkin ketat (Royden, 2010).

Teorema 2.8. Mf([R{") adalah Ruang Banach.
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Ambil sebarang barisan Cauchy (f;,) di Mf(]Rn), yaitu lim ||f, — fn||M5 = 0.
m,n—co

Kita dapat menemukan subbarisan dari (f;,) yang konvergen hampir di mana-

mana, katakan (f;,), di manan; < n, ... dan juga memenuhi ||f;, — fnk||Mp <
q

27k untuk setiap m > n,.

Definisikan untuk setiap k € N,

k-1

gic = ful + ) [fuer = fu
i=1

Jelas bahwa

k-1

9y = Wallgp + D Mnies = alygp < Il gp +1 <
i=1
Misalkan g = lim g = |fo| + 2t fss, — fny| - Berdasarkan Lemma Fatou kita
mempunyai [|gll,.» < I |l p» + 1. Secara umum, g(x) < oo hampir di mana -
q

mana, sehingga deret

k-1
fn @+ ) (1) = fo, ()

konvergen mutlak hampir semua x. Definisikan jumlah pada deret diatas sebagai
f (x) untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0 untuk x lainnya.

Karena

fai t Ii(fniﬂ ~ far) = fr

kita mempunyai
00 = lim £, (x)

hampir di mana-mana.
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Kita cukup membuktikan bahwa f adalah limit dari f,, yaitu lim ||f,, — f”M};’ = 0.
n—-oo

Ambil e > 0 sebarang, karenanya terdapat N € N sedemikian sehingga untuk

semua m,n > N kita mempunyai ||f,, — fmIIM; < g Juga, karena (f,, ) konvergen
ke f, kita dapat pilih k sedemikian sehingga n,, > N dan ||f,, — fllM; < g

Karenanya,

“fn - f”]v[g = ”fn - fnk + fnk T f“Mg
< = Fuallpge + Mo = £l

<E+E=E

Untuk setiap n > N, membuktikan bahwa f, — f. Jadi, M adalah Ruang

Banach.

2.7 Ruang Morrey Kecil
Ruang Morrey kecil ini diperkenalkan oleh Sawano (2018). Ruang ini
merupakan perluasan dari Ruang Morrey dengan batas interval (0,1).

Definisi 2.9. Misalkan 1 <p < q < . Ruang Morrey kecil m} =m?(R")
mendefinisikan himpunan semua fungsi terukur f sedemikian sehingga

X

1 1
IFll» = sup |B(a,R)[3 j FlPdx | < oo
a aeR?

Re(0,1) B(a,R)

Di mana |B(a, R)| menotasikan ukuran Lebesgue dari bola buka B(a, R) di R",

yang berpusat di a dengan radius R.
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2.8 Ruang Morrey Kecil Lemah
Selain definisi Ruang Morrey kecil Sawano (2018) juga memperkenalkan

definisi tipe lemah dari Ruang Morrey kecil, yaitu:

Definisi 2.10. (Sawano, 2018): Misalkan 1 < p < q < . Ruang Morrey kecil

p

g Mmerupakan himpunan dari fungsi-fungsi terukur,

lemah wm} (R™) = wm

dengan f: R™ — R sedemikian sehingga untuk setiap f € ng berlaku,

S

1 1
—— P
1f 2 = sup |B(a,7)|7 P A j |xiroosn )| dx | < .
a

r€(0,1) B(a,r)
A>0

Berdasarkan definisi tersebut, Ruang Morrey kecil termuat di Ruang
Morrey kecil lemah. Sedangkan hubungan antara kedua ruang tersebut dapat

dituliskan sebagai berikut:

Teorema 2.11. Jika 1 < p < q < o, maka m}; € wm}.

Bukti. Untuk sebarang A>0 dan femj, maka berlaku |f(x)|=

AX 1 r (o> (%) Sehingga,

=

Ifllg 2 1B@NI?( [ IfGPdx

B(a,r)

S

11
o P
> B@n?| [ Paeprepn0olds
B(a,r)

berlaku untuk setiap bola buka dengan pusat di a dengan jari-jari r < 1. Dengan

mengambil supremum atas a € R, r € (0,1), dan A >0, akan diperoleh
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||f||wmg < ||f||mg < 0. Dengan demikian berakibat f € wm]. Sehingga didapat

kesimpulan bahwa m}) € wm{

(Mu’tazili, 2019).

2.9 Kajian Agama

Pada pembahasan sebelumnya telah dibahas mengenai pendeskripsian
suatu ruang secara kiasan, yakni dengan menggunakan objek alam semesta beserta
langit dan bumi. Dan pada sub bab ini, akan dijelaskan secara singkat penciptaan
alam semesta. Contohnya di dalam al-Quran surat al-A’raf ayat 54, yang
berbunyi :
i s B s £ ol s o o5l ety gle e 185 &

- Zz0 oo e o z 3

0 8555 5335 G 0 Ta o2l ondadt g8l 5adlly oty Gas il 53 el
Gl &5

“Sesungguhnya Tuhan kamu ialah Allah yang telah menciptakan langit dan bumi dalam
enam masa, lalu Dia bersemayam di atas 'Arsy. Dia menutupkan malam kepada siang
yang mengikutinya dengan cepat, dan (diciptakan-Nya pula) matahari, bulan dan
bintang-bintang (masing-masing) tunduk kepada perintah-Nya. Ingatlah, menciptakan
dan memerintah hanyalah hak Allah. Maha Suci Allah, Tuhan semesta alam.”

Sama hal nya dengan ayat pada pembahasan sebelumnya, ayat ini juga
menjelaskan bahwa Allah telah sedemikian rupa merangkai alam semesta dengan
menciptakan langit dan bumi. Setelah itu diikuti dengan waktu yang tertera yakni
dalam enam masa. Masih belum dapat dipastikan apakah enam masa itu enam

hari, enam tahun, ataupun enam periode, karena banyak perbedaan pendapat

diantara ulama-ulama besar mengenai hal tersebut.
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Terlepas dari penjelasan diatas, yang ditekankan adalah cara Allah
mendeskripsikan alam semesta dengan menyebutkan ruang dimensi lain yang ada
di dalamnya, yakni langit dan bumi. Hal ini selaras dengan penelitian yang akan
penulis kaji , yakni membuktikan Ruang Morrey kecil pada Ruang Banach. Di
mana pada suatu ruang yng frekuensinya lebih besar, terdapat ruang didalamnya

dengan frekuensi yang lebih kecil.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Hasil dan Pembahasan
3.1.1 Ruang Morrey Kecil dalam Ruang Banach

Melalui beberapa penjelasan pada bab sebelumnya, penulis akan
membuktikan Ruang Morrey kecil pada Ruang Banach yang terrangkum pada
teorema berikut.

Teorema 3.1. m{ (R™) adalah Ruang Banach.

Bukti. Ruang Banach merupakan ruang norma yang lengkap. ||f||mg memenuhi

aksioma norma :

1

g 1 =
— ) p 14
L Wfllng = sup 1B(a, R (fy, o, fGOIP dx)

Re(0,1)
Sesuai dengan definisi harga mutlak maka |f(x)| > 0. Dengan demikian

berakibat ||f||mg > 0.

2. Jikallfll,p = 0

S

il il
Ifllg = sup 1B@REP| [ IfGPar) =0

Re(0,1) B(a,R)
1
") "
0< sup R\ P f |f(x)|?P dx
a€eR™
Re(0,1) B(a,R)
1
p

(i)

0< sup R r f |f(x)|? dx

R€(0,1)
B(0,R)

24



S

0= f FCOIP dx
B(O,R)

0= f FGOIP dx

B(O,R)

0=f()
Jika f(x) =0

11
sup |B(a,R)|9 P

aeR™

1l

T

f IFOIP dx

Re(0,1) B(a,R)

Q|-

(-3)
= sup R\ar f |0 dx

a€eR™
Re(0,1) B(a,R)

=0

3. Untuk setiap skalar « € R

1481
lafll,e = sup |B(a R P

a€ceR™

T

f laf (OIP dx

Re(0,1) B(a,R)

— sup [B(@R)[TP | |af? [ 1reor ax

a€ceR™
Re(0,1)

11
= sup |B(a,R)|% ?|af
aeR"
Re(0,1)

11
= |a| sup [B(a,R)[7 P
a€eR™

Re(0,1)

= lalllf Il

B(a,R)

j FCOIP dx

B(a,R)

f FGOIP dx

B(a,R)

=

S

-

25
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4. Untuk setiap f, g € mh(R™),

=

11
IF +glly = sup 1B@RIT( [ 176+ g dx

Re(0,1) B(a,R)
1
11 P
< sup [B(aR)|T? f FCOIP dx
a€eR"
Re(0,1) B(a,R)
4l
"I
+ [ loerar) |
B(.R) J
1
Wi P
< sup |B(aR)|T7 f FCOIP dx
a€eR"
Re(0,1) B(a,R)
1
p

11
+ sup |B(a,R)|a P f lg(x)|? dx
a€eR™
Re(0,1) B(a,R)

11l + g1l
5. Ambil sebarang barisan Cauchy (f,) di m}(R™), yaitu lim |lf, —
m,n—oo
fall_» = 0. Kita dapat menemukan subbarisan dari (f;,) yang konvergen
q

hampir di mana-mana, katakan (f,), di mana n; <n, ... dan juga

memenuhi || f;, — fnk”mv < 27% untuk setiap m > ny.
q

Definisikan untuk setiap k € N,

k—1
Ik = |fn1| + Z'fn+1 _fni|
i=1
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Jelas bahwa

k-1
gl = ||fni||mg + lefni+1 - fnillmg < ||fni||mg +1< oo
i=1

Misalkan g = lim g = |f| + 25 fry,, — fn| - Berdasarkan Lemma

Fatou kita mempunyai ||gll,.» < ||fn1||m,, + 1. Secara umum, g(x) < o
q q

hampir di mana-mana, sehingga deret

k-1

@+ ) (frnn @ = £,0)
i=1

konvergen mutlag hampir semua x. Definisikan jumlah pada deret diatas
sebagai f(x) untuk x di mana deret tersebut konvergen dan f(x) = 0

untuk x lainnya. Karena

k—1
fnl T Z(fnﬁl B fni) — fnk'

i=1

kita mempunyai
f(x) = lim f, (x) hampir di mana-mana.
1—o0o

Kita cukup membuktikan bahwa f adalah limit dari f,,, yaitu lim||f, —
fllmg = 0. Ambil € > 0 sebarang, karenanya terdapat N € N sedemikian
sehingga untuk semua m,n > N kita mempunyai ||f, — memg < g Juga,
karena (f, ) konvergen ke f, kita dapat pilih k sedemikian sehingga n;, >

N dan Iy = fllp < g Karenanya,

”fn - f”mg = ”fn - fnk + fnk - f”mg
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< ”fn _f"k”mg + ”fnk _f”mg

Untuk setiap n > N, membuktikan bahwa f,, = f. Jadi, mg adalah Ruang

Banach.

3.1.2 Ruang Morrey Kecil Lemah

Setelah membuktikan Ruang Morrey kecil pada Ruang Banach,
selanjutnya penulis akan membuktikan Ruang Morrey kecil lemah pada Ruang
Banach. Namun sebelum membuktikan fakta tersebut, didefinisikan terlebih
dahulu fungsi karakteristik sebagai berikut.
Definisi 3.2

Teorema 3.3. wm} (R™) adalah Ruang Banach.

Bukti. Ruang Banach merupakan ruang norma yang lengkap. ||f||wmg memenuhi

aksioma norma :

1

1 1 —
2 e ST
Ll = sp 1B(@1)[e A (fyqq plxexircosn ()| dx)
r€(0,1)
A>0

Sesuai dengan definisi harga mutlak maka |y . s oys2(X)|” > 0.

Dengan demikian, tentunya || f|[,,,,..» > 0.
q

2. Jikallfll, e = 0

SIS

11
Z—= p
Il = 515 1B@OIPA( [ Prireopn@ldx | =0
a

re(0,1) B(a,r)
>0
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1
n(A-1) b\
0< sup R™\a »/} |Xeireosn ()| dx
a n
re(0,1) B(a,r)
A>0
1
(A1) s\
0= sup R™7 P4 Xarcosn (0| dx
r )
1>0 B(0,r)
"
p
p
0= f [Xeireosn ()| dx
B(0,1)

p
0= f [Xerreosn ()] dx

B(0,r)
0=f()
Jikaf(x) =0
L
11 >\
Wllymg = sup 1B@PITPA( [ Prarcopn@ldx
a n

re(0,1) B(ar)
A1>0

S|

11
"ap P
=t a9 f Xexircoisn (0] dx
acR”
r€(0,1) B(a,r)
>0

=0

3. Untuk setiap skalar « € R

b1l

11
= p
10f g = sup 1B DT P2 | |axceireomn(l dx
a n

re(0,1) B(a,r)
A>0



1 1
11 p
= sup |B(a,R)|1 PA| |a|P f |xtrosn )| dx

aeR™
re(0,1)
A>0

11
= sup |B(a,R)|7 PA|a|
aceRrR”
re(0,1)
>0

11
= |a| sup |B(a,7)|7 PA
aeR?
re(0,1)
2>0

= 1all1f llymp

Untuk setiap f, g € wm{ (R™),

Tl 1l
I|f+gllwmg 7 0y |B(a,m)|a P A
a

B(a,r)

S

p
f |Xeireosn ()] dx
B(a,r)

=

p
f [Xeireosn ()] dx
B(a,r)

p
f |Xerre+geosn ()| dx

re(0,1) B(a,r)
A>0
1
11 [ ) p
< sup |B(a,r)|7 P 2] f s o ([ dx
a n
re(0,1) l B(a,r)
A>0
1
P
p
+ f |X{x:|g(x)|>/‘l}(x)| dx | |
B(a,r) J
1
11 . p
< sup |B(a, R)T P2 f eetropn (O dx
a
r€(0,1) B(a,r)
A>0
1
p

11
+ sup |B(a,R)|9 PA
aeRm?
r€(0,1) B(
>0

p
'[ |X{x:lg(x)l>/1} (x) | dx

a,r)
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= 1f N2 + 192

5. Bukti kelengkapan wmg.

wmg dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy di me

p
q

p

. Berdasarkan Teorema 3.1, diketahui bahwa mg

konvergen di wm
merupakan Ruang Banach, artinya untuk setiap f,, yang merupakan
barisan Cauchy di m} konvergen di m{. Sehingga

W = fllp < £
Kemudian, jika melihat sifat inklusi Teorema 2.9 mengakibatkan

1 Nz < 1l
Sehingga f,, — f di m}) juga akan berada di wm?, dan

Ifr — f||wmg = [ —fllmg <e
1fo = fllym <&

Dengan demikian untuk setiap f,, € mg yang merupakan barisan Cauchy,

konvergen. Jadi benar bahwa wmﬁ,’ juga merupakan Ruang Banach.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembuktian yang telah dibahas, maka penulis dapat
menyimpulkan dari penelitian ini yaitu :

1. Ruang Morrey kecil mZ(]R{") adalah Ruang Banach.

2. Ruang Morrey kecil lemah ng(]R”) adalah Ruang Banach.

4.2 Saran
Saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti bisa mencari definisi
berbagai ruang lain. Kemudian membuktikan norma dari ruang tersebut ke sifat-

sifat dari Ruang Banach dengan penulisan yang lebih baik.
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