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ABSTRAK

Farendra, Talitha Nariswari. 2020. Solusi Numerik Persamaan Linier Klein-
Gordon Menggunakan Jaringan Fungsi Radial Basis Tidak Langsung.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing : (I)
Mohammad Jamhuri, M.Si., (II) M. Nafie Jauhari, M.Si.

Kata kunci : jaringan fungsi radial basis, linier, persamaan Klein-Gordon, solusi
numerik

Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon dalam penelitian ini
dikerjakan dengan menggunakan metode jaringan fungsi radial basis, yang mana
setiap fungsi dan turunannya diaproksimasi secara tidak langsung menggunakan
fungsi basis multiquadrics. Aproksimasi secara tidak langsung ini dilakukan
dengan mengintegralkan fungsi basis secara parsial sesuai dengan order dari
persamaan tersebut dan dimulai dari fungsi turunan tertinggi sampai dengan fungsi
asal itu sendiri. Selanjutnya analisis galat dapat dilakukan jika persamaan tersebut
sudah dikhususkan dengan parameter tertentu, sehingga perlu dilakukan simulasi.
Simulasi dilakukan menggunakan bantuan program python. Solusi dari metode
tidak langsung yang diperoleh kemudian dibandingkan dengan solusi menggunakan
metode langsung. Dan didapatkan kesimpulan bahwa solusi numerik persamaan
linier Klein-Gordon dengan menggunakan metode jaringan fungsi radial basis
secara tidak langsung menghasilkan solusi yang lebih baik daripada menggunakan
metode langsung. Hal itu dapat dilihat dari galat yang diperoleh pada metode tidak
langsung lebih kecil daripada metode langsung, sehingga solusinya lebih mendekati
solusi eksak.
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ABSTRACT

Farendra, Talitha Nariswari. 2020. Numerical Solution of The Linier Klein-
Gordon Equation Using The Indirect Radial Basis Function Network.
Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Supervisor: (1)
Mohammad Jamhuri, M.Si., (II) M. Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: radial basis function network, linear, Klein-Gordon equation,
numerical solution

In this study, the numerical solution of the linear Klein-Gordon equation
performed by using radial basis function network. Each function and its derivative
is indirectly approximated using the multiquadrics base function. The indirect
approximation is done by partially integrating the base function according to the
order of the equation and starting from the highest derivative function to the original
function itself. Furthermore, error analysis can be done if the equation has been
specified with certain parameters, so it needs to be simulated. The simulation was
performed by using python. The obtaining solution of indirect method will be
compared with the direct solution method. And it can be concluded that the
numerical solution of the linear Klein-Gordon equation using the indirect radial
basis function network offers a better solution compared to the use of the direct
radial basis function network. It can be noticed from the error of indirect method is
smaller than the direct method. Accordingly, the solution is resembling the exact
solution.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Permasalahan-permasalahan dalam sains seringkali ditransformasikan ke
dalam persamaan-persamaan matematika melalui proses pemodelan matematika,
sehingga permasalahan menjadi lebih sederhana. Salah satu persamaan yang
terbentuk adalah persamaan Klein-Gordon. Persamaan Klein-Gordon dinyatakan
sebagai persamaan diferensial parsial orde dua dengan variabel bebas wu dan
variabel-variabel tak bebas x dan t (Deghan & Sokhri, 2009). Persamaan tersebut
memiliki aplikasi luas dalam banyak bidang ilmiah, seperti mekanika kuantum dan
penyebaran fluks (Sarboland, 2015).

Untuk mendapatkan solusi terbaik dari persamaan Klein-Gordon, para
ilmuwan telah mengembangkan beberapa metode, baik secara analitik maupun
secara numerik. Namun tidak semua permasalahan dalam matematika dapat dengan
mudah dicari solusi analitiknya, oleh karena itu dibuatlah metode alternatif yaitu
metode numerik yang penyelesaiannya lebih mudah dan lebih cepat. Hal tersebut
sesuai dengan janji Allah SWT dalam al-Qur’an surah al-Insyirah berikut:

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan, sesungguhnya

sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS.al-Insyirah/94:5-6).

Dalam Tafsir lIbnu Katsir yang ditulis oleh Ar-Rifa’i (2012) diriwayatkan
oleh Ibnu Abi Hatim bahwa A-id bin Syuraih berkata “Aku mendengar Anas bin
Malik berkata, ‘Nabi SAW pernah duduk-duduk dekat sebuah batu. Lalu beliau
bersabda, ‘Kalau ada kesulitan itu datang kemudian masuk ke dalam batu ini,

kemudahan akan datang dan masuk pula ke dalam batu ini, kemudian mengeluarkan
1



2
kesulitan tadi’. Dalam kehidupan, ketika dihadapkan dengan suatu kesulitan tetapi
tetap ikhtiar dan berdoa maka akan muncul kemudahan-kemudahan yang akan
menggantikan kesulitan tersebut.

Salah satu metode numerik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan Klein-Gordon adalah jaringan fungsi radial basis. Menurut Lian (2008)
jaringan fungsi radial basis merupakan salah satu alternatif aproksimator universal
yang dianggap sangat efektif untuk menyelesaikan permasalahan aproksimasi. Hal
ini disebabkan karena karakter jaringan ini yang memiliki struktur yang sederhana,
waktu komputasi yang cepat, dan kemampuan adaptasi yang superior.

Perkembangan fungsi radial basis untuk mengaproksimasi solusi
persamaan diferensial parsial telah menarik perhatian banyak peneliti, salah satunya
yaitu Deghan & Sokhri (2009) yang berhasil menyelesaikan persamaan nonlinier
Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis dengan galat yang
tergolong kecil. Jaringan fungsi radial basis itu sendiri, dalam mencari nilai
pendekatan dari suatu fungsi dan turunannya meliputi metode langsung dan metode
tidak langsung, seperti yang telah dibahas dalam penelitian Mai-Duy dan Tran-
Cong (2003).

Pada penelitian sebelumnya yaitu Nur’aini (2018) mengkaji tentang solusi
numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis
yang didekati secara langsung. Dari penelitian tersebut, penulis tertarik untuk
membahas solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan
fungsi radial basis yang didekati secara tidak langsung, kemudian disimulasikan

menggunakan parameter yang sama seperti pada penelitian Nur’aini. Dengan
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begitu, keefektifan jaringan fungsi radial basis tidak langsung dapat dibandingkan

dengan metode langsung yang telah didapatkan dari penelitian tersebut.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah
pada penelitian ini adalah:
1. Bagaimana solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis tidak langsung?
2. Bagaimana galat yang dihasilkan dari solusi numerik persamaan linier Klein-

Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis tidak langsung?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan pada penelitian ini
adalah:
1. Mendapatkan solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis tidak langsung.
2. Mendapatkan galat yang dihasilkan dari solusi numerik persamaan linier Klein-

Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis tidak langsung.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai tambahan pengetahuan
mengenai metode alternatif secara numerik dalam menyelesaikan persamaan linier
Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis tidak langsung dengan
meninjau nilai galat yang dihasilkan, serta dapat dijadikan literatur penunjang dan

bahan perbandingan dengan metode yang lain.



1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini mengkaji persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis. Adapun parameter yang digunakan diambil dari jurnal
Igbal, dkk (2010), yaitu «a = -1, § =—1, y =0 dan f(x,t) = 0. Sehingga

persamaan yang diselesaikan adalah sebagai berikut:

u, (X,t)—u, (x,t) =u(x,t), 0<x< 0<t<3

a3
2 1
dengan kondisi awal:

u(x,0)=1+sin(x), 0<x s%

dan kondisi batas:

u(0,t) =cosh(t), 0<t<3
Vs
U(E,tjzlJrCOSh(t), 0<t<3

dengan At = 0.01 dan Ax = 0.1571.

Penelitian tersebut juga menghasilkan solusi eksak yaitu:

u(x,t)=sin(x)-+cosh(t) (1.1)

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini mengikuti langkah-langkah
yang digunakan oleh Nur’aini (2018) yaitu sebagai berikut:
1. Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi
radial basis tidak langsung dengan langkah-langkah sebagai berikut.

a. Mendiskritkan persamaan linier Klein-Gordon beserta kondisi awalnya



d.

)
terhadap waktu ¢t menggunakan metode beda pusat implisit, sehingga
fungsi u hanya bergantung pada variabel x.

Mengaproksimasi fungsi u pada persamaan linier Klein-Gordon yang
telah didiskritkan beserta kondisi batasnya menggunakan jaringan fungsi
radial basis tidak langsung.

Menghitung solusi u(®, dengan cara menentukan nilai koefisien w(
kemudian mensubstitusikannya pada aproksimasi fungsi u.

Menghitung solusi u®,u®, ..., u®-1,

2. Analisis galat dengan langkah-langkah sebagai berikut:

a.

Mensimulasikan solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon
menggunakan jaringan fungsi radial basis tidak langsung kemudian
menggambarkan grafik dari semua solusi w.

Menghitung galat dengan membandingkan solusi numerik metode tidak
langsung yang telah dihasilkan dari langkah (a) terhadap solusi eksak

(persamaan (1.1)).

1.7 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut :

BAB |

: Pendahuluan
Pada bab ini akan diuraikan mengenai latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah,

metode penelitian dan sistematika penulisan.



BAB Il

BAB Il

BAB IV

: Tinjauan pustaka

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai teori-teori yang mendasari
pembahasan diantaranya; persamaan Klein-Gordon, solusi
analitik dari persamaan linier Klein-Gordon, jaringan fungsi
radial basis, turunan hampiran jaringan fungsi radial basis secara
langsung dan tidak langsung, metode beda hingga, basis, galat,

kajian penelitian sebelumnya dan kajian keagamaan.

: Pembahasan

Pada bab ini merupakan inti dari skripsi yang menjelaskan secara
keseluruhan langkah-langkah dari metode penelitian dan
menjawab permasalahan penelitian yaitu solusi numerik
persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi
radial basis tidak langsung, analisis galat serta pembahasan

tentang kajian keagamaan.

: Penutup

Pada bab ini disajikan mengenai kesimpulan dari rumusan
masalah yang telah dijawab pada bab sebelumnya dan dilengkapi
dengan saran untuk penelitian selanjutnya yang berkaitan dengan

permasalahan yang dikaji.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Klein-Gordon

Persamaan Klein Gordon pertama kali diusulkan dapat menjelaskan
relatifitas elektron pada tahun 1926 oleh ahli fisika Oskar Klein dan Walter Gordon.
Kemudian beberapa penulis lain membuat klaim serupa di tahun yang sama.
Persamaan ini pertama kali dianggap sebagai persamaan gelombang kuantum oleh
Schrodinger dalam penelitiannya yang membahas persamaan gelombang de
Broglie (Easif dkk, 2013). Persamaan ini pada dasarnya adalah versi relativistik dari
persamaan Schrodinger yang dirumuskan oleh Edwin Schrodinger pada tahun
1926. Persamaan Klein-Gordon memiliki aplikasi luas dalam banyak bidang ilmiah,
seperti seperti penyebaran fluks, gerakan pendula yang kaku menempel pada kawat
yang diregangkan, dan dislokasi dalam kristal. Mirip dengan persamaan
Schrodinger, persamaan Klein-Gordon dianggap sebagai salah satu persamaan
penting dalam fisika matematika (Sarboland, 2015).

Persamaan Klein-Gordon dalam jurnal yang ditulis oleh Igbal, dkk (2010)

didefinisikan sebagai berikut:
U +at, +pu+pu = f(xt), xeQ=[ablcR, 0<t<T.

dengan kondisi awal:



dan kondisi batas:

u(at)=g,(at), t>0

u(bt)=g,(b,t), t>0
di mana a, B dan y adalah suatu konstanta yang diketahui. Ketika k = 2 maka
persamaan tersebut menjadi nonlinier kuadratik dan ketika k = 3 maka persamaan
tersebut menjadi nonlinier kubik. f(x,t), g1, 92, gs dan g, adalah fungsi yang
diketahui, dan fungsi u(x, t) merupakan fungsi yang akan dicari.

Penelitian ini nantinya akan dibandingkan dengan penelitian sebelumnya
yaitu oleh Nur’aini (2018) dengan judul ‘Solusi Numerik Persamaan Linear Klein-
Gordon Menggunakan Jaringan Fungsi Radial Basis’. Error (SSE) dan SSE yang
dihasilkan dari perbandingan solusi numerik dengan solusi eksak berturut-turut

sebesar 63.402 dan 19149 x 1072, dengan At = 0.01.

2.2 Solusi Analitik dari Persamaan Linier Klein-Gordon

Subbab ini menjelaskan solusi analitik dari persamaan linier Klein-Gordon
yang nantinya akan dicari solusi numeriknya. Penelitian ini menggunakan
parameter yang digunakan dalam penelitian Igbal, dkk (2010), yaitu ¢ = —1, 8 =

—1, y = 0dan f(x,t) = 0 sebagai berikut:

u, (X, t)—u, (x,t) =u(x,t), 0<x< (2.1)

NN

dengan kondisi awal:

u(x,0) =1+sin(x), OSXS% (2.2)

u,(x,0) =0, OSXS% (2.3)



dan kondisi batas:

u(0,t) =cosh(t), 0<t<3 (2.4)
u(%,tj =1+cosh(t), 0<t<3 (2.5)

Untuk aplikasi persamaan (2.1) dengan menggunakan sifat-sifat
transformasi Laplace yaitu transformasi Laplace dari turunan-turunan, maka

didapatkan sebagai berikut:

o0

L{u, (x.t)} :Ie’s‘utt (x,t)dt

=1, +[s[est .u]: —s@u (-s -e“)dtB (2.6)

=-U, +(O—s-u)+szju .e~dt
0

=—U, —su+sU
=sU (xt)-su(x,0)-u,(x,0)
=s?U (x,s)—su(x,0)—-u,(x,0)

R AT @.7)
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0

L{u(xt)} :Ie‘S‘u(x,t)dt

0 (2.8)
=U(x,s)

Adapun transformasi laplace untuk persamaan (2.4) adalah

0

Ie‘“ -e%dt

o
——
D

2
N——
[l

£{u(0,t)} = £{cosh(t)}

:E{%(e‘ +et)}

() +L(e)]
| AR } (2.9)

_+_
|s—-1 s+1

- 2 .~
& By

25| NI
85 —11a 5“1
Transformasi laplace untuk persamaan (2.5) adalah

E{u (% t} = L{1+cosh(t)}

= L{1} + L{cosh(t)}

NI, NIFF, N N

: [ 1 _ST S (2.10)
=lim|-=-¢e +
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Dengan mengingat persamaan (2.6), (2.7), (2.8) yang disubstitusikan ke

persamaan (2.1), maka diperoleh

L{u, (xt)-u, (xt)} = L{u(x.t)} (2.12)

Transformasi Laplace dari persamaan (2.11), didapatkan

d 2
dx?

(s°U (x,5)—su(x,0)—u,(x,0))——U (x,5) =U (x,s) (2.12)

Substitusi kondisi awal (2.2) dan (2.3) pada persamaan (2.12) sehingga

menghasilkan persamaan sebagai berikut

2

(s°U (x, s)—s(l+sin(x))—0)—%u (x,8)=U(x,5)

_3—;U(x,s)+szu(x,s)—U(x,s):s(1+sin(x)) (2.13)
S—QU (x,8)—s’U (x,5)+U (x,5)=—s(1+sin(x))

yang dapat disederhanakan menjadi

d 2
dx?

U(x,s)+(1—sz)u (x,5)=—s(1+sin(x)) (2.14)

yang merupakan persamaan diferensial non-homogen.
Menurut Purcell dan Valberg (1999), solusi umum untuk persamaan
diferensial seperti persamaan (2.14) didefinisikan sebagai berikut
U (x,5)=U,(x,5)+U,(x5) (2.15)
dimana Uy (x, s) adalah solusi umum dari persamaan homogen dan U, (x, s) adalah

solusi khusus dari persamaan non homogen. Bentuk homogen dari persamaan

(2.14) adalah

7U (x,s)+(l—sz)U (x,5)=0 (2.16)
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Persamaan (2.16) dapat ditulis dalam bentuk karakteristik sebagai berikut
m* +(1-5*)=0 (2.17)

dimanaA = 1,B = 0dan C = (1 — s?).

Selanjutnya akar-akar m dihitung sebagai berikut

—b++/b?—4ac
Mo = 2a
1
=+ |-4(1-¢
o4 (L-s)

sehingga diperoleh
m,, =+ivl-s’ (2.18)
sehingga solusi Uy, (x, s) dapat dinyatakan sebagai berikut

U, (x,5) =ke 6= e

U, (x, s):clcos(@~x)+czsin(«/ﬁ-x) (2.19)

Sedangkan untuk  U,(x,s), karena pada persamaan (2.14)

f (x)=—s(1+sin(x)) dengan menggunakan menggunakan metode koefisien tak
tentu maka U, (x, s) dapat ditulis sebagai berikut

U, (x,s) = Acos(x) + Bsin(x) +C (2.20)

Selanjutnya dihitung koefisien A dan B dengan langkah-langkah sebagai
berikut

%Up(x,s) =—Asin(x) + Bcos(x) +1 (2.21)

c(Ij—xzzup(x,s) =—Acos(x) — Bsin(x) (2.22)
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Persamaan (2.20) dan (2.22) disubstitusi pada persamaan (2.14), diperoleh
[~Acos(x) - Bsin(x)]+(1-s? [ Acos(x) + Bsin(x) + C] = —s (1+sin(x))
(—1+1—52)Acos(x) +(—1+1—32) Bsin(x) +(1—32)C =-s(l+sin(x))  (2.23)
—s*Acos(x) - sBsin(x) +(1-s*)C = —s - s-sin(x)
dapat disimpulkan bahwa

—s-Acos(x) =0 (2.24)
A=0

—s?-Bsin(x) = —s-sin(x)

2.25
5= 229
s
(1—52)C:—s
p (2.26)
) 52: 2s
1-s° s°-1

Substitusikan hasil dari persamaan (2.24), (2.25) dan (2.26) pada
persamaan (2.20), sehingga diperoleh

U, (x,s) = Acos(x) + Bsin(x) +C

:O-cos(x)+1-sin(x)+ ;
S s% —
:sm(x)+ 2s
S S
sin(x)-(sz—1)+s-s
- s(s*-1)
_ s?sin(x) —sin(x) + s*
s —8

(2.27)

Substitusikan hasil dari persamaan (2.19) dan (2.27) pada persamaan

(2.15), sehingga diperoleh

+szsin(x)53—8i2(x)+32 (2.28)

U(x,s)=c1cos( 1-s? -x)+czsin( 1-s? -x)
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Transformasi Laplace dengan kondisi batas kiri yaitu persamaan (2.9)

menjadi
2 o i 2
U(,s)=c cos(«fl—s2 -0)+c2 sin(x,‘l—s2 ~0)+ > sm(0)83 5'2(0)+S
: s
=G cos(0)+c,sin(0)+ R (2.29)
S o4 S
-1 ' -1
c,=0

Substitusikan c; yaitu hasil dari persamaan (2.29) pada persamaan (2.28),

sehingga diperoleh

U (x,8) =c,sin (x/l— s - x)+ s” sin(x) —sin(x) + s* (2.30)

s’ —s
Transformasi Laplace dengan kondisi batas kanan yaitu persamaan (2.10)

pada persamaan (2.30), menjadi

U (%,S) =, sin(x/n"'l—s2 %
2 2 _
25 =) :czsin( 1—sz-fj+ = 4 (2.31)

s(s*-1)

c,=0

dengan mensubstitusikan c, yaitu persamaan (2.31) pada persamaan (2.30), maka

diperoleh

U(x.s) = s? sin(x)s3—ii:(x)+s2 (2.32)

Terakhir, mencari invers transformasi Laplace pada persamaan (2.32)

sebagai berikut
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U(xt)=L{U(x,s)}

_pils 25in(x) —sin(x) + s° }

s°-s

{ -1) sm(x)+s } (2.33)

Invers transformasi Laplace dari ——— dapat dicari dengan berdasarkan

fungsi berikut

© p
Ly =J8‘St -1dt = lim {—E-e‘“} = K—}-e‘s'wj—(—l-e‘s‘oﬂ A\
. poo| g . S S S
sehingga didapatkan
i {@} = sin(x) (2.34)

Berdasarkan persamaan (2.34) dan invers dari persamaan (2.9), maka

didapatkan solusi eksak dari persamaan (2.33) sebagai berikut

U(x.t) = El{s'”(x)} 51{ * }
S st _%. (2.35)

=sin(x) + cosh(t)

2.3 Jaringan Fungsi Radial Basis

Beberapa tahun terakhir ini ada suatu teknik pemodelan jaringan yang
banyak diminati untuk memecahkan berbagai masalah bidang ilmu seperti bidang
kedokteran, teknik, dan fisika. Faktor yang mendukung keberhasilan teknik
pemodelan jaringan tersebut salah satunya karena handal dan mudah digunakan.

Dikatakan handal karena dapat membuat model suatu fungsi kompleks dengan
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sangat memuaskan. Selain itu pengguna tidak memerlukan pengetahuan khusus
mengenai bagaimana memilih dan mempersiapkan data, melainkan cukup dengan
mengumpulkan data dan melakukan pembelajaran algoritma untuk mempelajari
struktur data secara otomatis sehingga mudah digunakan. Teknik pemodelan
tersebut adalah jaringan syaraf tiruan (Yani, 2005). Jaringan syaraf tiruan dirancang
pertama kali oleh seorang ahli neurofisiologi Mc. Culloch dan ahli logika W. H.
Pitch pada tahun 1943 sebagai algoritma pemrosesan informasi. Hal itu terinspirasi
dari sistem kerja jaringan syaraf tiruan yang tidak jauh berbeda dengan jaringan
syaraf biologis pada otak manusia yaitu dalam penginputan suatu informasi (Hajek,
2005).

Salah satu jenis jaringan syaraf tiruan adalah jaringan fungsi radial basis
yang diperkenalkan pertama kali pada tahun 1988 dalam makalah D.S. Broomhead
dan David Lowe yang berjudul ‘radial basis functions, multi-variable interpolation
and adaptive networks’. Jaringan fungsi radial basis yaitu jaringan syaraf yang
dibentuk menggunakan fungsi aktivasi berupa fungsi radial basis (Hajek, 2005).
Jaringan yang sering disingkat menjadi jaringan RBF ini memiliki kerja seperti otak
manusia yaitu menyimpan, belajar dan mengambil kembali pengetahuan yang
tersimpan dalam sel saraf atau neuron (Kusumadewi, 2004).

Suatu jaringan fungsi radial basis merepresentasikan pemetaan dari input

n-dimensi pada ruang output 1-dimensi f:R™ — R! yang terdiri dari suatu

himpunan bobot {wj};il dan himpunan dari fungsi radial basis ¢;(x) =

@(||x = ¢||), dimana || . | merupakan vektor normal (Setiawan, 2002).
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Representasi aproksimasi jaringan fungsi radial basis untuk fungsi 1-

variabel f(x) sebagai berikut

f(x)=~ f(x):jzl“wjyﬁ(x,cj) (2.36)
Keterangan:
f(x) : fungsi dari x
fx) : fungsi pendekatan dari x
N : jJumlah fungsi radial basis (neuron) dan center
w; : bobot untuk fungsi radial basis ke-j
o : fungsi radial basis ke-j
X : vektor input
cy : titik pusat (center) ke-k
-] : jarak euclid (r) tiap titik terhadap titik pusat
% = ] 1 J(x= Cj)z

Jaringan fungsi radial basis memiliki struktur yang terdiri dari tiga bagian,
yaitu lapisan masukan (input layer), lapisan tersembunyi (hidden layer) dan lapisan
keluaran (output layer). Semua fungsi aktivasi pada lapisan tersembunyi akan
diaktifkan oleh setiap masukan dari jaringan. Tiap-tiap unit pada lapisan
tersembunyi merupakan representasi dari fungsi aktivasi yaitu fungsi radial basis.
Setiap fungsi basis tersebut akan menghasilkan sebuah keluaran yaitu jumlah dari
seluruh output fungsi basis dikalikan dengan bobot masing-masing (Setiawan,

2002).
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Gambar 2. 1 Arsitektur Jaringan Fungsi Radial Basis

Beberapa fungsi basis yang sering digunakan untuk mengaktifkan jaringan
fungsi radial basis adalah sebagai berikut (May-Dui dan Tran-Cong, 2002):

1)  Fungsi Gaussian 1-dimensi

¢(x,c)—exp((xa—zc)2}

2)  Fungsi Multiquadrics 1-dimensi

#(x,c)= (x—c)2+a2 (2.37)

3)  Fungsi Invers multiquadrics 1-dimensi

#(%,6)=——

(x—c)2+a2

Keterangan:

c : titik center pada x

a : varian dari center
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Beberapa jenis fungsi basis dalam jaringan fungsi radial basis di atas
merupakan jenis yang paling umum digunakan. Dari beberapa jenis fungsi basis
tersebut, penulis menggunakan fungsi multiquadrics karena memiliki tingkat
keakuratan lebih baik dari jenis fungsi lain. Hal ini dapat dilihat dari error turunan
hampiran pada fungsi basis tersebut yang lebih kecil dari jenis fungsi lain. Fungsi
multiquadrics dikembangkan pertama kali pada tahun 1971 dalam karya penelitian
Roland Hardy yang berjudul ‘Multiquadrics Equations of Topografy and Other
Surface’. Kemudian fungsi ini dikembangkan oleh matematikawan Richard Franke
pada tahun 1979 dan terus mengalami perkembangan signifikan dengan
digunakannya fungsi multiquadrics dalam penyelesaian persamaan diferensial yang
diteliti oleh Edward Kansa pada tahun 1990 (Sarra dan Kansa, 2009).

Parameter a dalam fungsi basis multiquadrics didapatkan dengan
menghitung nilai varians dari c. Varians adalah ukuran yang menyatakan variasi
atau keragaman data sehingga sering disebut dengan ragam. Varians untuk data
sampel ¢ diberi simbol Var(c) atau s? dan dapat dihitung sebagaimana
persamaan berikut

' RN
B3

i

N(N-1)

Var(c)= (2.38)

dengan N adalah banyaknya titik ¢ (Simbolon, 2013).

Aminataei dan Mazarei (2008) menyatakan bahwa pembahasan penting
dalam jaringan fungsi radial basis adalah menghitung nilai bobot w; yang belum
diketahui. Langkah-langkah dalam mengaproksimasi suatu fungsi menggunakan

jaringan fungsi radial basis setelah dipilih sebuah himpunan fungsi basis ¢, adalah
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menghitung nilai bobot w;. Langkah selanjutnya, jika telah didapatkan himpunan
nilai-nilai bobot w;, maka jaringan fungsi radial basis dapat dibentuk. Jaringan
tersebut dibentuk oleh himpunan nilai bobot w; dan himpunan fungsi radial basis
.

Himpunan nilai bobot w; bersifat linier sehingga menghasilkan suatu
kombinasi linier dari N fungsi radial basis. Fungsi f(x) membangun suatu
kombinasi linier N dari fungsi basis. Kumpulan dari fungsi basis ini akan
membentuk suatu vektor-vektor basis yang pada akhirnya hal tersebut dipergunakan
untuk menghitung nilai bobot w;.

Kumpulan dari fungsi basis yang membentuk vektor basis ditulis sebagai
A. Himpunan nilai bobot (w;) ditulis sebagai W. Sedangkan fungsi-fungsi f(x)
untuk x = {xq,x,, -, x,,,} ditulis sebagai B. Mai-Duy & Tran-Cong (2003)
menyatakan bahwa hubungan antara fungsi basis A, nilai bobot W dan solusi

pendekatan B adalah

AW =B
(AP AW = AVB (2.39)
W =AMB

dimana

¢1(X1’C1) ¢2(X1’C2) ¢N(X1’CN

e ¢1(X:2’C1) ¢2(X:2’CZ) ¢N(X:2’CN (2.40)

¢1(X;n’c1) ¢2(Xm,C2) ¢N(Xm’CN)_

— —

W =[w, W, -, w, | (2.41)

B=[Y0 Yo s Y] (2.42)
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2.4 Turunan Hampiran dengan Jaringan Fungsi Radial Basis
Terdapat dua metode untuk memperoleh turunan hampiran pada jaringan
fungsi radial basis. Metode tersebut antara lain:
2.4.1 Metode Langsung
Aproksimasi pada metode langsung jaringan fungsi radial basis dilakukan
dengan menurunkan fungsi basis terhadap variabel bebasnya (Mai-Duy dan Tran-
Cong, 2002). Hasil aproksimasi dari fungsi turunan dapat diperoleh dengan
mengalikan fungsi basis yang diturunkan tersebut dengan koefisien bobot w.
Misalkan sebuah fungsi f(x) akan diaproksimasikan sampai fungsi turunan kedua

dengan jaringan fungsi radial basis, maka fungsi f(x) adalah
N
f(x)=>Ww, ¢(x,cj) (2.43)
j=1

dimana qb(x, cj) adalah sebarang fungsi basis. Fungsi turunan pertama dari fungsi

f(x) adalah

df d | & d

dengan qu(x, cj) adalah fungsi yang diperoleh dengan menurunkan fungsi basis

terhadap x.

Fungsi turunan kedua dari fungsi f(x) adalah

d[< \
7 :&(JZ_;,W;@(X’CJ-)]ZJ_Z_;,WJ-%(X’C;) (2.45)

dengan qux(x,cj) adalah fungsi yang diperolen dengan menurunkan

¢ (x, ¢;) terhadap x.
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Adapun aproksimasi turunan pertama dan turunan kedua pada fungsi basis

multiquadrics 1-dimensi ¢(x, ¢;) = J(x —¢;)" + a? adalah sebagai berikut:

a)  Turunan Pertama
Aproksimasi turunan pertama diperoleh dengan menurunkan

satu kali fungsi basis multiquadrics 1-dimensi terhadap x.

( (x—cj)2+a2j (2.46)

b)  Turunan Kedua
Aproksimasi turunan kedua diperoleh dengan menurunkan

dua kali fungsi basis multiquadrics 1-dimensi terhadap x.

N d X—C. (2.47)

2.4.2 Metode Tidak Langsung
Aproksimasi pada metode tidak langsung dilakukan dengan

mengintegralkan secara parsial fungsi basis sesuai dengan order dari persamaan
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diferensial dan dimulai dari fungsi turunan tertinggi sampai dengan fungsi asal itu
sendiri. Menurut Mai-Duy & Tran-Cong (2003) misalkan fungsi f(x) akan
diaproksimasi sampai fungsi turunan kedua, maka fungsi turunan kedua adalah

f(x)= dzdfxgx) =ile¢(x,cj) (2.48)

dimana ¢>(x, cj) adalah sebarang fungsi basis, w adalah koefisien bobot yang harus

dicari nilainya, dan c¢ adalah titik collocation dengan j = 1,2, ..., N. Untuk fungsi

turunan pertama diaproksimasi dengan

dengan

dan

untuk mempermudah penulisan saat dibentuk matriks. Dimana Hl(x, cj) adalah
fungsi basis baru yang diperoleh dari pengintegralan fungsi qb(x, cj), dan k; adalah
konstanta hasil pengintegralan. Maka aproksimasi fungsi turunan pertama adalah

df (x) _
dx &

jHl(x,cj)+wN+l (2.49)

[\Qz

f'(x) =
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Fungsi asal f(x) diaproksimasi dengan

If x)dx = ZW I[ ( )+WN+1:| dx

I X, C; dx+J.wN+1 X
[ Ha(

Il
= EMZ &MZ LMZ

]+x-wN+l

Hz(x,cj)+Zijj +XW,,
j=1

WJHZ(x,cj)+WN+2 + X Wy 4

Il

1]
=

dengan

_[Hl(x,cj) dx = HZ(X,Cj)+kj

dan

dimana Hz(x, cj) adalah fungsi basis baru yang diperoleh dari pengintegralan
fungsi H,(x, ¢;), dan k; adalah konstanta hasil pengintegralan. Maka fungsi asal

f(x) adalah

f(x):iw.Hz(x,c )XWy + W (2.50)

4 J
j=1
Adapun integral dari fungsi basis multiquadrics sampai orde ke-2 adalah

sebagai berikut:

Hl(X!Cj)z(X_ZCj)P"‘%ZQ (2.51)
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H, (x.¢,) = —%2+<X_C") P+[a (H")JQ (2.52)

2
dimana P =./(x —¢;)?+a? dan Q =1In ((x —¢)+J(x— cl-)2+a2).

2.5 Metode Beda Hingga

Pendekatan solusi numerik seringkali dibutuhkan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial. Hal itu dikarenakan persamaan diferensial tersebut tidak
selalu mudah diselesaikan secara analitik. Salah satu metode numerik yang sering
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial adalah metode beda hingga yaitu metode yang didasarkan pada
ekspansi deret Taylor (Strauss, 2007).

Persamaan Klein-Gordon telah dipelajari secara luas dengan
menggunakan metode tradisional seperti metode beda hingga, metode elemen
hingga, atau metode kolokasi. Transformasi backlund dan metode hamburan
terbalik juga diterapkan untuk menangani persamaan ini (Wazwaz, 2002). Namun
pada penelitian ini turunan hampiran terhadap t pada persamaan Klein-Gordon
akan dikerjakan menggunakan metode beda hingga yaitu beda pusat.

Operator metode beda hingga menurut Strauss (2007) adalah:

ou(x,t) _u"(x)—u"(x) (2.53)
ot At
untuk persamaan beda maju.
au(x,t) _u"(x)—u"*(x) (2.54)
ot At

untuk persamaan beda mundur.
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au(x,t) _u™(x)—u"*(x) (2.55)
ot 2At

untuk persamaan beda pusat.
Persamaan tersebut diperoleh dari ekspansi deret Taylor. Misalkan diberi
fungsi u(x + 6x,t), u(x — dx,t) dan u(x,t — 6t), u(x, t + &t) diaproksimasikan

ke dalam deret Taylor di sekitar u(x, t) sebagaimana berikut

u(x+Ax,t)=u(xt)+u, (x,t)Ax+%uXx (x,t)Ax? Jr%uxxx(x,t)Ax3 e (2.56)
u(x—Ax,t) =u(x,t)—ux(x,t)Ax+%uxX (x,t) Ax? —%UXXX(X,I)AX3 T (2.57)
u(xt+At)=u(xt)+u, (xt)At +%Un (x,t)At? +%uttt (X,t)At® +--- (2.58)
u(x,t—At)=u(x,t)—u, (x,t)At+%un (x,t)At? —%um (X,t)At® +--- (2.59)

Turunan hampiran pertama terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari persamaan tersebut yang dipotong
sampai orde tertentu.

Aproksimasi turunan pertama terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan mengurangkan persamaan (2.56) dengan persamaan (2.57), sehingga

diperoleh

U(X+Axt)—u(x—Axt)= 2ux(x,t)Ax+%uXXX(x,t)Ax2 oo

2u, (%, t) Ax =u(x+Ax,t)-u(x—-Axt)+0(ax)’  (2.60)
u(x+Ax,t)—u(x—Ax,t)
2AX

u (x,t)= +0(Ax)’
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Aproksimasi turunan pertama terhadap t untuk beda pusat dapat dilakukan

dengan mengurangkan persamaan (2.58) dengan persamaan (2.59), sehingga

diperoleh

u(x,t+At)—u(xt—At)=2u, (x,t)At+%unt (X t)At? +---

2u, (x,t)At=u(x,t+At)—u(x,t—At)+0(At)’  (2.61)

= u(x,t+At)2;:(x,t—At) Lo (At)

Persamaan (2.60) dan (2.61) berturut-turut dapat ditulis

d_u |, un+1(x)_un—1(x) (262)
dx 2AX
d_u 2 un+1(X)_un—1(X) (263)
dt 2At

Aproksimasi turunan kedua terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan menjumlahkan persamaan (2.56) dengan persamaan (2.57), sehingga

diperoleh

u(x+Ax,t)+u(x—Ax,t)=2u(x,t)+2%uxx(x,t)Ax2+---

U(X+Axt)+u(x=Ax,t)=2u(x,t)+u, (x,t)Ax? +O(Ax)"
Uy (X, 1) AX% = U (X+AX,t)—2u(X,t)+u(x—Ax,t)+O(Ax)"
e u(x+Ax,t)—2u(x,2t)+u(x—Ax,t)

(Ax)

(2.64)

+O(Ax)4

Aproksimasi turunan kedua terhadap t untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan menjumlahkan persamaan (2.58) dengan persamaan (2.59), sehingga

diperoleh
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u(X,t+At)+u(xt—At)= 2u(x,t)+2%utt(x,t)At2 4o

u(x,t+At)+u(xt—At)=2u(xt)+u, (xt)At? +O(At)"

Uy (%, 1) AL =u (X, t+At)—2u(x,t) +u(x,t-At)+O(At)" (2.69
0, (x,1) = u(x,t+At)—2u(x,2t)+u(x,t—At)+O(At)4
(At)
Persamaan (2.64) dan (2.65) berturut-turut dapat ditulis

d?u _ u™(x)—2u"(x)+u""*(x) (2.66)
dx®> AX?

d?u B u™(x) —2u" (x) +u"(x) (2.67)
dt? At?

2.6 Basis

Basis mempunyai definisi jika VV adalah suatu ruang vektor sebarang dan
S = {v,,v,, ..., v, } adalah suatu himpunan vektor-vektor pada V, maka S disebut
basis untuk V' jika dua syarat berikut berlaku:

a) S bebas linier.

b) S merentang IV (Anton & Rorres, 2004).

Sebagai contoh, jika v, vy, ..., vy merupakan vektor-vektor berikut
vl ~ (¢(a, Cl)l h(XZI Cl)l ey h(xm—ll Cl); ¢(b; Cl))
UZ = (d)(a' CZ)' h(xZ' CZ)' 998 ) h(xm—lﬂ CZ)' ¢(b' CZ))

U3 = (¢(a' C3)' h(x2; C3)' o h(xm—lr CS)I ¢(br C3))

UN = ((p(a! CN): h(xZJ CN): ey h(xm—li CN)! d)(b! CN))
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dan S = {vy,v,, ..., v, } Serta N = m, maka selanjutnya akan ditunjukkan bahwa S
adalah basis di ruang RN. Oleh karena itu, perlu ditunjukkan bahwa S merentang
RY dan S bebas linier.

Cara menunjukkan bahwa himpunan S merentang RM adalah dengan
menunjukkan bahwa suatu vektor sebarang d = (d,,d,,ds, -+, d,,) yang dapat
dinyatakan sebagai suatu kombinasi linier dari vektor-vektor pada S sebagaimana
berikut

d=wv; +wyv, + -+ wyvy
atau
d=w,(¢(a,c,),n(%,¢,),....h(x,4.¢) #(b.c,))

+W, (¢(a’cz)’h(XZvcz)""’h(Xm—l’CZ)’¢(b’CZ))
+. W (¢(a’CN)’h(X2’CN) """ h(xmfl’CN)’qﬁ(b’CN ))

atau dengan menyetarakan komponen-komponen yang bersesuaian sehingga

diperoleh bentuk berikut

#(a,c,)w, +¢(a,c,)w, +---+¢(a,cy )w, =d,
h(X,, ¢, )W, +h(X,,c, )W, +---+h(x,,cy )w, =d,
h(X3,C2)Wl+h(X3,C2)W%+--~+h(X3,CN)WN=d3 (2.68)
h(Xp_1: €, )Wy + (X4, C, )W, +---+h (X, 1,C )Wy =d,
g(b,c)w, +g(b,c, )W, +---+g(b,cy )w, =d
Dalam bentuk matriks dapat ditulis dalam bentuk berikut

4(ac) ¢(ac,) dlacy) |- - - -

Wl dl
h(x,.c,) h(x,c, h(X,.cy)

W2 2
h(%;.¢) h(X.c,) h(X;.c, "

3

=| d, (2.69)




30

jadi untuk menunjukkan S merentang R™ harus ditunjukkan bahwa sistem (2.69)
memiliki satu solusi untuk setiap pilihan dari d = (d4,d5, "+, dp).

Cara untuk membuktikan bahwa S bebas linier adalah dengan

menunjukkan bahwa satu-satunya solusi dari
WV, WV, +...+ W vy, =0 (2.70)
adalah w; = w, = -« = wy = 0. Jika persamaan (2.70) dinyatakan dalam bentuk

komponen-komponennya maka hanya akan ditunjukkan bahwa sistem homogen

d(a,c)w, +¢(a,c,)w, +---+¢(a,cy)w, =0
h(X,, ¢ )W, +h(X,,C, )W, +---+h(x,,cy )w, =0
h(x3,cz)w1+h(x3,cz)V\{2+---+h(x3,cN)wN =0 (2.71)
et Co )W+ D (X1, € )W, -+ h (X, 4, Cy )Wy, =0

g(b,c)w, +g(b,c,)w, +---+¢(b,cy )w, =0

h(x

m-1?

hanya akan memiliki solusi trivial.
Jadi, dibuktikan bahwa S bebas linier dan merentang RY untuk m = N.

Dengan demikian S adalah basis untuk R™.

2.7 Galat

Galat atau error dapat merepresentasikan seberapa dekat solusi hampiran
terhadap solusi eksaknya. Semakin kecil galat maka semakin teliti solusi numerik
yang didapatkan. Sekecil apapun galat yang diperoleh sangatlah berarti untuk
mengetahui keefektifan suatu metode numerik untuk menyelesaikan suatu
persamaan.

Mai-Duy & Tran-Cong (2002) menyebutkan bahwa untuk menentukan

error adalah dengan menghitung selisih kuadrat (sum square error) antara fungsi

aproksimasi jaringan fungsi radial basis dengan fungsi asalnya. Misalkan f(x)
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adalah fungsi aproksimasi jaringan fungsi radial basis dan f(x) adalah fungsi

aslinya, error mutlak didefinisikan sebagai berikut:
el =| f (x)- F (%) (2.72)
N A 2
SSE = (f (x)-f(x)) (2.73)
j=1
untuk sejumlah titik m dapat dihitung error rata-rata menggunakan

(- ()

SSE ==1=
m

(2.74)

2.8 Kajian Penelitian Sebelumnya

Nur’aini (2018) telah menyelesaikan solusi numerik dari persamaan (2.1)
menggunakan jaringan fungsi radial basis secara langsung. Berikut adalah solusi
numerik jaringan fungsi radial basis secara langsung menggunakan MATLAB dari

keseluruhan solusi u pada 0 < t < 3.

Solusi Numerik Metode Langsung

Gambar 2.2 Grafik Solusi Numerik Metode Langsung

Tabel 2.1 menunjukkan solusi numerik persamaan (2.1) menggunakan
jaringan fungsi radial basis (RBF) secara langsung serta galat yang dihasilkan pada

saat t = 1,t =2 dan t = 3 dengan At = 0.01 dan Ax = 0.1571. Kolom ke-5

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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menunjukkan galat yang dihasilkan dari solusi numerik jaringan fungsi radial basis

yang didekati secara langsung dengan menghitung |ueksak - uRBF(,angsung)L

Tabel 2.1 Perbandingan Solusi Numerik RBF Langsung terhadap Solusi Eksak

t X u eksak u RBF langsung | Galat RBF langsung
0 1.54308063 1.5431 1.3323x1071°
0.1571 | 1.6995151 1.6807 0.018775
0.3142 | 1.85209763 1.8368 0.015333
0.4712 | 1.99707113 1.9797 0.017330
0.6283 | 2.13086589 2.1091 0.021768
1 | 0.7854 | 2.25018742 2.2258 0.024425
0.9425 | 2.35209763 2.3320 0.020074
1.0996 | 2.43408716 2.4210 0.013076
1.2566 | 2.49413715 2.4836 0.010536
1.4137 | 2.53076898 2.5172 0.013559
1.5708 | 2.54308063 2.5431 4.4409x 10716
0 3.76219569 3.7622 4.3076x 10716
0.1571 | 3.91863016 3.8857 0.032886
0.3142 | 4.01721269 4.0417 0.029533
0.4712 | 4.21618619 4.1816 0.034585
0.6283 | 4.34998094 4.3134 0.036630
2 | 0.7854 | 4.46930247 4.4319 0.037424
0.9425 | 457121269 4.5347 0.036560
1.0996 | 4.65320222 4.6201 0.033144
1.2566 | 4.71325221 4.6868 0.026498
1.4137 | 4.74988403 4.7218 0.028132
1.5708 | 4.76219569 4.7622 4.3076x 10716
0 10.067662 10.0677 1.7764x 10~%°
0.1571 | 10.2240964 10.1640 0.060125
0.3142 | 10.3766789 10.3383 0.038342
0.4712 | 10.5216525 10.4871 0.034530
0.6283 | 10.6554472 10.6258 0.029683
3 | 0.7854 | 10.7747687 10.7456 0.029150
0.9425 | 10.8766789 10.8472 0.029442
1.0996 | 10.9586682 10.9148 0.033893
1.2566 | 11.0187185 10.9815 0.037205
1.4137 | 11.0553503 10.9984 0.056902
1.5708 | 11.067662 11.0677 1.7764x 107157

Berikut adalah grafik perbandingan solusi numerik menggunakan jaringan

fungsi radial basis secara langsung terhadap solusi eksak pada saatt = 1 dant = 3

menggunakan MATLAB, dengan grafik berwarna biru merupakan grafik solusi
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numerik jaringan fungsi radial basis langsung sedangkan grafik berwarna merah

merupakan grafik solusi eksak.

Solus| Metode Langsung dan Solus| Eksak saat 1=1

Gambar 2.3 Grafik Solusi Numerik Metode Langsung dan Solusi Eksak saat t = 1

Solusi Metode Langsung dan Solusi Eksak saat 1=3

Gambar 2.4 Grafik Solusi Numerik Metode Langsung dan Solusi Eksak saat t = 3

Berikut adalah grafik galat dari solusi numerik persamaan linier Klein-
Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis secara langsung yang

menghasilkan nilai SSE sebesar 1.9658 dan SSE sebesar 5.9372 x 10™*.

Galat Metode Langsung

Gambar 2.5 Grafik Galat Solusi Numerik Metode Langsung
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2.9 Kajian Keagamaan

Allah SWT berfirman:

“yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Allah
telah menciptakan segala sesuatu, dan Allah menetapkan ukuran-ukurannya
dengan serapi-rapinya” (Q.S al-Furgan/25:2).

Menurut tafsir Ibn Katsir (2004), pada akhir ayat di atas dijelaskan bahwa
segala sesuatu selain Allah adalah makhluk (yang diciptakan) dan yang marbub
(yang berada di bawah kekuasaan-Nya). Allah-lah pencipta segala sesuatu, Rabb,
Raja dan llahnya. Sedangkan segala sesuatu berada di bawah kekuasaan, aturan,
tatanan, dan takdir-Nya.

Dijelaskan pula dalam Tafsir Al-Maraghi (1993) bahwa Allah
mengadakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya yang didasarkan
atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk menerima apa yang
dikehendaki-Nya, berupa keistimewaan dan perbuatan yang sesuai dengannya.
Sehingga Allah mempersiapkan manusia untuk dapat memahami dan memikirkan
urusan dunia dan akhirat dan memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta
di dalam perut bumi.

“(1) demi kuda perang yang berlari kencang dengan terengah-engah, (2)
dan kuda yang mencetuskan api dengan pukulan (kuku kakinya), (3) dan kuda yang
menyerang dengan tiba-tiba di waktu pagi” (Q.S al- ‘Adiyat/100:1-3)

Pada ayat-ayat tersebut, Allah bukan membicarakan tentang kuda,
melainkan mengartikan masalah penciptaan atas suatu hal. Ketika ilmu
pengetahuan modern belum berkembang, benda yang paling mudah dikenali

sebagai sesuatu yang melesat cepat (dhabhan) adalah kuda, sehingga ‘adiyat sering

ditafsirkan kuda, meskipun orang Arab tidak pernah menyebutkan hewan itu
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dengan istilah ‘adiyat. Akan tetapi, saat ini sesuatu yang diketahui orang sebagai
benda yang bergerak cepat adalah partikel. Sehingga kata kuda pada ayat di atas
ditafsirkan sebagai manifestasi dari suatu partikel (Purwanto, 2008).

Semua benda yang ada di alam ini terdiri atas partikel-partikel elementer
yang menyusunnya. Sudiarta (2019) menjelaskan bahwa sebuah partikel pada
sebuah  potensial dalam mekanika klasik dideskripsikan dengan posisi dan
kecepatannya. Jika mengetahui potensial yang mempengaruhi partikel, posisi awal
dan kecepatan awal, maka secara klasik posisi dan kecepatan pada waktu
selanjutnya dapat diperoleh melalui solusi persamaan gerak partikel.

Prinsip ketidakpastian Heisenberg dan sifat dualitas partikel-gelombang
mengindikasikan bahwa posisi dan kecepatan partikel tidak dapat mendeskripsikan
partikel. Karena partikel juga bersifat gelombang, maka partikel atau sistem harus
dideskripsikan menggunakan suatu fungsi gelombang. Dan semua informasi
mengenai sistem diberikan oleh fungsi gelombang, termasuk sifat-sifat fisis sistem
dapat diperoleh dari fungsi gelombangnya. Seperti pada gelombang bunyi ataupun
gelombang elektromagnetik, perubahan atau evolusi dari fungsi gelombang
diberikan oleh suatu persamaan gelombang. Untuk sistem yang tidak relativistik
evolusi sistem diberikan oleh persamaan Schrodinger. Untuk sistem yang
relativistik diberikan oleh persamaan Dirac dan Klein-Gordon (Sudiarta, 2019).

Nainggolan (2012) dalam penelitiannya menyatakan bahwa persamaan
Klein-Gordon juga dapat menjelaskan pergerakan elektron saat mengelilingi atom
dalam lintasan (orbit) tertentu. Istilah atom dalam al-Qur’an didapatkan dari
pemahaman tentang “dzarrah” yaitu butir yang sangat kecil yang tidak lain adalah

atom. Di antaranya disebutkan dalam QS. Saba’ ayat 3 berikut ini:
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“Tiada yang tersembunyi pada-Nya sebesar dzarrah pun yang ada di

langit dan yang ada di bumi, dan tidak (pula) yang lebih kecil dari pada itu dan
yvang lebih besar melainkan di dalam kitab yang terang.”(QS. Saba’/34:3)

Dijelaskan dalam tafsir Al-Misbah oleh Quraish Shihab bahwa kata
"dzarrah" dalam bahasa Arab menunjuk pada suatu benda amat kecil, seukuran anak
semut atau debu halus. Frase "mitsaalu dzarrah” pada ayat ini berarti 'seberat atom'.
Ini mengisyaratkan adanya suatu senyawa yang berat jenisnya lebih ringan dari
atom. Sains modern membuktikan bahwa atom memiliki dua unsur: proton dan

netron. Isyarat ilmiah al-Qur'an ini baru dapat diketahui pada abad 20.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Solusi Numerik Persamaan Linier Klein-Gordon Menggunakan Jaringan
Fungsi Radial Basis Tidak Langsung

Pada subbab ini mengkaji tentang solusi numerik dari persamaan linier

Klein-Gordon dalam jurnal yang ditulis oleh Igbal, dkk (2010):

u(x,t), +au(xt) +pu(xt)+yu(xt)=f(xt) (3.1)

dimanax € Q = [a,b] € R,0 <t < T, dan dengan kondisi awal:

u(x,0)=g,(x), xeQ, 3.2)
U (x0)=0,(x), xeQ (33)
dan kondisi batas:
u(a,t)=g,(t), t>0 (3.4)
u(bt)=g,(t), t>0 (3.5)

di mana «, f dan y adalah konstanta yang diketahui. f(x,t), g,(x), g2(x), g3(t)

dan g,( t) adalah fungsi yang diketahui, dan u(x, t) adalah fungsi yang akan dicari.

3.1.1 Diskritisasi
Perlu diperhatikan bahwa pada bab sebelumnya menggunakan indeks n =
1 sehingga j = 1, 2, ..., N. Namun pada bab ini menggunakan indeks yang dimulai
dari n = 0 untuk mempermudah simulasi menggunakan program python, sehingga
pada penulisan selanjutnya akan ditulis dengan indeks j = 0,1,2, ..., N — 1.
Proses diskritisasi dilakukan pada persamaan linier Klein-Gordon beserta

kondisi awalnya. Diskritisasi yang pertama yaitu diskritisasi pada persamaan (3.1)
37
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terhadap waktu t menggunakan metode beda pusat implisit orde dua terlebih dahulu

kemudian dilanjutkan diskritisasi terhadap x.

"0 — 2u™ () + u D)
u X u'(x) +u x 1
e +aul 00 + B+ PutD = f(x, t™)

dengan pangkat bertanda kurung menjelaskan indeks dari variabel yang diikuti.
Diskritisasi terhadap waktu tersebut menjadikan u suatu fungsi yang hanya
bergantung pada variabel x, sehingga pada penulisan selanjutnya u(x) hanya akan
ditulis dengan u untuk memudahkan penulisan.
Kedua ruas yaitu ruas kanan dan ruas kiri dikalikan dengan At? untuk

mengelompokkan variabel ™+ (x).

u(n+1) - Zu(n) + u(n_l)
At?

At? + aAt?uTHY 4 (B + y)At2uTHD

= At?f(x, t D)
Semua suku dengan indeks (n + 1) dikumpulkan pada satu ruas yaitu ruas
kiri dan suku dengan indeks yang lain di ruas kanan.
o T aAtZu,(f,tH) + (B + ALY = 20 — (=D 4 A2 f(x, t (D)
Koefisien dari u™*Y dikumpulkan menjadi satu untuk penyederhanaan
penyelesaian.

oAty + (1+ (B+ ) At Ju™ =20 —u" L AL f (x,t<” ‘1)) (3.6)

dengan u™*1 adalah solusi u pada waktu ke-(n + 1) yang akan dicari.
Diskritisasi selanjutnya yaitu pada kedua kondisi awal yaitu persamaan

(3.2) dan (3.3) untuk memperoleh nilai u® dan Y. Kondisi awal yang pertama

yaitu persamaan (3.2) merupakan nilai u pada saat t = 0. Oleh karena itu nilai u

dengan index n = 0 tersebut menjadi
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u® =g,(x) 3.7)
Diskritisasi kondisi awal yang kedua yaitu persamaan (3.3) dilakukan

dengan menggunakan metode beda pusat implisit orde satu, sehingga menjadi

2At
u ™ =u -2(at)g, (x)

(3.8)

Bentuk diskrit dari persamaan (3.1) pada saat n = 0 diperoleh dengan
mensubstitusikan n = 0 pada persamaan (3.6) untuk memperoleh nilai u™, yaitu
aAt’uf) +(1+ (B+ A Ju® = 20 —u + AL £ (x,t(l)) (3.9)
Kemudian substitusikan persamaan (3.7) dan (3.8) ke dalam persamaan
(3.9), sehingga menjadi
aAt’u) +(1+ A (B + ) Ju? =2g,(x) —u® +2Atg, (x)+ At* f (x,t(l))
Semua suku dengan indeks n = 1 dikumpulkan pada satu ruas yaitu ruas
Kiri dan suku dengan indeks lain di ruas kanan, sehingga menjadi
ant?ul? +(2+ At (B + y))u(l) =20, (X) + 2Atg, (X)+ At* f (x,t(l)) (3.10)

3.1.2 Aproksimasi Menggunakan Jaringan Fungsi Radial Basis Tidak
Langsung

Langkah selanjutnya adalah mengaproksimasi fungsi yang masih
mengandung variabel x. Fungsi turunan kedua yaitu persamaan (2.48) diubah

indeksnya menjadi

dzf N-1
dng) =§wj¢(x,cj) (3.11)

f7(x)=

Fungsi turunan pertama yaitu persamaan (2.49) diubah indeksnya
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f'(x)=dfd—(xx)=h_lz:iijl(x,cj)+wN (3.12)

f(x):Zw.Hz(x,cj)+x-wN+wN+1 (3.13)

-0
dimana H, (x cj) atau persamaan (2.51) adalah fungsi basis baru yang diperoleh
dari pengintegralan fungsi ¢(x,c;), sedangkan H,(x,c;) atau persamaan (2.52)
adalah fungsi basis baru yang diperoleh dari pengintegralan fungsi H, (x, c;).
Terdapat dua fungsi yang mengandung variabel x pada persamaan (3.10),

yaitu u dan u,,. Dengan mengikuti persamaan (3.11) dan persamaan (3.13), maka

persamaan (3.10) menjadi

N-1 N-1
aht?y wig(x, C,—)+(2+(ﬂ+y)At2)ZW}”HZ(X,CJ.) +x-wWG +wd =
i=0 j=0

20,00+ 2(A0)g, (x) + AL F (x,t?)

dapat disederhanakan menjadi

N-1
> wd [aAtzqﬁ(X,Cj)+(2+(,8+}/)At2) Hz(x,cj)}+x-wﬁ,” +w), =
=0 (3.14)
20,(X) +2(At)g, (x)+ At f (x,t(l))
Persamaan (3.14) disederhanakan dengan permisalan seperti berikut
aAtPP(x,C;)+(2+(B+7) AL JH,(x,¢;) = L(x,c;)
dan

20,(X) +2(At)g, (x)+ At? f (x,t(l)) =B (x,t(l))

sehingga persamaan (3.14) menjadi
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N-1
> wiL(x,c) +x-wd +wd, =B(xt?), a<x<b (3.15)
j=0

Aproksimasi selanjutnya dilakukan pada kedua kondisi batas yang

diberikan. Aproksimasi kondisi batas kiri yaitu persamaan (3.4) menjadi

N-1
ZW?)Hz(aij) +a'W|(\Jl) +W§|1)+1 - g3(t(1)) (3.16)

j=0

Aproksimasi kondisi batas kanan yaitu persamaan (3.5) menjadi

N-1
W H,(0,c) +b-w +wil, = g, (t) (3.17)

j=0
H(a, ¢;), L(x, ¢;), dan H, (b, ¢;) adalah fungsi real dan w'" adalah suatu

koefisien konstan sehingga perkaliannya bersifat komutatif. Oleh karena itu
persamaan (3.16), (3.15), dan (3.17) berturut-turut jika dijabarkan menjadi suatu

persamaan linier menjadi
H,(@,co)wg” +Hy(@,c)w” +-+ H,(a oy W +a-wy) +wil = g, (%) (3.18)
L(X, Co )W + L(X, € )W® + -+ -+ L(X, Cy_ YWD, ++x- WP +w(, = B(x,t(l)) (3.19)
Hy (0, 6o + Hy (0, ¢ W + -+ H, (b, ¢, i, +b-wfd +wfd, =g, (%) (3.20)

Persamaan (3.19) memiliki variabel x berbentuk diskrit yaitu x =

(x4, %5, ..., Xm—2), Sehingga diperoleh

I—(cho)Wél) A L(lecl)Wl(l) T L(Xl’CN—l)WI(\ll)—l X 'Wr(\ll) +Wr(\11)+1 - B(Xi’t(l))
L(Xz’co)wc()l) + L(X21C1)W1(1) teeet L(XZ’CN—l)WI(\ll)—l +X 'Wr(\ll) +Wl(\llll = B(Xz’t(l))

1 1 1 1 1 1
I—(Xm—27co)Wc()) + I—(Xm—zicl)wl( ) teeet L(Xm—Z’CN—l)WI(\l)—l + Xm—Z'WI(\l) + Wr(\lll =B (Xm—Z’t( ))

(3.21)
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Persamaan (3.18), (3.21), dan (3.20) berturut-turut ditulis menjadi

Hz(a,co)wél) + Hz(anC1)W1(1) +--+H,(a, CN—1)W(N1)—1 + a'Wr(\ll) +W§\1111 = gs(t(l))
L%, Co) WA + L, WY 4+ L%, Gy W, + X W) + Wi, =B(x.tY)
L(Xy, Co )W + L(X,, € )WD + -+ L(X,, Cy )W, + %, WP + W, =B (xz,t(l))

L(mez’co)wél) + L(Xm—Z’Cl)Wl(l) g T L(Xm—Z’CN—l)WI(\Il)—l + mez-Wr(\Jl) +W(Nl)+1 = B(mez’t(l))
1 3 1 1 1 1
Hz(b,CO)Wé) + Hz(bicl)wl() teeet Hz(b’CN—l)Wl(\lil +b'Wr(\1) +W|(\1)+1 = g4(t( ))

(3.22)

3.1.3 Menghitung Solusi u™®
Solusi dari persamaan (3.10) pada saat n = 0 yaitu u® dapat diperoleh
dengan mencari nilai koefisien wj(l) terlebih dahulu menggunakan persamaan yang

telah diperoleh dari hasil aproksimasi. Sistem persamaan linier (3.22) dapat ditulis

dalam bentuk matriks untuk mempermudah perhitungan, sehingga menjadi

| R A ()
Hz(avco) Hz(a,cl) Hz(a’CN—l) a 1 Wél) : 1) 1
L(x.C)  L(x.¢) - LOuCyy) % 1f|w? B(x")
: (1)
L0GG)  L0G&) v LG % L F B(x,,t") 523)
3 : .. S Wy !
L(Xm—Z!CO) L(Xm—ZICl) L(Xm—Z’CN—l) Xm—Z 1 Wl(\ll) B(X 2’t(1))
L Hz(b1co) Hz(b1C1) Hz(b’CN—l) b 1_ WI(\lli—l 4 1
9,(t?)

Sistem persamaan (3.23) dimisalkan sebagaimana berikut untuk

menyederhanakan penulisan
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[ H,(a,c,) H,(ac) -+ H,(ac,, a
I—(cho) I—(X1’C1) L(Xl'CN—l) X
A= L(leco) L(XZ’Cl) L(Xz’CN—1) X, 1
L(Xm—Z’CO) L(Xm—Z’Cl) L(Xm—Z'CN—l) Xin—2 1
L Hz(b’co) Hz(b’cl) Hz(b'CN—l) b 1_
g;(tY)
S
o B(xl,t(l))
W(l)
. (1))
: B(x,,t
W=| . |danB= (2
Wy 21
(1)
Wy B(Xm,g,t(l))
W(l)
N+1 o
g9,(t") |

Vektor W yang berisi nilai wj(l) dengan indeks j = 0,1, ..., N + 1 dapat
ditentukan nilainya dengan mengalikan invers dari matriks A dengan vektor B.
W=A"-B

Nilai koefisien wj(l) yang telah diperoleh kemudian digunakan untuk

menentukan solusi u* dengan mengikuti persamaan (3.13) sehingga diperoleh

@ _ (1) (1) (1) (1) (1)
Ug™ = Hz(Xo’Co)Wo +H2(X0’C1)W1 +'“+HZ(XO’CN—l)WN—l+XO'WN + Wy
1 _ (1) (1) (1) (1) (1)
u- = HZ(Xi,CO)WO +H2(X1’01)W1 +”'+H2(X1'CN—1)WN—1+X1'WN + Wi

@ _ (1) (1) (1) (1) (1)
U, = HZ(mel,CO)WO +H2(Xm71’C1)W1 +'“+HZ(Xm—l’CN—l)WN»l+Xm—l'WN + Wi

dimana ugl) merupakan solusi u® yang dicari dengan x,, dan seterusnya. Dan

solusi ugl),ugl), ur(,?_l yang telah diperoleh di atas merupakan nilai u pada saat

t@,
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3.1.4 Menghitung Solusi u®,u®, ... y®-1
Perhitungan solusi u®,u®, ..., u™V sedikit berbeda dengan langkah
untuk menghitung u. Perhitungan solusi ™ membutuhkan nilai awal dalam
perhitungannya, sedangkan solusi u®, u®, ..., u™~ tidak memerlukan nilai awal
melainkan nilai u sebelumnya. Solusi u® didapatkan dengan mensubstitusikan

nilai n = 1 pada persamaan (3.6) menjadi

ant?u?) +(1+ (,8+;/)At2)u(2) =2u® —u®@ LAt f (x,t(z)) (3.24)
Persamaan (3.24) dengan mengikuti persamaan (3.11) dan persamaan

(3.13) menjadi

N-1 N-1
O!AIZZWEZ)¢(X,CJ-)+(1+(ﬂ+;/)At2)ZW§2)H2(x, C;)+X- W +w?, =
i=0 j=0

2u® —u® 4 At (x,t(z))

dapat disederhanakan menjadi

N-1
> w? [aAt2¢(X,Cj) +(1+(,B+7)At2) HZ(X,CJ)}+ x-w? + w2, =
1=0 (3.25)
2u —u©® 4 AL (x,t(Z))
Persamaan (3.25) disederhanakan dengan permisalan seperti berikut
aAt2¢(x,cj)+(1+(/3+y)At2) H,(x,c;) =P(x.c;)
dan

2u® —u® £ At? f (x,t(z)) = Q(x,t(z))

sehingga persamaan (3.25) menjadi

N-1
D WP e) +x-wl +wil), =Q(xt?), as<x<b (3.26)

j=0
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Persamaan (3.26) dapat dijabarkan menjadi persamaan linier sebagai
berikut
P(X, Co )W + P(X, ¢ )W? +- -+ P(X,Cp_ W2, + xW? + WP = Q(x,t(z)) (3.27)
Persamaan (3.27) memiliki variabel x berbentuk diskrit yaitu x =
(x1, %2, .., X;m_2), Sehingga diperoleh
P(%,,Co )W + P (%, C )W +---+ P(x,Cy_ )W, + X, W2 + W, =Q (xl,t(z))

P(X21CO)W(§2) + P(Xz ) Cl)Wl(Z) 2F000 7 P(Xz ) CN—l)WI(\IZEl +X, -WE\JZ) + Wl(\lzil = Q (szt(z)

(2 _

2
P(X Co)W(()Z) i P(Xm—Z’Cl)Wl(Z) teeet P(Xm—Z’CN—l)WI(\IZ—)l W mez-Wr(\IZ) tWyh = Q(mezit( ))

m-2°
(3.28)
Persamaan (3.18), (3.28), dan (3.20) berturut-turut jika dibentuk menjadi

suatu persamaan linier yang tetap menyertakan kondisi batas namun pada saat t®

menjadi
2 2 2 2 2 2
Hz(a,co)wé '+ Hz(a’Cl)Wf TR Hz(a’CN—l)W(N—)l +a'Wr(\1) +Wf\131 = gg(t( ))
2 2 2 2 2 2
P(%,, Co)WS? + P (%, ¢ )W +---+ P(x, ¢y, WP, +x, WP +w, :Q(xl,t( ))
P(szco)WéZ) + P(Xz ) Cl)Wl(Z) T P(Xz , CN—l)WI(\lzzl X, 'Wf\lZ) + WI(\lzll = Q(XZ ’t(Z))

P(Xm-Z ) CO)W(()Z) + P(Xm—Z ) Cl)Wl(Z) teeet P(Xm—Z ) CN—1)WI(\|2—)1 + X2 'WI(\IZ) y Wl(\lzil = Q (Xm—Z ) t(Z))
H., (b, Co)W(()Z) +H, (b, Cl)Wl(Z) +--+H, (b, CN—l)Wf\lzzl +b- Wr(\12) r Wf\lzil = 94(t(2))
(3.29)

Sistem persamaan (3.29) diubah ke dalam bentuk matriks untuk

mempermudah penyelesaian, menjadi
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i oo a.®)
Hz(aaco) Hz(a1c1) Hz(a’CN—l) a 1 W(()z) t(z)
P(x,¢,) P(x,¢) - POuc) % 1l w® Q(x,t?)
P(X;Go)  PO8) - POG.C) X, F | Q(xt?)
: : : : w?, | -
N-1 M
P(mezrco) P(Xm—Z’Cl) P(Xm—27CN—1) Xno 1 Wl(\IZ) Q(X 2,[(2))
| H(be)  Hy(bc) - Hybe,) b 1w o
9, (™)
(3.30)

Sistem persamaan (3.30) dimisalkan sebagaimana berikut untuk

menyederhanakan penulisan

i Hz(a’co) Hz(avcl) Hz(a’CN—l) a
P(Xl’CO) P(Xl’Cl) P(X17CN—1) Xl
A= P(Xzico) P(XZ'Cl) P(XZ’CN—l) X,
P(Xm—Z’CO) P(Xm—Z’Cl) P(Xm—Z’CN—l) Xm72 1
i Hz(bico) Hz(b,Cl) Hz(b’CN—l) b l_
g(t™)
W ] 2
w® Q(Xl’t )
1
. X ,t(Z)
W=| [ danB= Q( : )
Wh4 :
w? 2)
Wg) Q(mez’t )
L " "N+1 (2)
g,(t™)

Vektor W yang berisi nilai wj(z) dengan indeks j = 0,1, ..., N + 1 dapat
ditentukan nilainya dengan mengalikan invers dari matriks A dengan vektor B.

W=A"B
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Nilai koefisien wj(z) yang telah diperoleh kemudian digunakan untuk

menentukan solusi u® dengan mengikuti persamaan (3.13) sehingga diperoleh

(2) _ (2) (2) (2) (2) (2)
Uy~ = H, (X, Co)Wy ™ + H, (Xo, COW™ +- -+ H, (X5, Cy )Wy + X Wy + Wy,
(2) _ (2) (2) (2) (2) (2)
u- = Hz(Xl,CO)WO +H2(X1’C1)W1 +"'+H2(X11CN—1)WN—1+X1'WN + Wy

2 _ (2) (2) (2) (2) (2)
U, = HZ(Xm—l’ Co)Wo + HZ(Xm—l’ C1)W1 +oeet H2(Xm—l' CN—l)WN—l + X Wy Wik

(2 () @)

Solusi u,™, u;™, ..., u,,~, yang telah diperoleh di atas merupakan nilai u

pada saat @, dimana ' merupakan solusi u® yang dicari dengan x,, dan

seterusnya. Sedangkan untuk mencari nilai u pada saat t®, t™®, -1 dapat

diperoleh dengan cara yang sama sebagaimana mencari nilai u pada saat t .

3.2 Analisis Galat

Persamaan linier Klein-Gordon yang dibahas pada subbab sebelumnya
merupakan persamaan secara umum. Analisis galat dapat dilakukan jika persamaan
tersebut sudah dikhususkan dengan parameter tertentu. Oleh karena itu, dilakukan

simulasi sebagaimana pada pembahasan sebelumnya.

3.2.1 Simulasi

Solusi numerik dari persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis disimulasikan menggunakan parameter yang digunakan
dalam penelitian Igbal, dkk (2010) yaitu @« = —1,8 = —1,y = 0 dan f(x,t) = 0.

Sehingga persamaan yang diselesaikan adalah sebagai berikut
u, (X, t)—u, (x,t) =u(x,t), 0< xs% (3.31)
dengan kondisi awal:

u(x,0) =1+sin(x), 0 (3.32)

IA

x

IA
NN
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U (x,00=0, 0<x s% (3.33)

dan kondisi batas
u(0,t) =cosh(t), 0<t<3 (3.34)
u(% t) =1+cosh(t), 0<t<3 (3.35)

dengan 0 < t < 3,At = 0.01 dan Ax = 0.1571.
Langkah pertama yaitu diskritisasi persamaan (3.31) terhadap waktu

menggunakan metode beda pusat implisit orde dua, diperoleh

(n+1) (n) (-
u 20" +u A Y
0 01)2 —uix D=y (3.36)

dengan u adalah fungsi yang hanya bergantung dengan x. Persamaan (3.36) secara

sederhana dapat ditulis menjadi
~(0.00%ul™ +(1-(0.00)% Ju™ =2u® -y (3.37)

Kondisi awal yang pertama yaitu persamaan (3.32) merupakan nilai u pada

saat t = 0. Oleh karena itu nilai u dengan indeks n = 0 tersebut menjadi
0 _ i
u"’ =1+sin(x) (3.38)

Kondisi awal yang kedua vyaitu persamaan (3.33) didiskritisasi

menggunakan metode beda pusat implisit orde satu, sehingga menjadi

u(n+1) - u(n—l)
2(At)

(0+1)

u u (0-1) ~

.
2(0.01) (3.39)
u(l) _u(*l)

- -0
2(0.01)
G )

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Kondisi batas kiri x = 0 yaitu persamaan (3.34) dalam bentuk diskrit

adalah
u™(0) = cosh(t™?) (3.40)
dan kondisi batas kanan x =§ yaitu persamaan (3.35) diubah ke dalam bentuk

diskrit menjadi
L (%) =1+cosh(t™) (3.41)

Solusi u™ dicari dengan membentuk persamaan (3.37) untuk n = 0,

sehingga menjadi
~(0.00)%u) +(1-(0.00)* )Ju® =2u® —uY
Substitusi persamaan (3.38) dan persamaan (3.39), menjadi
~(0.01)°u) +(2-(0.02)* Ju® =2+ 2sin(x) (3.42)
Persamaan (3.40) dan (3.41) untuk n = 0 berturut-turut menjadi
u®(0) = cosh(t™) (3.43)

dan
u® (%} —1+cosh(t®) (3.44)

Aproksimasi fungsi u yang bergantung pada x menggunakan jaringan
fungsi radial basis tidak langsung dinyatakan sebagaimana persamaan (3.13).
Selanjutnya untuk mengaproksimasi fungsi u pada waktu tertentu dinyatakan

sebagai berikut

N
U™ = WOPH, (x,¢,) + x- Wi +wdD (3.45)
j=0
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Persamaan (3.45) akan digunakan untuk mencari nilai u(* dengan
membentuk persamaan tersebut menjadi matriks. Oleh karena itu banyaknya titik x
dan ¢ harus dikondisikan agar matriks dapat berbentuk persegi. Dengan m adalah
banyaknya titik x dan N adalah banyaknya titik ¢, maka dibutuhkan N =m — 2
titik, yaitu x = (xg, x4, ..., x10) = (0, 0.1571, 0.3142, 0.4712, 0.6283, 0.7854,
0.9425, 1.0996, 1.2566, 1.4137, 1.5708) dan ¢ = (c,, ¢4, Co,...,Cg) = (0, 0.1963,
0.3927, 0.589, 0.7854, 0.9817,1.1781, 1.3744, 1.5708). Persamaan (3.45) untuk

n = 0 menjadi

8
u® => WOH, (x,¢;) + X- W + (3.46)
j=0

Aproksimasi kondisi batas kiri yaitu persamaan (3.43) mengikuti

persamaan (3.45) menghasilkan

8
D> WiH, (0,¢,)+0-w” +w) =cosh(t®) (3.47)

j=0
Aproksimasi kondisi batas kanan yaitu persamaan (3.44) mengikuti

persamaan (3.45) menghasilkan

$ V4 /4
Z;)w}” H, (E .C, j s W +w® =1+ cosh(t®) (3.48)
j=

Aproksimasi terhadap u®@ dan u{Y pada persamaan (3.42) mengikuti

persamaan (3.11) dan persamaan (3.13) menjadi
8 8

—(0.01)* > wig(x,c;) +(2—(0.01)* )|:ZW§1) H,(x,¢;)+x-w + wl%)} =2+2sin(x)
j=0 j=0

atau dapat ditulis menjadi



iw{” [—(0.02)4(x,¢;) +(2-(0.00° ) H, (x,¢)) |+(2 - (0.0D)% ) x- wg’

j=0

+(2-(0.00)*)w = 2+ 2sin(x)

Bentuk yang lebih sederhana dapat ditulis sebagai

8
> WOL(x,¢;)+(2-(0.01)° ) x- Wi +(2-(0.01)* ) = B(x)
j=0

dimana

L(x,¢;) =—(0.0D)*$(x,¢;) +(2—(0.0D)* ) H,(x,c))

dan

B(x) =2+ 2sin(x)

o1

(3.49)

Jika baris pertama berasal dari persamaan (3.47), baris selanjutnya berasal

dari persamaan (3.49) dengan x = (x4, x5, ..., Xg) dan baris terakhir berasal dari

persamaan (3.48), diperoleh
H,(0,0)w” + H,(0,0.1963)w +---+ H,(0,1.5708)w{"
+(2-(0.00)) (0w +(2-(0.00)° )l = g, (t?)

L(0.1571,0)w” + L(0.1571,0.1963)w® +---+ L (0.1571,1.5708)w"
+(2-(0.01)*)(0.1577)w4” +(2-(0.00)° ) wsy = B(0.1571)

L(0.3142,0)w” + L(0.3142,0.1963)w"” +---+ L (0.3142,1.5708)w"
+(2-(0.00)°)(0.3142)w” + (2 (0.01)* )iy = B(0.3142)

L(1.4137,0)w® + L (1.4137,0.1963)W® +---+ L (1.4137,1.5708)w"
+(2-(0.01)*) (1.4137)w" +(2-(0.00)° ) wiy = B(1.4137)

H,(1.5708,0)w” + H, (1.5708,0.1963)w"” +---+ H, (1.5708,1.5708) w."
+(2-(0.00)*) (L.5708)w4” +(2-(0.00)° )wif) = g, (&)

(3.50)
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Sistem persamaan (3.50) dibentuk matriks untuk mempermudah

perhitungan sebagaimana berikut

H, (0,0) H,(0,0.1963)  ---  H,(0,1.5708)
L(0.1571,0)  L(0.1571,0.1963) --- L(0.15711.5708)
L(0.3142,0) L(0.3142,0.1963) :  L(0.3142,1.5708)
L(1.4137,0) L(1.4137,0.1963) .-~ L(1.4137,1.5708)

| H,(1.5708,0) H,(1.5708,0.1963) --- H,(1.5708,1.5708)

T N . 351
2 ! | wo cosh(0.02) (35D

(2-(0.01)%)(0.1571) (2-(0.02)°) W B(0.1571)

(2-(0.00?)(0.3142) (2-(0.01)°)|| : B(0.3142)

: S I

(2-(0.00?)@4137) (2-(0.00°) || | | B(-4137)

(h)
15708 1 1 | Wy’ | [1+cosh(0.01) |

untuk menghitung matriks tersebut diperlukan nilai varians dari c terlebih dahulu.

Nilai varians tersebut dapat dicari menggunakan persamaan (2.38), sehingga

diperoleh

928:‘31? 7 ZS:CJ
=0

=0

a=Var(c)= 5(9-1

2
J = 0.25702 (3.52)

Sistem persamaan (3.50) dimisalkan sebagaimana berikut untuk

menyederhanakan penulisan

H, (0,0) H,(0,0.1963) -  H,(0,1.5708)
L(0.1571,0)  L(0.1571,0.1963) --- L(0.1571,1.5708)
| L(03142,0)  1(03142,0.1963) : L(03142.1.5708)
L(1.4137,0) L(1.4137,0.1963) --- L(1.4137,1.5708)
| H,(1.5708,0) H,(15708,0.1963) --- H,(1.5708,1.5708)
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0 1 - - -

w | cosh(0.01)
(2-(0.01)*)(0.1571) (2-(0.02)°) e B(0.1571)
(2-(0.01)°)(0.3142) (2-(0.01)*) W ;(1) dan B B(0.§142)
: : W :
(2-(0.00)?)(1.4137) (2-(0.00?) wg” B(1.4137)
15708 1 W) | 1+cosh(0.01) |

Setiap nilai yang terdapat pada persamaan (3.51) dapat dihitung dengan
mensubstitusikan nilai x,c,dana pada persamaan (2.37) untuk ¢(x,c;) dan
persamaan (2.52) untuk H, (x cj). Berikut contoh menyelesaikan beberapa nilai di

dalam matriks secara manual:

0.25702° ] (0-oY)
3 6

]In ((0 —0)+ \/(0 ~0)" +0.25702° )

HZ(O,O):(—

0.25702° (0-0)
NoTd
=-0.00566 -0
=-0.00566

j\/(o —0)° +0.25702% +

L(0.1571,0) = ~(0.01)? /(01571 0’ + 0.25702° + (2 (0.02)°)

0.25702° (0.1571-0)°
- +
3 6

}/(0.1571— 0)° +0.25702° +

0.25702° (0.1571-0
( (2 )j In((0.1571—0) + \/(0.1571—0)2 +0.25702° )

=—-0.00003-0.01888
=-0.01891

L(0.3142,0.1963) = —(O.Ol)z\/(0.3142—0.1963)2 +0.25702° +(2-(0.01)*)

5 ]\/(0.3142—0.1963)2 +0.25702° +

(0.3142-0.1963) + \/(0.3142 ~0.1963)° +0.25702° )

[ 0.25702° _(0.3142-0.1963)’
(0 25702° (o 3142 0. 1963)) (

—0.00002-0.01826
=-0.01829
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L(1.4137,1.5708) = —(0.01)2J(1.4137 ~15708)" +0.25702" +(2-(0.01)°)

. ] \/(1.4137 ~1.5708)" +0.25702° +

(1.4137-1.5708) + \/(1.4137 ~1.5708)" +0.25702° )

[ 0.25702° (14137 -15708)
{o 25702° (1 4137-1. 5708)] (

—0.00003+0.00931
=0.00928

0.25702° (0.15708-0.1963)°
+
6

H,(0.15708,0.1963) = {— ] \/(0.15708 ~0.1963)" +0.25702° +

(0.257022 (0.15708—0.1963)

; ]In((0.15708—0.1963)

+/(0.15708-0.1963)" +0.25702° )
~0.31614

Perhitungan tersebut terus berlanjut untuk setiap nilai di dalam matriks
yaitu untuk x = (xg, x4, ..., x10) = (0, 0.1571, 0.3142, 0.4712, 0.6283, 0.7854,
0.9425, 1.0996, 1.2566, 1.4137, 1.5708) dan ¢ = (cy, ¢;1, €3, -, Cg) = (0, 0.1963,

0.3927, 0.589, 0.7854, 0.9817,1.1781, 1.3744, 1.5708) sehingga menjadi matriks

berikut.
[—-0.00566 0.00833 --- 0.82022 0 o ¥
-0.01891 -0.00742 --- 1.24535 0.31414 1.99999

-0.01138 -0.01829 --- 0.92142 0.62828 1.99999

0.99161 0.0632120 --- 0.00928 2.82729 1.99999
1 0.495901 0.31614 --- 0.00466 1.5708 1

Kemudian Vektor W yang berisi nilai wj(l) dengan indeks j = 0,1, ...,10
dapat ditentukan nilainya dengan mengalikan invers matriks A dengan vektor B.

W=A"B
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Nilai koefisien w(® dihitung dengan bantuan program python sehingga

diperoleh hasil W = [-1.3242, 0.6716, —0.0949, 0.1132, 0.0549, 0.123, 0.0328,
0.4094, —0.4464, 0.9788, 1.0583].

Nilai koefisien w® yang telah diperoleh kemudian digunakan untuk

J

menentukan solusi u* dengan mengikuti persamaan (3.13) sehingga diperoleh

u = H,(0,0)(-1.3242) +---+ H,(0,1.5708)(-0.4464) + 0(0.9788) +1.0583
u® = H,(0.1571,0)(-1.3242) +---+ H,(0.1571,1.5708)(—0.4464) + 0.1571(0.9788) +1.0583

u® = H,(1.5708,0)(-1.3242) +---+ H,(1.5708,1.5708)(-0.4464) +1.5708(0.9788) +1.0583
Berikut contoh menyelesaikan solusi u secara manual:

u? = H,(0,0)(~1.3242) +---+ H,(0,1.5708)(—0.4464) + 0(0.9788) +1.0583
= (—0.00566)(—1.3242) + - - -+ (0.82022)(—0.4464) + 0(0.9788) +1.0583
=1.00005

ul = H,(1.5708,0)(~1.3242) +---+ H,(1.5708,1.5708)(-0.4464) + (1.5708)(0.9788) +1.0583
= (0.67924)(~1.3242) +---+ (0.45575)(—0.4464) + (0.1571)(0.9788) +1.0583
=2.00005
Agar lebih mudah dan akurat, solusi u® dihitung dengan bantuan

program python sehingga diperoleh hasil berikut

Tabel 3.1 Hasil Perhitungan u® Menggunakan python

x ke - Nilai x Solusi u®
0 0 1.00005
1 0.1571 1.15648
2 0.3142 1.30907
3 0.4712 1.45404
4 0.6283 1.58784
5 0.7854 1.70716
6 0.9425 1.80907
7 1.0996 1.89106
8 1.2566 1.9511
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9 1.4137 1.98774
10 1.5708 2.00005

Kemudian untuk solusi u® yang akan dicari dapat dihasilkan dengan

mensubstitusikan nilai n = 1 pada persamaan (3.37), didapatkan
~(0.01)°u? +(1-(0.0)° )u® = 2u —u® (3.53)
Persamaan (3.53) dengan mengikuti persamaan (3.11) dan persamaan

(3.13) menjadi

8 8
~(0.01)° Y wig(x,¢;) +(1-(0.00)% )| D WPH, (x,C;) + X- Wi +w{§)}

j=0 =0
—2u®W —_y©@
dapat disederhanakan menjadi
JZS(;WSZ) [—(0.01)2¢(x,cj)+(1—(o.01)2) Hz(x,cj)]+(1—(o.01)2)x-w;2> (3.54)

+(1-(0.02)° )w = 20 —u®

Persamaan (3.54) disederhanakan dengan permisalan seperti berikut
8
> WEP(x,c;)+(1-(0.0D)% ) x-w +(1- (0.0 )w =Q(x)  (3.55)
j=0

dengan
~(0.00)° p(x,¢;) +(1-(0.00)° ) H,(x,¢;) = P(x,¢;)
dan
ou® —_y©@ = Q(x)
Jika baris pertama berasal dari persamaan (3.47), baris selanjutnya berasal
dari persamaan (3.55) dengan x = (x4, x5, ..., Xg) dan baris terakhir berasal dari
persamaan (3.48) dibentuk menjadi suatu persamaan linier yang tetap menyertakan

kondisi batas namun pada saat t® menjadi
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H,(0,0)w{? +H,(0,0.1963)w” +---+ H,(0,1.5708)w.” +(1— (0.01)2)(0)ng)
+(1-(0.01) ) wi =cosh(0.02)

P(0.1571,0)W? + P(0.1571,0.1963)W? +---+ P(0.1571,1.5708)w{?
+(1-(0.01)?)(0.157)w” +(1-(0.01)* ) wiY = Q(0.1571)

P(0.3142,0)w? + P(0.3142,0.1963)W? +---+ P(0.3142,1.5708)w,”
+(1-(0.01)*)(0.3142)w? +(1- (0.01)° ) wiY =Q(0.3142)

(3.56)

P(1.4137,0)w{? + P(1.4137,0.1963)w” +---+ P(1.4137,1.5708)w,”
+(1-(0.01) ) (1.4137)w” +(1-(0.01)* )wy = Q(1.4137)

H,(1.5708,0)w” + H,(1.5708,0.1963)w* +---+ H,(1.5708,1.5708)w{"
+(1-(0.01) ) (1.5708)ws? +(1-(0.01)* )3 =1+cosh(0.02)

Sistem persamaan tersebut dibentuk matriks untuk mempermudah

perhitungan sebagaimana berikut

H, (0,0) H,(0,0.1963) -~  H,(0,1.5708)
P(0.1571,0) P(0.1571,0.1963) --- P(0.1571,1.5708)
P(0.3142,0) P(0.3142,0.1963) : P(0.3142,1.5708)
P(1.4137,0) P(1.4137,0.1963) --- P(1.4137,1.5708)
| H,(1.5708,0) H,(1.5708,0.1963) --- H,(1.5708,1.5708)
oyt . 3.57
(2) ! i w? cosh(0.02) (3:57)
(1-(0.02)?)(0.1571) (1-(0.02)°) e Q(0.1571)
(1-(0.01)°)(0.3142) (1-(0.0°)|| : | | Q(0.3142)
: : w? | :
(1-(0.02)?)@4137) (1-(0.012) [V | | QEAL3Y)

W | [1+cosh(0.02)

1.5708 1
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Sistem persamaan (3.57) dimisalkan sebagaimana berikut untuk

menyederhanakan penulisan

H, (0,0) H,(0,0.1963) -~  H,(0,1.5708)
P(0.1571,0) P(0.1571,0.1963) --- P(0.1571,1.5708)
A_| P03142,0) P(03142,0.1963) : P(0.3142,15708)
P(1.4137,0) P(1.4137,0.1963) --- P(1.4137,1.5708)
| H,(1.5708,0) H,(1.5708,0.1963) --- H,(1.5708,1.5708)
2 ; W] [ cosh(0.02) T
2 2
(1-(0.01)%)(0.1571) (1-(0.01)*) W Q(0.1571)
1-(0.01)2)(0.3142) (1—(0.01)’ : 0.3142
(1-(0.01)%)(0.3142) ( (0))1W: e Q(03142)
¥ o W, 5
5 . 8
(1-(0.02)?)L.4137) (1-(0.02%) w;” Q(L.4137)
(2)
15708 1 | Wi | | 1+cosh(0.02) |

Setiap nilai yang terdapat pada persamaan (3.57) dapat dihitung dengan

mensubstitusikan nilai x, ¢, dan a pada persamaan (2.37) untuk ¢ (x, ¢;) dan (2.52)
untuk Hs(x, ¢;). Vektor W yang berisi nilai w* dengan indeks j = 0,1, ...,10
dapat ditentukan nilainya dengan mengalikan invers matriks A dengan vektor B.
W=A"B

Nilai koefisien w® dihitung dengan bantuan program python, diperoleh
hasil W = [-1.3216,0.6663,—0.0912,0.1113,0.0562,0.1216, 0.0349, 0.4068,
—0.4452,0.9786,1.0585.

Nilai koefisien w® yang telah diperoleh kemudian digunakan untuk

menentukan solusi u?) dengan mengikuti persamaan (3.13) sehingga diperoleh
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u® = H,(0,0)(~1.3216) +---+ H, (0,1.5708)(~0.4452) + 0(0.9786) +1.0585
u® = H,(0.1571,0)(~1.3216) +---+ H,(0.1571,1.5708)(~0.4452) + 0.1571(0.9786) +1.0585

u? = H,(1.5708,0)(—1.3216) +---+ H,(1.5708,1.5708)(~0.4452) +1.5708(0.9786) +1.0585

Solusi u® dihitung dengan bantuan program python sehingga diperoleh

hasil berikut
Tabel 3.2 Hasil Perhitungan u® Menggunakan python
x ke - Nilai x Solusi u®
0 0 1.0002
al 0.1571 1.15663
2 0.3142 1.30922
3 0.4712 1.45419
4 0.6283 1.58799
5 0.7854 1.70731
6 0.9425 1.80921
7 1.0996 1.89121
8 1.2566 1.95126
9 1.4137 1.98789
10 1.5708 2.0002
Solusi u?,u?, ..., u? yang telah diperoleh tersebut merupakan nilai

pada saat t@, dimana u(® merupakan solusi u@ yang dicari pada x,, dan

seterusnya. Sedangkan untuk mencari nilai u pada saat t®),t®, ... (390 dapat
diperoleh dengan cara yang sama sebagaimana mencari nilai u pada saat ¢t yaitu
dengan melanjutkan substitusi untuk n = 2,3,...,300 pada persamaan (3.37)
dimana banyaknya t pada 0 < t < 3 dengan At = 0.01 adalah 301.

Berikut adalah grafik dari keseluruhan solusi u pada 0 < t < 3 dengan

menggunakan program python.
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Solusi Numerik Metode Tidak Langsung

[
B

~ 30
285
1 01 2 x\‘\‘\
08,9 05
'Uéng (X)l' 12 14 16 0.0 v

Gambar 3.1 Grafik Solusi Numerik Metode Tidak Langsung

00020406

Gambar 3.1 menunjukkan hasil simulasi numerik dari persamaan (3.31)
menggunakan jaringan fungsi radial basis tidak langsung dengan At = 0.01 dan
Ax = 0.1571. Grafik tersebut menggambarkan partikel berada pada ruang x dan
pada waktu t, yang mana u menunjukkan jarak elektron terhadap inti atom pada
saat t. Dari grafik tersebut terlihat bahwa gerakan partikel semakin bergerak naik

seiring bertambahnya waktu.

3.2.2 Perhitungan Galat

Keseluruhan solusi u dari simulasi yang telah dilakukan pada persamaan
(3.31)dengan 0 < x < g Ax = 0.1571dan0 < t < 3, At = 0.01 menggunakan

python ditampilkan pada gambar 3.2 dan Gambar 3.3 berikut.

Solusi Analitik

30
00 ' — o 151025
00294, s 210 &\
. 08 10 12 0. *\3
NG (x) 14,4 00

Gambar 3.2 Grafik Solusi Analitik

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Solusi Numerik Metode Tidak Langsung

00020, 06

0.8
fang 1,10 1214 14 00

Gambar 3.3 Grafik Solusi Numerik Metode Tidak Langsung

Setelah mendapatkan solusi numerik, hal terpenting yang perlu dilakukan
adalah menganalisis hasil terutama galat yang dihasilkan. Nilai galat tersebut dapat
digunakan untuk melihat keefektifan penggunaan jaringan fungsi radial basis tidak
langsung dalam mendapatkan solusi numerik dari persamaan (3.31). Untuk mencari
nilai galat dibutuhkan solusi analitik yang dapat dicari dengan membentuk
persamaan (2.33) untuk setiap x dan t, seperti beberapa contoh berikut.

Solusi u ketika t = 1 untuk x = 0,1 dan 2.

us® ——u(0,1) =sin(0)+cosh (1)

=0+1.54308063
=1.54308063

u® ——u(0.1571,1) =sin(0.1571)+cosh (1)
=0.156434465+1.54308063
=1.6995151

us® ——u(0.3142,1) =sin(0.3142) + cosh (1)
=0.30901699 +1.54308063
=1.85209763

Solusi u ketika t = 3 untuk x = 0,1 dan 2.

u$*™ ——u(0,3) =sin(0)+cosh(3)
=0+10.067662
=10.067662

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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u*® ——u(0.1571,3) =sin(0.1571) + cosh (3)
=0.156434465+10.067662

=10.2240964

us® ——u(0.3142,3) =sin(0.3142) +cosh (3)
=0.30901699 +10.067662

=10.3766789

dan terus berlanjut untuk setiap 0 < x < g Ax =0.1571dan 0 <t <3, At =

0.01.

Adapun galat yang dihasilkan pada saat t = 1, t = 2 dan t = 3 dengan

menggunakan At dan Ax berturut-turut 0.01 dan 0.1571 dapat dilihat pada Tabel

3.3 berikut:

Tabel 3.3 Perbandingan Solusi Numerik RBF Tidak Langsung terhadap Solusi Eksak

t X u eksak u RBF tidak langsung | Galat RBF tidak langsung
0 1.54308063 1.54308063 2.057x10712
0.1571 | 1.6995151 1.7003357 0.000820628
0.3142 | 1.85209763 1.85342579 0.001328156
0.4712 | 1.99707113 1.99871726 0.001646126
0.6283 | 2.13086589 2.13270791 0.001842022
1 |0.7854 | 2.25018742 2.25209739 0.001909973
0.9425 | 2.35209763 2.35392408 0.001826446
1.0996 | 2.43408716 2.43570731 0.001620148
1.2566 | 2.49413715 2.49543055 0.001293394
1.4137 | 2.53076898 2.53155364 0.000784643
1.5708 | 2.54308063 2.54308063 1.417x 10712
0 3.76219569 3.76219569 8.418x 10711
0.1571 | 3.91863016 3.92289751 0.004267354
0.3142 | 4.01721269 4.0787732 0.007560512
0.4712 | 4.21618619 4.22611629 0.009930104
0.6283 | 4.34998094 4.36133259 0.011351652
2 | 0.7854 | 4.46930247 4.48112387 0.011821394
0.9425 | 457121269 4.5825616 0.011348914
1.0996 | 4.65320222 4.6631272 0.000992499
1.2566 | 4.71325221 4.72079394 0.007541736
1.4137 | 4.74988403 4.75411748 0.000423345
1.5708 | 4.76219569 4.76219569 2.977 x 10712
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0 10.067662 10.067662 1.07x 10710
0.1571 | 10.2240964 10.2357243 0.011627851
0.3142 | 10.3766789 10.3973514 0.020672435
0.4712 | 10.5216525 10.5488222 0.027169780
0.6283 | 10.6554472 10.6865282 0.031081009

3 | 0.7854 | 10.7747687 10.8071523 0.032383542
0.9425 | 10.8766789 10.9077558 0.031076768
1.0996 | 10.9586682 10.9858353 0.027166786
1.2566 | 11.0187185 11.0393824 0.020663845
1.4137 | 11.0553503 11.066955 0.011604636
1.5708 | 11.067662 11.067662 1.407x 10711

Kolom ke-5 pada Tabel 3.3 adalah galat yang dihasilkan dari solusi

numerik jaringan fungsi

radial basis tidak langsung dengan menghitung

|Uersak — UrBF(tidak 1angsung)|- Nilai galat tersebut jika dibandingkan dengan nilai

galat dari metode langsung yaitu pada Tabel 2.1 memperlihatkan bahwa metode

tidak langsung memiliki galat yang lebih kecil daripada metode langsung. Hal

tersebut menunjukkan bahwa jaringan fungsi radial basis yang didekati secara tidak

langsung memiliki solusi yang lebih efektif.

Berikut adalah grafik perbandingan solusi numerik menggunakan jaringan

fungsi radial basis tidak langsung terhadap solusi eksak padasaatt = 1 dant = 3,

dengan grafik berwarna hijau merupakan grafik solusi numerik metode tidak

langsung sedangkan grafik berwarna merah merupakan grafik solusi eksak.

5 Solusi Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t=1

solusi {u)
[l
(-] =] (=]

=
S

12

0o

T
0z

T
04

T T T
06 08 10
x

T
12

.
14

16

Gambar 3.4 Grafik Solusi Numerik Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t = 1
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- Solusi Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t=3

1.2 A

1.0 4

10.8

10.6

solusi (u)

104 1

10.2 4

1000 A

98

00 0.2 04 06 08 1a 12 14 16
x

Gambar 3.5 Grafik Solusi Numerik Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t = 3

Berikut adalah grafik perbandingan solusi numerik jaringan fungsi radial
basis yang didekati secara langsung dan tidak langsung terhadap solusi eksak pada
saatt = 1dant = 3, dengan grafik berwarna biru merupakan grafik solusi numerik
metode langsung, grafik berwarna hijau merupakan grafik metode tidak langsung

sedangkan grafik berwarna merah merupakan grafik solusi eksak.

Solusi Numggk Metode Langsung, Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t=1

26

24

221

20

solusi {u)

181

16

14

12

T T T T T T T
00 0.2 04 06 08 10 12 14 16
x

Gambar 3.6 Grafik Solusi Numerik Metode Langsung, Metode Tidak Langsung dan
Solusi Eksak saat t = 1

Solusi Nurr:‘llfrqik Metode Langsung, Metode Tidak Langsung dan Solusi Eksak saat t=3

nz

11.0 1

solusi {u)
5 &5 5 &5
[

B
[=]

9.8 T T T T T T T
oo 0z 04 06 0a 10 12 14 16
x

Gambar 3.7 Grafik Solusi Numerik Metode Langsung, Metode Tidak Langsung dan
Solusi Eksak saat t = 3
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Jika Gambar 3.6 dan Gambar 3.7 diamati lebih cermat, maka dapat dilihat

bahwa grafik solusi numerik jaringan fungsi radial basis tidak langsung lebih
menyamai solusi eksak daripada grafik metode langsung. Hal itu menandakan
bahwa pendekatan secara tidak langsung memiliki solusi yang lebih mendekati

solusi aslinya.

Galat Metode Tidak Langsung

00 ——=
0204 0.6 o L0 »
Mang ,“1 037 14 16 ¥
9 { &

Gambar 3.8 Grafik Galat Solusi Numerik Metode Tidak Langsung

Gambar 3.8 merupakan grafik galat dari solusi numerik menggunakan
jaringan fungsi radial basis yang didekati secara tidak langsung. Grafik tersebut
menunjukkan bahwa semakin gelap warna yang terlihat, maka semakin kecil pula
galat yang diperoleh.

Nilai SSE metode tidak langsung, yang merupakan jumlah galat kuadrat
antara hasil solusi eksak dengan solusi numerik adalah 0.2782. Nilai SSE metode
tidak langsung, yang merupakan galat rata-rata pada setiap titik adalah 8.4034 x
107>, Nilai galat pada pendekatan tidak langsung tersebut kemudian dibandingkan
dengan nilai galat pada pendekatan secara langsung (pada subbab 2.8). Dengan
demikian, pendekatan secara tidak langsung menghasilkan galat yang lebih kecil.

Hal ini menunjukkan bahwa dalam menyelesaikan solusi numerik persamaan linier
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Klein-Gordon khususnya persamaan (3.31) lebih baik menggunakan metode

jaringan fungsi radial basis yang didekati secara tidak langsung.

3.3 Kajian Keagamaan

Allah SWT telah menyerukan kepada umatnya untuk memilih diantara
beberapa pilihan agar mencapai hasil yang optimal dan terbaik. Seperti pada firman
Allah SWT dalam al-Qur’an surat az-Zumar ayat 18 yang artinya:
“yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya.

Mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan mereka itulah
orang-orang yang mempunyai akal ”.(Q.S. az Zumar/39:18)

Dalam Tafsir Ibnu Katsir yang ditulis oleh Ar-Rifa’i (2012), Allah SWT
berfirman, “Sebab itu sampaikanlah berita itu kepada hamba-hambaKu yang
mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya.”
Yaitu, mereka memahaminya dan mengamalkan apa yang terdapat di dalamnya.
“Mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk.” Maksudnya orang-
orang yang memiliki karakter ini adalah orang-orang yang akan mendapatkan
petunjuk dari Alah di dunia dan akhirat, “dan mereka itulah orang-orang yang
mempunyai akal.” Yaitu, orang-orang yang memiliki akal yang selamat dan fitrah
yang lurus.

Ayat tersebut menjelaskan bahwa memilih pilihan yang paling baik
merupakan anjuran dari Allah SWT. Bahkan Allah SWT menyebut merekalah
orang-orang yang mempunyai akal yaitu orang-orang yang mampu membedakan
mana yang baik dan mana yang tidak baik, dan mendahulukan yang harus

didahulukan.
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Namun seperti pada penerapannya di bidang matematika, seringkali kita
dihadapkan dengan beberapa pilihan yang semuanya baik, maka tetap saja kita
dianjurkan untuk memilih yang terbaik dari semua pilihan. Seperti perkataan ulama
bahwa orang cerdas itu bukan hanya bisa membedakan baik dan buruk saja, tetapi
mampu memilih dan memprioritaskan mana yang paling baik di antara yang baik
serta mampu membedakan mana yang paling buruk di antara yang buruk.
Syaikhul Islam Taimiyyah berkata, “bukanlah orang yang cerdas
(berakal) yang hanya tahu (membedakan) baik dan buruk saja, tetapi wajib
mengetahui yang terbaik dari dua kebaikan dan mengetahui yang terburuk dari dua
keburukan” (Majmu’ Fatawa Ibnu Taimiyyah). Hal itu diperkuat dengan perkataan
seorang sahabat ‘Amr bin ‘Ash, “orang yang cerdas bukanlah yang hanya bisa
membedakan antara kebaikan dan kejelekan, namun orang yang cerdas adalah
yang bisa mengetahui mana yang terbaik antara dua pilihan yang buruk.” (Al
Isyraf fi Manazill Asyraf)
Pada penelitian ini penulis mengaplikasikan perintah Allah pada surat az-
Zumar ayat 18 di atas dengan cara membandingkan dua metode numerik yaitu
metode jaringan fungsi radial basis yang didekati secara langsung dan tidak
langsung. Hal tersebut dilakukan untuk mengetahui metode mana yang lebih efektif
yaitu dengan melihat galat yang dihasilkan. Berdasarkan analisis galat pada subbab
sebelumnya, jaringan fungsi radial basis yang didekati secara tidak langsung
menghasilkan solusi yang lebih baik daripada metode langsung. Oleh karena itu,
solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon sebaiknya diselesaikan

menggunakan jaringan fungsi radial basis yang didekati secara tidak langsung.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Penelitian ini  menyelesaikan persamaan linier  Klein-Gordon
menggunakan metode numerik yaitu jaringan fungsi radial basis yang didekati
secara tidak langsung. Fungsi basis yang digunakan adalah fungsi basis

multiquadrics. Adapun kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini adalah:
1. Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan
fungsi radial basis tidak langsung menghasilkan suatu fungsi u(x,t) yang
merupakan suatu fungsi gelombang yang menggambarkan keadaan gerak
sistem suatu partikel pada posisi x dan pada waktu t. Solusi tersebut
menunjukkan partikel semakin bergerak naik seiring bertambahnya waktu.
2. Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon yang diperoleh dari hasil
simulasi menggunakan jaringan fungsi radial basis secara tidak langsung
menghasilkan nilai SSE sebesar 0.2782 dan SSE sebesar 8.4034 x 1075,
Dan setelah dilakukan perbandingan antara solusi numerik menggunakan
jaringan fungsi radial basis metode tidak langsung dengan metode langsung,
diperoleh kesimpulan bahwa solusi numerik metode tidak langsung
memberikan hasil yang lebih baik dibandingkan metode langsung karena
galat yang dihasilkan metode tidak langsung lebih kecil. Solusi numerik
tersebut akan semakin mendekati solusi eksak jika At dan Ax yang

digunakan semakin kecil.
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4.2 Saran
Penelitian selanjutnya disarankan untuk melakukan penelitian tentang
solusi numerik persamaan nonlinier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi

radial basis tidak langsung.
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LAMPIRAN

LAMPIRAN Script Python untuk Solusi Numerik, Eksak dan Galat

from numpy import *

from numpy.linalg import *

from matplotlib.pyplot import *
from mpl _toolkits import mplot3d
import matplotlib.pyplot as plt

def mq(xi,cj,a):

return ( -a**2/3 + (xi-cj)**2/6 )*( (Xi-cj)**2+a**2 )**(1/2) + ( a**2*(xi-cj)/2
)*log( (xi-cj) + ((xi-cj)**2+a**2)**(1/2) )
def mgx(xi,cj,a):

return (1/2)*(xi-cj)*sqrt( ( (xi-cj)**2)+a**2 ) + ( (1/2)*a**2 )*log( ( (xi-cj) +
sart( ( (xi-cj)**2)+a**2)))
def mgxx(xi,cj,a):

return ( (xi-cj)**2+a**2 )**(1/2)

M=11

N = M-2

T=301

x = linspace(0,pi/2,M)
¢ = linspace(0,pi/2,N)
t = linspace(0,3,T)

| = linspace(1,T-2,299)
a =var(c)

dt=0.01

A = zeros((M,N+2))
B = zeros(M)

U = zeros((M,T))
WW = zeros((M,T))
H = zeros((M,N+2))
Q = zeros((M,N+2))
Z = zeros((M,T))

def f(x):
for i in range(N):
return 1+sin(x)
U[:,0]=f(x)

for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
A[0,j] = ma(x[0],c[j].a)
AJ0,j+1] = x[0]
A0,j+2] =1
B[0] = cosh(t[1])



for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
Allij] = (-dt=*2)*maxx(x[i],c[i],2)+(2-dt**2)*maq(x[i],c[i].a)
Ali,j+1] = (2-dt**2)*x]i]
Ali,j+2] = (2-dt**2)
B[i] = 2+2*sin(x[i])
for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
A[M-1,j] = mq(x[M-1].c[j].a)
A[M-1,j+1] = x[M-1]
A[M-1,j+2] =1
B[M-1] = 1+cosh(t[1])

WWI[:,1] = dot(inv(A),B)
for i in range(0,M):
for j in range(N):
HIi,j] = ma(x[i].c[i].a)
H[i,j+1] = x[i]
H[ij+2] =1

U[:,1] = dot(H,WWI[:,1])

for I in range(1,T-1):
for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
A[0,j] = mq(x[0].c[il.a)
A[0,j+1] = x[0]
Al0,j+2] =1
B[0] = cosh(t[l+1])
for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
Alij] = (-dt=*2)*maxx(x[i] c[j].a)+(1-dt**2)*mq(x[i].c[].a)
Afij+1] = (1-dt**2)*x[i]
Ali,j+2] = (1-dt**2)
B[i] = 2*U[i,I] - U[i,I-1]
for i in range(1,M-1):
for j in range(N):
A[M-1,j] = mq(x[M-1],c[j].a)
A[M-1,j+1] = x[M-1]
A[M-1,j+2] =1
B[M-1] = 1+cosh(t[l1+1])
WWI[:,1+1] = dot(inv(A),B)
for i in range(0,M):
for j in range(N):
Q[i.j] = mq(x[i].c[i].a)
Q[i,j+1] = x[i]
Qli,j+2] =1
U[:,I+1] = dot(Q,WW[:,1+1])



Ut=transpose(U)

fig=plt.figure()

ax=plt.axes(projection="3d")

X, T=meshgrid(x,t)

Ut=Ut.reshape(X.shape)
ax.plot_surface(X,T,Ut,rstride=1,cstride=1,cmap="viridis',edgecolor="none")
ax.set_title('Solusi Numerik Metode Tidak Langsung’)

ax.set xlabel(‘'ruang (x)")

ax.set_ylabel('waktu (t)")

ax.set_zlabel('(u)")

plt.show()

XX, TT=meshgrid(x,t)
def Sol(XX,TT):
for j in range(N):
for i in range(M):
return sin(XX)+cosh(TT)
Z=Sol(XX,TT)

fig=plt.figure()

ax=plt.axes(projection="3d")

Z=Z.reshape(XX.shape)
ax.plot_surface(XX,TT,Z,rstride=1,cstride=1,cmap='"viridis',edgecolor="none’)
ax.set_title('Solusi Analitik")

ax.set_xlabel('ruang (x)")

ax.set_ylabel(‘waktu (t)")

ax.set_zlabel('(u)")

plt.show()

Err =Ut-Z

fig=plt.figure()

ax=plt.axes(projection="3d")

Err=Err.reshape(XX.shape)
ax.plot_surface(XX,TT,Err,rstride=1,cstride=1,cmap='"viridis',edgecolor="none")
ax.set_title('Galat Metode Tidak Langsung’)

ax.set_xlabel(‘ruang (x)")

ax.set_ylabel('waktu (t)"

ax.set_zlabel('(u)")

ax.set_zlim(0,10)

plt.show()

e=list(map(sum,transpose(Err)))
sse=sum((Err)**2)
sse2=sse/(M*T)
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