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ABSTRAK

Anripa, Nuralfin. 2020. Studi Orbit Geodesik Lubang Hitam Schwarzschild dalam
Koordinat Isotropik. Skripsi. Jurusan Fisika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1)
Drs. Abdul Basid, M.Si. (I1) Ahmad Abthoki, M.Pd.

Kata Kunci: Geodesik, Lubang Hitam Schwarzschild, Isotropik.

Salah satu aplikasi dari Persamaan medan Einstein adalah Solusi Schwarzschild.
Solusi ini merupakan solusi metrik yang bersifat bola dan merepresentasikan medan
gravitasi di luar suatu partikel bersimetri bola dengan pusat partikel terletak pada pusat
koordinat bola, yang memiliki nilai singularitas dan horizon peristiwa yang menjadikannya
Lubang hitam. Lubang hitam merupakan suatu daerah dalam ruang-waktu dengan medan
gravitasi yang kuat bahkan cahaya pun tidak dapat lolos. Sebuah lubang hitam terbentuk
ketika sebuah bintang bermassa M runtuh dan ukurannya lebih kecil dibandingkan radius

Schwarzschild ry = ZCG—ZM . Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan orbit geodesik dari

Lubang Hitam Schwarzschild, yang memiliki nilai fisis sama dalam segala arah. Hal
tersebut dilakukan dengan mendapatkan bentuk metrik baru untuk solusi dalam bentuk
isotropik. Penelitian kemudian dilanjutkan dengan mencari nilai geodesik yang diperoleh
dari Simbol Christoffel dan Tensor Ricci. Berdasarkan penelitian ini, Lubang Hitam
Schwarzschild dalam Koordinat Isotropik memiliki keunggulan yang dapat digunakan
untuk menelaah kasus kosmologi dalam skala luas.
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ABSTRACT

Anripa, Nuralfin. 2020. Study of the Schwarzschild Black Hole Geodesic Orbit in
Isotropic Coordinates. Thesis. Department of Physics, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang.
Supervisors: (1) Drs. Abdul Basid, M.Si. (1I) Ahmad Abthoki, M.Pd.

Key Words: Geodesics, Schwarzschild Black Hole, Isotropic.

One application of the Einstein field equation is the Schwarzschild Solution. This
solution is a spherical metric solution and represents the gravitational field outside a
spherical symmetrical particle with the center of the particle located at the center of the
spherical coordinates, which has the value of the singularity and event horizon that makes
it a black hole. A black hole is an area in space-time with a strong gravitational field that
even light cannot escape. A black hole is formed when a star with an M mass collapses and

is smaller than the Schwarzschild radius ry, = ZCG—ZM . This study aims to obtain a geodesic

orbit from the Schwarzschild Black Hole, which has the same physical value in all
directions. This is done by obtaining new metric forms for solutions in isotropic forms. The
study then continued by searching for the geodesic values obtained from the Christoffel
Symbol and Ricci Tensor. Based on this study, the Schwarzschild Black Hole in Isotropic
Coordinates has advantages that can be used to examine cosmological cases on a broad
scale.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang

Suatu bintang yang telah habis masa hidupnya akan melakukan penyusutan,
tapi tidak serta merta menjadi tidak bermassa. Sampai saat ini diketahui setidaknya
ada tiga jenis keadaan akhir untuk setiap bintang yaitu bintang katai putih, bintang
neutron, dan lubang hitam.

Fisikawan Subrahmanyan Chandrasekhar, pemenang Nobel fisika tahun 1983
merumuskan bahwa bintang tua akan mengalami pengerutan sehingga tidak ada
tekanan apapun yang dapat menahan pengerutannya apabila memiliki massa lebih
besar daripada 3 kali massa matahari. Bintang tersebut akan terus mengerut
melewati jejari Schwarzschild dan terbentuklah sebuah bintang lubang hitam.
Lubang hitam tidak dapat terlihat akan tetapi bisa dideteksi dari materi yang tertarik
atau tersedot ke arahnya (Wospakrik, 1987).

Sifat lubang hitam tersebut telah dijelaskan jauh sebelum ditemukan oleh

fisikawan, sebagaimana dijelaskan firman Allah dalam Surah At-Takwir 15-16:

(1) AT (10) S 13036

“(15) Aku bersumpah demi bintang tersembunyi; (16) Yang bergerak cepat yang
menyapu”.

Dalam Surah At-Takwir ayat 15 sampai 16 Allah bersumpah dengan salah

satu makhluk-Nya yakni bintang yang memiliki tiga karakter. Bintang yang

dimaksud dalam ayat ini adalah lubang hitam yang sesuai dengan karakter dari



lubang hitam yaitu memiliki sifat tidak terlihat (tersembunyi), bergerak dan
menyapu apapun disekitarnya. Lubang hitam merupakan suatu daerah dalam ruang-
waktu dengan medan gravitasi yang kuat bahkan cahaya pun tidak dapat lolos.

Sebuah lubang hitam terbentuk ketika sebuah bintang bermassa M runtuh dan

2

GM
— (Frolov dan

ukurannya lebih kecil dibandingkan radius Schwarzschild r, = .

Novikov, 1998).

Teori adanya lubang hitam pertama kali diajukan pada abad ke-18 oleh John
Michell dan Pierre-Simon Laplace yang mengemukakan bahwa sebuah bintang
yang cukup bermassa dan rapat akan mempunyai medan gravitasi yang kuat
sehingga cahaya tidak dapat lolos dari medan ini. Setiap cahaya yang dipancarkan
oleh bintang akan diseret oleh tarikan gravitasi bintang tersebut sebelum merambat
jauh. Teori ini selanjutnya dikembangkan oleh seorang astronom Jerman bernama
Karl Schwarzschild pada tahun 1916 yang berdasar pada teori relativitas umum
Albert Einstein.

Karl Schwarzschild melakukan penelitian mengenai solusi dari persamaan
Einstein yang menggambarkan evolusi geometri ruang-waktu. Schwarzschild
akhirnya mendapatkan solusi metrik yang bersifat bola dan merepresentasikan
medan gravitasi di luar suatu partikel bersimetri bola dengan pusat partikel terletak
pada pusat koordinat bola. Solusi ini menghasilkan adanya sebuah ruang yang berisi
gravitasi. Hal inilah yang menyebabkan adanya kelengkungan yang mencegah
apapun lolos darinya, bahkan cahaya sekalipun. Oleh karena itu dinamakan lubang

hitam (Anugraha, 2014).



Penelitian Schwarzschild kemudian dikembangkan hingga saat ini setidaknya
terdapat beberapa model lubang hitam dengan karakteristik lainnya, diantaranya
lubang hitam bermuatan (Reissner-Nordstrom), lubang hitam berotasi (lubang
hitam Kerr), dan lubang hitam berotasi dan bermuatan (lubang hitam Kerr-
Newman). Penelitian lainnya dikembangkan oleh Weyl pada tahun 1917 dengan
memperkenalkan metrik baru. Weyl memberikan informasi metrik baru dengan
mengubah parameter r (jari-jari Schwarzschild), yang kemudian dikenal sebagai
metrik Schwarzschild dalam koordinat isotropik.

Koordinat isotropik memiliki sifat fisik yang sama di segala arah sehingga
sangat perlu didalami untuk memahami karakteristik lubang hitam. Oleh karena itu,
Penelitian ini dilakukan untuk mengkaji dan mendapatkan interpretasi lintasan
terpendek (orbit geodesik) sebuah partikel akibat pengaruh lubang hitam

Schwarzschild dalam koordinat isotropik.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian di atas, dapat diketahui bahwa lubang hitam
Schwarzschild memiliki pengaruh terhadap orbit geodesik sebuah partikel yang
dibahas dalam koordinat isotropik. Rumusan masalah dalam penelitian ini
dijabarkan sebagai berikut:
1. Bagaimana bentuk metrik Schwarzschild pada koordinat Isotropik?
2. Bagaimana penggambaran orbit geodesik dari lubang hitam Schwarzschild

pada koordinat isotropik?



1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Untuk memperoleh bentuk metrik Schwarzschild pada koordinat isotropik.
2. Untuk memperoleh penggambaran orbit geodesik lubang hitam

Schwarzschild dengan koordinat isotropik.

1.4 Manfaat Penelitian

Setelah menyelesaikan dan menyusun hasil penelitian, diharapkan penelitian
ini dapat memberi manfaat kepada orang-orang yang membacanya, khususnya
dibidang astrofisika. Manfaat penelitian ini dijabarkan sebagai berikut:

1. Secara akademis, penelitian ini diharapkan memberikan ilmu yang
bermanfaat kepada masyarakat ilmiah maupun berbagai pihak yang
berkepentingan.

2. Secara praktis, penelitian ini diharapkan menjadi referensi bagi pihak-pihak
yang melakukan penelitian di bidang yang sama, khususnya para peneliti di
bidang fisika teori.

3. Secara teoritis, penelitian ini diharapkan akan memberi masukan dan
kontribusi yang berarti berupa teori dan analisis secara matematik, khususnya
pada penelitian yang berkaitan dengan lubang hitam, solusi Schwarzschild,

dan koordinat isotropik.



1.5 Batasan Masalah
Penelitian tentang lubang hitam Schwarzschild memiliki cakupan yang
sangat luas. Untuk membatasi ruang lingkup pembahasan penelitian ini, penulis
memberi batasan-batasan masalah agar isi pembahasan tidak melenceng dari
rumusan masalah. Batasan masalah dalam penelitian ini dijabarkan sebagai berikut:
1. Perhitungan solusi Schwarzschild dalam koordinat isotropik agar dapat
memenuhi penyimpangan geodesik hingga terbentuk lubang hitam.
2. Interpretasi fisis yang ditinjau adalah orbit geodesik yang terkait dengan

lubang hitam Schwarzschild dalam koordinat isotropik.



TEORI RELATIVITAS UMUM E?:l?l IllilTEGRASINYA DALAM ISLAM

2.1 Pandangan Islam tentang Teori Relativitas Umum

Teori Relativitas Umum berhasil menelaah fenomena alam, seperti adanya
lubang hitam. Lubang hitam merupakan bintang yang tidak memancarkan
cahayanya lagi, serta memiliki sifat dapat bergerak dan menelan segala sesuatu
disekitarnya. Sifat yang dimiliki lubang hitam tersebut sesuai dengan yang telah
disampaikan dalam Al-Qur’an bahwa, ada suatu bintang tidak terlihat yang
bergerak, menghisap dan menyapu. Ayat tersebut dijelaskan pada surat At-Takwir

15-16 yang berbunyi:

(11) 201 AT (10) LT, 241 50

“(15) Aku bersumpah demi bintang tersembunyi; (16) Yang bergerak cepat
yang menyapu ”. (Q.S At-Takwir [81]: 15-16).

Dalam Surah At-Takwir ayat 15 sampai 16 Allah bersumpah dengan salah
satu makhluk-Nya yakni bintang yang bernama atau memiliki tiga karakter.
Pertama, khunnas (u,ﬁij\) yang artinya tersembunyi dan tidak terlihat. Karenanya,
setan disebut juga khannaas (c<tsll) karena ia tidak terlihat oleh bani Adam.
Hal ini sama dengan yang disebutkan ilmuwan tentang salah satu karakter lubang
hitam yaitu tidak terlihat. Kedua, aljawaar ( )\545\) yang artinya bergerak sangat
cepat. Hal ini juga sesuai dengan salah satu karakter lubang hitam yang lainnya
yaitu bergerak. Ketiga, al kunnas (u=&1l) yang menyapu dan menelan setiap yang

ditemuinya (Thayyarah, 2013).



Kunnas berasal dari kanasa mengikuti wazan fa’aala yang artinya menyapu
dan merupakan bentuk jamak dari kaanais yang artinya menyapu. Kunnas adalah
shigat mutaha jumuk (bentuk jamak paling tinggi) yang berasal dari bentuk tunggal
kaanis. Para ulama tafsir klasik menjelaskan bahwa khunnas al jawaril kunnas
berarti bintang yang cahayanya tidak mucul pada siang hari dan muncul pada
malam hari. Akan tetapi, penafsiran ini bukan menunjukkan makna sesungguhnya.
Penafsiran yang paling sesuai dengan realitas semesta adalah lubang hitam

(Thayyarah, 2013).

2.2 Dasar-dasar Teori Relativitas Umum
Konsep gravitasi pertama kali dijelaskan oleh Isaac Newton, dengan
menjabarkan besarnya gaya gravitasi antara dua benda yang saling tarik menarik

diberikan oleh:
F = —(Gmym,)(#/r3) (2.1)

m, dan m, adalah massa benda pertama dan kedua, r jarak antara dua benda,
dan G adalah konstanta gavitasi. Hukum ini telah menjadi teori gravitasi yang
menonjol selama lebih dari 200 tahun sampai Albert Einstein mengusulkan teori

gravitasi.

Hukum gravitasi yang dirumuskan oleh newton telah berhasil menjelaskan
perilaku benda-benda langit yang dipengaruhi oleh interaksi gravitasi antar benda-
benda tersebut dengan ketelitian tinggi. Akan tetapi, hukum newton tentang

gravitasi ini tidak konsisten dengan Teori Relativitas Khusus. Dalam hukum



newton, jika sebuah benda digerakkan maka akan merubah gaya gravitasinya
terhadap benda lain dengan seketika atau terjadi aksi spontan. Dengan kata lain,
pengaruh gaya gravitasi haruslah merambat dengan kelajuan tak hingga, sesuatu

yang bertentangan dengan Teori Relativitas Khusus.

Einstein mengusulkan sebuah gagasan revolusioner bahwa tiga dimensi ruang
dan waktu terjalin dalam empat dimensi yang disebut Ruang-waktu. Konsep
gravitasi yang diusulkan Einstein yaitu gravitasi bukan suatu gaya, tetapi
kelengkungan dalam ruang-waktu yang disebabkan oleh penyebaran massa dan

energi yang dibuat oleh benda masif.

Asas Kesetaraan dan Kovariansi digunakan untuk membangun Teori
Relativitas Umum. Salah satu implikasi mendasar dari asas kesetaraan adalah
kesamaan antara massa inersial dengan massa gravitasi. Sifat ini memungkinkan
untuk menghilangkan pengaruh medan gravitasi yang timbul menggunakan
kerangka acuan dipercepat. Hal ini merupakan akibat dari medan gravitasi yaitu
semua benda yang berada di dalam jangkauannya akan mengalami percepatan yang
sama dan tidak tergantung pada ukuran atau massa. Ditinjau suatu objek bermassa
(m) yang jatuh di dalam medan gravitasi dengan percepatan gravitasinya sebesar g,
dengan menggunakan koordinat (x, t) yang berdasarkan hukum Newton, persamaan

gerak objek tersebut adalah (Wospakrik, 1987):

dZ
my d_tf =mgg. (2.2)

Melalui persamaan transformasi:

x' =x —%gt2 dant' =t, (2.3)



pada koordinat (x', t'), maka persamaan (2.2) menjadi

d?x’

m,m+m,g =mgg. (2.4)

Karena massa inersial m; sama dengan massa gravitasi m; maka,

d?x
I'gt2

B, (2.5)

Berdasarkan persamaan (2.5) dipilih kerangka acuan inersial (x',t") untuk
menghilangkan pengaruh gravitasi pada kerangka (x,t). Dalam pengertian,
kerangka (x,t) merupakan kerangka dipercepat dengan percepatan sebesar ¢
terhadap kerangka inersial (x',t") pada daerah tanpa medan gravitasi. Sehingga dari
pernyataan tersebut menunjukkan bahwa kerangka acuan inersial dalam daerah
tanpa medan gravitasi memiliki hukum gerak yang sama dengan kerangka jatuh
bebas di dalam medan gravitasi (non-inersial).

Medan gravitasi dalam kerangka inersial tidak persis sama dengan medan
gravitasi dalam kerangka non-inersial. Pada tempat yang jauh dari sumber, medan
gravitasi dalam kerangka non-inersial menjadi hilang, sedangkan medan gravitasi
dalam kerangka inersial memiliki nilai tertentu. Sebaliknya medan gravitasi dalam
kerangka inersial akan hilang ketika percepatan kerangkanya dihilangkan,
sedangkan medan gravitasi dalam kerangka non-inersial tidak dapat dihilangkan
oleh pemilihan kerangka acuan manapun. Sehingga, pada kerangka inersial maupun
non-inersial berlaku hukum alam yang mengikuti asas kovariansi Teori Relativitas
Khusus. Asas kovariansi umum yang dimaksud berbunyi, “Hukum alam harus

memiliki bentuk yang tetap terhadap sebarang pemilihan transformasi koordinat”.
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2.3 Persamaan Geodesik
Ditinjau dalam suatu ruang terdapat dua titik x#dan x* + dx* . Jarak antara

kedua titik tersebut adalah

v 1/2
S12 = ftz (g/xv e di) dt = fttlz \/fdt (2.6)

t1 at at
Syarat stasioner bagi jarak kedua titik itu agar s,, bernilai ekstrem akan
dipenuhi jika
851, =6 [*VFdt =0 2.7)
dengan &s;, adalah variasi dari s;, . Bentuk (2.7) merupakan integral aksi fungsi
Lagrange vF dan persamaan lintasan t. Dengan menggunakan persamaan Euler-

Lagrange berikut (Lawden, 1982)

d (0VF\ _OVF _
e s (2.8)
maka
d (1 0VF 1 9F _ 1 [d (oVF OF 1 OF dF] _
e bl - =, (2.9)

dianggap t pada persamaan (2.9) sama dengan t dalam jarak s;, persamaan (2.6)
sepanjang kurva lintasan. Pada persamaan (2.9) dikarenakan s parameter

sembarang, maka bias diambil s = t.

dF dxH dxH dxV

sehingga diperoleh

oF .

Eym = Zgwx” (211)
dan

OF _ cayp99a8 (2.12)

dxH oxk’
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Persamaan (2.12) menjadi

d ( OF ) oOF a?x¥ 0guy dx" dxV  0gap dx®dxF
dxk -

ds

axn 29w g dx" ds ds dxkt ds ds 0 (2.13)
selanjutnya dihitung menggunakan Simbol Christoffel jenis pertama kemudian
mengalikannya dengan g#" , sehingga persamaan (2.13) menjadi

dzx"_l_l_,n dx® dxF
ds? aB ds ds

=0 (2.14)

Persamaan (2.14) disebut sebagai persamaan geodesik. Persamaan ini
merupakan persamaan gerak dalam ruang lengkung, yang dapat digunakan untuk
menjabarkan gerak jatuh bebas suatu partikel dalam ruang bermetrik. Lintasan

partikel dari titik A ke B dalam ruang lengkung dapat dilihat pada Gambar 2.1.

Gambar 2.1 Lintasan Lengkung dalam Orbit Geodesik (Anugraha, 2014)

2.4 Persamaan Medan Einstein
Hukum Gravitasi Newton memiliki bentuk yang hampir sama dengan hukum
Coulomb dalam listrik. Persamaan potensial listrik dalam hukum Coulomb

dinyatakan,

V2¢p = —4mkp(7), (2.15)
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¢ merupakan skalar potensial listrik, k merupakan tetapan dan p(7¥) merupakan
rapat muatan sumber. Persamaan potensial listrik (2.15) berhubungan dengan

persamaan potensial medan gravitasi Newton berbentuk,
Vip = —4nGp(7), (2.16)

G adalah konstanta gravitasi Newton (6,67 x 10'm3s~2kg=1) , p(¥) kerapatan
massa sumber medan gravitasi, dan ¢ pada persamaan (2.16) adalah potensial

gravitasi.

Untuk memperoleh persamaan yang merepresentasikan suatu medan
gravitasi dapat dilakukan dengan identitas bianchi yang terdapat dalam geometri
Riemann sehingga mendapatkan tensor Einstein. Persamaan (2.16) potensial
gravitasinya (¢) diubah dan diperluas menjadi kelengkungan ruang-waktu yang

tertuang dalam Tensor Einstein (G,,), yaitu

Guv = Ry =GR, (2.17)
dimana Tensor Einstein (G,,) terdiri dari Tensor kelengkungan (R,,), Tensor
Gravitasi (g,,) dan Skalar kelengkungan (R).

Selanjutnya rapat massa p(7) pada persamaan (2.16) digeneralisasi menjadi
tensor energi-momentum T,,,. Berdasarkan persamaan (2.16) potensial medan

gravitasi berbanding lurus dengan rapat massa sumber medan, sehingga
kelengkungan ruang-waktu berbanding lurus pula dengan tensor energi-momentum

yang dinyatakan dalam rumus:

1
Ry, — Eg#vR = —KTyy. (2.18)
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Persamaan (2.18) merupakan hukum gravitasi Einstein dengan x berupa suatu
tetapan positif yang memiliki hubungan dengan G. persamaan tersebut memiliki

dua bentuk variasi,
Ry —284R = —kT}, (2.19)
dan
R*V — %g’“’R = —xTH, (2.20)

Kedua persamaan (2.19) dan (2.20) merupakan bentuk persamaan tensor

campuran dan kontravarian. Jika persamaan (2.19) dikontraksikan maka diperoleh:
R =kT. (2.21)

Selanjutnya persamaan (2.21) disubstitusikan ke persamaan (2.18), sehingga

hukum gravitasi Einstein menjadi:

1
Ruv = k(30T = Ty ) (2.22)

Teori Relativitas umum memenuhi syarat dasar dalam pengembangan ilmu
fisika yaitu asas korespondensi. Teori ini memiliki sifat kovarian yang dijabarkan
dalam persamaan (2.22) setelah direduksi akan kembali menjadi hukum gravitasi
Newton dengan medan gravitasi lemah. Jika ruang waktu yang digunakan memiliki
medan gravitasi maka dapat digunakan geometri Riemann. Sedangkan jika ruang
waktunya tidak dipengaruhi medan gravitasi maka digunakan geometri euklid.
Ruang Euklid merupakan ruang datar yang apabila ditambahkan waktu maka akan

menjadi ruang-waktu minkowski yang dirumuskan sebagai:

ds? = 1, dxtdx’ = —dt? + dx? + dy? + dz? (2.23)
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Sehingga jika medan gravitasi lemah, metrik ruang-waktu yang dapat

digunakan metrik (2.23). Tensor metrik g,, dalam medan gravitasi lemah dapat

didekati dengan bentuk:
G = My + huv (2-24)

dengan 7, adalah tensor metrik Minkowski dan h,,,, kecil («1).

Anggap suatu partikel yang bergerak ditinjau dalam medan gravitasi lemabh,
dengan tensor metrik diberikan oleh persamaan (2.24). Partikel tersebut dalam
ruang-waktu menempuh lintasan geodesik. Sebagaimana telah dijabarkan pada

persamaan (2.14), persamaan geodesik lintasan tersebut dirumuskan sebagai:

d?xt pu dx“ dxB

ds? @Bl dshias 40 0 (2.25)
Dengan hubungan:
ds? = —dr? (2.26)
persamaan (2.25) menjadi:
d?xt p dx%dxP
ar T lapr 4 = 0 (2.27)
dengan mengisikan a = 8 = 0 diperoleh:
L
4 (%) =0 (2.28)

Terlihat persamaan (2.28) memenuhi syarat stasioner seperti yang telah
dijabarkan pada persamaan (2.15). Karena medan tersebut memiliki sifat stasioner,

seluruh turunan g,,,, lenyap, sehingga:

1
I = — 59" dyhoo (2.29)
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Dari persamaan (2.29) dapat diuraikan menjadi dua persamaan berikut:

d2x 1 [dt\?
=2 (d—) Vhoo (2.30)
dan
d%t

Persamaan (2.31) menyatakan bahwa dt/dt bernilai konstan. Dengan
membagi kedua ruas persamaan (2.30) dengan (dt/dt )?, diperoleh percepatan

gerak benda:

dZx | b
d—t;‘ = ~Vhoo (2.32)
Di sisi lain, jika ¢ adalah potensial gravitasi Newton pada jarak r dari titik

massa M yang besarnya:

p=-X (2.33)

T

2=

Maka jika persamaan (2.32) dihubungkan dengan hasil newtonian %=
—V¢, diperoleh hasil:

hoo = —2¢ + tetapan (2.34)

Pada tempat yang jauh dari sumber medan gravitasi, h,, lenyap dikarenakan

sistem koordinatnya berubah menjadi sistem koordinat Minkowski. Begitu juga ¢

pada persamaan (2.33) sehingga tetapan pada persamaan (2.34) di atas bernilai nol.

Akhirnya diperoleh:
Joo = —(1 + 2¢) (2.35)

sedangkan pasangan kontravariannya adalah:
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g% =—-(1+2¢)7! (2.36)

Selanjutnya hukum gravitasi Einstein dapat direduksi menjadi hukum

gravitasi Newton pada kasus normal dimana intensitas medan gravitasi bernilai

lemah serta sebaran materi bersifat statik. Pereduksian tersebut akan menghasilkan
hubungan antara k (gravitasi Einstein) dan G (gravitasi Newton).

Ditinjau bentuk tensor Riemann-Christoffel dalam medan lemah. Tensor

metrik diberikan oleh persamaan (2.24). Nilai lambang Christoffel jenis kedua

adalah:

ra — 1gaﬁ (ag;;# Agvp aguv) i lnaﬁ (ahﬁn Ohyg ahw) (2.37)

A axv | axt  axBJ) T 2 axv | axt  axB

jika nilai perkalian h,, diabaikan, maka nilai tensor Ricci untuk u=v =20

bernilai:

Ryo = OOF(}’V - avr(}/o
1 ah 0 ahvﬁ ahov 1 ahﬁo ahoﬁ ahoo
=0, =nvF B s — 0., =nvB 4
0(277 (6x” i 0x°  9xP v 0x° + 0x°  0xB

1
= ~1"#(9000hyp + 9,0phoo — Dodghoy — o0y hop) (2.38)

Jika sebaran materi bersifat statik maka h,,,, bukan merupakan fungsi t melainkan:
dohyy =0 (2.39)

sehingga persamaan (2.38) menjadi:

Ryo = 1771/361/612}100 = %(77116161 +1%20,0, +1320303)hgo = %Vzhoo (2.40)

T2

dimana:
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=2 4 2 = (2.41)

Dengan menggunakan persamaan (2.7) dan (2.34), persamaan (2.40)

menjadi:
Roo = —V2¢ = —4nGp (2.42)
Tensor energi-momentum fluida sempurna dirumuskan sebagai:
T = (p + ViV + guvp (2.43)

Sebaran materi yang bersifat statik (sebagai contoh kumpulan debu) tidak
memiliki tekanan internal p mengakibatkan persamaan (2.43) dapat tereduksi
menjadi:

Tuy = PVl (2.44)
selain itu, vektor kecepatan - 4 adalah:
V. = (=1,0) (2.45)

Selanjutnya untuk komponen T, seluruhnya lenyap kecuali T,, = r . Nilai
skalar T dapat diperoleh dengan menggunakan perkalian dalam antara tensor metrik
kontravarian (g*¥) dengan tensor energi-momentum kovarian sebagai:

T = guva = g%°Ty = —ﬁ (2.46)

dengan menggunakan persamaan (2.24), nilai R, adalah:

1 1 1
Roo = K(EgooT - Too) = K(g— (1+2¢) - 1+p2¢ _P) =—skp (247)

dihubungkan dengan persamaan (2.44), akhirnya diperoleh:

Kk = 8nG (2.48)
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sehingga persamaan gravitasi Einstein (2.12) menjadi:
1
Ry =3 9uwR = —8nGTy, (2.49)

Gravitasi bukan disebabkan oleh adanya interaksi antar objek, melainkan
karena adanya kelengkungan struktur ruang-waktu pada alam semesta. Sesuai
dengan persamaan (2.49) kelengkungan struktur ruang waktu (R,,) Yyang
menyebabkan adanya gravitasi, sehingga fenomena gravitasi sangat berkaitan
dengan geometri dari ruang-waktu tersebut. Jika ada suatu benda bermassa, maka
ruang-waktu yang berada di sekitar benda tersebut akan melengkung dan
kelengkungan dari ruang waktu tersebut bergantung dari materi atau objek fisis
yang dimiliki oleh benda tersebut. Ruang waktu lengkung yang diakibatkan oleh
suatu benda bermassa akan mempengaruhi benda lain disekitarnya, interaksi ini
disebut gravitasi. Sehingga dapat dikatakan bahwa, gravitasi berkaitan sangat erat
dengan geometri ruang-waktu di sekitar objek tersebut, yang ditentukan oleh
parameter-parameter fisis di dalam objek tersebut (geometry is merged with
physics). Melengkungnya lintasan cahaya karena medan gravitasi juga dapat
diartikan bahwa sifat ruang ditentukan oleh distribusi materi dan berlaku
sebaliknya.

Selanjutnya persamaan (2.49) akan diterapkan untuk mendapatkan objek
statik bermassa M pada pusat koordinat. Koordinat yang digunakan yaitu koordinat
empat dimensi dengan 3 dimensi koordinat ruang polar (r, 8, ¢) dan satu dimensi

koordinat waktu (t).



BAB Il
LUBANG HITAM SCHWARZSCHILD
3.1 Solusi Schwarzschild

Pada bab Il telah dibahas bahwa geometri ruang-waktu yang terdapat di
sekitar objek ditentukan oleh fungsi metrik yang berkaitan dengan objek tersebut.
Untuk objek vyang memiliki simetri bola, dinyatakan bahwa, metrik
g,v merepresentasikan struktur ruang-waktu statik yang simetrik pada ruang
kosong (empty space) di luar objek masif yang memiliki simetri bola (Hobson dkk,
2006).

Solusi Schwarzschild merupakan salah satu solusi eksak dari persamaan
medan Einstein berupa solusi vakum simetri bola. Pada solusi vakum, Ry
menunjukkan tidak adanya medan lain selain gravitasi. Bentuk umum dari elemen
garis simetri bola diberikan oleh (Carmeli, 1982):

ds? = e?*Mc2dt? — e?*Mdr? — r2(d6? + sin®0dp?) (3.1)
dengan v = v(r) dan 1 = A(r) merupakan fungsi yang belum terdefinisikan dari
koordinat radial r. Pada metrik (3.1) digunakan fungsi eksponensial agar memenuhi
bentuk yang benar dari semua syarat eksponensial, sehingga tensor metrik kovarian

medan gravitasi simetri bola statis diberikan oleh:

e?? 0 R 0 0
0 —e? 0 0

(9] = 0 0 —r? 0 : (3.2)
0 0 0 —r?sin®6

Tensor metrik kontravarian diberikan oleh

19
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e—2v 0 0 0
0 —e 24 0 0
wv =
[g"V] 0 0 2 0 (3.3)
0 0 0 —r~%sin"%6

metrik (3.1) dapat dihitung menggunakan definisi simbol Christoffel jenis pertama

menggunakan definisi

_1(99jk , 0gnj agkn)
F],kn o (6x” T oxk oxJ (3'4)

Simbol Christoffel jenis pertama pada metrik (3.1) diuraikan sebagai berikut

(Dallarson, 2015):

ll
lo,00 = 5 (30900 t+ 90900 — 90900) = 0,
1 A
lo,01 = lo10 = E(argoo + 00910 — 00901) = V' (1exp(2v),
1
lo,02 = [o20 = 5(00900 + 00920 — 90902) = 0,
1
Lo,03 = To30 = E(aqogoo + 00930 — a0903) =0,
1
[o11 = > (0r901 + 0,910 — 00911) = 0,
1
lo12 = To21 = 5(66901 + 0920 — 00912) = 0,
1
[o13 =To31 = E(agogOl + 0rg30 — 60913) =0,
1
[022 = 5(66902 + 09920 — 00922) = 0

1
To33 = E(a(pg03 + 0p930 — 009g33) = 0



1
[ 00 = 5(60910 + 00901 — 0rgoo) = —V'(r)exp(2v),
1
o1 =T110 = E(argw + 00911 — 0r901) = 0,
1
Loz =Th20 = 5(59910 + 00921 — 9:902) = 0,
1
[103 =130 = E(@pgw + 00931 — ar903) =0,
1 !
[111 = E(argn + 0,911 — 0,911) = —A'(r)exp(24),
1
[12=T121 = 5(59911 + 0,921 — 0+912) = 0,
1
[113=T131 = 5(64;911 + 0,931 — ar913) =0,
1
[122 = E(aeglz + 09921 — 0rg22) =T,
1
[123 =T13, = 5(03912 + 09931 — 0r923) = 0,
1 ¥
[133 = > (a<p913 + 0p931 — 0rgs3) = Tsin?6,
1
[500 = E (00920 + 90902 — 98 900) = 0,
1
501 =510 = E(argzo + 00912 — 09901) = 0,

1
02 =200 = 2(69920 + 00922 — 999o2) = 0,

21



1
03 =030 = E(aegzo + 00932 — 099o3) = 0,
1
[0 = E(argu + 0rg12 — 09911) = 0,
1
[p12 =151 = 5(69921 + 0,922 — 09912) = —T,
1
[13 =331 = Z(aqogu + 0,932 — a19.913) =0,
1
[0, = 5(66922 + 09922 — 09922) = 0,
1
[323 =133 = E(a(ngZ + 09932 — 09 923) = 0,
1 -
e = E(a(pgm + 0,932 — 0gg33) = r*sin 6 cos 6,
1
[300 = 5(50930 + 0oJoz — a:pgoo) =0,
1
[301 =310 = E(argzo + 00913 — a(pgm) =0,
1
[302 =320 = 2 (69930 + 00923 — a<p902) =0,
1
[503 = [3530 = E(a(pQBO + 0993z — a(pgoz) =0,
1
[311 = E(argm + 0,913 — a<pg11) =0,

1
[312 =0321 = 2(69931 + 0rga3 — aq)glz) =0,

22
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1
[313 =0331 = E(a(pg31 + 0,933 — a<pg13) = —rsin®e,
1
[322 = 5(39932 + 09923 — a(p.gzz) =0,

1
[323 =T33, = 2 (640932 + 09933 — a(pg23) = —r?sin6 cos 6,

1
[333 = E(ang33 + 0p933 — a<pg33) =0, (3.5)

Selanjutnya Metrik (3.1) dapat juga dihitung menggunakan definisi Simbol

Christoffel jenis kedua menggunakan definisi:

e g2l (3.6)
sehingga hasil dari Simbol Christoffel jenis kedua pada metrik (3.1) diuraikan
sebagai berikut:

[oo = gojrj,oo = gooro,oo =0

l"(?1 = F100 = QOJT}',Ol S 900F0,01 =v'(r),
1"(?2 = ono = QOjr}',oz = gooro,oz =0

Igs =I5y = g%T 03 = 9°°To03 = 0,

Y = gojrj,n =g%Ty11 =0,

Iy, = T3 = JRy, = g 0 gmme=u0,

Iy =T3 = gojr}',13 = g°Ty13 =0,

I3y = 9%Tj 52 = g°°Ty2, = 0,

F203 = F?f)z = HOjr}‘,23 = 900F0,23 =0,

F393 = gojrj,33 = 900F0,33 =0,



I
I
I3,
I
rh
I
I
I
I
I
I3
I
2
I
I
I
2
12
I3
3

3
l-‘01

= gYT; 00 = g*' Ty 00 = V' (Mexp(2v — 22),
=Tfy = gljrj,m = g''Ty 01 =0,

=T = gljrj,oz =g''Ty 0, =0,

=T = gljrj,03 = g'' T3 =0,

= gljr}',n = "'l = A1),

=Ty = gljrj,u = 911F1,12 =0,

=T3 = gljrj,13 = 911F1,13 =0,

= gljrj,zz = 911F1,22 = —1 exp(—24),
=T3 = glj[}',23 = 911F1,23 =0

= gYT; 33 = g''T 33 = —1 sin®Gexp(—22),
= gzjrj,oo T gzzrz,oo =0,

= F120 = gzjrj,m = 922F2,01 =0,

=I5 = QZjI}',oz = gzzrz,oz =0,

=T = Qer}',03 = 922F2,03 =0,

=TI} = gzjrj,m = g%l = 7

=T = gzj[}',13 = 9**T213 =0,

= gzjrj,zz = gzzrz,zz =0,

=T, = gzjr}',zs = 9**Tp23 = 0,

= 99T 33 = g**Ty33 = —sin B cos b,

= g3ij,00 = 933F3,00 =0,

=T = gsjr}',o1 =g*T30, =0,

24
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T3, =T50 = 93T 0, = g% T30, = 0,
Tgs =Tay = 93T 03 = 9303 = 0,
F131 = ggjr}',n = 933F3,11 =0,

I =15 = g%Tj 1, = 93351, = 0,
F133 = F331 = g3jr}',13 = 933F3,13 = o

F232 = 93j1},22 = 933F3,22 =0,

f 43 Eap g _ i
53 = T3, = g%Tj 23 = g% T35 = sng cotd,

I‘333 = 93j1},33 = 933F3,33 =0,
(3.7)

Hasil (3.7) dapat disederhanakan dalam bentuk matrik sebagai berikut:

Mo 5o Tsp
[Fg‘ﬁ]=[%]= [f, T3 TH|=0 (3.8)
o TZo Tio

Noes] == |9 st [ =0 (3.9)

(o, p =1, 2, 3). Selanjutnya, dari persamaan (3.8) dan (3.9) diperoleh:
[y; = Io + Iy + Iz + I3 = 0,

J 0 1 2 3 ' , 2
Flj = F10+F11+F12+F13 =7V +/1 +;,

I); =8 + T}y + T + I = cotd,
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FJ _F30+F31+F32+F33—0

(3.10)

Dari persamaan (3.10) diperoleh turunan parsialnya yaitu:

9,1, ar" ar’] [ 0 ]
[0T7] = |91 Il eT;; S1=1 © dpT; 0 |
10,17, 8,7, a,r] | o 0 aq,r;jj

dengan
aﬁrf =0 untuk a # S.
Untuk kasus tertentu diperoleh:
M, =T =T =0=0,,3=0 untuka % B,
2 == T3=T%=0=0,[%=0 untuka #p,
5 =Tk =I5 =0=0,I;; =0 untuka # B,
atau
o33 ap =0 untuk a # B.
Tensor Ricci pada metrik (3.8) dapat dihitung menggunakan definisi:

_ J J prJ P rJ
Rin = anrkj - ajr,m + FkJI‘pn — I‘kan]
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

tensor Ricci merupakan tensor simetris Ry, = R, yang hanya memiliki 10

komponen independen. Rumus untuk komponen tensor Ricci pada metrik (3.8)

diuraikan sebagai berikut:



27

Roo = 0oTy; — 8;Taq + THiT)y — TH T,

RO]. == R]_O = a‘r'l-‘él] - ajréll + ng]l-‘bll o Fglr‘i)’],

Roz = R30 = a(pr({j - afré3 o F(IJUJ'FIi3 s, F‘%F?;f'

R12 — R21 = 691—‘1‘]] T 6]F1]2 ar Flpjl—‘}:{2 = Flpzrz{]r

Ri3 = R3; = afprljj — ;s + lﬂlpjr‘1;3 B F1p3rlff’

Ra2 = 89[‘2]]- — 0Ty, + T30, — szzréf'

Ry = Ray = 0,T;; — 8T3; + TS, —TET),

Rsz = 8,13, — 8T3; + TL TS, — TR,

(3.16)

Hasil dari semua komponen tensor Ricci untuk metrik (3.8) dituliskan pada
persamaan (3.16). Walaupun, proses perhitungan dapat digeneralisasi dari hasil

persamaan (3.8) sampai (3.14). Jadi, untuk « = 1, 2, 3 digunakan persamaan (3.15)

untuk memperoleh
Rao = aoréj - ajrcio + Fp-rj + 17 Fj (3.17)

aj po a0 pj

dengan menggunakan kondisi pada metrik statis aor,{n = 0, diperoleh

Reo = _aﬁraﬁo - Fa?ordj - r‘forﬁ{j + Fgc)jrziO' (3.18)

Selanjutnya dengan menggunakan l“fo =0 dan I“({ ;=0 dari persamaan (3.2) dan

(3.4), persamaan (3.18) menjadi:
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Rao = TT;T)y =TT + TogTan + Ty Ty + T, T (3.19)

menggunakan I{, = 0 r? =o0dan rggﬂ = 0 dari persamaan (3.7), (3.8) dan (3.9),

' a0

maka semua persamaan (3.19) disisi kanan menjadi lenyap

R(XO - RO(X =0 (a = 1,2,3). (320)
Selanjutnya, untuk a, f = 1, 2, 3 dan a # [, dapat digunakan persamaan

(3.15) untuk menghitung

Rap = 0pTy; — 0;T) 5 + T30, — Taplo (3.21)
dari persamaan (3.12) dan (3.14) jika diterapkan pada persamaan (3.21) sisi
kanannya menjadi lenyap untuk a # . Dengan menggunakan persamaan (3.10)

maka diperoleh:
| J 0 1J J 2 1
Rap =TT s — Taply; — Taply; — Taply, (3.22)
dengan menggunakan Fo?ﬁ = 0 dan F;ﬁ = 0 untuk a # £ dari persamaan (3.9) dan

(3.13) diperoleh

j to
Rap =TT 5 — 6204 “’r , (3.23)

2 cotl

dikarenakan 6}{63 = tidak sama dengan nol hanya pada (of) = (12), sehingga

dihitung T?.I"/ , menjadi:

aj pp
(& Top = Taolys + Thw T (3.24)
atau
ngl-‘;{ﬁ = Fgorgﬁ + Fgorgﬁ + Fgw[‘é‘;; + e ;)[; (3.25)
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dari persamaan (3.7) dapat dilihat bahwa yang hanya tidak memiliki nilai nol adalah
T5o atau Ipg yaitu Igy = v'(r) . Selanjutnya, untuk a # B pada I';y;Ip adalah nol.
Selanjutnya, dengan menggunakan persamaan (3.8) dan (3.9) diperoleh I‘(;‘OF;’B dan

ro, 5‘;3 bernilai nol juga. Sehingga menghasilkan

[ET), = Dolep=Ta, I + T2,T5y F55, T
— F0%1F11/3 U Fo%zrfﬁ + F0%3F13,8 - Fo%lrzlﬁ + Fézrzzﬁ + F53F233
+T:T3p + T22T5s + TasTig. (3.26)

Dengan menggunakan persamaan (3.26) dapat ditunjukkan hitungan secara

langsung bahwa

L), = 6163T4TS, = 646322 (3.27)
Persamaan (3.27) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.23) sehingga
diperoleh
Rup = Rga =0, (a #pB) (3.28)
dari persamaan (3.20) dan (3.28) dapat diketahui bahwa semua komponen diagonal

tertutup dari Tensor Ricci secara identik sama dengan nol

=0, (k # n) (3.29)

=
-5
3
Il
=
S
=
[

sehingga hanya komponen nontrivial Tensor Ricci yang merupakan komponen
diagonal. Dengan menggunakan properti statis daro metrik aor,{n = (0 dan hasil
dari persamaan (3.8) sampai (3.14), dapat dihitung sebagai

Roo = —0,Tgo — I‘010[‘1]]' + 2I‘010[‘100

2
= (—v” +v' A —v'"?— ;v’) exp(2v — 22)
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Ry = arrljj —0,T — l_‘111F1jj + ()2 + ({2 + (TE)? + (I)?
=v" —v'A+v?%- E)l’
r
Ryz = 0T, — 0, T, + 2I%TE + (T2 — AT/,
=A+rv —rd)exp(—24) -1
Rs3 = —0,T% — 8T% — ThT), — TAL). + 2N4T + +2T4TE
=sin?0[(1 + v’ —rA)exp(—21) — 1]. (3.30)
Dari persamaan (3.30) diketahui bahwa R;3; = R,,sin?6. sin?6 secara
umum berbeda dari nol, substitusi dari dua komponen tensor Ricci kedalam
persamaan medan gravitasi vakum R;, = 0 memberikan persamaan diferensial

yang sama untuk v and A. Jadi, persamaan medan gravitasi vakum R,, = 0 hanya

memberikan 3 persamaan independen untuk v dan 4.

123 191 12 2 !
—v"'"+v' A =—v'e——v' =0,
s

2
v’ —v' A +v?—=2 =0,
r
A+rv' —rAd)exp(—21) =1 (3.31)
dengan menambahkan dua persamaan sebelumnya pada (3.21) menghasilkan
2w ) =0L@w+) =0 (3.32)
r ar
Dari persamaan (3.32) dapat dilihat bahwa kuantitas v+4 harus menjadi
konstan. Di sisi lain, untuk nilai yang besar dari koordinat radial r ruang waktu
mendekati datar dan untuk v maupun A cenderung mendekati nol pada r—oo.
Selanjutnya, v + 4 yang konstan harus sama dengan nol, sehingga

v+A=0=>1A=—-v (3.33)
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dengan mensubtitusikan persamaan (3.33) kedalam persamaan (3.31) diperoleh

1+ 2rv)expRv) = % [rexp (2v)] =1 (3.34)

dengan mengintegralkan persamaan (3.34) diperoleh

rexp(2v) =r —rg, (3.35)

konstanta r; disebut jari-jari gravitasi. Jadi, diperoleh:

e
Joo = exp(2v) =1 — -

g1 = exp(2D) = (1-7¢)” (3.36)

Jari-jari gravitasi menggunakan batas Newtonian:

Goo = 1+28 =1 2 (337)
dengan membandingkan persamaan (3.37) dengan (3.36), diperoleh
r, =28 (3.38)

cz '

Jadi, metrik ruang-waktu Schwarzschild diberikan sebagai berikut:

ds?=

ds

Ts

G

c

M

_Ts\ 23,2 _5_1 2 2 2 77 2
1 ~)c dt 1 - dr® +r*(df° + sin“6d¢-) (3.39)

= Jarak terdekat antara peristiwa yang terjadi pada ruang-waktu.
= Radius Schwarzschild

= Tetapan gravitasi ( 6.673 x 10~1* Newton m/s?)

= Kecepatan cahaya (3 x 108 m/s)

= Massa Benda

Metrik Schwarzschild disebut juga dengan Solusi Schwarzschild. Dari Solusi

Schwarzschild (3.39) disimpulkan bahwa sebaran materi bersimetri bola diluar

ruang kosong dapat dideskripsikan sebagai metrik statis. Selanjutnya, Solusi
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Schwarzschild harus ditulis bahwa solusi ini juga valid untuk perpindahan massa
selama gerak mempertahankan syarat simetrinya, sebagai contoh pulsa simetris
terpusat. Dapat dituliskan juga bahwa metrik (3.39) hanya bergantung pada massa
benda keseluruhan yang bersumber dari medan gravitasi, seperti halnya pada kasus
Teori Newton. Jika diletakkan dt = 0 metrik (3.39) dapat diperoleh ruang tiga

dimensi dengan elemen garis.

3.2 Lubang Hitam Schwarzschild

Metrik Schwarzschild merepresentasikan solusi lubang hitam paling
sederhana untuk persamaan medan einstein yang terkarakterisasi oleh parameter M,
yang bisa diinterpretasikan sebagai massa lubang hitam.

Apabila persamaan (3.39) dikaitkan dengan rumus kuadrat sinus Skritis maka
terlihat bahwa bila jejari bintang menghampiri nilai 2m, yaitu jejari Schwarzschild,
maka harga kuadrat sinus Okritis menghampiri nol. Jadi harga sinus Okritis juga
menghampiri nol. Dalam tabel fungsi trigonometri kita dapatkan sudut Oritis
menghampiri sudut nol derajat. Ini berarti, hanyalah sinar cahaya yang dipancarkan
tegak lurus permukaan bintang yang dapat terlepas bebas ke angkasa raya.
Akibatnya, bintang tersebut hampir tak tampak oleh pengamatan Kkita
(Wospakrik,1987).

Selanjutnya untuk bintang yang jejarinya lebih kecil dari pada jejari
Schwarzchild, terlihat dari rumus di atas bahwa kuadrat sinus Skritis bernilai negatif.
Ini adalah keadaan yang tidak mungkin, karena dalam optika kuadrat sinus Oxritis

haruslah bernilai positif. Ketidakmungkinan ini berarti tidak ada satupun sinar
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cahaya yang dipancarkan dari permukaan bintang ini dapat terlepas ke angkasa
raya. Akibatnya, bintang tersebut hilang dari pengamatan kita. Dengan perkataan
lain, bintang tersebut ada tetapi gelap atau hitam. Karena itu, lahirlah penamaan
lubang hitam bagi jenis bintang ini, yaitu bintang yang jejarinya lebih kecil daripada
jejari Schwarzschild.

Sedangkan apabila radius Schwarzschild untuk partikel bumi adalah sekitar 9
mm, karena itu tidak ada persoalan jika metrik ini diterapkan untuk bumi. Namun
ada keadaan tertentu jika radius Schwarzschild cukup besar, hal ini dapat terjadi
jika M bernilai cukup besar, sementara jari-jari partikel tersebut cukup kecil seperti
yang terjadi pada lubang hitam (black holes).

Penggambaran radius Schwarzschild dalam lubang hitam dapat dilihat pada

Gambar 3.1.

Gambar 3.1 Lubang Hitam Schwarzschild Bermassa M Beradius rs

(Anugraha,2014)

Jari-jari  Schwarzschild tersebut membentuk horizon peristiwa yang
memisahkan dua daerah:

.2m<r<oo

.0<r<2m
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Wilayah | disebut wilayah lubang hitam sedangkan titik r = O disebut titik
singularitas intrinsik.

Beberapa karakteristik penting dari solusi Schwarzschild adalah (Anugraha,
2014):

1. Partikel yang bergerak menuju titik singularitas akan merasakan tarikan

gravitasi yang sangat kuat.

2. Partikel (termasuk cahaya) tidak ada yang mampu keluar dari wilayah |
(batas horizon peristiwa). Partikel atau cahaya yang bergerak radial keluar

tidak akan pernah menembus horizon peristiwa.

3. Cahaya atau sinyal yang dipancarkan dari dekat horizon peristiwa (wilayah
I1) akan mengalami pergeseran ketika diterima oleh pengamat yang jauh.

3.3 Persamaan Geodesik Lubang Hitam Schwarzschild

3.2 Lintasan Lengkung dalam Orbit Geodesik (Anugraha,2014)

Salah satu aplikasi dari Teori Relativitas Umum adalah terbeloknya cahaya
pada saat melintasi benda yang bersifat massif seperti lubang hitam. Berkas cahaya
merupakan berkas yang tersusun dari sejumlah foton, dimana foton merupakan
partikel tidak bermassa yang bergerak dengan laju cahaya. Untuk menganalisis
lintasan foton pertama harus dicari terlebih dahulu persamaan geodesiknya dengan

menggunakan metrik Schwarzschild (Matthias, 2012):
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a4 (er E) =0 (3.40)

2 2

2

e+ =m0 () = = 2mr 1o ()

ds?
— (1 = 2mr YHrsin?6 (‘Z—f)z =0 (3.41)
2= (3.42)
=(r*2) =0 (3.43)

Dengan mengintegralkan persamaan (3.40) dan Persamaan (3.43), didapat

persamaan (3.44):

ke = —m == (3.44)

Sehingga diperoleh persamaan (3.45):

r = £ (3.45)

m (cos2@+2sin2¢p)+Rcos@

k = konstanta kelengkungan
r = lintasan foton (km)

m= parameter jarak (km)

R = jari-jari matahari (km)

¢ = sudut antara R dengan r (rad)
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Persamaan (3.45) inilah yang merupakan persamaan lintasan foton. Solusi
yang diberikan oleh Einsten sesuai dengan pengamatan para ahli sebagaimana dapat

dilihat pada persamaan (3.25). Dengan nilai x dan y:

X = rsing (3.46)

Yy = 1cose (3.47)

maka akan diperoleh gambar lintasan fotonnya, seperti pada Gambar 3.3:

3.3 Lintasan Pembelokan Cahaya (Matthias, 2012)

3.4 Lubang Hitam dalam Koordinat Lainnya

Selain lubang hitam schwarzschild, terdapat juga lubang hitam dengan
karakteristik lainnya, diantaranya lubang hitam bermuatan (Reissner-Nordstrom),
lubang hitam berotasi (lubang hitam Kerr), dan lubang hitam berotasi dan

bermuatan (lubang hitam Kerr-Newman).

3.4.1 Lubang Hitam Reissner Nordstrom
Solusi lubang hitam yang lebih rumit masih bisa diperoleh dengan
konteks simetri bola (jika diasumsikan lubang hitam memiliki muatan dan
massa). Ruang-waktunya sekarang dideskripsikan oleh metrik Reissner-

Nordstrom dan memenuhi syarat dua parameter yaitu M dan Q. Jenis
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lubang hitam yang berbeda ini diperoleh ketika salah satu simetri bola
menjadi simetri aksial

Metrik Reissner-Nordstrom merupakan sebuah solusi terhadap
persamaan medan Einstein yang mendeskripsikan ruang-waktu di sekitar
bola simetris yang tidak berotasi dengan massa M dan muatan listrik Q.
Selain itu, ada juga asumsi yang menyatakan bahwa ruang tersebut hampa
akan materi (hanya terdapat medan elektromagnetik). Ketika Q — 0,
metrik Reissner-Nordstrom seharusnya mendekati metrik Schwarzschild.
Sifat lain yang seharusnya dimiliki oleh metrik Reissner-Nordstrom adalah
ruang-waktunya harus datar secara asimtotik. Dengan kata lain, apabila
jarak dari objek mendekati tak terhingga, maka metrik Reissner-
Nordstrom harus mendekati metrik Minkowski.

Bentuk metrik Reissner-Nordstrom :
ds? = — (1 - —+ %)_1 dr? —r?(d6? + sin*6d¢?) +

r T
(1-22+2)ar? (3.48)

Lubang Hitam Kerr-Newman

Dalam kasus ini, persamaan medan Einstein vakum mengizinkan solusi
yang bergantung pada tiga Parameter yaitu M, Q, dan J, yang bisa
diinterpretasikan sebagai massa, muatan, dan momentum angular lubang

hitam. Solusi ini disebut metrik Kerr-Newman.

Bentuk metrik Kerr-Newman:

sin2%60
2

ds? = —pA—Z [dt — asin9d¢]2 + [(rz + a2)d¢ - adt]z + szdrz
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+p?d6? (3.49)
Dengan A = r? — 2Mr + a? + Q?
p? =712+ a’sin?6
3.4.3 Lubang Hitam Kerr

Kasus spesial solusi diatas yaitu ketika Q = 0 disebut metrik Kerr. Metrik
Kerr merepresentasikan sebuah solusi vakum simetri aksial yang
terkarakterisasi oleh dua parameter (M dan J) yang digambarkan sebagai

massa dan momentum angular lubang hitam (Visser, 2009).

Bentuk metrik Kerr:

B2 = — (1 - 2%) i 4Ma;—§in29d¢dt 4 pA—Zer + p2d6?
+ (rz +a? + chi—zsinze) sin*0d¢? (3.50)
dengan
a=J/IM,

p? =712+ a®cos?0,
A=1%-2Mr+ a?
3.5 Koordinat Isotropik
Isotropik berarti identik ke segala arah (invarian sehubungan dengan arah).
Sebagai contoh, hamburan isotropik cahaya oleh suatu zat mensyaratkan bahwa
intensitas cahaya yang dipancarkan adalah sama di semua arah. Yang memberi
kesimpulan isotropik memiliki sifat fisik (seperti Konduktivitas, elastisitas, dan

densitas daya) yang sama di semua arah pengukuran.
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Gambar 3.4 Hamburan Isotropik

Koordinat isotropik berarti koordinat yang memiliki sifat yang invarian.
Aplikasi dari Koordinat Isotropik digunakan untuk menyusun tabel data astronomi
relativistik untuk planet, dan semua objek yang berorbit (termasuk satelit) dalam
ilmu tata surya, alasannya adalah karena koordinat isotropik merupakan koordinat
yang paling sempurna untuk perluasan dari banyaknya gravitasi. Perluasan ini
menggambarkan perbandingan langsung dengan gravitasi ruang datar dan dengan
teori gravitasi alternatif yang menyaingi persamaan Teori Relativitas Umum.

Manfaat lain isotropik terdapat dalam telekomunikasi yaitu antena, sumber
cahaya, atau sumber suara yang secara teoritis memancarkan sinyal dengan
kepadatan daya yang sama di semua arah. Sifat-sifat material yang sama di semua
arah. Antena isotropik memancarkan daya yang sama ke semua arah. Dalam
praktiknya, antena tidak ada yang isotropik. Namun, antena isotropik yang
sempurna, yang disebut "radiator isotropik," dapat dihitung, dan digunakan sebagai

dasar untuk mengukur kekuatan sinyal antena nyata.
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BAB IV
LUBANG HITAM SCWARZSCHILD PADA KOORDINAT ISOTROPIK

4.1 Metrik Schwarzschild pada koordinat isotropik
Berikut ini adalah ruang-waktu (Metrik) Schwarzschild:
-1
ds? =—(1-22)de2 + (1=22) dr? + r2(d6? + sin*0dg?) (4.1)
Metrik (4.1) merupakan bentuk standar, yang akan diturunkan menjadi metrik
Schwarzschild pada koordinat isotropik. Tujuan mentransformasi kedalam bentuk

koordinat isotropik adalah untuk menuliskan sifat yang ada dalam metrik (4.1) sama

dalam segala arah. Oleh karena itu dituliskan metrik (4.1) dalam bentuk:

T

ds? = — (1 = 2—m) de? + B2(r") [dr'® + r'*(d6? + sin?0d¢?)]
ds? = — (1-Z2) de? + B2(r") dx? (4.2)
Jika persamaan (4.2) dibandingkan dengan metrik Schwarzschild (4.1), agar
bagian angular-nya setara maka seharusnya:
B2(r')r’? =12 (4.3)

dan bagian radialnya menjadi:

2] 12 _ _2m o 2
B>(r"ydr'? = (1 r) dr?. (4.4)
Eliminasi persamaan (4.3) dan (4.4) untuk menghilangkan B?(r’), sehingga

diperoleh:

dr'? dr?

T — (45)

diakarkan,

40
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+dr’ dr
o ; (4.6)
r VrZ-2mr
kemudian persamaan (4.6) diintegralkan menjadi,
+in [(rz — Zmr)l/z + (r — m)] =lnr' +C 4.7

selanjutnya untuk mengevaluasi nilai konstanta dan menentukan sisi kiri persamaan
persamaan (4.7) dipertimbangkan r jauh lebih besar dari 2m maka (r? — 2mr) = r?

dan (r —m) = r, sehingga secara asimtotik diperoleh,
+nQ2r)=Inr" +C (4.8)
untuk jarak radial yang besar diharapkan r dan r' setara secara asimtotik, sehingga
tanda digunakan adalah positif dan konstanta menjadi [n r’. Persamaan (4.8) menjadi,
Vrz =2mr + (r - m) = 2r', (4.9)
Agar dapat menyelesaikan persamaan aljabar (4.9), r dianggap sebagai fungsi

dari ',

[r —m) + V72 = 2mr][(r — m) — VrZ = 2mr| = m? (4.10)

substitusi persamaan (4.10) dengan (4.9), sehingga diperoleh

(r—m)—vr?2—-2mr = 2 (4.11)

2r!
selanjutnya disederhanakan persamaan (4.11) menggunakan (4.9) yang

menghasilkan,

Cm=r ™
r—-m=r +4r, (4.12)

sehingga diperoleh bentuk

r=r+>=+m, (4.13)
4r



42

setelah disederhanakan maka persamaan (4.13) menjadi:
m\2
r=r' (1 + —,) . (4.14)
2r
Sebelumnya dari persamaan (4.3) diperoleh
B2(r'yr'? =r?,
yang diakarkan menjadi,
B(r')yr' =+r (4.15)

karena nilai 7 selalu (+), sehingga didapatkan nilai B(r") menjadi

B(r) == (1 + %)2 : (4.16)

koefisien dt pada persamaan (4.2) menjadi:

(1_2_m)_1_ 2m _(1—m/2r)
r) r’(1+2—7;l,)2 “\1+myzr' )

I\ 22

(4.17)

Sehingga diperoleh Metrik Schwarzschild pada koordinat isotropik:

A 2 4
ds? = — (o) dt? + (1+25) (ar” + 7' (a6? + sin0dg?) )
1+m/2r 2r

(4.18)

merupakan solusi vakum simetri bola dari persamaan medan Einstein menggunakan

koordinat radial isotropik r'.

Jari-jari r' tidak sepenuhnya mencakup keseluruhan area r tetapi hanya wilayah
r = 2m. Namun, meskipun ada keanehan ini r’ lebih dekat ke tipe jari-jari euklidean
dari pada r. Ketikar — oo, baik » maupun ' tidak setara secara asimtotik tetapi sedikit
bergeser setengahnya menjadi jari-jari Schwarzschild:

r=r'"+m
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Koordinat ' + meliputi dua wilayah eksterior yang identik secara geometris,
dimana r > 2m (Wilayah ini sering diartikan sebagai gambar cermin satu sama
lainnya), tapi ini tidak sesuai dengan keseimbangan transformasi yang melibatkan
koordinat angular 6, ¢ dan itu tidak sesuai dengan (4.3). Adapun wilayah yang tidak
dicakup oleh r' adalah wilayah interior dimana r < 2m, karenanya (4.6) juga bukan
surjektif, (lihat gambar 4.1 dan 4.2).

Karena (4.6) bukan bijektif, grafik koordinat didefinisikan menggunakan r dan
r’ terlihat memberikan peningkatan pada keseragaman yang tidak difeomorfik
dimanapun satu sama lain. Namun, diketahui bahwa mereka mencakup berbagai
daerah dari perluasan keseragaman Schwarzschild secara maksimal yang dapat

dicakup secara global, sebagai contoh dari koordinat Kruzskal-Szekeres.

r/m
35.

3.0}
2.5}

200

-....I.... nnnn g
0.0 05 1.0 L5 207 /M

Gambar 4.1 Pemetaan Koordinat dari koordinat radial isotropik r’ terhadap
koordinat radial Schwarzschild r, dengan massa gravitasi m.
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Gambar 4.2 Pemetaan koordinat inversi dari koordinat radial Schwarzschild r
terhadap koordinat radial isotropik r' +, dengan massa gravitasi m.

Berdasarkan gambar (4.1) r dapat menuju nol lagi. Koefisien dt? bernilai nol
ketika r = m/2, yang ditandai sebagai jari-jari atau horizon peristiwa dari lubang
hitam, dan dimana m adalah massa titik dari singularitas lubang hitam dilokasi pada
r = 0.

!

Dimisalkan ' = 4m?/r’ . Hal ini membalikkan geometri melalui bola pada
r' =m/2, tetapi bentuk fungsional dari metrik sebelah Kiri tidak berubah. Ini
menunjukkan bahwa wilayah ruang-waktu dimana " — 0 secara mirip dengan r' -

oo, Dengan kata lain, ' — 0 berbeda secara asimtotik pada wilayah datar dari alam
semesta, dan bola pada ' = m/2 mewakili lubang cacing.
4.2 Penggambaran Orbit Geodesik dari Lubang Hitam Schwarzschild
pada koordinat isotropik

Bentuk Metrik Schwarzschild pada koordinat isotropik memiliki beberapa
keunggulan, antara lain untuk memperoleh gerak pulsa cahaya, diatur ds = 0 (null

geodesik) memberikan:

(%)2 + (%)2 * (%)2 = % (4.19)
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Pada sebuah jarak ' dari asalnya, kecepatan cahaya bernilai

o, (1-my2r)
r= i(1+m/2r')3 (4.20)

dalam semua arah. Sedangkan untuk koordinat standar (4.1) kecepatan cahaya tidak

sama untuk arah radial dan transverse-nya.

Dalam koordinat Schwarzschild (standar) maupun dalam bentuk isotropiknya,
kedua sistem memiliki kecepatan cahaya maju maupun mundur yang bernilai sama di
sepanjang lintasan. Sehingga koordinat t sesuai dengan pernyataan dari Fitzgerald
tentang simultanitas pada tempat berbeda yang menyatakan bahwa simultanitas dapat
ditentukan dengan menggunakan sinyal cahaya. Jika jam di A mengirim sinyal cahaya
pada waktu t, yang mencapai B kemudian segera tercermin, sehingga kembali ke A
pada waktu t,’, maka waktu kedatangan di B adalah % (t4 + t,") sama seperti dalam
teori relativitas khusus. Selanjutnya terdapat penemuan alternatif, simultanitas yang
ditentukan dengan perjalanan lambat dari kronometer (Kronometer adalah alat
pencatat waktu yang cukup tepat untuk dapat digunakan sebagai standar waktu
portabel, biasanya digunakan untuk menentukan bujur dengan cara navigasi selestial).
Laju waktu jam akan bergantung pada posisinya di koordinat, dikarenakan pengaruh

medan gravitasi.

Sistem Isotropik juga dapat ditemukan secara langsung dengan mencari solusi

tertentu dari persamaan Einstein yang memiliki bentuk (3.1), atau
ds? = —etdr? — e*(r?d6? + r?sin?0d¢?) + evdt>  (4.21)

dimana A, i, v adalah fungsi-fungsi dari r. Dengan metode seperti pada bab I11, kita

menemukan
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_ Il+1 Il+2l 1/11+1 2 1/111 1/1/ l+1I2
g =H ZV r“ " 2# > u 4 v 4V

— pu—=A ll [ Y 121/32//11_11_
goz =¢€ 14+ 2ru +2r(v A)+2ru +2ru(u+2v 2/1) 1

933 = g225in*0
== 1 17} 1 i 1 (7 1 I,/ 1 !/
gaq = —€" A[Ev vt =AYV v 2] (4.22)
sedangkan yang lainnya bernilai nol.

Karena hubungan yang identik antara g;; g,, dan g,, lenyapnya tensor ini
hanya memberikan dua persamaan untuk menentukan nilai A, p, v. Oleh karena itu ada
serangkaian solusi khusus yang tak terbatas yang menjadikan nilai A, p, v berbeda.
Dua solusi yang dipertimbangkan dengan mengambil p = 0, dan A = p, adapun solusi
yang sama diperoleh dengan cara yang lebih sederhana dengan mengganti fungsi dari

r dalam metrik Schwarzschild (4.1).

Jika dibandingkan dengan koordinat kelengkungan Schwarzschild, maka dalam
koordinat Schwarzschild isotropik hanya koordinat r yang berubah, seperti yang telah

didapatkan pada persamaan (4.14)

yang dapat diubah ke bentuk

r'= %(Zr -1t 2r(r— rs)) (4.23)

(dalam koordinat isotropik ini, horizonnya sekarang adalah pada ' = %).
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Perhatikan bahwa koordinat isotropik hanya menjelaskan wilayah geometri
Schwarzschild dengan » > 2m. Horison peristiwa lubang hitam terletak di » = m/2

dalam koordinat ini sehingga orbit foton menjadi

" toton = (2 +V3)r's (4.24)

Simbol Christoffel yang tidak nol dari metrik Schwarzschild pada koordinat

isotropik
= 2(r' =m/2)r'"*(m/2)c?
¥ < (r' + m/2)7 \
m
[F g W |
=Gy
o ER 0
i a0
2 B g K 2
T8 T (' + m/2)r
) e e
oo = 7 oy
® r'—m/2

o g,
TP (r'+m/2)r

F9¢<1> = cot0,
e (r' —=m/2)r'sin%6
RP r'+m/2
ng) = —sinfcosb (4.25)

Adapun Tensor-Rieman yang tidak nol diperoleh,

R, 1.1 = _4(1"’—%)2(%)62 R ote = Z(T,_?)ZT,(?)CZ
R N O
Rugey = 22 Gp0 o A) )
t¢t¢ (‘r"+— 4 ) r’'or'e (r,)3 :
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_2(,«'.,.2)2 (%)sinz 0 4(r’ +E)2 (?)sinz ]

(4.26)
Tensor Ricci dan Skalar Ricci secara dilenyapkan identik.
Dari simbol Christoffel yang telah dihitung sehingga menghasilkan persamaan gerak

m (1g) am () .o

Py )

ini juga dapat disusun kembali sebagai

= —E{ﬁ _am (i) )7'”2} (4.28)

(1+2—":,)7 r? (1-3) (1457

(4.27)

ini sudah menunjukkan (mengerjakan dalam r dan 7) yang # merubah tanda pada

kecepatan koordinat Kkritis

(4.29)

pada umumnya r (pada medan lemah), tanda balik ini berlangsung pada 2 z%

ini agak  relativistik  tetapi tentu  saja  tidak  ultra-relativistik.
(Dalam batas medan lemah, koordinat kelengkungan Schwarzschild dan koordinat
isotropik saling asimtotik.)

Dari persamaan Killing Conservation, karena metrik dalam koordinat isotropik

diagonal, dapat disimpulkan

F =4+ \/(52+gtt)(—gttgrr) -+ \/(1+€_29tt)(—gttgr7~)
€9rr - Irr

(4.30)

ini mengimplikasikan
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N (1—%)2 (1-5)
€

L (1+22)3 . (4.31)
T

2r

Perhatikan bahwa pada horison, sekarang terletak pada r = m/2, kita memiliki

lagi © = 0, sementara pada spasial tak terbatas kita dapatkan lagi 7 — V1 — €~2 pada

energi tetap. Dengan menggabungkan hasil ini, untuk partikel jatuh (pada energi tetap
€), diperoleh

3 m 1_22 3 1_5 1_; ’
AR o

2r
Perhatikan bahwa percepatan koordinat # melewati nol dan (terlepas dari nol

trivial di (.= m/2)) tanda perubahan pada nilai kritis r, dari r diberikan dengan

menyelesaikan persamaan kubik

r;l_ﬁ 62—(1_—§)2 =0 (4.33)
* €2 1+£ ' '

Untuk sebuah partikel jatuh saat rehat dari spasial tak terhingga (¢ = 1), ini

mengimplikasikan pada

(4.34)

1-3 (1 - g) l1 - C;—%)Z] (4.36)
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r,=(5£2V5)> (4.37)

Berdasarkan persamaan (4.33) dapat diapahami bahwa pada jarak yang jauh 7 —
J2m/r seperti yang diharapkan dari batas Newtonian. Adapun percepatannya pada
jarak yang jauh # — —m/r2. Dalam koordinat isotropik, ISCO berada di (g ++/6)m,

yang mana # tidak menuju 0. Dari pernyataan diatas dapat diketahui bahwa dua lokasi
ini bertepatan dalam koordinat kelengkungan merupakan suatu kebetulan.

Untuk null geodesik (e — o) , kita mempunyai

(4.38)

(4.39)

Kecepatan koordinat radial dan percepatan koordinat radial untuk geodesik bak
waktu diplot seperti ditunjukkan di gambar 4.3 dan 4.4. Untuk geodesik null, dapat
dilihat pada gambar 4.5 dan 4.6. Perhatikan persamaan dan perbedaan dibandingkan
dengan apa yang kita perolenh sebelumnya untuk koordinat kelengkungan

Schwarzschild.
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%107

Gambar 4.3 Perilaku  dalam geometri Schwarzschild menggunakan koordinat
isotropik untuk m = 1 dan € = 1. Perhatikan bahwa kecepatan koordinat negatif
sepanjang jalan dari horizon (cakrawala) (sekarang pada m / 2) hingga tak terbatas
spasial.

x10710
5

o

Gambar 4.4 Perilaku # dalam geometri Schwarzschild menggunakan koordinat
isotropik untuk m = 1 dan € = 1. Perhatikan bahwa kurva melintasi sumbu r baik r =

Yodanr = 5+:‘/§ ~ 4.736067977; ada akar ketiga nonfisik di r = 5-2V5

0.263932023.

~
~
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Gambar 4.5 Perilaku 7 untuk null geodesik dalam geometri Schwarzschild
menggunakan koordinat isotropik untuk m = 1 dan € — oo. Perhatikan bahwa
kecepatan koordinat negatif sepanjang jalan dari horizon (cakrawala) (sekarang pada
m/2) hingga tak terbatas spasial.

x10710

0 o

Gambar 4.6 Perilaku # untuk null geodesik dalam geometri Schwarzschild
menggunakan koordinat isotropik untuk m = 1 dan € — o. Perhatikan horizon
(cakrawala) sekarang pada m / 2; ada nol ekstra di m / 4. Perhatikan percepatan
koordinat positif sepanjang jalan dari cakrawala ke tak terhingga spasial.
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BAB V
PENUTUP
5.1. Kesimpulan
1. Lubang Hitam Schwarzschild pada koordinat isotropik memberikan nilai

metrik yang sama dalam segala arah :

2
1 — m/2r' m % 2 12
2 _ 2 2 i 2 2
ds*® = (1 /2r’) dt +(1+2r’) <dr + 71 (d6° + sin“0d¢ ))

2. Interpretasi Geodesik Lubang hitam schwarzschild memberikan hasil berupa

kecepatan dan percepatan pada jarak terdekat (null-geodesik) sebagai berikut:

5.2. Saran
Untuk penelitian selanjutnya, penelitian dapat dikembangkan dengan lubang
hitam yang bermuatan (Reissner-Nordstrom), bergerak (Kerr), maupun

bermuatan dan bergerak (Kerr-Newman).

53
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Lampiran 1 Analisis Tensor

1. Operasi pada Tensor

Operasi yang berlaku pada tensor adalah :

a. Kombinasi linear
Berlaku jika tensor-tensor tersebut memiliki jenis yang sama seperti
ady, +bBl, = cCly
Adapun bentuk a4y, + B, tidak didefinisikan.
b. Perkalian luar
Terhadap dua tensor atau lebih yang memiliki indeks yang berbeda, dapat

dilakukan perkalian luar seperti

AgBuv = Cfuv
c. Kontraksi
Proses menyamakan sepasang atau lebih pasangan indeks kovarian dan

kontravarian, seperti

B kontraksi (a,f) B
_

apv Buv = ¢

uv
disebut kontraksi meliputi indeks (o ,B) . Proses kontraksi menurunkan
rank tensor sebanyak 2.

d. Perkalian dalam
Proses ini dilakukan terhadap tensor sehingga faktor-faktornya memiliki
sepasang indeks sekutu atau lebih seperti

Abkpa = ch¥

e. Hukum pembagian
Ditinjau kasus berikut. Misalkan ¢ = A*B, merupakan suatu skalar
untuk sembarang vektor kontravarian A*, maka B,, pasti merupakan suatu
vektor kovarian. Sebaliknya jika C merupakan suatu skalar untuk
sembarang vektor kovarian B, maka A* pasti merupakan suatu vektor

kontravarian. Hal ini dapat diperluas untuk tensor.



2. Turunan Kovarian
Ditinjau persamaan transformasi untuk vektor berikut

ox* _
AV

A= o
Dengan menurunkan A* terhadap x*, diperoleh

0, A* = (050,x")AY + (95xH)(0,A4Y)
yang bukan merupakan tensor. Karena itu perlu dicari cara untuk membentuk
tensor dengan menggunakan turunan parsial tersebut. Untuk itu didefinisikan

lambang Christoffel sebagai berikut :

1. Lambang Christoffel jenis pertama yang dinyatakan sebagai

1,81 = 5 (8,905 + 0,95, + 9391)

2. Lambang Christoffel jenis kedua yang dinyatakan sebagai
08 = { ) = 9% v, ]

Kedua lambang Christoffel tersebut bukan merupakan tensor.

Kedua lambang Christoffel tersebut digunakan untuk mendefinisikan
turunan kovarian. Turunan kovarian suatu vektor kontravarian A* didefinisikan
sebagai

AL, = 0,A* + T, A* (3.4)
Sedangkan turunan kovarian vektor kovarian A, adalah
Ay = 0,A, —TLA, (3.4)

Dapat ditunjukkan bahwa Aﬁ, dan A,, merupakan tensor. Generalisasi proses

penurunan kovarian pers. (3.41) dan (3.42) untuk tensor dengan rank yang lebih

tinggi adalah sebagai berikut.



1. Tensor kontravarian rank n

Aﬁ}ﬂz---“n = 9, ,A1H2tn 4 [‘#C;A“liz---ﬂn + .
+ F#;Aﬂ1ﬂ2---ﬂn—1“

2. Tensor kovarian rank n

— a a
A.U1#2---#n;v - aVA#ﬂlz---lin + l—‘/411/‘40—’#2---# Tt l—‘/inVAlh#z---#n—1a
3. Tensor campuran rank m kontravarian dan rank n kovarian

Atabz-tm g ARibz-bm N R S N

V1V2..Vn,V V1V32..Vn Ba V1V2..Vp

FumAuluz ~Um-1P

V1V2..Vp
_Fﬁ HiMz.Bm | Fb’ U1l2--Bm
Viat Bv,..vy Vn@  vivy..Vp 1B

3. Pembuktian Persamaan

Lambang Christoffel jenis pertama dinyatakan:

MV .8] ( udvp L avgﬁu - aﬁguv)

09us  99ve  0Guv
luv.o = [y, 0] = (6xv i 0x, - ax,

Lambang Christoffel jenis kedua dinyatakan oleh persamaan

it = ()
= g*Fluv, Bl

_ gab L 9 a 0
=49 E( i 9vp + Ov9pu — 0pGuv)

1
=59 (0u9vp + 0v9pu — Opgpuv)

Atau bentuk lain dari lambang Christoffel jenis kedua

1 0gur  0gva 09
F,ﬁ,={,uv,0}=§g“( U + VA w

ox, 0x, 0xq4



4. Pembuktian Persamaan 2

Contoh Soal dengan pemakaian lambang Christoffel jenis pertama
Jika diketahui : ds? = a?d6? + a*sin*6d¢?
Bentuk umum:

ds? = gndx12 + gzzdxzz + g33dx32 + 2g12dx1dx, + 2g,3dx,dxs
+ 2g,3dx,dx;

Maka diperoleh:
g11 = a?
g2z = a?sin?0
933 = 912 = 913 = g23 =0
912 = G22 =0
Ekuivalen valensinya:
X;=6
Xo=¢
Dengan menggunakan lambing Christoffel jenis pertama carilah [22,1] dan [22,2]

(22,1] = 1(6921 0921 y agzz)
dx, dx, dx,

2
1 0
AR 2 im2
—2< ag(a sin 9))

1
=5 (—a?2sinfcos0)

= —a?sinfcosH

1(6922 0922 agzz)

[22,2] ) dx,  0x, 0x,

1/ 0
=5 <% (a?sin?6 + a?sin?6 — azsin29)>

_1
—5(0)



=0
Jadi untuk mencari kofaktor g,, dan g, terlebih dahulu dicari determinannya
yaitu:

_ 1911 Y12
9= |921 922|
- |%2 azs?n29|

= a*sin?0
kofaktorg,;,  a®sin?0 1 il
Kofaktor g'! = = ===
g g atsinze ¥ a2l giq
kofaktorg,, a? 1 1
Kofaktor g22 = = = =—
g g a*sin26 a?sin?6 922

Tensor kelengkungan Rg,, ., dapat ditentukan dengan perkalian dalam
antara tensor metrik gz, dan tensor Riemann-Christoffel R}},, menurut
persamaan:

Rguav = 9pnRuav

kontraksi R”

uavy

terhadap indeks (7, v) menghasilkan tensor Ricci R, .

n  _ U] U] n B n rB
RWV = 6al“w — GVFW 4 Fﬁal“m, — vaﬂw

Rﬁav = aar;llv ¥ avr;lla + Fﬁyariﬁ/ - F,l?arlﬁ/

Ry = 84T — 8,TY, + rgarfv . rgvrfv

— DV
R;w: - R;w:v

Skalar Kelengkungan R diperoleh melalui perkalian antara g#“ dan R,
yang ditulis sebagai

R = gt Ryq
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