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ABSTRAK 
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Kata kunci: Sifat  Inklusi, Ruang Morrey kecil, Ruang Morrey kecil 

lemah 

Sifat inklusi merupakan sifat yang membahas keterkaitan anggota antar 

ruang. Setiap ruang memiliki sifat inklusi. Contoh mudahnya yang sering 

kita jumpai, ℤ ⊂ ℝ. Sebelumnya, sifat-sifat inklusi telah diteliti di Ruang 

Morrey. Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk meneliti sifat-sifat 

inklusi di Ruang Morrey yang berlaku juga di Ruang Morrey kecil dan 

Ruang Morrey kecil lemah. Ruang Morrey kecil lebih luas dari pada 

Ruang Morrey. Dalam membuktikan keberlakuan sifat-sifat inklusi di 

Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah digunakan 

ketaksamaan Holder. Sebagai hasil, penulis membuktikan sifat-sifat 

inklusi akan berlaku juga di Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil 

lemah. 
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The inclusions properties are focus discuss topic the interrelationships of 

members between spaces. Every space has inclusion properties, for 

examples ℤ ⊂ ℝ. Previously, the inclusions properties was done in 

Morrey‟s spaces. In this research, the author is interested to do research 

about the properties of inclusion in Morrey‟s spaces which is applicated  in 

small Morrey‟s spaces and weak-small Morrey‟s spaces. In proving the 

validity of the inclusion properties in the small Morrey‟s space and the 

weak-small Morrey‟s space use Holder inequality. As a result, the author 

prove the inclusions properties which apply in small Morrey‟s spaces and 

weak-small morrey‟s spaces.  
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 المخلص

شعبة .  بحث الجامعي. خصائص التضمين في فضاء موري. 2020ريضامفليمة مزية ولدان 
الرياضيات ، كمية العموم والتكنولوجيا ، الجامعة الإسلامية الحكومية مولانا مالك 

 الدكتور  : الدكتور هايرور رحمن  ومشرف الثاني : :الدشرف الأولى . إبراهيم مالانج
 .الحاج ترمدى

 
 . التضمين ، فضاء موري اغر ضعيفۃ ااصّيصّ : الكليمات الرئيسية

 
 ۃ ككصّ فضاء لخاايصّ . علاقات العضو بين فضاءۃ ناقشۃ التضمين هي  ااصّيۃ ااصّي

ℤالتضمين الدثال ⊂ ℝ  .الی هذا ، قبمه  ااصّيات التضمين بعد البحث في فضاء موري 
البحث مؤلف مهتم البعث  اايصّات التضمين في فضاء موري مطبوق في فضاء موري 

 اي فضاء موري اغير اوسع من فضاء موري في ، اغير و فضاء موري اغير ضعيف
حاامه الدؤلصّف برهن  ااصّيصّات . اعتبار  ااصّيصّات التضمين مستعمك تفاوت هولدر ۃبرهن

 التضمين مطبوق فيی فضاء موري اغير و فضاء موري ضعيف
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Krantz, menegaskan bahwa matematika merupakan disiplin ilmu yang 

paling awal dikenal dan berkembang (Krantz, 2006). Sdangkan menurut C.F 

Gauss, matematika adalah “Ratu Ilmu”. Regina Scientiarum, adalah sebutan 

matematika dalam bahasa latin, sedangkan dalam bahasa Jerman yaitu Konign 

Der Wis senschaften.  

Matematika dengan sebutannya „Ratu Ilmu‟ mengalami banyak sekali 

perkembangan. Perkembangannya dimulai sejak zaman babylonia yang mana 

kurang lebih 4000 tahun lalu hingga sekarang. Salah satu cabang ilmu matematika 

dan termasuk induk dari ilmu matematika adalah analisis. Bidang analisis terus 

mengalami perkembangan.  

Salah satu ruang yang memiliki peran penting dan sering dibahas dalam 

bidang analisis adalah ruang 𝐿𝑝  atau dikenal dengan ruang Lebesgue. Ruang 

Lebesgue merupakan Ruang Banach dengan 1 ≤ 𝑝 ≤   ∞ . (Roydendan 

Fitzpatrick, 2010) 

Tahun 1938, seorang matematikawan C.B Morrey mendefinisikan definisi 

Ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝   dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ yang mana merupakan bentuk dari 

perumuman ruang Lebesgue (Morrey, 1938). Sedangkan pada tahun 1994, 

Matematikawan Nakai memperkenalkan definisi perumuman ruang Morrey di 

mana merupakan bentuk dari Ruang Lebesgue yang diperumum. Sama seperti 
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Ruang Morrey, terdapat beberapa sifat inklusi yang berlaku pada Ruang Morrey 

diperumum ini (Gunawan dkk, 2017). 

Selanjutnya Sawano juga mendefiniskan Ruang Morrey yang diperumum 

dengan sedikit berbeda dari definisi Nakai. Dari pendefinisian tadi, Sawano 

kemudian mendefinisikan Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah 

yang didapatkan dengan membatasi jari-jari di interval (0,1). Ruang Morrey kecil 

lebih luas dari Ruang Morrey dan merupakan Ruang Banach (Sawano, 2018). 

Selain Ruang Morrey, juga terdapat definisi Ruang Morrey lemah yang 

didapatkan dari bentuk perumuman dari ruang Lebesgue lemah. Ruang Morrey 

lemah merupakan ruang kuasi-Banach. (Grafakos, 2014)  

Setiap ruang memiliki karakteristik tertentu dan sifat-sifat yang berlaku. 

Begitu juga dengan Ruang Banach. Sifat inklusi cukup menarik untuk diteliti, 

karena didalamnya akan dikaji keterkaitan hubungan antar ruang. Sifat inklusi 

biasa disimbolkan dengan ⊂.  

Sifat inklusi tidak berlaku untuk dua nilai 𝑝 yang berbeda pada domain ℝ𝑑  

di ruang Lebesgue. Lain halnya dengan sifat inklusi di Ruang Morrey, hal tersebut 

berlaku. Gunawan pada ahun 2016, meneiliti sifat inklusi pada Ruang Morrey 

yang diperumum. Dan dilanjut pada tahun 2018, Gunawan tertarik meneliti Ruang 

Morrey lemah,  Ruang Morrey lemah lebih luas dari pada Ruang Morrey di mana 

sifat inklusinya sejati. 

Ilmuwan matematika terlahir untuk berfikir guna memperluas jangkauan 

ilmu matematika yang lain. Ilmuwan matematika seperti: C.B Morrey, Nakai, 

Sawano, dan Gunawan, tidak pernah bosan dan terus mengkaji lebih dalam. Hal 
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yang telah dijelaskan diatas, sesuai dengan kalam Allah SWT pada surat Al-Imron 

ayat 190 yaitu: 

ِ  ٱنَّۡ  ِ   َ ِ  َ  ٱَۡۡ ِ   ـٰ ٱلنََّ  ـٰ َ  خَلۡقِ ی ِ نَّ  ِ  ت ٱَ َٔ  ٱلنََّ   ِ   َ  خۡ ِلَ ـٰ ُ و۟ ِ یَ ـٰ ب ٱِّ ࣲی ٱۡٱَۡبَ ـٰ  

 Sejatinya dalam penciptaan atau pembentukan langit dan bumi, 

bergantinya malam dan siang hari dengan sangat rinci, pergantian keduanya dalam 

waktu yang lama maupun singkat, panas dan dingin, serta peristiwa lainnya itu 

mengandung dalil yang jelas atas keberadaan , kuasa dan keesaan Allah untuk 

orang yang berakal sehat. Ayat ini diturunkan ketika suku Quraisy meminta nabi 

Muhammad SAW dengan berkata: “ Berdoalah kepada Tuhanmu untuk 

menjadikan bukit Shofa menjadi emas”. Lalu beliau berdoa kepada Tuhan. 

Kemudian turunlah ayat Al-Imron ayat 190. (Tafsir al-Wajiz) 

 Ayat tersebut menekankan pada bagian orang yang berakal 

( ُ و۟ ِ  بٱِّ ی ٱۡٱَۡبَ ـٰ ), sehingga dalam pengamalannya kita diwajibkan untuk terus menuntut 

dan mengkaji ilmu. Sehingga berdasarkan paparan di atas dan berdasarkan 

pengamalan ayat 190 surat al-Imron, selanjutnya akan diteliti apa sifat inklusi 

yang di Ruang Morrey juga berlaku di Ruang Morrey kecil dan Morrey kecil 

lemah. Karena Ruang Morrey dan Ruang Morrey kecil sama-sama termasuk 

Ruang Banach. Sehingga memiliki karakteristik yang hampir sama. Pada 

penelitian sebelumnya telah dibahas sifat inklusi yang dimiliki oleh Ruang 

Morrey oleh Gunawan. Penulis tertarik untuk melanjutkan penelitian sebelumnya, 

untuk membahas sifat-sifat inklusi yang dimiliki oleh Ruang Morrey kecil 

mengingat karakteristik keduanya yang hampir sama. Pada penelitian ini, akan 
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diteliti apa sifat inklusi yang di Ruang Morrey juga berlaku di Ruang Morrey 

kecil dan Morrey kecil lemah. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Rumusan masalah yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan latar 

belakang di atas adalah: 

1.  Bagaimana berlakunya sifat-sifat inklusi padaRuang Morrey kecil 𝑚𝑞
𝑝
? 

2.   Bagaimana berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey kecil 

 lemah 𝑤𝑚𝑞
𝑝?  

 

1.3  Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan rumusan 

masalah di atas adalah: 

1.  Untuk mengetahui keberlakuan sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey kecil 

 𝑚𝑞
𝑝
. 

2.    Untuk mengetahui keberlakuan sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey 

 kecil  lemah 𝑤𝑚𝑞
𝑝 .  

 

1.4  Manfaat Penelitian 

Adapun manfaatnya, penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat 

sebagai berikut: 
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1. Diharapkan dapat memberikan ilmu baru yang berkaitan dengan 

 berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey kecil 𝑚𝑞
𝑝
dan Ruang 

 Morrey kecil lemah 𝑤𝑚𝑞
𝑝 . 

2. Diharapkan dapat memberikan informasi keterkaitan antara sifat-sifat 

inklusi antara ruang Ruang Morrey kecil dengan Ruang Morrey kecil 

lemah. 

 

1.5  Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini dibuktikan berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang 

Morrey kecil 𝑚𝑞
𝑝  dan ruang kecil lemah 𝑤𝑚𝑞

𝑝  sehingga penelitian ini tidak akan 

membahas inklusi di ruang lainnya. 

 

1.6  Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan kajian pustaka, dengan mengumpukan 

informasi atau rujukan yang terkait dari buku, jurnal, artikel yang berkaitan 

dengan inklusi Ruang Kecil Morrey dan Ruang Kecil Morrey Lemah. 

 

1.7  Sistematika Penulisan 

Sistematika kepenulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari 

empat bagian, yaitu: 

Bab I  Pendahuluan 
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Bab I (satu)  meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan.  

Bab II   Kajian Pustaka 

Pada bab II akan dibahas  kajian teori yang akan digunakan untuk 

mendukung pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian  

Pustaka dalam penelitian ini meliputi: ruang bernorma, Ruang Banach, 

ketaksamaan Holder , ruang lebesgue dan sifat inklusinya, serta Ruang 

Morrey kecil dan perintah Allah untuk mengembangkan ilmu. 

Bab III  Pembahasan  

Pada bab III (tiga) ini berisi bukti-bukti yang akan dijabarkan untuk 

menjawab dari rumusan masalah, berdasarkan kajian-kajian teorema 

yang sudah ada. 

Bab IV  Penutup 

 Bab IV (lima) berisi penutup dan saran dari penelitian ini. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1    Fungsi Terukur 

 Proposisi 2.1 (Royden dan Fitzpatick, 2010): Misalkan fungsi 𝑓 terukur 

pada domain 𝐸,  sehingga pernyataan di bawah ini berlaku ekuivalen: 

1. ∀ 𝑐 ∈ ℝ,  𝑥 ∈ 𝑃 𝑓 𝑥 > 𝑐  terukur 

2. ∀ 𝑐 ∈ ℝ  𝑥 ∈ 𝑃 𝑓 𝑥 ≤ 𝑐  terukur 

3. ∀ 𝑐 ∈ ℝ  𝑥 ∈ 𝑃 𝑓 𝑥 < 𝑐  terukur 

4. ∀ 𝑐 ∈ ℝ  𝑥 ∈ 𝑃 𝑓 𝑥 ≥ 𝑐  terukur 

Bukti. Himpunan (i) dan (ii) saling komplemen di 𝐸, seperti halnya 

himpunan (iii) dan (iv), dan komplemen suatu himpunan terukur adalah terukur, 

maka (i) dan (ii) ekuivalen, seperti halnya (iii) dan (iv). Jadi cukup ditunjukkan 

bahwa (ii) ↔ (iii). 

1. Akan ditunjukkan (ii) → (iii).  

    Perhatikan bahwa,  

 𝑥 ∈ 𝑃  𝑓 𝑥 < 𝑐 =  {𝑥 ∈ 𝑃|𝑓 𝑥 ≤ 𝑐 −
1

𝑘
}

∞

𝑛=1

 

   karena 𝑐 −
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓 𝑥 ≤ 𝑐 −

1

𝑘
 terukur. Lebih lanjut   

gabungannya terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓 𝑥 < 𝑐} terukur. 

2. Akan ditunjukkan (iii) → (ii). 

     Perhatikan bahwa,  

 𝑥 ∈ 𝑃  𝑓 𝑥 < 𝑐 =  {𝑥 ∈ 𝑃|𝑓 𝑥 < 𝑐 +
1

𝑘
}

∞

𝑛=1

 



8 

 

 

 

   karena 𝑐 +
1

𝑘
∈ ℝ, maka {𝑥 ∈ 𝑃|𝑓 𝑥 < 𝑐 +

1

𝑘
 terukur. Lebih lanjut   

irisannya terukur. Jadi, {𝑥 ∈ 𝑃|𝑓 𝑥 ≤ 𝑐} terukur. 

 

2.2  Ruang Bernorma 

 Ruang bernorma  merupakan ruang vector atas lapangan real atau 

kompleks. Misalkan 𝑋,  adalah fungsi ‖ ⋅ ‖: 𝑋 → ℝ dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 adalah 

sebarang konstanta yang memenuhi kondisi berikut: 

(N.1) ‖𝑥‖ ≥ 0 

(N.2) ‖𝑥‖ = 0 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑑𝑎𝑛 𝑎𝑛𝑦𝑎 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 = 0 

(N.3) ‖𝛼𝑥‖ =  𝛼 ‖𝑥‖ , 𝛼 ∈ ℝ , 𝑥 ∈ 𝑋 

(N.4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ( ketaksamaan segitiga) 

 Disebut sebagai norm. Adapun kuasi-norm hampir sama dengan norm 

hanya tidak akan memenuhi kondisi  ketaksamaan segitiga. Norm dengan 

𝑋 membentuk ruang bernorma yang dinotasikan dengan (𝑋, ‖ ⋅ ‖). (Kreysig,1978) 

Sedangkan ruang bernorma (𝑋, ‖ ⋅ ‖) yang lengkap disebut Ruang Banach. 

(Eidelman,dkk , 1955) Sedangkan ruang kuasi-Banach adalah ruang kuasi-norm 

yang lengkap. (Wikipedia) 

Contoh 2.2. [Ruang Banach] (Kreysig,1978) : 

Ruang euclid ℝ𝑛  merupakan ruang yang terdiri dari semua pasangan 𝑛 - baris dari 

bilangan real dengan, 𝑥 =  𝜉1, … , 𝜉𝑛 ,  𝑦 =  𝜂1, … , 𝜂𝑛 .  

Dan dilengkapi dengan norma, 
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‖𝑥, 𝑦‖ =     𝜉𝑗 − 𝜂𝑗  
2

𝑛

𝑗 =1

 

1

2

 

Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa ℝ𝑛  merupakan Ruang Banach, dengan 

menunjukkan ℝ𝑛  merupakan ruang bernorma yang lengkap. 

Ruang ℝ𝑛  dikatakan sebagai ruang bernorma, jika memenuhi aksioma-aksioma 

berikut: 

 (N1)  ‖𝑥‖ ≥ 0 

  Berdasarkan definisi harga mutlak jelas bahwa ‖𝑥‖ =

    𝜉𝑗  
2𝑛

𝑘=1  

1

2
≥ 0.   

(N2)  ‖𝑥‖ = 0 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑑𝑎𝑛 𝑎𝑛𝑦𝑎 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 = 0 

  Pembuktian dari arah kiri ke kanan, akan dibuktikan ‖𝑥‖ = 0 

maka 𝑥 = 0. 

Untuk    𝜉𝑘  2𝑛
𝑘=1  

1

2 = 0 sehingga haruslah   𝜉𝑘  2𝑛
𝑘=1 = 0, maka akan 

diperoleh 𝑥 = 𝜉𝑘 = 0. Untuk pembuktian dari arah sebaliknya, jika 𝑥 = 

𝜉𝑘 = 0 jelas bahwa akan didapatkan    𝜉𝑗  
2𝑛

𝑘=1  

1

2
=    0 2𝑛

𝑘=1  
1

2 = 0. 

(N3)  ‖𝛼𝑥‖ =  𝛼 ‖𝑥‖ , 𝛼 ∈ ℝ , 𝑥 ∈ 𝑋 

‖𝑥‖ =     𝜉𝑗  
2𝑛

𝑘=1  

1

2
=    1 ⋅  𝜉𝑗  

2𝑛
𝑘=1  

1

2
 =  1 ⋅    𝜉𝑘  2𝑛

𝑘=1  
1

2   =

 𝛼 ⋅ ‖𝑥‖   

(N4)  ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
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  ‖𝑥 + 𝑦‖ =     𝜉𝑘  2 +   𝜂𝑘  2 𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑘=1  

1

2 =    𝜉𝑘  2𝑛
𝑘=1  

1

2 +

   𝜂𝑘  2𝑛
𝑘=1  

1

2 = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Dan terbukti (‖ ⋅ ‖, 𝑅𝑛  merupakan ruang bernorma. Selanjutnya akan 

ditunjukkan kelengkapan ℝ𝑛 . 

(i) Misalkan (𝑥𝑚 ) merupakan barisan Cauchy di ℝ𝑛 ,  

di mana 𝑥𝑚 =  𝜉1
 𝑚 

, … , 𝜉𝑛
 𝑚 

 . Karena 𝑥𝑚  merupakan barisan Cauchy 

berarti untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝑚, 𝑟 ∈ 𝑁 sedemikian sehingga, 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑟‖ =    𝜉𝑘
 𝑚 

−  𝜉𝑘
 𝑟 

 
2

𝑛

𝑘=1

 

1

2

< 𝜖. 

Untuk k=1,2, … , n tetap,  

 𝜉𝑗
 𝑚 

− 𝜉𝑗
 𝑟 

 
2

< 𝜖2  

 𝜉𝑘
 𝑚 

− 𝜉𝑘
 𝑟 

 < 𝜖 

(ii) Karena (𝜉𝑘
1, 𝜉𝑘

2 , … , 𝜉𝑘
𝑟) merupakan barisan Cauchy di ℝ di mana ℝ 

lengkap, maka barisan itu konvergen. Misalkan 𝜉𝑘
𝑟  konevergen ke 𝜉𝑘 . Dapat 

ditulis, 

‖𝑥𝑚 , 𝑥‖ = ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑟‖ =    𝜉𝑘
 𝑚 

−  𝜉𝑘   
2

𝑛

𝑘=1

 

1

2

< 𝜖. 

maka terbukti barisan Cauchy 𝑥𝑚  konvergen di ℝ𝑛 . Dan terbukti ℝ𝑛  lengkap.  
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2.3a Ketaksamaan Minkowski  

[ Teorema Minkowski ] (Kreysig, 1978:14): 

   𝜉𝑗 + 𝜂𝑗  
𝑝

∞

𝑘=1

 

1

𝑝

≤     𝜉𝑘  𝑝
∞

𝑗 =1

 

1

𝑝

+     𝜂𝑚  𝑝
∞

𝑚=1

 

1

𝑝

, 

di mana 𝑥 =  𝜉𝑘 ∈ 𝑙𝑝 , 𝑦 =  𝜂𝑗  ∈ 𝑙𝑝 ,  dan 𝑝 ≥ 1. 

 

2.3b Ketaksamaan Holder  

Lemma 2.3 [Ketaksamaan Holder] (Muscat, 2014:152): 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

  𝑥𝑖𝑦𝑖    ≤      𝑥𝑖 
𝑝   

1

𝑝
    𝑦𝑖 

𝑞   

1

𝑞
 

di mana  𝑥  adalah norma untuk Ruang Euclid berdimensi satu. 

 

Bukti: 

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Dengan mesubstitusikan 𝑎1/𝛼  dan 𝑏1/𝛽  

pada𝑎 dan 𝑏 di 𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, sehingga diperoleh 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
 

untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

   𝑥𝑖 
𝑝  

1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

   𝑦𝑖 
𝑞 

1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 

  𝑎𝑖𝑏𝑖 ≤   
 𝑎𝑖 

𝑝

𝑝
+

 𝑏𝑖 
𝑞

𝑞
 =

1

𝑝
   𝑎𝑖 𝑝

𝑝
 

1

𝑝
+

1

𝑞
   𝑏𝑖 𝑞

𝑞
 

1

𝑞
, 
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sehingga 

  𝑥𝑖𝑦𝑖  

   𝑥𝑖  𝑝 
1

𝑝   𝑦𝑖 𝑞 
1

𝑞

≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

  𝑥𝑖𝑦𝑖 ≤    𝑥𝑖 
𝑝 

1

𝑝
   𝑦𝑖 

𝑞 

1

𝑞
 

terbukti (Muscat, 2014:151). 

 

Lemma 2.4 [Ketaksamaan Holder untuk Ruang Euclid berdimensi 2] 

(Muscat, 2014:152): 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ2, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

  𝑥𝑖𝑦𝑖 
ℝ2

≤   ‖𝑥𝑖‖ℝ2
𝑝

 

1

𝑝
  ‖𝑦𝑖‖ℝ2

𝑞
 

1

𝑞
 

di mana ‖𝑥‖ℝ2  merupakan norma Ruang Euclid untuk ℝ berdimensi 2 

 ℝ2  yang didefinisikan sebagai 

‖𝑥‖ℝ2 =  𝑥1
2 + 𝑥2

2 

Bukti: 

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ2, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Dengan mensubstitusikan 𝑎1/𝛼  dan 𝑏1/𝛽  

pada 𝑎 dan 𝑏 di 𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, akan didapatkan 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
 

untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

   𝑥𝑖 
𝑝  

1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

   𝑦𝑖 
𝑞 

1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 
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  𝑎𝑖𝑏𝑖 
ℝ2

≤  ‖𝑎𝑖𝑏𝑖‖ℝ2 ≤   
‖𝑎𝑖‖ℝ2

𝑝

𝑝
+

 𝑏𝑖 ℝ2
𝑞

𝑞
 

=
1

𝑝
  ‖𝑎𝑖‖𝑝

𝑝 

1

𝑝
+

1

𝑞
  ‖𝑏𝑖‖𝑞

𝑞 

1

𝑞
 

sehingga 

‖ 𝑥𝑖𝑦𝑖‖ℝ2

  ‖𝑥𝑖‖ℝ2
𝑝  

1

𝑝  ‖𝑦𝑖‖ℝ2
𝑞  

1

𝑞

≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

  𝑥𝑖𝑦𝑖 
ℝ2

≤   ‖𝑥𝑖‖ℝ2
𝑝

 

1

𝑝
  ‖𝑦𝑖‖ℝ2

𝑞
 

1

𝑞
 

terbukti (Muscat, 2014:152). 

Lemma 2.5 [Ketaksamaan Holder untuk dimensi n( ℝ𝒏)] (Muscat, 2014:152): 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ𝑛 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

  𝑥𝑖𝑦𝑖 
ℝ𝑛

≤   ‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛
𝑝  

1

𝑝
  ‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

𝑞  

1

𝑞
 

di mana ‖𝑥‖ℝ𝑛  adalah norma Ruang Euclid untuk ℝ dengan dimensi 

n ℝ𝑛  yang didefinisikan sebagai 

‖𝑥‖ℝ𝑛 =  𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
𝑛  

Bukti: 

Untuk membuktikannya, misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝑛 , 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Substitusikan 𝑎1/𝛼  

dan 𝑏1/𝛽  pada 𝑎 dan 𝑏 di 𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, sehingga 

diperoleh 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
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untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

   𝑥𝑖 
𝑝  

1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

   𝑦𝑖 
𝑞 

1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 

  𝑎𝑖𝑏𝑖 
ℝ𝑛

≤  ‖𝑎𝑖𝑏𝑖‖ℝ𝑛 ≤   
‖𝑎𝑖‖ℝ𝑛

𝑝

𝑝
+

 𝑏𝑖 ℝ𝑛
𝑞

𝑞
 

=
1

𝑝
  ‖𝑎𝑖‖𝑝

𝑝 

1

𝑝
+

1

𝑞
  ‖𝑎𝑖‖𝑞

𝑞 

1

𝑞
 

sehingga 

‖ 𝑥𝑖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

  ‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛
𝑝  

1

𝑝  ‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛
𝑞  

1

𝑞

≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

  𝑥𝑖𝑦𝑖 
ℝ𝑛

≤    ‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛
𝑝  

1

𝑝
   ‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

𝑞  

1

𝑞
 

Terbukti. 

Akibat 2.6 [Ketaksamaan Holder] (Darmawijaya, 2007:239): 

Berdasarkan lemma di atas, jika 1 < 𝑝 < ∞ maka untuk setiap 𝑓 ∈

𝐿𝑝 𝑋, 𝜇  dan 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 𝑋, 𝜇  dengan 
1

𝑞
= 1 −

1

𝑝
, maka 

  𝑔 𝑑𝜇
𝑋

 ≤   𝑔 
𝑋

𝑑𝜇 ≤ ‖𝑔‖𝑝 ⋅ ‖‖𝑞  

dengan 

‖𝑔‖𝑝 =    𝑔 𝑝𝑑𝜇
𝑋

 

1

𝑝

dan‖‖𝑞 =     𝑞𝑑𝜇
𝑋

 

1

𝑞

 

 

Bukti: 
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Jelas bahwa setiap 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 𝑋, 𝜇  dan  ∈ 𝐿𝑞 𝑋, 𝜇 , bilangan ‖𝑓‖𝑝  dan 

‖𝑔‖𝑞  merupakan dua bilangan real. 

Karena 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 𝑋, 𝜇  dan  ∈ 𝐿𝑞 𝑋, 𝜇 , dengan 
1

𝑞
= 1 −

1

𝑝
 dan 1 < 𝑝 < ∞ 

dengan memanfaatkan Lemma Young, maka diperoleh 

1

‖𝑔‖𝑝 ⋅ ‖‖𝑞
  𝑓𝑔 
𝑋

𝑑𝜇 =  
 𝑔 

‖𝑔‖𝑝
⋅

  

‖‖𝑞𝑋

𝑑𝜇 ≤   
1

𝑝
⋅

 𝑔 𝑝

‖𝑔‖𝑝
𝑝 +

1

𝑞
⋅

  𝑞

‖‖𝑞
𝑞 

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
⋅

1

‖𝑔‖𝑝
𝑝   𝑔 𝑝

𝑋

𝑑𝜇 +
1

𝑞
⋅

1

‖‖𝑞
𝑞    𝑞

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa  

  𝑔 
𝑋

𝑑𝜇 ≤ ‖𝑔‖𝑝 ⋅ ‖‖𝑞  

Terbukti. 

2.4 Ruang Lebesgue  

 Ruang Lebesgue 𝐿𝑝 𝑋  termasuk ruang fungsi, misalkan 𝑋 adalah 

himpunan terukur dan ada sebarang nilai 1 ≤ 𝑝 < ∞ yang dilengkapi dengan 

norm ‖ ⋅  ‖𝐿𝑝  merupakan ruang bernorma, dengan  

‖𝑔  ‖𝐿𝑝 =    𝑔 𝑥  𝑝𝑑𝜇 < ∞
𝑋

 

1\𝑝

 

(Limanta, Kevin Mandira, 2014) 

Setiap sebarang fungsi terukur Lebesgue 𝑔: 𝑋 → ℝ anggota 𝐿𝑝 𝑋 .  

Sebagai ruang bernorma, ruang Lebesgue juga memiliki sifat kekonvergenan dan 
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kriteria Cauchy sehingga termasuk sebagai Ruang Banach. Dan untuk 𝑝 = 2  

ruang Lebesgue merupakan ruang Hilbert. (Kreysig, 1978) 

 

2.4.1  Ruang Lebesgue Lemah 

 Ruang Lebesgue lemah 𝑤𝐿𝑝(ℝ𝑑) adalah himpunan semua fungsi terukur 

𝑔: ℝ𝑑 → ℝ (𝑎𝑡𝑎𝑢 ℂ) . Misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞, sehingga  

‖𝑔‖𝑤𝐿𝑝 = sup
𝜆>0

𝜆  𝑥 ∈ ℝ𝑑 :  𝑔 𝑥  > 𝜆  
1

𝑝 < ∞ 

dengan | 𝑥 ∈ ℝ𝑑 :  𝑔 𝑥  > 𝜆 | menyatakan ukuran Lebesgue dari  𝑥 ∈

ℝ𝑑 :  𝑔 𝑥  > 𝜆 . (Grafakos, 2014: 403)   

 

2.4.2  Sifat Inklusi Ruang Lebesgue dan Ruang Lebesgue Lemah 

Teorema 2.7 (Grafakos, 2014: 403)  Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ℝ𝑛  maka 𝑓 ∈ 𝑤𝐿𝑝 (ℝ𝑛) 

Bukti. Misalkan 𝑡 > 0 dan 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ℝ𝑛 . Didefinisikan 𝑋 ≔  𝑥 ∈ ℝ𝑛  𝑓 𝑥  >

𝑡  maka diperoleh  

‖𝑓‖
𝐿𝑝   ℝ𝑛  
𝑝 =   𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥 ≥    𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥 >   𝑡𝑝𝑑𝑥 =  𝑋 𝑡𝑝 ,

𝑋𝑋ℝ𝑛  sehingga 

 𝑋 =   𝑥 ∈ ℝ𝑛  𝑓 𝑥  > 𝑡  ≤
1

𝑡𝑝
‖𝑓‖

𝐿𝑝   ℝ𝑛  
𝑝 . 

Akibatnya 

𝑡 𝑋 
1

𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝  ℝ𝑛  . 

Jadi, ‖𝑓‖𝑤𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓  ‖𝐿𝑝  dan 𝑓 ∈ 𝑤𝐿𝑝 ℝ𝑛 . 

 Ruang Lebesgue lemah termasuk ke dalam Ruang Kuasi-Banach ( lihat 

subbab 2.2 ), dan Ruang Lebesgue lemah lebih luas dari ruang Lebesgue.  
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2.5 Ruang Morrey  

C.B. Morrey mengenalkan Ruang Morrey pertama kali. Ruang Morrey 

merupakan bentuk perumuman dari ruang Lebesgue.  

2.5.1  Ruang Morrey 

 Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey ℳ𝑞
𝑝 = ℳ𝑞

𝑝 ℝ𝑑  merupakan 

himpunan semua fungsi yang terukur sehingga, 

ℳ𝑞
𝑝 ℝ𝑑 ≔  𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑞  ℝ𝑑 : ‖𝑓 ℳ𝑞
𝑝 ℝ𝑑 ‖ < ∞ , 

di mana norm ‖𝑓 ℳ𝑞
𝑝 ℝ𝑑 ‖ adalah, 

‖𝑓‖
ℳ𝑞

𝑝 ≔ sup
𝑎∈𝑅𝑑

𝑟>0

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑦  𝑝𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

< ∞ 

(Von Neumann-1904) 

|𝐵 𝑎, 𝑅 | menotasikan ukuran Lebesgue di bola buka 𝐵(𝑎, 𝑅) dengan 

domain di ℝ𝑑  , 𝑎 sebagai titik pusat dan 𝑅 sebagai jari-jari. Catatan, ketika  𝑝 = 𝑞 

maka ℳ𝑞
𝑝 = 𝐿𝑝 . (Gunawan dkk, 2017) 

Contoh 2.8 [ Ruang Morrey ] (Gunawan dkk, 2016): 

Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, dan 𝑥 ∈ ℝ𝑑 . Diberikan, 

𝑓 𝑥 =  𝑥 
−

𝑑

𝑞 . 

Perhatikan bahwa ,  

|𝐵 𝑎, 𝑟 
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑥 
−

𝑑𝑝

𝑞 𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑟 

 

1

𝑝

≤  𝐶𝑟
𝑑

𝑞
−

𝑑

𝑝  𝜔𝑑  𝑡
−

𝑑𝑝

𝑞 ⋅ 𝑡 𝑑−1 
𝑟

0

𝑑𝑡 

1

𝑝

 

≤   𝐶𝑟
𝑑

𝑞
−

𝑑

𝑝  𝜔𝑑  𝑡
𝑑−

𝑑𝑝

𝑞
−1

𝑟

0

𝑑𝑡 

1

𝑝
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≤   𝐶𝑟
𝑑

𝑞
−

𝑑

𝑝𝜔𝑑

1

𝑝  
1

𝑑 −  
𝑑𝑝

𝑞
 
 

1

𝑝

𝑟
𝑑

𝑝
−

𝑑

𝑞  

≤  𝐶1  
1

𝑑 −  
𝑑𝑝

𝑞
 
 

1

𝑝

 

Dengan 𝜔𝑑  merupakan luas permukaan bidang berdimensi 𝑑 − 1 dan 𝐶1 

suatu konstanta. Dan terbukti 𝑓 ∈ ℳ𝑞
𝑝 .  

 

2.5.2  Ruang Morrey Lemah 

 Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞.  Fungsi terukur 𝑓 pada ℝ𝑑  dengan, 

‖𝑓‖
𝑤ℳ𝑞

𝑝 ≔ sup 𝛾𝜒  𝑓 >𝛾  ℳ𝑞
𝑝  

adalah hingga. (Gunawan dkk, 2017) 

 

2.5.3  Sifat Inklusi Ruang Morrey dengan Ruang Morrey Lemah 

Teorema 2.9 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017): 

Untuk 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞, inklusi dibawah ini terjadi: 

𝑤ℳ𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑤ℳ𝑞

𝑝1 . 

Selanjutnya jika 𝑝1 < 𝑝2 maka  

𝑤ℳ𝑞
𝑝2 ⊆ ℳ𝑞

𝑝1 . 

Teorema 2.10 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017): 

Jika 1 ≤ 𝑝1 < 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka masing-masing di bawah ini proper 

inklusi: 

i. ℳ𝑞
𝑝2 ⊆ ℳ𝑞

𝑝1  
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ii. 𝓌ℳ𝑞
𝑝2 ⊆ ℳ𝑞

𝑝1  

iii. 𝓌ℳ𝑞
𝑝2 ⊆ 𝓌ℳ𝑞

𝑝1  

Teorema 2.11 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017): 

Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞, maka inklusi ℳ𝑞
𝑝 ⊆ 𝑤ℳ𝑞

𝑝
 adalah proper inklusi.  

Dapat diketahui hubungan Ruang Morrey termuat dalam Ruang Morrey 

lemah. Maka Ruang Morrey lemah lebih luas dari pada Ruang Morrey. 

 

2.6 Ruang Morrey Kecil  

 Ruang Morrey kecil diperkenalkan oleh Sawano pertama kali pada tahun 

2018. Ruang Morrey kecil diperoleh dengan membatasi jari-jari bola pada definisi 

Ruang Morrey hanya di interval (0,1). (Sawano, 2018) 

  Misalkan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞. Ruang Morrey kecil 𝑚𝑞
𝑝 ℝ𝑑 = 𝑚𝑞

𝑝
 adalah 

himpunan semua fungsi terukur 𝑓: ℝ𝑑 → ℝ (𝑎𝑡𝑎𝑢 ℂ) sehingga  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 ≔ sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑦  𝑝𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

< ∞ 

 Ruang Morrey kecil memuat Ruang Morrey dan juga lebih luas dari 

Ruang Morrey. Hal ini karena jika 𝑓 ∈ ℳ𝑞
𝑝 , maka  

‖𝑓  ‖𝑚𝑞
𝑝 = sup

𝑎∈ℝ𝑑 ,𝑅∈ 0,1 

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

≤  sup
𝑎∈ℝ𝑑 ,𝑅>0

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

= ‖𝑓  ‖ℳ𝑞
𝑝  

Didapatkan  𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝 .  

Contoh 2.12 [ Contoh Ruang Morrey Kecil ] :  
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Fungsi konstan tak nol 𝑓 𝑥 = 𝑘. 

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑘 𝑝𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝  𝑘   𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑝  

= sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

 𝑘   𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞  

< ∞ 

Terbukti 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝
. 

Contoh 2.13 [ Contoh Ruang Morrey Kecil ] : 

Misalkan 𝑎 ∈ ℝ𝑛 , 𝑟 > 0, 𝑔 𝑥 = 𝜒𝐵 𝑎, 𝑟  𝑥 , 𝑔 ∈ 𝑚𝑞
𝑝 .  

‖𝑔‖
𝑚𝑞

𝑝 =  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞
min  1, 𝑟

𝑛

𝑞  , perhatikan bahwa: 

‖𝑔‖
𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝    𝜒𝐵 𝑎 ,𝑟  𝑥 𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

≤  sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝   𝐵 𝑎, 𝑅 ∩ 𝐵 𝑎, 𝑟   
1

𝑝  

= sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑟∈ 0,1 

  𝐵 𝑎, 𝑅 ∩ 𝐵 𝑎, 𝑟   
1

𝑞  

= |𝐵(𝑎, min 1, 𝑟   
1

𝑞  

=  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞

min  1, 𝑟
𝑛

𝑞   

dan 

‖𝑔‖
𝑚𝑞

𝑝 ≥ |𝐵 𝑎, min 1, 𝑟   
1

𝑞
−

1

𝑝    𝜒𝐵 𝑎, 𝑟  𝑥 𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,min  1,𝑟  

 

1

𝑝
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= |𝐵(𝑎, min{1, 𝑟})   
1

𝑞
−

1

𝑝  |𝐵(𝑎, min{1, 𝑟})  ∩  𝐵 𝑎, 𝑟   
1

𝑝  

=  𝐵 𝑎, min 1, 𝑟   
1

𝑞  

=  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞

min  1, 𝑟
𝑛

𝑞   

Didapatkan  ‖𝑔‖
𝑚𝑞

𝑝 =  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞
min  1, 𝑟

𝑛

𝑞  , maka 𝑔 ∈ 𝑚𝑞
𝑝 . 

 

2.7  Ruang Morrey Kecil Lemah 

Ruang Kecil kecil lemah didefiniskan dengan, 

‖𝑓‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝜆>0

𝜆 𝜒 𝜆 ,∞   𝑓   
𝑚𝑞

𝑝 . 

(Sawano, 2018) 

 

2.8  Kajian Agama 

Pada sub bab ini, akan dibahas bagaimana al-Quran menjelaskan 

keterkaitan ruang morey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah dianalogikan 

dengan matahari dan bulan. Hal ini, sesuai dengan firman Allah SWT dalam surah 

al-Anbiya [21] ayat 33: 

 َ هَُ اٱّذِيْ خَلقََ اٱّْ َ  َ اٱلنََّ  َ  َ اٱشّْ سَ َ اٱقََ رَ كُ ٌّ فِيْ فَلكٍَ یلَْبَحُْ َ ۞

 “Dan Dialah (Allah SWT) yang telah menciptakan malam dan siang, matahari 

dan bulan. Masing-masing dari keduanya itu beredar berdasarkan garis edarnya.” 

Makna yang dapat diambil dari ayat tersebut bahwasanya setiap segala sesuatu 

memiliki sifat dan keterkaitan antara satu dengan yang lainnya. Misalnya Allah 
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menciptakan matahari dan bulan sebagai bentuk kekuasaannya. Matahari dan 

bulan akan selalu berkaitan. Dan salah satu sifat yang dimiliki oleh matahari dan 

bulan adalah revolusi. Keduanya beredar berdasarkan garis edarnya.  

Menurut tafsir Ibnu Katsir,  َاٱشّْ سَ َ اٱقََ ر َ yang memiliki arti matahari dan 

bulan. Matahari memiliki cahaya khusus yang biasa disebut bintang, ruang edar 

sendiri, masa yang terbatas serta gerakan dan perjalanan khusus. Sedangkan bulan 

dengan cahaya lain yaitu dengan memantulkan cahaya dari matahari, ruang edar 

lain, perjalanan lain dan ukuran lain.  َ  ُْكُ ٌّ فِيْ فَلكٍَ یلَْبَح yang artinya, masing-masing 

keduanya itu beredar di dalam garis edarnya. 

Hikmah yang dapat diambil dari tafsir Ibnu Katsir bahwasanya bulan dan 

bintang akan beredar sesuai dengan ruang dan garis edarnya masing-masing. 

Sama halnya dengan ruang yang ada di dalam matematika. Ruang Morrey kecil 

memiliki keterkaitan dengan Ruang Morrey. Tetapi, keduanya merupakan ruang 

yang berbeda dan memiliki sifat yang berbeda. Hal ini, yang disebut beredar 

sesuai  dengan garisnya. 
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BAB III 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

3.1 Ruang Morrey Kecil 

Ruang Morrey kecil merupakan ruang fungsi terukur dengan jari-jari 

𝑟 ∈  0,1 , yang pertama kali diperkenalkan oleh Sawano (2018) dan termasuk ke 

dalam Ruang Banach. Untuk membahas sifat-sifat inklusi yang dimiliki Ruang 

Morrey kecil akan dijelaskan terlebih dahulu definisi dari Ruang Morrey kecil. 

Ruang Morrey kecil merupakan himpunan dari semua fungsi yang terukur 

𝑓 dan memenuhi, 

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑦  𝑝𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

< ∞ 

dan merupakan Ruang Banach. (Mu‟tazili dan Gunawan, 2019) 

 

3.1.1 Inklusi pada Ruang Morrey Kecil 

 Teorema 3.1. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka 𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝1  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝1 ≤ ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝2  

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝1  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝1 = sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑓 𝑦  𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1

 

Menggunakan Ketaksamaan H𝑜 lder  
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  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝1     𝑓 𝑦   𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1

 

≤  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1     𝑓 𝑦   𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

≤ =  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1     𝑓 𝑦  
𝑝1   

𝑝2
𝑝1

 
𝑑𝑦

𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

𝑝1
𝑝2

  𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1− 
𝑝1
𝑝2

 

 

1

p 1

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑓 𝑦  𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

  𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1
−

1

𝑝2

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑓 𝑦  𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑝1
−

1

𝑝2  

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑓 𝑦  𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

=   ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝2  

Terbukti bahwa 𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝1 . 

Contoh 3.2. Misalkan fungsi konstanta tak nol 𝑓 𝑦 = 𝑘, dan  

jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka 𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝1 . 

Bukti. Ambil 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝1  dengan 𝑓 𝑦 = 𝑘,  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝1 = sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑘 𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1

 

Menggunakan Ketaksamaan H𝑜 lder  

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑘 𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1

 



25 

 

 

 

≤  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑘 𝑝1𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

=   𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1     𝑘 
𝑝1   

𝑝2
𝑝1

 
𝑑𝑦

𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

𝑝1
𝑝2

  𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1− 
𝑝1
𝑝2

 

 

1

p 1

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑘 𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

  𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝1
−

1

𝑝2

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1    𝑘 𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑝1
−

1

𝑝2  

=  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑘 𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

≤   ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝2  

Terbukti bahwa 𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝1 . 

Teorema 3.3. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka  

𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞
𝑝1  

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞
 haruslah 𝐿𝑞 ⊂ 𝑚𝑞

𝑞
 dan 

 𝐿𝑞 ⊃ 𝑚𝑞
𝑞
 . 

   𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

=   𝐵 𝑎, 𝑅   0    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

=     𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

= ‖𝑓‖𝐿𝑞
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Untuk pembuktian dari arah sebaliknya,  

Ambil sebarang𝑓 ∈ 𝐿𝑞  

‖𝑓‖𝐿𝑞 =     𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅   0    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

≤ sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

= 𝑚𝑞
𝑞
 

Terbukti 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞
. 

Berikutnya untuk membuktikan 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 , ambil sebarang 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝2 . 

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝2 ∶=  sup 𝑎∈𝑅𝑛

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑓 𝑦  𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2 < ∞. 

Menggunakan Ketaksamaan H𝑜 lder 

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑓 𝑦  𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

≤  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝2     𝑓 𝑦  
𝑝2   

𝑞

𝑝2
 
𝑑𝑦

𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

𝑝2
𝑞

  𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1−
𝑝2
𝑞

 

1

𝑝2

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

  𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2
−

1

𝑞

 

=  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑝2
−

1

𝑞  

=  𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑓 𝑦  𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞
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≤ ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑞  

Dan terbukti 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 . 

Contoh 3.4. Misalkan fungsi konstanta tak nol 𝑓 𝑦 = 𝑘, dan 

Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞
𝑝1 . 

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞
 haruslah 𝐿𝑞 ⊂ 𝑚𝑞

𝑞
 dan 

 𝐿𝑞 ⊃ 𝑚𝑞
𝑞
 . 

   𝐵 𝑎, 𝑅   
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

=   𝐵 𝑎, 𝑅  0    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

=     𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

= ‖𝑓‖𝐿𝑞
 

Untuk pembuktian dari arah sebaliknya,  

Ambil 𝑓 ∈ 𝐿𝑞 , dengan 𝑓 𝑦 = 𝑘 

‖𝑓‖𝐿𝑞 =     𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

= 𝐵 𝑎, 𝑅  0    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

≤ sup
𝑎∈𝑅

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

= ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑞  

Terbukti 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞
. 
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Berikutnya untuk membuktikan 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 , ambil 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝2  dengan 

𝑓 𝑦 = 𝑘. 

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝2 ∶=  sup 𝑎∈𝑅𝑛

𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑘 𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2 < ∞. 

Menggunakan Ketaksamaan H𝑜 lder 

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑘 𝑝2𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2

 

≤ 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2     𝑘 
𝑝2   

𝑞

𝑝2
 
𝑑𝑦

𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

𝑝2
𝑞

  𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1−
𝑝2
𝑞

 

1

𝑝2

 

= 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

  𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝2
−

1

𝑞

 

= 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝2    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑝2
−

1

𝑞  

= 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑞    𝑘 𝑞𝑑𝑦
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑞

 

≤ ‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑞  

Dan terbukti 𝑚𝑞
𝑞 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝2 . 

 

3.2  Ruang Morrey Kecil Lemah 

Ruang Morrey kecil lemah merupakan himpunan dari semua fungsi yang 

terukur 𝑓 dan memenuhi, 
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‖𝑓‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈𝑅𝑛

𝜆>0
𝑅∈(0,1)

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆 (𝑥) 
𝑝
𝑑𝑥

𝐵 𝑎 ,𝑟 

 

1

𝑝

< ∞ 

dan merupakan Ruang Banach. 

Contoh 3.5 [ Contoh Ruang Morrey Kecil Lemah ]: 

Misalkan 𝑎 ∈ ℝ𝑛  , 𝑟 > 0, dan 𝑔 𝑥 = 𝜒𝐵 𝑎 ,𝑟  𝑥 ,  maka 𝑔 ∈ 𝑤𝑚𝑞
𝑝
 dan 

‖𝑔‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 =  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞
min  1, 𝑟

𝑛

𝑞  . Perhatikan bahwa  

‖𝑔‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 = sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,𝑅∈ 0,1 ,𝜆>0 

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝 𝜆    𝜒 𝑥 : 𝜒𝐵 𝑎 ,𝑟  𝑥  >𝜆  𝑥  
𝑝

𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

= sup
𝑎∈ℝ𝑛 ,0<𝑅,𝜆<1

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝  𝜆|𝐵 𝑎, 𝑅 ∩ 𝐵(𝑎, 𝑟)   
1

𝑝  

=  𝐵 𝑎, min 1, 𝑟   
1

𝑞  

=  
𝐶𝑛

𝑛
 

1

𝑞

min{1, 𝑟
𝑛

𝑞 }. 

 

3.2.1  Inklusi pada Ruang Morrey Kecil Lemah 

Teorema 3.6. Jika 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, maka 𝑚𝑞
𝑝 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝
 

Bukti. Jika 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝
 dan 𝜆 > 0 maka  𝑓 𝑥  ≥ 𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆 (𝑥) sehingga  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 ≥  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑓 𝑥  𝑝𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

≥  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝   |
𝐵 𝑎 ,𝑅 

𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆  𝑥 𝑝)𝑑𝑥 

1

𝑝
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Untuk setiap bola buka berpusat di 𝑎 dan berjari-jari 𝑅 < 1. Dengan 

mengambil supremum atas 𝑎 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑅 ∈  0,1  dan 𝜆 > 0 diperoleh ‖𝑓‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 ≤

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 < ∞. Akibatnya 𝑓 ∈ 𝑤𝑚𝑞
𝑝 . Dapat disimpulkan 𝑚𝑞

𝑝 ⊆ 𝑤𝑚𝑞
𝑝 . 

Contoh 3.7. Misalkan fungsi konstanta tak nol 𝑓 𝑥 = 𝑘, dengan  

1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, maka 𝑚𝑞
𝑝 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝
. 

Jika 𝑓 ∈ 𝑚𝑞
𝑝
 dan 𝜆 > 0 maka  𝑓 𝑥  ≥ 𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆 (𝑥) sehingga  

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 ≥  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝    𝑘 𝑝𝑑𝑥 
𝐵 𝑎 ,𝑅 

 

1

𝑝

 

≥  𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝   |
𝐵 𝑎 ,𝑅 

𝜆𝜒 𝑥 : 𝑘 >𝜆  𝑥 𝑝)𝑑𝑥 

1

𝑝

 

Untuk setiap bola buka berpusat di 𝑎 dan berjari-jari 𝑅 < 1. Dengan 

mengambil supremum atas 𝑎 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑅 ∈  0,1  dan 𝜆 > 0 diperoleh ‖𝑓‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝 ≤

‖𝑓‖
𝑚𝑞

𝑝 < ∞. Akibatnya 𝑓 ∈ 𝑤𝑚𝑞
𝑝 .  Dapat disimpulkan 𝑚𝑞

𝑝 ⊆ 𝑤𝑚𝑞
𝑝 . 

Teorema 3.8. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < ∞, maka 𝑤𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝1 . 

Bukti. Jika 𝑝1 < 𝑝2, maka dengan ketaksamaan Holder 

 𝐵 𝑎, 𝑅  
1

𝑞
−

1

𝑝1   |
𝐵 𝑎 ,𝑅 

𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆  𝑥 𝑝1 )𝑑𝑥 

1

𝑝1

 

≤ |𝐵 𝑎, 𝑅 |
1

𝑞
−

1

𝑝1    |
𝐵 𝑎 ,𝑅 

𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆  𝑥 𝑝1 )𝑑𝑥 

𝑝1
𝑝2

  𝑑𝑥
𝐵 𝑎 ,𝑟 

 

1−
p 1
p 2

 

1

p 1

 

= |𝐵 𝑎, 𝑅 |
1

𝑞
−

1

𝑝1   |
𝐵 𝑎 ,𝑅 

𝜆𝜒 𝑥 : 𝑓 𝑥  >𝜆  𝑥 𝑝2 )𝑑𝑥 

1

𝑝2

  |𝐵 𝑎, 𝑅 |
1

𝑝1
−

1

𝑝2  

≤ ‖𝑓‖
𝑤𝑚𝑞

𝑝2  
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 Maka terbukti bahwa 𝑤𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝1 .  
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BAB IV  

PENUTUP 

 

4.1  Kesimpulan 

Pembahasan terkait sifat-sifat inklusi telah dijelaskan pada bab 

sebelumnya, sehingga dapat disimpulkan bahwa:  

1. Sifat-sifat inklusi berlaku pada Ruang Morrey kecil yaitu: 

a. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka 𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑚𝑞

𝑝1  

b. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < 𝑞 < ∞ maka 𝐿𝑞 = 𝑚𝑞
𝑞
 

2.  Sifat-sifat inklusi berlaku pada Ruang Morrey kecil lemah yaitu: 

a. Jika 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, maka 𝑚𝑞
𝑝 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝
 

b. Jika 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 < ∞, maka 𝑤𝑚𝑞
𝑝2 ⊆ 𝑤𝑚𝑞

𝑝1 . 

4.2  Saran 

 Saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti bisa mencoba membuktikan 

sifat-sifat inklusi di ruang yang lain. Atau tetap di Ruang Morrey kecil dan Ruang 

Morrey kecil lemah dengan sifat inklusi yang lainnya. 
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SMAN 3 Jombang. Sedangkan riwayat pendidikan non formalnya: PP. Nurul 

Madinah Bangil, PP. Sunan Ampel Jombang. Semasa di SMA, Maziyah pernah 

menjuarai olimpiade Sains Nasional yang diadakan PP.Tambak Beras dengan 

juara 2. Dan peserta OSN tingkat Kabupaten. Maziyah juga turut aktif menjadi 

pengurus devisi pendidikan di PP. Sunan Ampel Jombang. 

 


