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ABSTRAK

Maziyah Wildan Mufaridho, Lailatul.2020. Sifat-Sifat Inklusi pada
Ruang Morrey Kecil. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (1)
Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D.

Kata kunci: Sifat Inklusi, Ruang Morrey kecil, Ruang Morrey kecil

Sifat inklusi merupakan sifat yang membahas keterkaitan anggota antar
ruang. Setiap ruang memiliki sifat inklusi. Contoh mudahnya yang sering
kita jJumpai, Z c R. Sebelumnya, sifat-sifat inklusi telah diteliti di Ruang
Morrey. Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk meneliti sifat-sifat
inklusi di Ruang Morrey yang berlaku juga di Ruang Morrey kecil dan
Ruang Morrey kecil lemah. Ruang Morrey kecil lebih luas dari pada
Ruang Morrey. Dalam membuktikan keberlakuan sifat-sifat inklusi di
Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah digunakan
ketaksamaan Holder. Sebagai hasil, penulis membuktikan sifat-sifat
inklusi akan berlaku juga di Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil
lemah.
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Keynote: Inclusion Properties, Small Morrey Spaces, Weak Small Morrey
Spaces

The inclusions properties are focus discuss topic the interrelationships of
members between spaces. Every space has inclusion properties, for
examples Z c R. Previously, the inclusions properties was done in
Morrey’s spaces. In this research, the author is interested to do research
about the properties of inclusion in Morrey’s spaces which is applicated in
small Morrey’s spaces and weak-small Morrey’s spaces. In proving the
validity of the inclusion properties in the small Morrey’s space and the
weak-small Morrey’s space use Holder inequality. As a result, the author
prove the inclusions properties which apply in small Morrey’s spaces and
weak-small morrey’s spaces.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Krantz, menegaskan bahwa matematika merupakan disiplin ilmu yang
paling awal dikenal dan berkembang (Krantz, 2006). Sdangkan menurut C.F
Gauss, matematika adalah “Ratu Ilmu”. Regina Scientiarum, adalah sebutan
matematika dalam bahasa latin, sedangkan dalam bahasa Jerman yaitu Konign
Der Wis senschaften.

Matematika dengan sebutannya ‘Ratu Ilmu’ mengalami banyak sekali
perkembangan. Perkembangannya dimulai sejak zaman babylonia yang mana
kurang lebih 4000 tahun lalu hingga sekarang. Salah satu cabang ilmu matematika
dan termasuk induk dari ilmu matematika adalah analisis. Bidang analisis terus
mengalami perkembangan.

Salah satu ruang yang memiliki peran penting dan sering dibahas dalam
bidang analisis adalah ruang LP atau dikenal dengan ruang Lebesgue. Ruang
Lebesgue merupakan Ruang Banach dengan 1 <p < oo.(Roydendan
Fitzpatrick, 2010)

Tahun 1938, seorang matematikawan C.B Morrey mendefinisikan definisi
Ruang Morrey M(f dengan 1 < p < q < oo yang mana merupakan bentuk dari
perumuman ruang Lebesgue (Morrey, 1938). Sedangkan pada tahun 1994,
Matematikawan Nakai memperkenalkan definisi perumuman ruang Morrey di

mana merupakan bentuk dari Ruang Lebesgue yang diperumum. Sama seperti



Ruang Morrey, terdapat beberapa sifat inklusi yang berlaku pada Ruang Morrey
diperumum ini (Gunawan dkk, 2017).

Selanjutnya Sawano juga mendefiniskan Ruang Morrey yang diperumum
dengan sedikit berbeda dari definisi Nakai. Dari pendefinisian tadi, Sawano
kemudian mendefinisikan Ruang Morrey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah
yang didapatkan dengan membatasi jari-jari di interval (0,1). Ruang Morrey kecil
lebih luas dari Ruang Morrey dan merupakan Ruang Banach (Sawano, 2018).
Selain Ruang Morrey, juga terdapat definisi Ruang Morrey lemah yang
didapatkan dari bentuk perumuman dari ruang Lebesgue lemah. Ruang Morrey
lemah merupakan ruang kuasi-Banach. (Grafakos, 2014)

Setiap ruang memiliki karakteristik tertentu dan sifat-sifat yang berlaku.
Begitu juga dengan Ruang Banach. Sifat inklusi cukup menarik untuk diteliti,
karena didalamnya akan dikaji keterkaitan hubungan antar ruang. Sifat inklusi
biasa disimbolkan dengan c.

Sifat inklusi tidak berlaku untuk dua nilai p yang berbeda pada domain R%
di ruang Lebesgue. Lain halnya dengan sifat inklusi di Ruang Morrey, hal tersebut
berlaku. Gunawan pada ahun 2016, meneiliti sifat inklusi pada Ruang Morrey
yang diperumum. Dan dilanjut pada tahun 2018, Gunawan tertarik meneliti Ruang
Morrey lemah, Ruang Morrey lemah lebih luas dari pada Ruang Morrey di mana
sifat inklusinya sejati.

IImuwan matematika terlahir untuk berfikir guna memperluas jangkauan
ilmu matematika yang lain. llmuwan matematika seperti: C.B Morrey, Nakali,

Sawano, dan Gunawan, tidak pernah bosan dan terus mengkaji lebih dalam. Hal



yang telah dijelaskan diatas, sesuai dengan kalam Allah SWT pada surat Al-Imron
ayat 190 yaitu:
Y gl s ST (a3 o palf 3l2 0 8
Sejatinya dalam penciptaan atau pembentukan langit dan bumi,
bergantinya malam dan siang hari dengan sangat rinci, pergantian keduanya dalam
waktu yang lama maupun singkat, panas dan dingin, serta peristiwa lainnya itu
mengandung dalil yang jelas atas keberadaan , kuasa dan keesaan Allah untuk
orang yang berakal sehat. Ayat ini diturunkan ketika suku Quraisy meminta nabi
Muhammad SAW dengan berkata: “ Berdoalah kepada Tuhanmu untuk
menjadikan bukit Shofa menjadi emas”. Lalu beliau berdoa kepada Tuhan.
Kemudian turunlah ayat Al-Imron ayat 190. (Tafsir al-Wajiz)
Ayat tersebut menekankan pada bagian orang yang berakal
(s.l‘—if‘@f‘i), sehingga dalam pengamalannya kita diwajibkan untuk terus menuntut
dan mengkaji ilmu. Sehingga berdasarkan paparan di atas dan berdasarkan
pengamalan ayat 190 surat al-Imron, selanjutnya akan diteliti apa sifat inklusi
yang di Ruang Morrey juga berlaku di Ruang Morrey kecil dan Morrey kecil
lemah. Karena Ruang Morrey dan Ruang Morrey kecil sama-sama termasuk
Ruang Banach. Sehingga memiliki karakteristik yang hampir sama. Pada
penelitian sebelumnya telah dibahas sifat inklusi yang dimiliki olenh Ruang
Morrey oleh Gunawan. Penulis tertarik untuk melanjutkan penelitian sebelumnya,
untuk membahas sifat-sifat inklusi yang dimiliki oleh Ruang Morrey Kkecil

mengingat karakteristik keduanya yang hampir sama. Pada penelitian ini, akan



diteliti apa sifat inklusi yang di Ruang Morrey juga berlaku di Ruang Morrey

kecil dan Morrey kecil lemah.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan latar

belakang di atas adalah:

1. Bagaimana berlakunya sifat-sifat inklusi padaRuang Morrey kecil mg?
2. Bagaimana berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey Kkecil
lemah wm??

q

1.3  Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian yang dibahas pada penelitian ini berdasarkan rumusan

masalah di atas adalah:

1. Untuk mengetahui keberlakuan sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey kecil
mh.
2. Untuk mengetahui keberlakuan sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey

kecil lemah wmg.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaatnya, penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat

sebagai berikut:



1. Diharapkan dapat memberikan ilmu baru yang berkaitan dengan

berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang Morrey kecil mgdan Ruang

Morrey kecil lemah wm].
2. Diharapkan dapat memberikan informasi keterkaitan antara sifat-sifat
inklusi antara ruang Ruang Morrey kecil dengan Ruang Morrey kecil

lemah.

1.5 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini dibuktikan berlakunya sifat-sifat inklusi pada Ruang

Morrey kecil mg dan ruang kecil lemah ng sehingga penelitian ini tidak akan

membahas inklusi di ruang lainnya.

1.6 Metode Penelitian
Penelitian ini dilakukan dengan kajian pustaka, dengan mengumpukan
informasi atau rujukan yang terkait dari buku, jurnal, artikel yang berkaitan

dengan inklusi Ruang Kecil Morrey dan Ruang Kecil Morrey Lemah.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika kepenulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari
empat bagian, yaitu:

Bab | Pendahuluan



Bab 11

Bab 111

Bab IV

Bab | (satu) meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab Il akan dibahas kajian teori yang akan digunakan untuk
mendukung pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian
Pustaka dalam penelitian ini meliputi: ruang bernorma, Ruang Banach,
ketaksamaan Holder , ruang lebesgue dan sifat inklusinya, serta Ruang
Morrey kecil dan perintah Allah untuk mengembangkan ilmu.
Pembahasan

Pada bab Il (tiga) ini berisi bukti-bukti yang akan dijabarkan untuk
menjawab dari rumusan masalah, berdasarkan kajian-kajian teorema
yang sudah ada.

Penutup

Bab IV (lima) berisi penutup dan saran dari penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Fungsi Terukur

Proposisi 2.1 (Royden dan Fitzpatick, 2010): Misalkan fungsi f terukur
pada domain E, sehingga pernyataan di bawah ini berlaku ekuivalen:

1.Vc€eR,{x €P|f(x) > c}terukur

2.Vc€eR{x €P|f(x) < c}terukur

3.VceR{x € P|f(x) < c}terukur

4.V c € R{x € P|f(x) = c} terukur

Bukti. Himpunan (i) dan (ii) saling komplemen di E,seperti halnya
himpunan (iii) dan (iv), dan komplemen suatu himpunan terukur adalah terukur,
maka (i) dan (ii) ekuivalen, seperti halnya (iii) dan (iv). Jadi cukup ditunjukkan
bahwa (ii) « (iii).

1. Akan ditunjukkan (ii) — (iii).

Perhatikan bahwa,
{xeP|f(x)<c}= O{x EP|f(x)<c —1}
n=1 5

karena ¢ — % ER, maka {x €EE|f(x) <c —% terukur. Lebih lanjut

gabungannya terukur. Jadi, {x € E|f(x) < c} terukur.
2. Akan ditunjukkan (iii) - (ii).

Perhatikan bahwa,

fxeP|f(x)<c}= Q{x € P|If(x) < c+%}

7



karena ¢ +% ER, maka {x € P|f(x) <c +% terukur. Lebih lanjut

irisannya terukur. Jadi, {x € P|f(x) < c} terukur.

2.2 Ruang Bernorma

Ruang bernorma merupakan ruang vector atas lapangan real atau
kompleks. Misalkan X, adalah fungsi || - ||: X = R dengan x,y € X dan a adalah
sebarang konstanta yang memenuhi kondisi berikut:

(N.2) [lx][ = 0

(N.2) ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0

(N.3) llax|| = lalllx]l ,c ER,x €X

(N4 lx+yll < llxll + 1yl ,x,y € X ( ketaksamaan segitiga)

Disebut sebagai norm. Adapun kuasi-norm hampir sama dengan norm
hanya tidak akan memenuhi kondisi ketaksamaan segitiga. Norm dengan
X membentuk ruang bernorma yang dinotasikan dengan (X, || - ||). (Kreysig,1978)
Sedangkan ruang bernorma (X, ||-||) yang lengkap disebut Ruang Banach.
(Eidelman,dkk , 1955) Sedangkan ruang kuasi-Banach adalah ruang kuasi-norm
yang lengkap. (Wikipedia)
Contoh 2.2. [Ruang Banach] (Kreysig,1978) :
Ruang euclid R™ merupakan ruang yang terdiri dari semua pasangan n - baris dari

bilangan real dengan, x = (¢, ....&), ¥ = (M1, s ).

Dan dilengkapi dengan norma,



1
n 2

eyl = | (5 =)

j=1
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R™ merupakan Ruang Banach, dengan
menunjukkan R™ merupakan ruang bernorma yang lengkap.
Ruang R™ dikatakan sebagai ruang bernorma, jika memenuhi aksioma-aksioma
berikut:
(N1) [lx[[=0

Berdasarkan definisi harga mutlak jelas bahwa ||x|| =

1
(Zraalg ) = 0.
(N2) ||x]| = 0 jika dan hanya jika x = 0

Pembuktian dari arah kiri ke kanan, akan dibuktikan ||x|| = 0
maka x = 0.
Untuk (Z’,@lefklz)% = 0 sehingga haruslah Y}?_,|&,|> = 0, maka akan

diperoleh x = &, = 0. Untuk pembuktian dari arah sebaliknya, jika x =

1
> 1
& = 0 jelas bahwa akan didapatkan ( ro1l&; |2)2 = Cr_4101%)z = 0.

(N3)  llax|l = |alllx|l,a e R, x € X

1
2

el = (Sl ) = (Zha1- 161°)" =111 Choaleal? =
el - 1l

(N4)  llx+yll < lixll + 1yl x,y € X
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e+ vl = (CRoaléel? + Thoalnel?)? = (oalél®)s +
(Shrmi®2 = Izl + [yl
Dan terbukti (|| - ||, R™) merupakan ruang bernorma. Selanjutnya akan
ditunjukkan kelengkapan R™.
(1) Misalkan (x,,) merupakan barisan Cauchy di R",

di mana x,, =( R S ,(lm)). Karena x,, merupakan barisan Cauchy

berarti untuk setiap € > 0 terdapat m,r € N sedemikian sehingga,

L

® 2
2
% — 2, | = <Z( a5 ) <e

k=1

Untuk k=1,2, ... , n tetap,
m) _ ™\ _ 2
(ff = ¢ ) 4

& — 87| <e

(i)  Karena (&, &2, ...,&0) merupakan barisan Cauchy di Rdi mana R
lengkap, maka barisan itu konvergen. Misalkan &, konevergen ke &,. Dapat

ditulis,

1

n

o, x| = % — %1l = (Z( — )2>2 <e.

k=1

maka terbukti barisan Cauchy x,, konvergen di R". Dan terbukti R" lengkap.



2.3a Ketaksamaan Minkowski

[ Teorema Minkowski ] (Kreysig, 1978:14):

L = L

oo ) > oo p o) >
<z|€/ +] ) Ylar | + <Z|nmlp> ,
k=1 j=1 m=1

dimanax = (§) € P,y =(n;) € IP, danp > 1.

IA

2.3b Ketaksamaan Holder

Lemma 2.3 [Ketaksamaan Holder] (Muscat, 2014:152):

Jikap,q = 1,%+§= 1,dan x;,y; € R, i = 1,2, ...,n, maka

Sl s (3w Y (3 i)

di mana |x| adalah norma untuk Ruang Euclid berdimensi satu.

Bukti:

Misalkan a,b € R, a,f = 0. Dengan mesubstitusikan a'/* dan bl/#

padaa dan b di a®b? < aa + b, dengan a = % B = i sehingga diperoleh
a? b1
ab<—+—
p q
untuk a; = Ll b; = — T dan dengan memanfaatkan ketaksamaan
Elx; PP Qly:19)4

Minkowski, maka diperoleh

Vb <y (A BE) =23 ai) Z'b'

11
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sehingga
XiYi
IZlyI <
Qlx; [P)P Elyi| 1)

11
—+-=1
P q

atau dapat disimpulkan bahwa

1

> xol = (Y (S

terbukti (Muscat, 2014:151).

Lemma 2.4 [Ketaksamaan Holder untuk Ruang Euclid berdimensi 2]

(Muscat, 2014:152):

Jikap,q = 1,%+§= 1,dan x;,y; € R?,i = 1,2, ...,n, maka

1 1
p P q_\?
1D x|, = (O il )” (D vilze)
di mana ||x||gz merupakan norma Ruang Euclid untuk R berdimensi 2

(R?) yang didefinisikan sebagai

x|l gz = /xf + x2

Misalkan a,b € R?, a, 8 > 0. Dengan mensubstitusikan a'/* dan b/8

Bukti:

pada a dan b di a®*b? < aa + Bb, dengan a = %, g = é akan didapatkan

untuk a; = ——, b; = —>— dan dengan memanfaatkan ketaksamaan
;PP Qlyl9)4

Minkowski, maka diperoleh
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XA BESYITRESY (“a;”%z . |biqliiu>
_1 v 1 A
_E(Z”ai”p) +a(zllbi”q)

sehingga

112 % i [l 2
(ZlxP2)? (Elyilldz)e

<

=1

1 1
_+_
p q

atau dapat disimpulkan bahwa

4 1
xyil| < () Il )" (D Iyillge)'
R2

terbukti (Muscat, 2014:152).
Lemma 2.5 [Ketaksamaan Holder untuk dimensi n( R™)] (Muscat, 2014:152):
Jikap,q > 1,%+§= 1,dan x;,y; € R, i = 1,2, ...,n, maka
L 4
P g
A EONCT S RONCA Y
di mana ||x||gr adalah norma Ruang Euclid untuk R dengan dimensi

n(R") yang didefinisikan sebagai

Il = [+ 23 + -+ 2

Bukti:

Untuk membuktikannya, misalkan a, b € R™, a, 8 = 0. Substitusikan a'/¢

dan b8 pada a dan b di a®*b? < aa + Bb, dengan a ==, =%, sehingga

1
p
diperoleh

aP bl
ab < —+4+—
p q
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untuk a; = Ll b, = T dan dengan memanfaatkan ketaksamaan
&l 1P)P Cly;19)e

Minkowski, maka diperoleh

5 sl Ellabllw<z<”a M 1Bl )
:%(Zuaiug)%+§(Znai||3)"

sehingga

1122 x; ;|| re 1
(Sl )P (Sl L) P

atau dapat disimpulkan bahwa

| 7, < (Zuxiuﬁ;n)’% (Ol )"

Terbukti.
Akibat 2.6 [Ketaksamaan Holder] (Darmawijaya, 2007:239):
Berdasarkan lemma di atas, jika 1 <p < oo maka untuk setiap f €

LP(X,u) dan g € L7(X, u) dengan % =1- ;—), maka

[ on dﬂ| < [ gkl du < ligl, -l
X X
dengan

1 1

» q
lgll, = { f Igl”du} dan||All, = { f Ihl"du}
X X

Bukti:
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Jelas bahwa setiap g € LP(X,u) dan h € L(X, ), bilangan ||f|[, dan

llgll; merupakan dua bilangan real.
Karena g € LP (X, ) dan h € L7(X, u), dengan % =1 —% dnl<p<oo
dengan memanfaatkan Lemma Young, maka diperoleh
1 lgl Al 1 gl 1 [h|?
lgll, - IRl fx T91e= | gty Tl = ) 5 gl " TmneS

1 1 j' iy thl"d
=~ glP du+—- u
p lglly Jx qa |kl Jx

1 1
—a &
p q

Jadi, dapat disimpulkan bahwa

f \ghl du < llgll, - IRl
X

Terbukti.

2.4 Ruang Lebesgue
Ruang Lebesgue LP(X) termasuk ruang fungsi, misalkan X adalah
himpunan terukur dan ada sebarang nilai 1 < p < oo yang dilengkapi dengan

norm || - ||,» merupakan ruang bernorma, dengan

1\p
g ll» = (f lg () |Pdu < oo>
X

(Limanta, Kevin Mandira, 2014)
Setiap sebarang fungsi terukur Lebesgue g:X — R anggota L, (X).

Sebagai ruang bernorma, ruang Lebesgue juga memiliki sifat kekonvergenan dan
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kriteria Cauchy sehingga termasuk sebagai Ruang Banach. Dan untuk p = 2

ruang Lebesgue merupakan ruang Hilbert. (Kreysig, 1978)

2.4.1 Ruang Lebesgue Lemah
Ruang Lebesgue lemah wLP (R%) adalah himpunan semua fungsi terukur

g:R? - R (atau €) . Misalkan 1 < p < o, sehingga
4
lgllwer = iulgll{x € R%: |g(x)| > A} < oo
=

dengan |{x € R%:|g(x)| > A}|] menyatakan ukuran Lebesgue dari {x €

R%: |g(x)| > A}. (Grafakos, 2014: 403)

2.4.2 Sifat Inklusi Ruang Lebesgue dan Ruang Lebesgue Lemah
Teorema 2.7 (Grafakos, 2014: 403) Jika f € L? (R™) maka f € wL? (R")

Bukti. Misalkan t > 0 dan f € LP(R"). Didefinisikan X = {x € R"|f (x)| >
t} maka diperoleh

IADs gy = Jgul FCOIPdx = [LIf () IPdx > [, ¢Pdx = |X|t?, sehingga

1
1X| = l{x € R*"|f(x)| > t}| < t_p“f”fp (R™)*

Akibatnya

1
tXle < lf e @ey-
Jadi, [|fllw» < |If ll,» dan f € wLP (R™).
Ruang Lebesgue lemah termasuk ke dalam Ruang Kuasi-Banach ( lihat

subbab 2.2 ), dan Ruang Lebesgue lemah lebih luas dari ruang Lebesgue.
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2.5 Ruang Morrey

C.B. Morrey mengenalkan Ruang Morrey pertama kali. Ruang Morrey
merupakan bentuk perumuman dari ruang Lebesgue.
2.5.1 Ruang Morrey

Misalkan 1 <p < ¢ < c. Ruang Morrey M} = M, (R?) merupakan
himpunan semua fungsi yang terukur sehingga,

MY (R = {f € L, (RD: [|f1M] (RY)]| < oo},

loc

di mana norm ||£|M7 (R)]| adalah,

i

11 P
If |5 == sup|B(a,R) |7 » <f |f(Y)|de) <o
a aeROd B(a,R)
r>

(Von Neumann-1904)

|B(a,R)| menotasikan ukuran Lebesgue di bola buka B(a,R) dengan
domain di R¢ , a sebagai titik pusat dan R sebagai jari-jari. Catatan, ketika p = g
maka M, = LP. (Gunawan dkk, 2017)

Contoh 2.8 [ Ruang Morrey ] (Gunawan dkk, 2016):

Misalkan 1 < p < q < oo, dan x € R%. Diberikan,

_d
f(x) = |x| q.
Perhatikan bahwa ,

L 1

11 _dp\p dd oD P
|B(a, 1)t P <f |x| « dx) < Cravr (wd f t a .td-D dt)
B(a,r) 0

1

d_d T\
< Cravr wdj t ¢ dt
0
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SR

IA

G| —F
p

- (%)

Dengan w, merupakan luas permukaan bidang berdimensi d — 1 dan C;

suatu konstanta. Dan terbukti f € Mg’.

2.5.2 Ruang Morrey Lemah

Misalkan 1 < p < g < oo. Fungsi terukur f pada R dengan,
Iflhuacy = supllrxasisnillgo

adalah hingga. (Gunawan dkk, 2017)

2.5.3 Sifat Inklusi Ruang Morrey dengan Ruang Morrey Lemah
Teorema 2.9 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017):

Untuk 1 < p; < p, < g < oo, inklusi dibawah ini terjadi:
wMpy? c wMmpt.
Selanjutnya jika p; < p, maka
P 2
wMg? & M.
Teorema 2.10 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017):

Jika 1 <p; <p; <q <o maka masing-masing di bawah ini proper
inklusi:

i My e My
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i, wM? M)
i,  wMl? cwml?
Teorema 2.11 [ Sifat Inklusi ] (Gunawan dkk, 2017):
Misalkan 1 < p < q, maka inklusi M) € wM_ adalah proper inklusi.

Dapat diketahui hubungan Ruang Morrey termuat dalam Ruang Morrey

lemah. Maka Ruang Morrey lemah lebih luas dari pada Ruang Morrey.

2.6 Ruang Morrey Kecil

Ruang Morrey kecil diperkenalkan oleh Sawano pertama kali pada tahun
2018. Ruang Morrey kecil diperoleh dengan membatasi jari-jari bola pada definisi
Ruang Morrey hanya di interval (0,1). (Sawano, 2018)

Misalkan 1 < p < q < 0. Ruang Morrey kecil m§ (R%) = m} adalah

himpunan semua fungsi terukur f: R¢ - R (atau C) sehingga

11 P
Ifll,,» == sup |B(a,R)| P<f If(y)lpdy) <
q a€er B(a,R)

ReE(0,1)
Ruang Morrey kecil memuat Ruang Morrey dan juga lebih luas dari

Ruang Morrey. Hal ini karena jika f € M7, maka

L

g = _sup 8GR [ ( )If(x)lpdx>p
B(a,R

a€R4,Re(0,1)

1

< sup |B<a,R)|3‘37(f ( )If(x)lpdx>p
B(a,R

a€R?,R>0
=|If ||M5
Didapatkan f € m}.

Contoh 2.12 [ Contoh Ruang Morrey Kecil ] :
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Fungsi konstan tak nol f(x) = k.
1

11 p
Ifl., = sup |B(aR) |77 ( f |k|de>
a B(a,R)

a€R",re(0,1)

11 1
= sup |B(aR) |7 |k||B(a,R)I?
a€R™,re(0,1)

1
= sup |kl|B(a,R)|"
a€R™,re(0,1)

<
Terbukti f € m}.
Contoh 2.13 [ Contoh Ruang Morrey Kecil ] :
Misalkan a € R",r >0, g(x) = xB(a,7)(x), g € mj.

n

1
||g||m§ = (C;l—n)q min {1,1‘3}, perhatikan bahwa:

i

11 P
lgll,» = sup |B(a,R)[s» (f )(B(a,r)(x)dx>
q a€R™,re(0,1) B(a,R)

il il 1
< sup |B(a,R)|e ?| B(a,R) N B(a,r) |
a€R",re(0,1)

1
= sup |B(a,R)nB(a,r) |a
a€R”,re(0,1)

1
= |B(a, min{1,r}|«

1
Cn\q n
= <—) min{l,rq}
n

dan

1

11 p

llgll,,» = |B(a, min{1,7})7 » (f )(B(a,r)(x)dX>
a B(a,min{1,r})
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11 1

= |B(a,min{1,7}) |¢ # |B(a, min{1,7}) N B(a,1)|?

= |B(a, min{1, r})li

1
Cn\a n
= (—) min{l,rq}
n

1 n

Didapatkan ||g||m5 = (Cn—n)a min {1,1’3}, maka g € mj.

27 Ruang Morrey Kecil Lemah

Ruang Kecil kecil lemah didefiniskan dengan,
1f e = sup Al x w1 (FD]. »-
q 1>0 q

(Sawano, 2018)

2.8 Kajian Agama
Pada sub bab ini, akan dibahas bagaimana al-Quran menjelaskan
keterkaitan ruang morey kecil dan Ruang Morrey kecil lemah dianalogikan
dengan matahari dan bulan. Hal ini, sesuai dengan firman Allah SWT dalam surah
al-Anbiya [21] ayat 33:
{05400 ollh £ 8 88 Hall 5 Gaxtll 3 g5 O GIR ¢35 5
“Dan Dialah (Allah SWT) yang telah menciptakan malam dan siang, matahari
dan bulan. Masing-masing dari keduanya itu beredar berdasarkan garis edarnya.”

Makna yang dapat diambil dari ayat tersebut bahwasanya setiap segala sesuatu

memiliki sifat dan keterkaitan antara satu dengan yang lainnya. Misalnya Allah
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menciptakan matahari dan bulan sebagai bentuk kekuasaannya. Matahari dan
bulan akan selalu berkaitan. Dan salah satu sifat yang dimiliki oleh matahari dan
bulan adalah revolusi. Keduanya beredar berdasarkan garis edarnya.

Menurut tafsir Ibnu Katsir, aall3 02305 yang memiliki arti matahari dan
bulan. Matahari memiliki cahaya khusus yang biasa disebut bintang, ruang edar
sendiri, masa yang terbatas serta gerakan dan perjalanan khusus. Sedangkan bulan
dengan cahaya lain yaitu dengan memantulkan cahaya dari matahari, ruang edar
lain, perjalanan lain dan ukuran lain. &3saisg el ;8 K yang artinya, masing-masing
keduanya itu beredar di dalam garis edarnya.

Hikmah yang dapat diambil dari tafsir Ibnu Katsir bahwasanya bulan dan
bintang akan beredar sesuai dengan ruang dan garis edarnya masing-masing.
Sama halnya dengan ruang yang ada di dalam matematika. Ruang Morrey kecil
memiliki keterkaitan dengan Ruang Morrey. Tetapi, keduanya merupakan ruang
yang berbeda dan memiliki sifat yang berbeda. Hal ini, yang disebut beredar

sesuai dengan garisnya.



BAB Il

HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1  Ruang Morrey Kecil

Ruang Morrey kecil merupakan ruang fungsi terukur dengan jari-jari
r € (0,1), yang pertama kali diperkenalkan oleh Sawano (2018) dan termasuk ke
dalam Ruang Banach. Untuk membahas sifat-sifat inklusi yang dimiliki Ruang
Morrey kecil akan dijelaskan terlebih dahulu definisi dari Ruang Morrey kecil.

Ruang Morrey kecil merupakan himpunan dari semua fungsi yang terukur

f dan memenubhi,

107 P
Ifll,,» = sup | B(a,R)[s ¥ (f |f(}’)|pd3’> < oo
q a€r B(a,R)

Re(0,1)

dan merupakan Ruang Banach. (Mu’tazili dan Gunawan, 2019)

3.1.1 Inklusi pada Ruang Morrey Kecil

Teorema 3.1. Jika 1 < p; < p, < q < o makam}? € m}’

1fllpp2 < F e
Bukti:

Ambil sebarang f € mj"

L

11 P1
Ifll,,pr = sup |B(a,R)|s 1 <J |f(3’)|”1dJ’>
q a€r B(a,R)

RE(0,1)

Menggunakan Ketaksamaan Halder

23
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1

| B(a,R) 1771 ( fB o) |mdy)“

L

B(a,R)| 71 ( f RV |mdy>”
B(a,R

1

' -\

_ @i @y )
w7 <L(a,R)|f(y)| dy) (L(a,mdx>

1 11

it P2 p1 P2
|B(a, R)[i 71 ( f If(y)lpzdy> < f dx)
B(a,R) B(a,R)

u
i

1 1
|B(a,R)|7 1 <J If(y)ll”2dy>p2 |B(a,R)|p1 72
B(a,R)

L

|B(a, R)[1 72 ( I ( )If(y)lpzdy>p2
B(a,R

||f||m§2

Terbukti bahwa mg’z c mgl.

Contoh 3.2. Misalkan fungsi konstanta tak nol f(y) = k, dan

jikal<p; <p, <q<oomakam)®> € mh’.

Bukti. Ambil f € m{* dengan f(y) = k,
1

1 1 p1
IFll o = sup |B(aR)[4 71 ( f |k|p1dy)
I aek B(a,R)
RE(0,1)

Menggunakan Ketaksamaan Halder

1

1 1 p1
IB(a, R)[7 7 ( j |k|mdy)
B(a,R)

24
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1

1 1 P2
B, R)[i 71 ( j |k|p1dy)
B(a,R)

IN

1

. N

1 1 p1(p—2) P2
— B(a, R j P Gy j dx
B(a,R) B(a,R)
1 1 1

11 P2 1 p2
= |BaR)[7 7 (j |k|P2dy) (f dx)
B(a,R) B(a,R)

S
11 11

——— P2 . e
= |B(a,R)| pl(f Iklpzdy> |B(a,R)|r1 P2
B(a,R)

1 1 Plz
= BRI (j |k|P2dy)
B(a,R)
< ||f||m§z
Terbukti bahwa mﬁ,’z c mﬁ,’l.

Teorema 3.3. Jika1 < p; < p, < q < o maka

P2 C mpl

L il U

3

gy *
g = Mg =

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa L, = m] haruslah L, c m{ dan

q

IL D myg .

q
L

| B(a,R) [+7 ( f ( )If(y)lqdy)q
B(a,R

1

|B(a,R) |° ( j ( )If(y)lqdy)q
B(a,R

1

( | |f(y)|qdy>q = lifll,
B(a,R)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Untuk pembuktian dari arah sebaliknya,

Ambil sebarangf € L,

1

1fllg = ( fB | R)|f<y)|qdy)q

1

| B(@,R) |°(]( )|f<y>|qdy)q
B(a,R

1

11 q
et | Bl (f If(y)lqdy) = m’
B(a,R)

a€RrR
Re(0,1)

ir 4
Terbukti Ly = il

Berikutnya untuk membuktikan m] < m{?, ambil sebarang f € m}?.

il Al
Wz = SUPR“‘Ee(ﬁi)lB(a'R)lq 7 (fza(a,zz)lf(y)l”zOly)”'2 < .

Menggunakan Ketaksamaan Halder
1

1B (a, R) [ 72 ( [ | )If(y)lpzdy)pz
B(a,R

<|B(a,R) |7 72 <f |f(y)|"2(5‘z)dy>q<f dx)
B(a,R) B(a,R)

=| B(a,R) |4 r2 (L(a,mlf(y)lqdy> <fB(a»R)dx)

1 1 1 1

=| B(a,R) |7 »2 (J( )|f(}’)|qdy>q |B(a,R)|P2 ¢
B(a,R

=|B(a,R) Ih(f( )If(y)l"dy)q
B(a,R

26
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Dan terbukti mg c mzz.

Contoh 3.4. Misalkan fungsi konstanta tak nol f(y) = k, dan

H — p p
Jikal <p; <p; <q <oomakal, =m; S mj* S mj'.

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa L, = m] haruslah L, c m; dan

q

L omy .

q

1

gL q
| B(a,R) |7 (f |k|qdy>
B(a,R)

1

q
|B(a,R>|°(j |k|qdy)
B(a,R)

7k
q
- (f |k|qdy) = Il
B(a,R)

Untuk pembuktian dari arah sebaliknya,

Ambil f € Ly, dengan f(y) =k

1

q
£l = (j( )|k|qdy>
B(a,R

1

q
=|B<a,R>|°<f |k|Qdy>
B(a,R)
1
11 q
< sup |B(@R)[7 (f |k|qdy) = U1,
a€Rr B(a,R) q
RE(0,1)

Terbukti L, = mg.

27
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Berikutnya untuk membuktikan m! € m{?, ~ambil f € m{* dengan

f) =k

11 1

= n q p2 p E
1£1122 supRaEe(g'l)IB(a,R)h 77 (fy oy lklP2dy )7 < oo

Menggunakan Ketaksamaan Holder

pl

i P2
|B(a, R)|7 72 < f |k|P2dy)
B(a,R)

=
)
=
|
=
N
=
N

T b2 ()
<|B(a, R)[7 72 j 1k[”2 G2y
B(a,R)

=
AL
w
s
g
QU
=
S D~

1 il

i 19 q P2 q
—|B(a, R)|i 7 (j |k|qdy) (f dx)
B(a,R) B(a,R)

i
11

1 e q e
—|B(a, R)[7 72 (j |k|qdy) B(a, R)7z ¥
B(a,R)

At q
—1B(a, )| (f |k|Qdy)
B(a,R)

< If e

Dan terbukti mg c msz.

3.2 Ruang Morrey Kecil Lemah
Ruang Morrey kecil lemah merupakan himpunan dari semua fungsi yang

terukur f dan memenubhi,
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1
11 P
Wfll,mp = sup  [B(a,R)|e ¥ U Xearasn ()] dx| < oo
q a€ER™ B(a,r)
>0
Re(0,1)
dan merupakan Ruang Banach.
Contoh 3.5 [ Contoh Ruang Morrey Kecil Lemah ]:

Misalkan a € R", r > 0,dan g(x) = xp(a,)(x), Maka g € wm} dan

1
”9”me = (Cn—n)q min {1,r3}. Perhatikan bahwa
1
11 p P
||g||wmg = sup |B(a,R)|e » A <L(a 4 |)({x:|“(a‘r)(x)|>l}(x)| dx>

a€R",Re(0,1),A>0

N 1
= sup  |B(a,R)|¢ » A|B(a,R) N B(a,7) |7
a€R",0<R A<1

|B(a, min{1,7}) |§

1

(Cn)E *. n

=NESS q¢t,
- min{1,r7}

3.2.1 Inklusi pada Ruang Morrey Kecil Lemah

Teorema 3.6. Jika 1 < p < q < oo, maka m) € wm]

Bukti. Jika f € mj dan A > 0 maka |f (x)| = Ax g7 (x)1>23 (%) sehingga

1

1y = 8GR0 [ GO J
B(a,R

1

11

- p
> [B(a,R)|7 » (f |/1X{x:|f(x)|>1}(x)p)dx)
B(a,R)
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Untuk setiap bola buka berpusat di a dan berjari-jari R < 1. Dengan

mengambil supremum atas a € R",R € (0,1) dan A > Odiperoleh ||f|l,,» <
q
||f||m3 < oo, Akibatnya f € wm{. Dapat disimpulkan m} € wm}.

Contoh 3.7. Misalkan fungsi konstanta tak nol f(x) = k, dengan

1<p<gq<o,makamy € wml.
Jika f € m{ dan 2 > 0 maka |f(x)| = Ax(x.ir =23 (%) sehingga

1

Aot p
IFIL » > |B(a, )77 ( j |k|pdx>
q B(a,R)

1
i gt

= = 14
> |B(a,R)|e » (f |/1X{x:|k|>l}(x)p)dx>
B(a,R)

Untuk setiap bola buka berpusat di a dan berjari-jari R < 1. Dengan

mengambil supremum atas a € R™,R € (0,1) dan A > Odiperoleh ||f] . » <
q
||f||m5 < 0. Akibatnya f € wmy. Dapat disimpulkan m{, € wm}.

Teorema 3.8. Jika 1 < p; < p, < oo, maka wm}? € wm;".

Bukti. Jika p; < p,, maka dengan ketaksamaan Holder

1
1

11 P1
|B(a,R)|a »1 (J- I/U({x:|f(x)|>/1}(x)p1)dx>
B(a,R)

L
p1 P1 p1

1

1__
l__ P2
< |B(a,R)|7 m <f |/1)({x:|f(x)|>,1}(x)l’1)dx) (f dx)
B(aR) B(a,r)

L
1 1

11 P2 11
= |B(a,R)| ”1<f( )Iﬂ)({x:|f(x)|>,1}(x)p2)dx) |B(a,R)|p1 P2
B(a,R

< ||f||wm52
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2 c Wle.

p
q

Maka terbukti bahwa wm



BAB IV

PENUTUP

4.1  Kesimpulan

Pembahasan terkait sifat-sifat inklusi telah dijelaskan pada bab
sebelumnya, sehingga dapat disimpulkan bahwa:

1. Sifat-sifat inklusi berlaku pada Ruang Morrey kecil yaitu:

a. Jikal<p; <p, <q<oomakamy* cm}’

b. Jikal<p; <p, <q<owomakal, =m]
2. Sifat-sifat inklusi berlaku pada Ruang Morrey kecil lemah yaitu:

a. Jikal<p < q <o, makam) € wm}

H p2 P1
b. Jikal < p; <p; <o, makawmg* € wmg'.

4.2  Saran
Saran untuk penelitian selanjutnya, peneliti bisa mencoba membuktikan
sifat-sifat inklusi di ruang yang lain. Atau tetap di Ruang Morrey kecil dan Ruang

Morrey kecil lemah dengan sifat inklusi yang lainnya.
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