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ABSTRAK

Bayusakti, Mohammad Firman. 2019. Simulasi Pergerakan Sistem Pendulum
Ganda. Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi.
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(1) Heni Widayani, M.Si. (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Kata Kunci: ODE 45, Pendulum Ganda, Analisis dinamik

Pendulum ganda merupakan suatu sistem fisis sederhana yang dibangun
dari pendulum yang terikat pada pendulum lain. Untuk membangun model
pendulum ganda akan digunakan koordinat kartesius untuk mengetahui posisi
pendulum saat berosilasi dan dibatasi pada ruang dua dimensi (x,y € R). Setelah
mengetahui koordinat kartesius dari pemdulum ganda maka akan dibangun fungsi
lagrangian dari pendulum ganda tersebut, di mana fumgsi lagrangian merupakan
selisih antara gaya Kkinetik dan potensial. Selanjutnya akan dicari titik
kesetimbangan dari sistem pendulum ganda tersebut dan juga matriks Jacobi untuk
mengetahui apakah titik kesetimbangan bersifat stabil atau tidak. Model yang
diperoleh akan disimulasikan menggunakan metode ODE 45 dengan beberapa
variasi nilai parameter dan nilai awal. Hasil simulasi menunjukkan bahwa massa
dan panjang setiap pendulum sangat berpengaruh terhadap gerak pendulum ganda.
Sistem pendulum ganda ini juga sensitif terhadap nilai awal.
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ABSTRACT

Bayusakti, Mohammad Firman. 2019. Simulation of Double Pendulum
Movement System. Thesis. Mathematics Department. Faculty of Science
and Technology. Maulana Malik lbrahim State Islamic University of
Malang. Supervisor: (1) Heni Widayani, M.Si. (1I) Dr. Usman Pagalay,
M.Si.

Keywords: ODE 45, Double Pendulum, Dynamic Analysis

A double pendulum is a simple physical system built from a pendulum that
is bound to another pendulum. To construct the double pendulum model, the
Cartesian coordinates will be used to determine the position of the pendulum when
oscillating and limited to two-dimensional space (x,y € R). After knowing the
Cartesian coordinates of the double pemdulum the Lagrange function of the double
pendulum will be constructed, where the Lagrange function is the difference
between the kinetic and potential forces. Furthermore, the equilibrium point of the
double pendulum system and the Jacobi matrix will be searched to find out whether
the equilibrium point is stable or not. The model obtained will be simulated using
the ODE 45 method with a variety of parameter values and initial values. The
simulation results show that the mass and length of each pendulum greatly affect
the motion of the double pendulum. This double pendulum system is also sensitive
to initial values.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Suatu fenomena dapat dinyatakan dalam suatu model matematis berupa
sistem persamaan diferensial. Penerapan model matematika pada ilmu lain seperti
fisika, biologi, kimia, dan lain sebagainya banyak yang berbentuk sistem persamaan
diferensial biasa. Pemodelan gerak pendulum sederhana merupakan salah satu
contoh penerapan konsep model matematika pada masalah fisika. Pendulum
sederhana adalah benda pejal dengan satu titik massa yang digantungkan pada tali
ringan yang tidak dapat mulur. Dua buah pendulum sederhana yang digabungkan
dan menjadi sebuah sistem pendulum baru disebut sebagai pendulum ganda yang
mana model matematika yang diperoleh akan lebih kompleks dibanding pendulum
tungoal.

Sistem pendulum ganda dibangun oleh dua benda pejal yaitu B;dan B, yang
memiliki massa masing-masing m;dan m,. Setiap benda dihubungkan dengan tali
yang kuat dan ringan yakni L,dan L, dengan panjang masing masing tali adalah [,
dan [,. Benda B;terpasang pada ujung tali L; sedangkan ujung kawat lainnya
terpasang pada suatu bidang yang tetap. Sementara benda B, terpasang pada ujung
kawat L, sedangkan ujung lainnya terpasang pada benda pertama (B, ). Pergerakan
yang terjadi pada benda B;dan B, diasumsikan hanya dipengaruhi oleh gaya
gravitasi. Terdapat empat parameter yang dipengaruhi oleh gaya gravitasi yakni
l;,1,,m; dan m,. Pendulum ganda diasumsikan hanya berosilasi pada bidang

vertikal dengan sudut pergerakan terhadap garis normal



merupakan fungsi terhadap waktu yang dinotasikan dengan 6, (t) untuk B; dan
6,(t) untuk B,.

Penelitian yang dilakukan oleh Mukul K. Gupta (2014) membahas
mengenai chaos pada pergerakan pendulum disimulasikan secara numerik dengan
melihat pengaruh massa benda dan panjang kawat. Penelitian tersebut
menyimpulkan bahwa chaos akan cenderung meningkat dengan penambahan
massa benda dan panjang kawat dari pendulum.

Tahun 2017, Abdalftah Elbori mengkaji tentang simulasi pendulum ganda.
Dari penelitian tersebut diperoleh kesimpulan bahwa pendulum ganda merupakan
sistem kompleks dengan banyak asumsi sehingga apabila terdapat pengaruh gaya
gesek pada pendulum maka sistem pendulum tidak lagi konservatif. Nilai awal dan
percepatan gravitasi menjadi faktor yang berpengaruh signifikan pada kondisi
chaos pada pendulum.

Dalam kasus sederhana, pemodelan gerakan pendulum biasa maupun ganda
mengabaikan gaya gesekan sehingga menghasilkan gerakan yang kontinu dengan
amplitudo konstan. Keadaan ini disebut dengan gerak harmonik sederhana. Akan
tetapi, pada kenyataannya pendulum yang berayun akan dipengaruhi oleh gaya
gesekan dengan medium. Lebih lanjut, ada pula gerakan pendulum yang
dipengaruhi oleh gaya eksternal. Gaya gesekan dan gaya eksternal ini akan
menentukan cepat atau lambatnya pendulum berhenti bergerak (mencapai titik
kesetimbangan). Oleh karena itu, diperlukan pengkajian terhadap gerak pendulum
yang meliputi efek redaman dan gaya eksternal.

Berdasarkan paparan di atas, melatarbelakangi penulis untuk membahas dan

mengkaji kontruksi model dan simulasi persamaan pendulum ganda. Kemudian



hasil yang didapat dari kontruksi model pendulum ganda akan disimulasikan dan
diamati bagaimana gejala chaos pada pendulum ganda dengan berbagai faktor yang
mempengaruhinya. Dengan demikian, pada penelitian ini penulis mengambil judul

“Simulasi Pergerakan Sistem Pendulum Ganda”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah:
1. Bagaimana kontruksi model persamaan pendulum ganda sederhana?
2. Bagaimana analisa dinamik dari pergerakan pendulum ganda sederhana?

3. Bagaimana simulasi pergerakan pendulum ganda sederhana?

1.3 Tujuan Masalah
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah:
1. Untuk mengetahui kontruksi model persamaan pendulum ganda sederhana.
2. Untuk menganalisa dinamika pergerakan pendulum ganda sederhana.

3. Untuk mendapatkan simulasi pergerakan pendulum ganda sederhana.

1.4 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penulisan dari penelitian ini diharapkan dapat
menjelaskan bagaimana kontruksi model pendulum ganda sederhana dan analisis
gelombang chaos pendulum ganda yang diperoleh dari simulasi setelahnya, serta
dapat bermafaat untuk penelitian selanjutnya yang berkaitan dengan pendulum

ganda. Lebih lanjut, penelitian ini diharapkan dapat dijadikan rujukan dalam



pengembangan  pemodelan  sistem  pendulum ganda yang banyak
diimplementasikan di bidang robotika, teknik sipil, arsitektur, dan bidang-bidang

lain.

1.5 Batasan Masalah

Agar penulisan pada penelitian ini tidak meluas dan menyimpang dari
pembahasan maka perlu diberikan suatu batasan masalah. Batasan masalah pada
penulisan ini sebagai berikut:

1. Bandul pendulum merupakan benda pejal dengan kepadatan yang
homogen.

2. Tali/ kawat pada pendulum ganda tidak mulur dan bermassa cukup
ringan, sehingga massa tali dapat diabaikan pada konstruksi model
matematika.

3. Pergerakan pendulum hanya dipengaruhi oleh gaya gravitasi.

4. Pergerakan pendulum terjadi di bidang datar dua dimensi, tidak ada
pergerakan ke luar atau ke dalam bidang pengamatan.

5. Pendulum ganda bersifat stabil menuju titik setimbang.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini termasuk ke dalam jenis penelitian kepustakaan (library
research). Penelitian dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku,
jurnal, dan referensi lain yang terkait. Adapun langkah- langkah yang digunakan
penulis dalam penelitian ini secara rinci dijabarkan sebagai berikut:

1. Mempelajari dan mamahami Persamaan Lagrange.



Menkontruksi model pendulum ganda dengan cara mensubtitusikan sistem
koordinat dari sistem pendulum ganda ke dalam Persamaan Lagrange.
Melakukan analisa dinamik dari model matematika sistem pendulum ganda.
Menentukan solusi numerik dari model pendulum ganda untuk
mendapatkan ilustrasi mengenai bentuk solusi dari model matematika yang
sudah diperoleh.

Memperhatikan perilaku dari beberapa simulasi pendulum ganda.

Menarik kesimpulan dari semua hasil dari tahap yang telah dilakukan.

1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penelitian ini, penulis menggunakan sistematika penulisan yang

terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab akan dibagi ke dalam subbab dengan

sistematika penulisan sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka terdiri dari teori-teori yang dapat mendukung
pembahasan. Pada penelitian ini, teori yang digunakan yaitu tentang
pendulum, Deret Taylor, Metode Euler, dan Analisis Galat.
Pembahasan

Pada Bab 111 Pembahasan, konstruksi model matematika dari sistem

pendulum ganda akan dijabarkan secara detail. Setelah itu, akan



Bab IV

dilanjutkan dengan analisa dinamik dari model yang telah diperoleh.
Simulasi numerik akan dilakukan di bagian akhir bab ini untuk
mengilustrasikan hasil analisa dinamik yang telah diperoleh.
Perilaku-perilaku yang menarik yang muncul akan dikaji sehingga
dapat menjadi masalah terbuka untuk topik penelitian selanjutnya.
Penutup

Penutup berisi kesimpulan mengenai hasil dari pembahasan dan

saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Pendulum

Salah satu bentuk gerak osilasi adalah gerak pendulum matematis
sederhana. Pendulum tersebut terdiri dari seutas tali yang dianggap tidak memiliki
massa dan sebuah beban diikat di ujung bawah tali. Ujung atas tali dikaitkan pada
posisi tetap (seperti paku). Beban bergantung bebas dan bergerak bolak-balik akibat
pengaruh gaya gravitasi bumi. Sifat pendulum matematis sederhana adalah
simpangan tidak boleh terlalu besar. Kalau simpangan sangat besar maka gaya yang
bekerja pada benda tidak lagi berbanding lurus dengan simpangan. Gaya
berbanding lurus simpangan hanya untuk simpangan kecil (Mikarjudin, 2016).

Bandul sederhana terdiri atas titik massa m yang digantung menggunakan
seutas tali tak bermassa dengan ujung atasnya diikatkan dinding diam. Gerak benda
terjadi pada bidang vertikal dan dikendalikan oleh gaya gravitasi. Asal sudut

simpangan 6 kecil maka gerak benda adalah getaran selaras sederhana.

Gambar 2. 1 Sistem Pendulum Tunggal

Pada gambar tersebut gaya - gaya yang bekerja pada bandul adalah gaya tegang tali

T dan gaya gravitasi m g. Komponen radial T = m g cos(0) tidak



mengakibatkan percepatan pada titik massa. Komponen tangensial gaya gravitasi
m g sin(6@) selalu bekerja dengan arah menuju 8 = 0, berlawanan arah dengan
simpangannya. Jadi, komponen gaya merupakan gaya pemulih dan persamaan
gerak bandul ke arah tangensial ini dapat ditulis

d?s

F=-— in(6) =m—
mg sin(6) mdt2

d?s dze . S, -
Karena s = [0 maka > lﬁ sehingga dapat ditulis menjadi

d?6
dt?

A —%sin(@)

Suku persamaan kanan berbanding lurus dengan sin(8). Persamaan tersebut
bukan merupakan persamaan linier seperti persamaan sebelumnya sehingga
persamaan dari pendulum matematis ini tidak mengikuti getaran selaras sederhana.
Namun, jika dipilih 8 yang kecil maka dapat dilakukan pendekatan sin(8) = 6,

dimana 6 dalam radian. Dengan pendekatan ini, persamaan gerak bandul matematis

menjadi

2.2 Pendulum Ganda

Dalam fisika dan matematika, di bidang sistem dinamik, pendulum ganda
adalah pendulum dengan pendulumlain yang terpasang di ujungnya, dan
merupakan  suatu  sistem  fisik sederhana yang menunjukkan perilaku
dinamis dengan sensitivitas yang kuat terhadap kondisi awal. Gerakan pendulum
ganda diatur oleh satu suatu persamaan diferensial biasa yang digabungkan dan

chaos .
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Gambar 2. 2 Sistem Pendulum Ganda

Beberapa varian pendulum ganda dapat dipertimbangkan; dua tali mungkin
memiliki panjang dan massa yang sama atau tidak sama, mereka dapat berupa
pendulum  sederhana atau pendulum  majemuk (juga  disebut  pendulum
kompleks). Dalam analisis berikut, tungkai dianggap sebagai bandul majemuk
identik dengan panjang | dan massa m , dan gerakan dibatasi pada dua dimensi.
Dalam pendulum majemuk, massa didistribusikan sepanjang talinya. Jika
massa terdistribusi secara merata, maka pusat massa masing-masing tungkai berada
di titik tengahnya, dan tungkai memiliki momen inersia I = 1—12le pada titik itu.
Lebih mudah menggunakan sudut antara masing-masing tungkai dan
vertikal sebagai koordinat umum yang mendefinisikan konfigurasi sistem. Sudut-
sudut ini dilambangkan 6;dan 6,. Posisi pusat massa masing-masing batang dapat
ditulis dalam dua koordinat ini. Jika asal dari sistem koordinat Kartesius diambil
pada titik penangguhan pendulum pertama, maka pusat massa pendulum ini adalah

di:
X, ==sin6,

Y1 = —=co0s0,
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Pusat massa pendulum kedua adalah di :

1
X, = l(sinf; + Esinez)

1
Yy, = —l(cosb, + ECOSQZ)

2.3 Metode Lagrange

Persamaan gerak partikel yang dinyatakan oleh persamaan lagrange dapat
diperoleh dengan meninjau energi kinetik dan energi potensial partikel tanpa perlu
meninjau gaya yang beraksi pada partikel. Energi Kinetik partikel dalam koordinat
kartesian adalah fungsi dari kecepatan, energi potensial partikel yang bergerak
dalam medan gaya konservatif adalah fungsi konservatif adalah fungsi dari posisi.
Jika didefinisikan lagrange sebagai selisih antara energi Kinetik dan energi
potensial dan digunakan untuk mengetahui besar gaya yang bekerja pada benda

(Rafsenjani, dkk, 2013).

2.4 Metode Runge-Kutta Orde 4 (RK 4)

Dalam pembahasan metode Heun atau Runge Kutta Orde 2 (RK 2), kita
menggunakan aturan trapesium untuk menaksirkan nilai integral fttk"“y’(t)dt.
Metode RK 4 diturunkan serupa, namun dengan menggunakan atura Simpson

— k41—l

dengan lebar langkah % untuk mendapatkan hampiran nilai integral

tersebut, sehingga diperoleh hampiran.
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h ty +t ty +t
y(tk+1)=y(tk)+g f(tk:yk)+4f<k 2k+1’y(k 2k+1>>

+ f(terr, v + h f o Vi)

Suku galat dalam aturan Simpson dengan lebar g adalah

O] h®
4
Y (&) 2880
sehingga galat yang terakumulasi
En O L @y =ty P
4 — 4 — 4 — 4
Y2 (&) 50 = 7 (§) 7aas op Y G)ogesi= 0(h7)

k=1

Metode Runge Kutta pertama kali dikembangkan oleh Carl Runge dan
Wiliam Kutta dalam rangka meniru hasil dari pendekatan deret Taylor tanpa
melakukan diferensial analitik secara berulang. Metode Runge Kutta merupakan
metode yang memberikan ketelitian hasil yang lebih besar dan tidak memerlukan
turunan dari fungsi (Acu, dkk, 2017).

Bentuk umum dari metode Runge Kutta adalah:

Yirr = Yi + ¢(xi, yh (2.1)
dengan ¢(y;, x;)h adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata
pada interval dan digunakan untuk mengekstrapolasi dari nilai lama y; ke nilai baru
Vi+1 Sepanjang interval h. Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum:

Q= a1k +aky, + -+ azk,
dengan a adalah konstanta dan k adalah

ki = hf Cxr, )

ko = hf (¢ + b, Yrqa1ky)

ks = hf (x, + 20, Y + G20k + q22k2)
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kn = hf (%r + Pnciho Yr + Gnoi12ks + Gno12kz + - + Gno1n-1kn-1)
dengan p dan g konstan. Nilai k& menunjukkan hubungan berurutan. Nilai k4
muncul dalam persamaan untuk menghitung k., yang kedunya juga muncul dalam
persaman untuk menghitung k5 dan seterusnya. Hubungan berurutan ini membuat
metode Runge Kutta menjadi efisien untuk hitungan komputer (Chapra dan Canale,
2010).

Metode Runge Kutta memiliki beberapa tipe bergantung pada nilai n yang
digunakan. Pada penelitian ini menggunakan Runge Kutta orde empat yang berarti
memiliki nilai n = 4. Metode ini, merupakan metode yang sering digunakan dalam
ilmu komputasi karena memiliki tingkat ketelitian solusi yang lebih tinggi
dibandingkan orde sebelumnya. Menurut Chapra dan Cande (2010) metode Runge-
Kutta orde empat mempunyai bentuk sebagai berikut:

Vie1 = Vi + (a1ky + azk, + azks + asky)h (2.2)
dengan
ki = Qe y)
ke = f (i + pih yi + quaks),
(2.3)
ks = f(x; + p2h yi + qaiky + q22k2),
ka = f(x; + psh, x; + qz1ky + qazkz + q3sks).

Persamaan (2.3) di atas memiliki 13 Kkonstanta, antara lain yaitu
ai, ay, a3, Ag, P1, P2, P3, 911, 921, 922, 931, 932, G33- Nilai dari 13 konstanta tersebut
dapat diperoleh dengan menjabarkan k4, k,, k5 dan k, dalam bentuk deret Taylor.

Dengan menjabarkan k; yang hanya memiliki variabel y maka akan diperoleh:
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ki=f (2.4)
ki = f(yi + qi1k1)
=f+hquffy + hzq%lzfzfyy + thi?)lé oy 9
ki =f i + q21k1 + qazk>)
= f(h(q21 + q22)f f + h* (‘h‘hszyz + %(%1 +
(2.6)
Q22)2f2fyy) +h? e A1z 2 fyfyy + @21 (@21 +
q22)922f 2 fyfyy + % (q21 + QZ2)3f3fyyy) +
ki = fi + qziks + g2k + q33ks)
= f + h(qs1 + q32 + qz3)ffy, + h? (6111Cl3szy2 ‘s
(G21 + 922)933f f;f + % (@31 + g3z + q33)f2fyy) nd
h? (% 471q32(qs1 + Gs2 + 433) 2 fy fyy + (2.7)

q (q +q )zfzf f
33(q21 222 i A (q31 + q32 + CI33)(¢I116132 +

q33(q21 + QZZ))fzfyfyy + G33022911f fy +

%(%1 + g3z + Q33)3f3fyyy)
Dengan mensubtitusikan persamaan (2.4), (2.5), (2.6) dan (2.7) ke dalam
persamaan (2.3) akan diperoleh nilai parameter a4, a,, as, as, 421, 922, 931, 432, 933-
Selanjutnya penyelesaian menggunakan pendekatan deret Taylor, sehingga

diperoleh:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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qd11 = P1
21 t 422 = D2

431 t q32 + 433 = P3

a1+a2+a3+a4=1
1
ayq11 + az(qz1 + q22) + a4(q31 + qz2 + q33) = >
2 2 ,_ 1
aq11 + az(qz1 + q22)° + a4(qz1 + @32 + q33)° = 3
3 3 g . 2.8)
aq31 + az(qz1 + q22)° + a4(q31 + @32 + q33)° = ] .

1
a3G22G11 + A4q32G11 + A4G33(g21 + G22) = 3

1
a3G2297104932911 + Aaq33(qa1 + G22)° = T

a3q11922(q21 + q22) +

1
as(q31 + g3z + Q31)(CI11Q32 + q33(q21 + QZz)) =3

d
4933922911 = 24
Persamaan (2.8) memuat 11 persamaan dengan 13 parameter yang tidak diketahui.
Jika digunakan tiga kondisi tambahan agar sistem tersebut dapat diselesaikan yaitu:

1

1
G =75,P2 =5,P3 =1 (2.9)

Maka, terbentuk Runge Kutta orde empat sebagai berikut:
1
Yit1 = Vi + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4)h (210)

dimana

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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kl = f(xi; yl)

1 1
kz =f(xl‘ +Eh,yl +§hk1),

(2.11)

1 1
k3 :f(xi +§h,yl +§hk2>,

1 1
ky = hf (xi +5h Y+ Ehkg).

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial orde dua menggunakan metode
runge kutta, harus diubah terlebih dahulu menjadi sistem persamaan diferensial
orde satu (Dafik, 1999). Sebuah persamaan orde dua sebagai berikut:

y" = f(t,y,y") dengan nilai awal y(t,) = y, dan y'(t,) = x, (2.12)

Persamaan (2.12) terlebih dahulu diubah menjadi sistem PDB orde satu yaitu:

dy
= =fy.x) =1 ¥(to) = Yo
: (2.13)
X
2 =9y y) =g(ty,x) x(to) = Xo-
sehingga formula metode Runge Kutta menjadi berikut:
_ h
y(l + h) =%Yo +g(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
_ h
X(l +h) = yO +g(k1 +2k2 +2k3 +k4)
ky = f(t,yi, %)
(2.14)
L =g, yix)
h hk4 hly
ko =f (ti to it =t 7)

h hk, Rl
L=g (ti Tyt 5 +7)
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h hk, hl,
ks =f(ti +§,yi +T,Xi +7)

h hk, hl,
l5 =g<ti+§,yi+7,xi+7)

k4 = f(tl + h'yi + hk3, xi + hl3)
l, =gt + h,y;, + khs, x; + hl3)

Metode Runge Kutta orde empat ini yang dengan mereduksi masalah nilai batas.

2.5 Metode Deret Taylor
Ekspansi deret Taylor dari fungsi y(x) analitik pada persekitaran x = 0

diberikan sebagi berikut

o)

dk
o= 3 4D
k=0

LN (2.15)
— =) Y(k)x*
iy

k
di mana y*(x) = %Sf) dan Y (k) disebut koefisien Taylor ke-k dan didefinisikan

x=0

sebagai

_1d9y® (2.16)

Y = 1 aew

x=0

Fungsi y(x) dapat dinyatakan sebagai y(x) = yy(x) + Ry, dimana y,,(x) adalah
aproksimasi orde-M yang diberikan oleh

M (2.17)
yul) = ) Yk
k=0

dan R,, adalah rumus sisanya diberikan oleh
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3 1 dM+1y(X)
(M4 1)! dxM+1

7. - (2.18)

X=X1

Untuk beberapa x; pada 0 < x; < x. Jika turunan ke (m + 1) dari y(x) terbatas
dalam x € (0,1].

dM+1y(x)
dxM+1

i (2.19)

Untuk konstanta K non-negatif tertentu, maka error maksimum untuk y,,(x)

dalam interval ini dapat dievaluasi berdasarkan rumus sisa seperti ini

K

Cmax = W (Munawaroh, 2015)

2.6 Titik Kesetimbangan

Titik tetap dari suatu pemetaan T: M — M, dengan M merupakan suatu
himpunan sebarang, dan m € M yang dipetakan pada dirinya sendiri oleh pemetaan
tersebut. Dengan kata lain dibuat titik tetap oleh pemetaan tersebut T dan
dinotasikan sebagai berikut : T(m) = m (Musta’ada, 2004:7).

Misalkan diberikan system otonomus

dx _

N X(x,y,2)

dy —

= — 2.20
T Y(x,vy,2z)

dz _y —

dt - (x,y, Z)

Titik (x*,y*,z*) dengan X(x*,y*,z*) =0,Y(x*,y%2z")=0,Z(x*,y%2z)=0

disebut titik kritis persamaan 2.20. Titik kritis E = (x7, x5, x3) ini merupakan solusi
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persamaan (2.20) yang bernilai konstan sebab % = O,% = 0,% = 0. Keadaan
dx dy dz . .
yang menyebabkan == O'E = O'E = 0 disebut dengan keadaan setimbang dan

titik yang memenuhi disebut titik kesetimbangan (Sari, 2010:6).

2.7 Kajian Keagamaan

Peristiwa gerak pendulum ganda merupakan suatu peristiwa fisis dengan
gerakan chaos di dalamnya. Gerakan chaos pada pendulum ganda dapat diredam
sehingga gerak pendulum akan mulai terkontrol dan mendekati titik
kesetimbanganya.

Manusia merupakan makhluk cipataan Allah yang diciptakan dalam
keadaan sebaik-baiknya bentuk. Bentuk tubuhnya melebihi keindahan bentuk tubuh
ciptaan yang lain. Manusia diciptakan dilengkapi dengan akal. Maka dengan
keseimbangan sebaik-baik tubuh dan pedoman pada akalnya itu dapatlah dia hidup
dipermukaan bumi ini menjadi pengatur. Dalam firman Allah pada surat al-Infithaar

ayat 7 yang berbunyi:

() GNaas Gbiis dals el

“Yang telah menciptakan kamu, lalu menyempurnakan kejadianmu, lalu

menjadikan (susunan tubuh) mu seimbang” (Q.S. al-Infithaar : 7).

Kata “yang telah menciptakan kamu” yaitu yang mengatur penciptaanmu

dari setetes air mani. “lalu menyempurnakan kejadianmu” dalam rahim ibu,
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kemudian menjadikan dua tangan, dua kaki, sepasang mata, serta seluruh anggota
tubuhmu (al-Qurthubi, 2009).

Dalam tafsir al-muyassar menjelaskan bahwa Allah telah menciptakan
tubuh kalian dengan susunan yang sangat sempurna, dengan anggota tubuh yang
lengkap, dan bentuk tubuh yang serasi. Dia menyusun kalian dalam bentuk yang
sangat bagus dan menakjubkan. Dia memilihkan yang terbaik untuk bentuk kalian
dan juga membedakan antara satu manusia dengan manusia yang lainnya dari segi
bentuk, suara dan warna kulit.

Kata “seimbang” berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang,
serasi sehingga tampak harmonis, dapat juga berarti menjadikanmu memiliki
kecenderungan untuk bersikap adil. Memang keadilan menjadi dambaan manusia.
Di sisi lain jika terjadi gangguan pada jiwa atau kepribadian manusia, maka ketika
itu kecenderungan tersebut sirna pada dirinya. Namun memahami kata ,, adalaka
dalam arti demikian, tidak sejalan dengan kandungan ayat berikutnya yang masih
berbicara tentang pembentukkan fisik manusia, yakni Allah membentuk manusia
dalam bentuk apa saja yang dikehendaki-Nya antara lain dalam bentuk cantik atau
buruk, gagah atau jelek, pria atau wanita, tinggi atau pendek. Sehingga, dalam
apapun bentuk yang dikehendaki-Nya (al-Mishbah, 2003).

Kata “seimbang” yakni menjadikanmu ciptaan yang lurus, sepadan dan
seimbang dan dapat berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang, seperti
dikatakan (ini sesuatu yang lurus), qira’ah ini adalah gira’ah mayoritas ulama, dan
gira’ah yang dipilih oleh Abu Ubaid dan Abu Hatim. Al Farra’ dan Abu ubaid

mengatakan dalilnya adalah firman Allah dalam QS. At-Tin : 4 (al-Qurthubi, 2009)

2% - 95\' .o ’/.g"\" 212 2%
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“Sesungguhnya kami telah menciptakan manusia dalam bentuk yang sebaik- baiknya”.
(QS. At-Tin : 4).

Allah SWT dalam ayat ini menegaskan secara eksplisit bahwa manusia itu
diciptakan dalam bentuk yang paling sempurna. Ar-Raghib Al Asfahani, seorang
pakar bahasa al-Quran menyebutkan bahwa kata tagwiim pada ayat ini merupakan
syarat tentang keistimewaan manusia dibanding binatang, vyaitu dengan
dikarunianya akal, pemahaman, dan bentuk fisik yang tegak dan lurus. Jadi ahsani
taqwiim berarti bentuk fisik dan psikis yang sebaik-baiknya (Aam, 2004).

Kalau cermati, sesungguhnya kesempurnaan manusia bukan hanya sekedar
pada bentuk fisik dan psikisnya saja. Kedudukan manusia diantara makhluk Allah
lainnya pun menempati tempat tertinggi, melebihi kedudukan malaikat. Firman

Allah dalam QS. al- Isra : 70 ( Aam, 2004)

55 B 2 sy sl AT 3 sl ask o WK A

@ Yai s 35 Lk
e/ - o~ ~ “w_

“Dan sesungguhnya kami telah memuliakan anak Adam (manusia) dan kami angkat
mereka di darat dan dilaut, dan kami melebihkan mereka atas makhluk- makhluk yang
Kami ciptakan, dengan kelebihan yang menonjol” (QS. al- Isra : 70) ( Aam, 2004).

Dalam Tafsir Ibnu Kasir Juz 15 oleh Al-Imam Abu Fida Isma’il Ibnu Kasir
Ad-Dimasyqi, Allah memberitahukan tentang pemuliaan dan penghormatan-Nya
terhadap anak cucu Adam, yakni dalam penciptaan mereka dalam bentuk yank

sebaik-baiknya dan paling sempurna.

(YYaitu) sesosok makhluk yang dapat berjalan tegak dengan berpijak pada

kedua kakinya dan makan dengan kedua tangannya. Sedangkan makhluk lain dari
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berbagai macam binatang berjalan dengan keempat kakinya dan makan dengan
mulutnya. Selain itu, Allah juga memberikan pendengaran, penglihatan, dan hati
yang dengannya ia dapat memahami, mengambil manfaat, dan membedakan
banyak hal, mengetahui manfaat dan keistimewaan serta bahayanya dalam urusan
agama dan juga duniawi. Dan Kami angkut mereka di daratan dengan
menggunakan kendaraan binatang; kuda dan keledai. Sedangkan di lautan, Kami
angkut dengan menggunakan kapal-kapal besar maupun kecil. Dan Kami
karuniakan kepada mereka berbagai macam rizki yang baik-baik berupa tanam-
tanaman, buah-buahan, daging, susu, dan beraneka macam makanan yang beraneka
warna yang sangat lezat, juga pemandangan yang indah, pakaian yang bagus-bagus
dengan berbagai macam jenis, warna, dan bentuknya, yang mereka buat untuk diri
mereka sendiri atau mereka ambil dari daerah lain. Dan telah Kami lebihkan mereka

atas makhluk lainnya, yakni hewan dan makhluk lainnya.

Manusia lebih utama daripada makhluk hidup lainnya, juga lebih utama
daripada semua jenis makhluk. Ayat ini dapat dijadikan sebagai dalil yang
menunjukkan keutamaan jenis manusia di atas jenis malaikat.

Abdur Razzaq mengatakan, telah menceritakan kepada kami Ma'mar, dari
Zaid ibnu Aslam yang mengatakan bahwa para malaikat berkata, "Wahai Tuhan
kami, Engkau telah memberikan kepada Nabi Adam dunia. Mereka dapat makan
dari sebagian hasilnya dan bersenang-senang dengannya, sedangkan Engkau tidak
memberikannya kepada kami. Maka berikanlah kepada kami Akhirat." Allah Swt.
menjawab melalui firman-Nya, "Demi kebesaran dan keagungan-Ku, Aku tidak

akan menjadikan kebaikan keturunan orang yang Aku ciptakan dengan kedua
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tangan (kekusaan)-Ku sendiri seperti kebaikan makhluk yang Aku ciptakan
dengan Kun (jadilah kamu!), maka jadilah dia."”

Keseimbangan adalah kemampuan untuk mempertahankan keseimbangan
tubuh ketika ditempatkan di berbagai posisi. Keseimbangan menurut O’Sullivan
adalah kemampuan untuk mempertahankan pusat gravitasi pada bidang tumpu
terutama ketika saat posisi tegak. Kemampuan tubuh untuk mempertahankan
keseimbangan tubuh oleh aktivitas sehari-hari tidak dapat dipisahkan dari faktor
lingkungan yang berperan dalam pembentukan keseimbangan (Irfan, 2012).

Tujuan dari tubuh mempertahankan keseimbangan adalah menyangga
tubuh untuk melawan gravitasi dan faktor-faktor ekternal lain, mempertahankan
pusat massa tubuh agar sejajar dan seimbang dengan bidang tumpu, serta
menstabilisasi bagian tubuh ketika bagian tubuh lain bergerak. Kemampuan untuk
menyeimbangkan massa tubuh dengan bidang tumpu akan membuat manusia
mampu untuk beraktivitas secara efektif dan efisien (Irfan, 2012). Equilibrium
adalah sebuah bagian penting dari pergerakan tubuh dalam menjaga tubuh tetap

stabil sehingga manusia tidak jatuh walaupun tubuh berubah posisi.
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PEMBAHASAN

3.1 Kontruksi Model Pendulum Ganda

Pendulum ganda merupakan pendulum dengan pendulum lain yang
terpasang pada ujung lainnya yang terpasang pada ujungnya. Pendulum sendiri
merupakan suatu sistem fisika sederhana yang menunjukan perilaku dinamis
dengan sensitifitas yang kuat dan sifat-sifat chaotic didalamnya. Gerak osilasi pada

pendulum sederhana diilustrasikan seperti gambar berikut :

[ S

Gambar 3.1. 1 Sistem Pendulum Ganda Sederhana

Pada pendulum ganda sederhana digunakan beberapa asumsi antara lain:
gaya gesek udara diabaikan, massa jenis tali homogen dan massa benda yang pada
pendulum 1 dan 2 terpusat ditengah. Secara ilustrasi, pendulum ganda pada gambar

tersebut terdiri dari beberapa komponen utama, yaitu:

a. Poros pendulum ganda tetap (tidak bergerak).

23
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b. Pendulum 1 dengan talinya (I,) terpasang pada suatu poros yang tetap dan
tidak bergerak dan pada ujung lain pendulum terikat pada massa benda
pertama (m,).

c. Pendulum 2 dengan talinya (I,) salah satu ujungmya bergantung pada
massa benda pertama yang terikat pada pendulum 1 dan ujung lainya terikat

pada massa benda kedua (m.).

Adapun beberapa variabel dan parameter yang mempengaruhi pendulum

ganda antara lain:

Tabel 3.1. 1 Notasi Variabel dan Parameter dengan satuannya

Notasi Keterangan Satuan (SI)
my Massa pendulum 1 kg
m, Massa pendulum 2 kg

Iy Panjag tali pendulum 1 m
L, Panjang tali pendulum 2 m
0, Besar sudut pendulum 1 rad
0, Besar sudut pendulum 2 rad
g Gaya gravitasi m/s?

Dalam analisis pendulum ganda berikut, pendulum dianggap sebagai suatu
sistem majemuk identik dengan panjang (1) dengan massa pada masing-masing tali
diabaikan dan massa (m), dan gerak pendulum dibatasi pada dua dimensi. Dengan
menggunakan pendekatan sudut antara masing-masing pendulum, masing masing
sudut pada pendulum dilambangkan 6; dan 6,. Posisi pusat massa tiap pendulum

dapat dituliskan dengan koordinat Kartesius sebagai berikut.
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Pendulum pertama terdiri dari beberapa komponen yaitu massa pendulum
(m,), panjang tali (l;), dan besar sudut (6,). Karena gerak osilasi pendulum
diibatasi pada ruang dua dimensi (x,y) € R? maka koordinat Kartesius dari
pendulum pertama dengan dimisalkan poros pendulum sebagai titik pusat kartesius
dan posisi pendulum dinotasikan sebagai x; dan y,; sebagaimana seperti pada

gambar dibawah ini

(/LSS L

R -

(1, 51)

oo = o o

y
gambar 3.1. 2 Sistem Pendulum Pertama

Maka dapat dituliskan koordinat kartesiusnya sebagai berikut:
X

L =sin 0,4

L

X1 = llsin 61 (1)

dan
1
—— = cos0,

y; = —lcos 64 (2)
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Variabel y bernilai negatif karena gerak osilasi pada pendulum berada pada kuadran

ke 3 atau kuadran ke 4.

Selanjutnya, pendulum kedua merupakan suatu sistem yang bergantung
akibat pendulum pertama. Koordinat Kartesius pendulum kedua ditunjukkan oleh
Gambar 3.3. Apabila posisi pendulum diotasikan sebagai x, dan y,, maka titik

kordinatnya:

LA A LY L/

9,!

(x1,¥1)

(x2,¥2)

Gambar 3.1. 3 Sistem Pendulum Kedua yang dipengaruhi Pendulum Pertama

X2 —Xq !
= sinf,

2
X, —x1 = l,sin 6,
Xy = x1 + [;5in0, (3)
dan

—y, — (=y1)

= cos0,
I,

-y, = —y; + l,cos0,

Y2 = ¥1 — lyc0s6, 4)
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Persamaan (1)(2)(3) dan (4) akan digunakan untuk mencari persamaan

fungsi lagrangian dari pendulum ganda.

3.2 Lagrangian

Untuk medapatkan suatu model matematis dari karakteristik suatu sistem
pendulum ganda dapat digunakan persamaan Lagrangian. Persamaan Lagrangian
digunakan untuk mengetahui besar gaya yang bekerja pada benda. Persamaan gerak
partikel yang dinyatakan oleh fungsi Lagrangian dapat diperoleh dengan meninjau
energi kinetik dan energi potensial partikel tanpa meninjau gaya yang bereaksi pada
partikel. Jika didefinisikan Lagragian sebagai selisih antara energi Kinetik dengan

energi potensial maka fungsi Lagragian dari pendulum ganda sebagai berikut:

L=T-V

keterangan:

L = Fungsi Lagrangian

T = Energi kinetik

V = Energi potensial

Pendulum ganda merupakan rangkaian dari dua pendulum dengan koordinat
kartesius dari pendulum pertama (x4, y;) dan pendulum kedua (x,, y,). Koordinat

kartesius kedua pendulum merupakan fungsi dari 6, dan 8, yang dituliskan sebagai:

x, =1y sin6,

v, = —lycos 64

Xy = llsingl + leinez
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y, = —licos8; — l,cos0,

6, merupakan notasi besar sudut pendulum 1 terhadap garis normal yang berubah-
ubah disepanjang waktu (t) sehingga 6, adalah fungsi dari waktu. Demikian pula

dengan 6,.

Energi kinetik (T) yang akan bekerja pada fungsi Lagrangian di pendulum
ganda dipengaruhi oleh massa (m) dan kecepatan (v) suatu benda saat bergerak.

Sehingga energi kinetik diformulasikan :

Pendulum ganda memiliki dua massa benda yang bergerak dan pada ruang dua

dimensi (x,y) € R sehingga energi kinetik pada pendulum ganda adalah:

1 2 1 2
T - Emlvl + Emzvz

1 s g 1 ) .
T = §m1(x12 + %) +Em2(x22 +y3)

Energi kinetik merupakan suatu fungsi yang bergantung terhadap kecepatan
suatu benda. Kecepatan Suatu benda merupakan turunan pertama dari posisi
terhadap waktu. Jika posisi benda berada di ruang dua dimensi (x,y), maka V =

x% + y?. Posisi absis pendulum 1, adalah x;(8(t)) dan posisi ordinatnya

y1(61(¢)), sehingga :

 dx, de, ) .
X1 = d_91 ) W = llcosel - 01 = l191 CosS 01

. de d92 . . . .
xz = = l160591 - 91 + l2C059292 = l191C0591 + 12026'0592

T de, dt
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. dy, db, . : o
V1= ﬁ - E = llsln9191 = l191 Sin 91
1
. dy, db, . ; . ; P e
)’2 = dT . E = ll Sin 91 . 91 + lelngz - 82 = llglslTl@l + lzgzslnez
2

Kecepatan masing-masing pendulum dapat dihitung sebagai :
V, = (&2 + y2) = (1,6, cos 91)2 + (1,6, sin 91)2
V, = (%2 + y2) = 1262 cos? 0, + 1267 sin? 6,
Karena sin? 8 + cos? 8 = 1 maka,
(f + 1) = 1767
dan
(%2 + y2) = (1,6,co0s6, + lzézcosé?z)z + (1,6,sin6, + lzézsinez)z
(&% +y3) = (1%912 cos? 6 + 1262 cos? 92) + (lfH'lz sin2 @, + 1262 sin? 92)
(%2 + y2) = 367 + 1562 + 21,1,6,6, cos(6, — 0,)
Sehingga dapat diperoleh energi kinetik sebagai berikut :
T = 3mu G+ 3D + 5y my( +53)
T= %ml(lfe'f) + %mz(l%éf + 1262 + 21,1,6,06, cos(8, — 6,)

Setelah diperoleh energi kinetik, akan dicari energi potensial yang berkerja pada

pendulum ganda :

V =mygy, + mygy,

V =myg(—1l, cos0;) + myg(—Ll,cos0; — l,cos0,)
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V =—(my + my)glicosf; —m,gl,cosb,
Sehingga fungsi Lagrangian diperoleh

L=T-V

1 . 1 242 @ 1242 oo
L = Eml(llel) + Emz(llel + l262 + 2l1l29102 COS(91 - 02)

+ (my + m,)glycosf; — m,gl,cos6,

1 . 1 . N

L = E(ml + mz)l%ef + Emzlggzz + 211[29192 COS(G - 82)

+ (my + my)gl,cos6; + mgl,cosH,

oleh karena itu, 6,

oL L. ) .
% = m1l191 + m2l191 + mzll 1292 COS(H]_ N 92)
1

d (oL .| !
a 50—1 = (ml + mz)l191 + mzlllzgz COS(Gl - 92 )
2. mzlllzéz Sin(91—92) (01 - 92)

oL

B —1,g(my + my)sing; — mylyl, 6,6,sin(6,—6,)
1

Persamaan diferensial Lagrangian untuk 8, adalah

(my + mu)1?20; + myl,1,0, cos(8; — 6, ) + myl;1,02 sin(6;—6,) (3.1.1)

— l1g(my + my)sing; =0

Dari hasil fungsi lagrangian pada pendulum ganda (3.1.1) dapat dicek untuk
validasi model satu pendulum karena pendulum ganda merupakan suatu sistem
satu pendulum yang diberikan pendulum lain pada ujungnya. Maka dapat

diasumsikan bahwa m,, [,, 8, = 0 sehingga
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(my + 0)126; + m,1,0, cos(8; — 0) + 01,002 sin(6; — 0)
- llg(ml + 02) Sin 91 = 0

mll%él - llgml sin 91 = 0

.. gmrsin 04
0 =———"—
wrly
N sinf
6, = 4 1
L

Persamaan (3.1.1) ini sesuai dengan persamaan pada pendulum tunggal.
Selanjutnya persamaan (3.1.1) dapat disederhanakan dengan cara membagi dengan

L

(ml + mz)llél + mzlzéz COS(QI W 92 ) + mzlzézz Sln(91—92) (3-1-2)

—g(my + my)sinf; =0
Cara yang sama juga digunakan untuk 8,

oL

- = mzlgéz + mzlllzél COS(GI - 92)
00,

d (oL - :
E 6_82 =] m2l292 + mzlllzel Cos(el = 92)
— myl,1,6;5in(6; — 92)(91 y 92)

oL
a6,

= mzlllzglézsin(gl - 92) — lzngSinQZ
Persamaan diferensial Lagrangian untuk 6, adalah

m, 1260, + myl,1,6, cos(8; — 6,) — mzlllzélzsin(el —0,) + l,m,gsinf, =0

Persamaan tersebut dapat disederhanakan dengan cara membagi dengan [,
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mzlzéz + mzllél COS(91 - 92) - mzlle.lz.gin(el - 92) + ngSinez (313}

=0

Setelah diperoleh suatu sistem baru dari fungsi lagrangian di persamaan
pendulum ganda, selanjutnya akan dicari nilai kesetabilan lokal pada masing-

masing sistem. Sistem pertama merupakan sebuah persamaan yang mengandung
variabel (6,.6,,6,,6,,6;,0,) begitu juga dengan sistem yang ke dua. Sehingga

dari persamaan tersebut dapat dicari suatu sistem baru yaitu

91 7 fl(gli 92: 6.11 9.2) 92) dan 92 = f2 (le 62) élr 921 91)

Mencari nilai 8, dari sistem pertama:

(my + my)l,6; + myl,0, cos(8; — 0, ) + myl,67 sin(6,—6,)
—g(my + my)sing; =0

(my + mz)l1é1
= —(m,1,8, sin(8; — 0, ) + my1,02 cos(6,—6,)
— g(my + my)sind,)

B (M50, sin(8; — 8, ) + my1,0% cos(,—0,) — g(my + my)sinb, )

6, =
! (m; + my)ly

6, (3.1.4)

_ (m, 1,8, sin(8, — 8, ) + m,1,0% cos(8;—6,) — gm,sinf; — gmy:
(my +my)l;

Mencari nilai 8, dari sistem kedua:
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myly0, + myl,0; cos(6; — 6,) — mzlléfsin(el —0,) + mygsinf, =0
m,l,0, = —(mzllél cos(6; — 6,) — mzlle'fsin(el —-0,) + ngsinez)

(mzllél COS(91 - 92) - mzlle.fSin(el - 92) + ngSinez)

b, = —
2 myl,

(—sin(8; — 8,) 1,67 — sin(8,)g — 1,6,) (3.1.5)
l

ézz

Setelah diperoleh persamaan (3.14) yang merupakan fungsi dari 6 dari variabel
f1(64,6,,64,8,,0,) dan persamaan (3.15) yang merupakan fungsi dari variabel
f,(64,0,,04,06,,6,). Dari persamaan (3.14) dan (3.15) dapat disederhanakan agar
tidak ada variabel turunan kedua pada masing masig persamaan dengan cara

mensubtitusikan persamaan (3.14) ke persamaan (3.15) dan juga sebaliknya.

B (mzlzéz sin(0; — 0, ) + m,1,0% cos(6,—6,) — gm,sinf; — gmzsinez)

0, =
! (my +my)l;
sin(6; — 6,) cos(8; — 6,) lym, 62 + m,1,62 sin(6; — 6,) —
cos(6; — 0,) sinf,gm, — gsim 6;m, — gsinf;m,
ly(mycos(B; — 0 —2)2 —m; —m,
p (—sin(8; — 6,) 1,67 — sin(6,)g — 1,6,)
2T %

L



34

1 .
= _El —sin(8, — 6,) 1,67

cos(6, — 6,) (sin(6, — 0,) cos(6; — 8,) cos(6; — 6,) llmze'f sin(6; — 6,)
—cos(6, — 6;) sin(6,) gm, — gsin(6,)m; — gsin(6;)m,)

+
m, cos(0; — 6,)%2 —m; —m,

+ sin(68,)g

Persamaan tersebut dapat disederhanakan dengan permisalan. Misalkan

Sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial biasa orde dua tersebut dapat
dituliskan kembali menjadi sistem persamaan diferensial biasa orde satu dengan

empat persamaan sebagai berikut:

9.1 =Uu
92 =D
. cos(0; — 6,) sin(0; — 6,) myu® sin(8, — 6,)l,m,v?

cos(0; — 6)2my; —my —m, l1(cos(8; — 85)> my —my —my)

. g((cos(6,—65) sin 6, m4+sinf;my)

l1(cos(0,1—6,)2my—m;—m;)

_ Sin(91 - 92) ll(ml + mz)uz (316)
V= l,(cos(0; — 03)2my —my—m,

cos(8, — 6,) sin(8, — 6,) m,v?

cos(6; — 6,)2m, —m; —m,
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g(my + my)(cos(6; — 6,) sin(8;) + sin(6,))
l,(cos(6; — 63)2my —my —m,)

Dari sistem persamaan pendulum ganda (3.15) di atas akan ditentukan titik
kesetimbangan sistem, yakni kondisi ketika solusi sistem tidak berubah terhadap

waktu.

Ketika persamaan u dan v dikatakan setimbang dimana % = 0, dan % =

0. Sehingga persamaan tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
persamaan ():

. myu?®cos(6, — 6,)sin(6, — 6,) l,m,v?sin(8; — 6,)

m, —my; —mycos(6; — 6,)>  l;(my; — my —m,cos(6; — 6,)2

g(cos(6, — 6;) m, sin(6,) + m, sin(0;))
l(cos(8; — 6;)*my —my —my) a

0

dan persamaan (7):

. L(my + my)u? —sin(6; — 6,) myv? cos(8; — 0,)sin(f; — 6,)
=

my —my — myly(0; — 6,)? m, —my —m, cos(6; — 60,)?

g(my +m;)(cos(8; — 6;) sin(6,) + sin(6,))

0
l,(cos(6, — 6,)2my —my —m,)

Dari sistem persamaan pendulum ganda (3.15) di atas akan
ditentukan titik kesetimbangan sistem, yakni kondisi ketika solusi sistem tidak

berubah terhadap waktu.

du

Ketika persamaan v dan v dikatakan setimbang saat 8, = 0, 6, = 0, e

0, dan % = 0. Persamaan 6, = 0 dan 6, = 0 terpenuhi ketika u = 0 dan v = 0.

Substitusi nilai u = 0 dan v = 0 menjadikan persamaan (3.16) dapat dituliskan

sebagai berikut:
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_ g(cos(8; — 8,) my sin(6;) + m;, sin(6,))
B l1(cos(8;, — 63)>my —my —my) B

0

—sin(6, — 6,)
my —my —myly(0; — 6,)°
g(my +my)(cos(8; — 6,) sin(6,) + sin(6,))
l;(cos(0, — 03)* my —my —my) B

v =

0

Karena variabel g,m;, m,,l;dan I, merupakan parameter yang bernilai
positif maka untuk nilai kesetimbangannya untuk 8, dan 8, merupakan solusi dari

sistem persamaan

sin(6,) =0
cos(8; — 6,) sin(6,) =0

Persamaan pertama terpenuhi ketika 8, = nm, n € Z. Persamaan kedua terpenuhi
ketika 8, = nm, n € Z. Besar 8, dan 6, merupakan sudut yang dibentuk pendulum
1 dan 2 terhadap garis normal. Oleh karena itu, besar sudut 8, dan 8, dibatasi antara

[0,27], sehingga n sebesar 0 dan 1.

Titik kesetimbangan pertama akan diperoleh karena sistem tersebut akan
bernilai 0 ketika 8, dan 8, bernilai 0 juga sehingga titik kesetimbangan pertama
yaitu T; = (67, 05,u,v) = T;(0,0,0,0). Untuk 6, bernilai 0 dan 8; = m maka titik
kesetimbangan kedua yaitu T; = (67", 65", u,v) = T, (w,0,0,0). Selanjutnya titik
kesetimbangan yang ketiga diperoleh ketika 6; bernilai O dan 8, = & yaitu T3 =
677,65, u,v) = T5(0,7,0,0). Untuk titik kesetimbangan keempat diperoleh

Ty = (6;",65",u,v) = T; (n,7,0,0).

Setelah diperoleh empat titik kesetimbangan pada persamaan pendulum

ganda, selanjutnya akan dicari turunan pertama dan kedua pada persamaan 1, v, 6,
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dan persamaan (6,) terhadap variabel u dan v untuk membangun matriks Jacobian

pada langkah selanjutnya.
Turunan pada persamaan ()

a_u __ 2(um; cos(81—6,)sin(6,—-6))
v cos(61-0,)2m,—mi—m,

ou 2(l2m2v sin (6, — 92))
ov 1 (cos(8; — 6,)2m, —m; — m,)

ou

— =0
00,

ou o
6,

Turunan pada persamaan (/)

av . _2(ull(m1 + mz)sln (91 I 92))
ou  1,(cos(0; — 0,)2m, —my —m,)

v % Z(mzv(cos(el -0,) sin(9!1 — 92))

E cos(6; — 6,)>°m, —m; —m,
v .

06,

0w _,

6,

Turunan pada persamaan 6,

06,
Fria
% _,

v



06,

20, ~ "
%0 _
36,
Turunan pada persamaan 6,
a6,
ETi
a6,
P
9, _
96,
99, _
30,

Sehingga dapat dibangun suatu matriks Jacobian sebagai berikut:

| QW filll=dl it N
ou dv 06, 96,
dv dv dv 0V
du ov 06, 06,
"6_9'16_9'1091 96,
ou oJv O_HIE
96, 36, 96, a6,
| Ju  Ov 6_916_92

Maka,
[ 2(um, cos(6, — 6,) sin(6; — 9)) 2(lzm2v sin (6, — 92))
cos(0; — 0,)°my —my —my Ly (cos(01 — 03)> my; —my —my)
J=|_ 2(uly (my + my)sin (6; — 6,)) _ 2(myv(cos(6; — 6,) sin(6; — 6,))
ly(cos(0, — 63)2my —my —my) cos(f; —0;)2my; —my —m,
1 0
0 1

o

o o
o o
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Setelah didapat matriks jacobian pada persamaan pendulum ganda diatas,
selanjutnya akan dilinierisasi di sekitar titik kesetimbangan pertama hingga titik

kesetimbangan keempat (T;, T, T3, T4)

Linierisasi pada titik kesetimbangan pertama T} = (61, 65, u, v) = T;(0,0,0,0)

[ 2(um, cos(6; — 6,) sin(6, — 0)) 2(lzm2v sin (6, — 02)) 0'
cos(0; — 6,)2m, —my —m, l1(cos(8; — 0;)2my, —my —my)
J=|  2(uly(my +my)sin (6, = 6,))  2(myv(cos(8; — 6,) sin(6, — 6,)) 0
l5(cos(6y — 05)> my —my —my) cos(6; —05)*my —my —my, 0 0
1 0 0 0
0 1 i
[ 2(0m, cos(0 — 0) sin(0 — 0)) 2(1;m,0 sin (0 — 0)) 0o
cos(0 — 0)2m, —my; —m, l,(cos(0 — 0)2m, —my —my,)
JKD =|_ 2(0(m1 + my,)sin (0 — O)) B 2(m,0(cos(0 — 0) sin(0 — 0)) 0
l,(cos(0 — 0)2m, —my —my) cos(0-0)?my—my —my (|
1 0 0 0
0 1 i
0 0 0 O
. 0O 0 0 O
0O 1 0 O

Sehingga diperoleh nilai eigen dari titik kesetimbangan pertama yaitu 1, = 0

Dengan cara yang sama kita juga dapat mencari niai eigen dari titik
kesetimbangan yang kedua dimana T, = (61", 65",u,v) = T, (m, 0,0,0), sehingga

nilai eigenya sebagai berikut:

[ 2(um, cos(8; — 6,) sin(6; — 6)) 2(lzm2v sin (6, — 6,)) 0 o
cos(0y — 65)% my —my — My l1(cos(6; — 6,)* my —my —my)

J=|_ 2(uly(my + my)sin (6; — 6,))  2(m,v(cos(8; — 8,) sin(6; — 6,)) 0

l;(cos(0; — 6)2my —my —m,) cos(8; — 6;)2m, —my —m, 0 0

1 0 0 0

0 1 i




40

[ 2(0m cos(m — 0) sin(t — 0)) 2(lzm20 sin ( — 0))

cos(r — 0)2m, —m; —m, I,(cos(m — 0)2m, —m; —m,) 00

JKy) =|_ 2(0l1(m1 + my)sin (T — 0)) B 2(m,0(cos(m — 0) sin(r — 0)) 0

l,(cos(mr — 0)2m, —my —m,) cos(m—0)2m;—my—my o

0 1 i
0 0 0 O
«~_10 0 0 O
01 0 O

Sehingga diperoleh nilai eigen dari titik kesetimbangan kedua yaitu 1, = 0

Begitu juga untuk mencari niai eigen dari titik kesetimbangan yang ketiga

dimana T3 = (67,605, u,v) = T3(0,7,0,0), sehingga nilai eigenya sebagai

berikut:
[ 2(um, cos(8; — 0,) sin(6; — 0)) 2(lzm2v sin (6, — 02)) : 0'
cos(8; — 0;)>my —my —m, L1 (cos(8; — 62)*my —my —my)
J=|_ 2(uly(my + my)sin (6, — 6,))  2(myv(cos(8;, — 8,) sin(6; — 6,)) 0
ly(cos(8, — 03)2 my —my —my) cos(fy — 03)>my —my —m, 0 0
0 1 i
[ 2(0m;, cos(0 — 1) sin(0 — m)) 2(lzm20 sin (0 — n)) 0 o
cos(0 —m)?2m, —m; —m, l,(cos(0 —m)?m, —m; —m,)
JKY =|_ 2(Oll(m1 + m,)sin (0 — n)) P 2(m,0(cos(0 — ) sin(0 — 1)) 0
I,(cos(0 — )2 m, —m; —m,) cos(0—m)?2my —my —m, g
1 0 00
0 1 i
0 0 0 O
. 0 0 0 O
0O 1 0 O

Sehingga diperoleh nilai eigen dari titik kesetimbangan ketiga yaitu 1; = 0

Begitu juga untuk mencari niai eigen dari titik kesetimbangan yang keempat
dimana T, = (6:", 05", u,v) = T, (m,m, 0,0), sehingga nilai eigenya sebagai

berikut:
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[ 2(um, cos(8; — 6,) sin(6; — 0)) 2(l2m2v sin (6; — 92)) 0 o
cos(f; — 6;)>my —my —m, li(cos(8; — 6)*m; —my —my)
J=]|_ 2(uly (m; +my)sin (6; — 6,)) _ 2(myv(cos(61 — 6,) sin(6; — 6,)) 0
ly(cos(0y — 03)2 my; —my —my) cos(01 — 02)2my —my —m, 0 0
0 1 i
[ 2(0m,, cos( — 1) sin(w — 7)) 2(lzm20 sin (m — n)) 0 0'
cos(m —m)?m, —my; —m, l,(cos(m —m)2m, —my; —m,)
JK =|_ 2(Oll(m1 + m,)sin (0 — n)) - 2(m,0(cos(m — m) sin(mw — 1)) 00
I, (cos(t — m)2m, — my —my,) cos(m—m)Pmy—my—m; g
1 0 0 0
0 1 i
0 0 0 O
. 0 0 0 O
(/] S () I )

Sehingga diperoleh nilai eigen dari titik kesetimbangan keempat yaitu 4, = 0

Dari hasil analisa dinamik, diperoleh empat titik setimbangan dengan semua
nilai eigen bernilai nol untuk setiap titik. Hal ini berarti bahwa sifat kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan tidak dapat ditentukan karena perilaku sistem linier yang
merupakan pendekatan dari sistem non linier pendulum berganda tidak dapat
mewakili perilaku dari sistem non linier. Nilai eigen bernilai nol pada sistem linier
tidak dapat menyimpulkan kestabilan dari sisten non linier. Pada bagian berikutnya,
akan ditampilkan simulasi numerik dari sistem pendulum ganda agar perilaku

dinamik dari solusi sistem dapat diketahui.

3.3 Simulasi dan Interpretasi Pendulum Ganda Menggunakan ODE 45

Dalam fisika dan matematika, di bidang sistem dinamik, pendulum ganda
adalah pendulum dengan pendulum lain yang terpasang di ujungnya, dan

merupakan  suatu  sistem  fisik sederhana yang  menunjukkan perilaku


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Physics&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhhxUhjarTAfHooN2AHDPypD4kouLQ
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Mathematics&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhizQpcjixUldn73ROwFAPsNjHnTgw
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Dynamical_systems&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhioCiumJGH2vrqK3Cil_i99DeL3Fw
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Pendulum&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhjza0g-sn_ZEnNUVjHekwLhD22YLw
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Physical_system&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhjVNGp2d-2HUHcwFtLEVfXQkzX7yg
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Dynamical_systems&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhioCiumJGH2vrqK3Cil_i99DeL3Fw
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dinamis dengan sensitivitas yang kuat terhadap kondisi awal. Sebagai pembanding
simulasi pendulum tunggal dimana simulsi ini akan digunakan sebagai pembanding

pendulum ganda :

Solution with ODE45

oo2s
015 ,/ o
o = 1]
0.005
. \ |
0015 B
o
[ 0.02 - ___J,___,/—" 1
255 z 4 5 ] 0 12 14 ® 18 20 00 6 D009 0006 D004 OD0Z O 0007 Oood 0006 DO DO
Tan t Q
Gambar 3.3. a Gambar 3.3. b
Gerak Single Pendulum Kecepatan Sudut Single Pendulum

Kedua Gambar tersebut merupakan gambar Single pendulum tanpa redaman
dengan nilai parameternya g = 9.8 dan [ = 2 dalam satuan Internasional. Syarat
awal diberikan 6,(0) = 0.1 seperti yang terlihat pada gambar tersebut, gerak
pendulum tidak menuju titik kesetimbangan (0,0). Pada gambar kedua menunjukan
potret fase dari pendulum terhadap kecepatan sudut. Nampak bahwa single
pendulum tersebut akan mencapai kecepatan maksimal saat nilai 6, berada pada
titik paling kritis dan akan mencapai kecepatan minimum saat 8, berada pada titik
setimbang pendulum. Selanjutnya akan disimulasiakan gerakan pendulum ganda

dengan mengaitkan pendulum lain pada ujung pendulum pertama.

Pendulum ganda merupakan suatu sitem persamaan yang tidak setabil
apabila tidak diberikan nilai kontrol pada sistemnya. Sehingga gerakan pendulum
ganda tanpa diberikan redaman pada ruang hampa tidak beraturan san sangat

sensitif terhadap nilai awal.


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Dynamical_systems&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhioCiumJGH2vrqK3Cil_i99DeL3Fw
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?client=srp&depth=1&hl=id&rurl=translate.google.com&sl=en&sp=nmt4&tl=id&u=https://en.m.wikipedia.org/wiki/Butterfly_effect&xid=17259,15700021,15700186,15700191,15700256,15700259&usg=ALkJrhjWfvXhmxc3NTsnhRelFH7al56neQ
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Runge-Kutta merupakan salah satu metode numerik untuk menyelesaikan
PDB yang cukup populer dan sudah banyak teruji konvergensi, stabilitas, dan
efesiensinya. Dalam penelitian ini digunakan metode Runge-Kutta orde 45. ODE
45 adalah salah satu metode numerik Runge kutte orde 45 yang akan digunakan

untuk membantu mencari bentuk simulasi dari gerak pendulum ganda.

3.3.1 Simulasi I > l,, m; = m, di sekitar Titik Kesetimbangan

Berikut merupakan hasil gambar simulasi disekitar titik kesetimbangan

pertama dengan menggunakan aplikasi matlab:

Gambar 3.3.1. a Gambar 3.3.1. b
Gerak Pendulum I disekitar Titik Gerak Pendulum Il disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter Kesetimbangan Pertama dengan Parameter

ll > lz dan m; =m, ll = lz dan m; =m,



L
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Gambar 3.3.1. ¢
Kecepatan Sudut Pendulum | disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
L >l danm; =m,

Gambar 3.3.1. d
Kecepatan Sudut Pendulum I disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
L >l danm; =m,

Gambar 3.3.1. ¢
Perbandingan Kecepatan Sudut Pendulum 1 dengan Pendulum Il disekitar Titik

L
25 3

Kesetimbangan Pertama dengan Parameter [, > [, dan m; = m,

Tabel 3.3.1. 1 Simulasi [; > [, m; = m, di sekitar Titik Kesetimbangan Pertama

Posisi pendulum | Posisi pendulum | Kecepatan sudut Kecepatan
WRY I Bf (rad) I HS (rad) perF:dqum I gdut p:elndulum
0 0.1 rad 0rad 0 0
5 0.2103 rad 5.911 rad 0.1917 -0.29
10 0.022 rad 6.252 rad 0.2399 —0.08828
15 5.994 rad 0.5764 rad 1.559 0.1844
20 3.423 rad 3.323 rad 2.976 3.855

Gambar 3.3.1.a menunjukan pergerakan pendulum ganda tanpa redaman

pada ruang hampa pada suatu selang waktu dengan nilai parameternya [, = 2,1, =

1,my = 1,m, = 1 dan g = 9.8 dengan syarat awal u = 0.01,v = 0,6, = 0,6, =
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0. Tampak bahwa pergerakan pendulum pertama pada gambar 3.3.1.b, pendulum
pertama pada selang waktu t = 0 berada pada posisi 0.1 rad. Sedangkan pendulum
kedua pada gambar 3.3.1.c pada selang waktu t = 0 berada pada posisi 0 rad. Hal
tersebut sesuai dengan nilai awal yang diberikan. Sedangkan pada waktu t =5
posisi pendulum 1 pada posisi 0.2103 rad dan pendulum 2 berada pada posisi
5.911 rad. Pendulum 1 berada pada kuadran 3 sebalah Kiri nilai normal dan
pendulum 2 berada pada kuadran 3 sebalah kanan niali normal. Pada selang waktu
t = 10 pendulum 1 berada pada posisi 0.022 rad dan pendulum 2 berada pada
posisi 6.252 rad. Pendulum 1 dan 2 berada pada kuadran 4 dan berada di sebelah
kanan nilai normal. Pada selang waktu t = 15 pendulum 1 berada pada posisi
5.994 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 0.5764 rad. Pendulum 1 dan 2
berada pada kuadran 4, pendulum pertama berada sebelah kanan nilai normal dan
pendulum dua berada di sebelah Kiri nilai normal. Sedangkan pada selang waktu
t = 20 pendulum 1 berada pada posisi 3.423 rad dan pendulum 2 berada pada
posisi 3.323 rad. Pendulum 1 dan 2 berada pada kuadran 2 dan berada di sebelah

kanan nilai normal.

Untuk nilai awal dan nilai parameter yang sama dapat diketahui kecepatan
maksimal dan minimum pendulum ganda. Pada gambar 3.3.1.d merupakan grafik
yang menujukan kecepatan sudut pada pendulum satu terhadap 6,. Pada waktu t =
6.25 merupakan kecepatan minimum dengan Kkecepatan sudutnya sebesar
0.266 rad. Sedangkan pendulum pertama akan mencapai kecepatan maksimalnya
pada waktu t = 4.419 dengan kecepatan sudutnya sebesar 2.826 rad. Sedangkan
perubahan kecepatan sudut pada pendulum dua akan ditunjukan pada gambar ke

lima. Pada pendulum kedua akan mencapai kecepata minimumnya saat t = 25.02
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dengan kecepatan sudutnya sebesar —0.5998 rad dan kecepatan maksimumnya
saat t = 4.398 dengan kecepatan sudut sbesar 5.337 rad. Kecepatan bernilai
negative pada pendulum kedua tersebut berarti gerak pendulum akan mengalami

perlawanan dari gerak normal.

Gambar 3.3.1.e menunjukan grafik perbadingan antara perubahan
kecepatan pendulum satu dan dua terhadap u dan v. Pada gambar tersebut nampak
bahwa saat pendulum satu mencapai kecepatan maksimum pendulum dua tidak
mencapai kecepatan maksimumnya. Begitu pula sebaliknya dan untuk kecepatan
minimumnya juga. Sedangkan dengan parameter sama akan tetapi dengan nilai

awal berbeda diperoleh simulasinya sebagai berikut:
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Selution with ODE4E ‘Solution with ODEAS
4 T T T T

Gambar 3.3.1. f Gambar 3.3.1. g

Gerak Pendulum | disekitar Titik Gerak Pendulum Il disekitar Titik

Kesetimbangan Kedua dengan Parameter Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
ly >, danm; =m, l; >l danm; =m,

&
o

) L L L L L L L L L
22 24 2B 28 3 <12 el il el 4 42
u

Gambar 3.3.1. h Gambar 3.3.1. i
Kecepatan Sudut Pendulum I disekitar Titik  Kecepatan Sudut Pendulum I1 disekitar Titik
Kesetimbangan Kedua dengan Parameter Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
L >l danm; =m, L >l danm; =m,

Gambar 3.3.1.

Perbandingan Kecepatan Sudut Pendulum I dan Pendulum Il disekitar Titik Kesetimbangan Kedua
dengan Parameter l; > [, dan m; = m,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.3.1. 2 Simulasi [, > [,,m; = m, di sekitar Titik Kesetimbangan Kedua

Waktu Posisi pendulum | Posisi pendulum | Kecepatan sudut st dlﬁffoeeelaoﬁ?um
| 6, (rad) Il 6, (rad) pendulum | I

0 3.132 rad 3.152 rad —0.4633 0

5 1.3 rad 2.749 rad —0.01655 0.1515

10 5.328 rad 2.303 rad 0.7218 2.404

15 1.482 rad 3.836 rad 0.8605 2.632

20 0.784 rad 3.326 rad 1.151 2.6

Selanjutnya akan dicari simulasi dari pendulum ganda disekitar nilai awal
yang kedua u = + 0.01,v = = — 0.01, 6, = 0,68, = 0 dan nilai parameter yang
sama seperti sebelumnya. Tampak bahwa pergerakan pendulum pertama pada
gambar 3.3.1.g, pendulum pertama pada selang waktu t = 0 berada pada posisi
3.132 rad. Sedangkan pendulum kedua pada gambar 3.3.1.h pada selang waktu
t = 0 berada pada posisi 3.152 rad. Sedangkan pada waktu t = 5 posisi pendulum
1 pada posisi 1.3 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 2.749 rad. Pada selang
waktu t = 10 pendulum 1 berada pada posisi 5.328 rad dan pendulum 2 berada
pada posisi 2.303 rad. Pada selang waktu ¢t = 15 pendulum 1 berada pada posisi
1.482 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 3.836 rad. Sedangkan pada selang
waktu t = 20 pendulum 1 berada pada posisi 0.784 rad dan pendulum 2 berada

pada posisi 3.326 rad.

Untuk nilai awal dan nilai parameter yang sama dapat diketahui kecepatan
maksimal dan minimum pendulum ganda. Pada gambar 3.3.1.i merupakan grafik
yang menunjukkan kecepatan sudut pada pendulum satu terhadap 6;. pada
pendulum satu akan mencapai kecepatan minimum saat simpangan sudut pada

pergerakan pendulum cenderung kecil. Contohnya pada waktu t =0 maka
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simpangan sudut pada pendulum 1 sebesar 0.01 rad dari titik normal sehingga
kecepatan sudut saat waktu tersebut juga cenderung kecil. Sedangkan kecepatan
maksimum akan dicapai saat simpangan sudut pada pendulum mencapai nilai
ekstrim pada selang waktu t = 2.969 dengan kecepatan sudut sebesar 3.025 rad
hal tersebut juga berlaku untuk pendulum kedua seperti yang tertera pada gambar

3.3.1j.

3.3.2 Simulasi Iy = l,, my > m, di sekitar Titik Kesetimbangan

Gambar 3.3.2. a
Gerak Pendulum | disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
L =1L danm; > m,

Gambar 3.3.2. ¢
Kecepatan sudut Pendulum | disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
ly =1, danm; >m,

Gambar 3.3.2. b
Gerak Pendulum I1 disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
L, =1L danm; > m,

Gambar 3.3.2. d
Kecepatan sudut Pendulum Il disekitar Titik
Kesetimbangan Pertama dengan Parameter
ly =1, danm; >m,
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Perbandingan Kecepatan sudut Pendulum | dan Pendulum Il disekitar Titik Kesetimbangan
Pertama dengan Parameter [; = [, dan m; > m,

Tabel 3.3.2. 1 Simulasi [, = [, m; > m, di sekitar Titik Kesetimbangan Pertama

- o Kecepatan
Posisi pendulum | Posisi pendulum | Kecepatan sudut
LT | ef (rad) I 92 (rad) per?dulum | | el pﬁ”d“'“m
0 0.1 rad 0rad 0 —0.02945
5 4.671 rad 2.092 rad —1.589 —9.255
10 0.2741 rad 5.065 rad 3.027 —3.41
15 2.674 rad 4.295 rad 3.948 0.6555
20 1.598 rad 3.696 rad 2.926 —6.822

Gambar 3.3.2.a menunjukan pergerakan pendulum ganda pada suatu selang

waktu dengan nilai parameternya [, = 1,[, =1,m; =2,m, =1 dan g =9.8

dengan syarat awal u = 0.01,v = 0,6, = 0,0, = 0. Tampak bahwa pergerakan

pendulum pertama pada gambar 3.3.2.b, pendulum pertama pada selang waktu t =

0 berada pada posisi 0.1 rad. Sedangkan pendulum kedua pada gambar 3.3.2.c

pada selang waktu t = 0 berada pada posisi 0 rad. Hal tersebut sesuai dengan nilai

awal yang diberikan. Sedangkan pada waktu t = 5 posisi pendulum 1 pada posisi

4.671 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 2.092 rad. Pada selang waktu t =

10 pendulum 1 berada pada posisi 0.2741 rad dan pendulum 2 berada pada posisi

5.065 rad. Pada selang waktu t = 15 pendulum 1 berada pada posisi 2.674 rad
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dan pendulum 2 berada pada posisi 4.295 rad. Sedangkan pada selang waktu t =
20 pendulum 1 berada pada posisi 1.598 rad dan pendulum 2 berada pada posisi

3.696 rad.

Untuk nilai awal dan nilai parameter yang sama dapat diketahui besar
kecepatan sudut maksimal dan minimum pendulum ganda. Pada gambar 3.3.2.d
merupakan grafik yang menunjukkan kecepatan sudut pada pendulum satu terhadap
0;. Pada waktu t = 3.174 merupakan kecepatan minimum dengan kecepatan
sudutnya sebesar —7,54 rad. Sedangkan pendulum pertama akan mencapai
kecepatan maksimalnya pada waktu t = 3.163 dengan kecepatan sudutnya sebesar
7.548 rad. Sedangkan perubahan kecepatan sudut pada pendulum dua akan
ditunjukan pada gambar ke 3.3.2.e. Pada pendulum kedua akan mencapai kecepata
minimumnya dengan kecepatan sudutnya sebesar —12,09 rad dan kecepatan
maksimumnya sebesar 8.62 rad. Kecepatan bernilai negatif pada pendulum kedua

tersebut berarti gerak pendulum akan mengalami perlawanan dari gerak normal.

Gambar terakhir menunjukan grafik perbadingan antara perubahan
kecepatan pendulum satu dan dua terhadap u dan v. Pada gambar 3.3.2.f tersebut
nampak bahwa saat pendulum satu mencapai kecepatan maksimum pendulum dua
tidak mencapai kecepatan maksimumnya. Begitu pula sebaliknya dan untuk
kecepatan minimumnya juga. Sedangkan dengan parameter sama akan tetapi

dengan nilai awal berbeda diperoleh simulasinya sebagai berikut:
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Gambar 3.3.2. f

Gerak Pendulum | disekitar Titik
Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
ll = lz dan m1 > mz
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Gambar 3.3.2. h

Kecepatan Sudut Pendulum | disekitar Titik
Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
ll = lz dan m1 > m2

52

Gambar 3.3.2. ¢

Gerak Pendulum I1 disekitar Titik
Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
l, =1, danm; >m,

Gambar 3.3.2. i

Kecepatan Sudut Pendulum I1 disekitar Titik
Kesetimbangan Kedua dengan Parameter
ll = lz dan m1 > mz
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Gambar 3.3.2. j
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Perbandingan Kecepatan sudut Pendulum I dan Pendulum I1 disekitar Titik Kesetimbangan
Kedua dengan Parameter [, = [, dan m; > m,

Tabel 3.3.2. 2 Simulasi [; = I,,m; > m, di sekitar Titik Kesetimbangan Kedua

~ . Kecepatan
Posisi pendulum | Posisi pendulum | Kecepatan sudut
Watdi |5, ef (rad) I 92 (rad) per?dulum || phhdut pflnd“'“m
0 3.132 rad 3.152 rad —0.005652 0
5 0.9487 rad 4.039 rad 2.015 2.894
10 4.559 rad 2.828 rad 2.098 1.139
15 4.745 rad 3.108 rad —-2.171 —2.609
20 2.017 rad 3.355 rad 0.1319 3.114

Selanjutnya akan dicari simulasi dari pendulum ganda disekitar syarat awal

yang keduau = + 0.01,v = — 0.01, 6, = 0,6, = 0 dan nilai parameter yang

sama seperti sebelumnya. Tampak bahwa pergerakan pendulum pertama pada

gambar 3.3.2.¢, pendulum pertama dan kedua pada selang waktu t = 0 berada pada

posisi 3.132 rad dan 3.152 rad. Sedangkan pada waktu t = 5 posisi pendulum 1

pada posisi 0.9487 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 4.039 rad. Pada selang

waktu t = 10 pendulum 1 berada pada posisi 4.559 rad dan pendulum 2 berada

pada posisi 2.828 rad. Pada selang waktu ¢t = 15 pendulum 1 berada pada posisi

4.745 rad dan pendulum 2 berada pada posisi 3.108 rad. Sedangkan pada selang
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waktu t = 20 pendulum 1 berada pada posisi 2.017 rad dan pendulum 2 berada

pada posisi 3.355 rad.

Untuk nilai awal dan nilai parameter yang sama dapat diketahui kecepatan
maksimal dan minimum pendulum ganda. Pada gambar 3.3.2.i merupakan grafik
yang menujukan kecepatan sudut pada pendulum satu terhadap 6,. pada pendulum
satu akan mencapai kecepatan minimum saat simpangan sudut pada pergerakan
pendulum cenderung kecil. Contohnya pada waktu t = 0 maka simpangan sudut
pada pendulum 1 sebesar 0.01 rad dari titik normal sehingga kecepatan sudut saat
waktu tersebut juga cenderung kecil. Sedangkan kecepatan maksimum akan dicapai
saat simpangan sudut pada pendulum mencapai nilai ekstirm pada selang waktu t =
2.969 dengan kecepatan sudut sebesar 3.025 rad hal tersebut juga berlaku untuk
pendulum kedua seperti yang teretera pada gambar 3.3.2.j. Sehingga semakin besar
besar sudut pendulum akan berdampak terhadap kecepatan sudut pendulum yang
semakin besar pula dan pendulum ganda merupakan suatu sistem yang sensitif

terhadap nilai awal dan parameternya.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil kontruksi model pendulum ganda menggunakan fungsi
lagrangian yang dibatasi pada ruang dua dimensi telah sebelumnya, diperoleh

sistem persamaan diffrensial biasa orde satu sebagai berikut:

9.1 =Uu
92 =7V
. cos(8; — 6,) sin(0; — 6,) myu? sin(8; — 0,)l,m,v?

cos(8; — 6,)’m, —m; —m, l,(cos(6; — 0,)?m, —m; —m,)

—sin(@; — 0,) l;(m; + my)u?  cos(8, — 6,) sin(8; — 6,) m,v?

K l,(cos(6; — 05)?m, — m;—m, a cos(8; — 6,)>m, —m; —m,

g(my + m,)(cos(6; — 6,) sin(8,) + sin(6,))
l;(cos(8; — 6,)2m, —m; —m,)

Simulasi numerik model pendulum ganda menggunakan metode ODE 45
dengan menggunakan nilai awal m; = 1,m, = 1, L, = 2 dan [, = 1 disekitar nilai
kesetimbang yang tertera pada grafik simulasi pada Gambar 3.3.1.1 (a) sampai
Gambar 3.3.1.5. Dari grafik tersebut diperoleh hasil simpangan sudut dari kedua

pendulum dan perpindahan posisi dari pendulum tersebut.

Hasil dari simulasi pendulum ganda diperoleh kesimpulan bahwa pendulum
ganda merupakan suatu sistem yang sensitif terhadap kondisi awal. Semakin besar
sudut pendulum saat berayun akan berdampak terhadap kecepatan sudut pendulum

yang semakin besar pula.
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4.2 Saran

Penelitian ini mendapatkan simulasi pendulum ganda tanpa redaman
mengguakan metode ODE 45 dengan bantuan aplikasi matlab. Selanjutnya untuk
mengetahui simulasi gerak pendulum ganda terbaik untuk menggunakan metode
lain dengan orde lebih tinggi dan diberikan nilai redaman pada sistemnya beserta
gaya-gaya eksternal yang bekerja pada pendulum supaya modelnya faktualis.
Selanjutnya dibandingkan untuk mendapatkan kesimpulan untuk perbandingan
kelebihan dan kekurangan masing-masing metode serta mengetahui metode yang

paling efisien.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran 1

Fungsi Sistem Pendulum Ganda Menggunakan Aplikasi MATLAB

function dydt = vdpl (t,y)

global ml m2 11 12 g

Ol=y(1l); 02=y(2); u=y(3); v=y(4);

dOol=u;

do2=v;

du=cos (01-02) *sin (01-02) *m2*u”"2/ ( (cos (01-02) ) *2*m2-ml-
m2)+sin (01-02) *12*m2*v"2/ (11* ((cos (01-02)) *2*m2-ml-m2) ) -

g* (cos (01-02) *sin (02) *m2+sin (01) *ml+sin (O1) *m2) / (11* ( (cos (01—
02))"2*m2-ml-m2)) ;

dv=-s5in (01-02) *11* (m1+m2) *u”2/ (12* ( (cos (01-02) ) *2*m2-m1-m2) ) -
cos (01-02) *sin (01-02) *m2*v"~2/ ( (cos (01-02) ) *2*m2-ml-

m2) +g* (ml+m2) * (cos (01-02) *sin (01) +sin (02) )/ (12* ( (cos (01—

@2))) A 2xtnn 2 L= 2 )W)

dydt = [dOl; dO2; du; dv];

end
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Lampiran 2

Gerak Pendulum menggunakan Metode ODE 45 dalam MATLAB

clc; clear all; close all;
global ml m2 11 12 g
eml=2; mz2=1; 11=1; 12=1; g=9.8;
SNA=[0.01;0.01;0; 071;
sml=2; m2=1; 11=2; 12=1; g
gml=2; m2=1; 11=1; 12=2; g
ml=2; m2=1; 11=1; 12=1; g=
ml=1; m2=1; 11=1; 12=2; g=9
gml=1; m2=1; 11=1; 12=1; g=9.
g=9
g=9

o\

gml=1; m2=2; 1l1=2; 12=1;

sml=1; m2=2; 1ll1l=1; 12=2;

L=11+12;

NA=[0.01;0.0;0; O],

$NA=[0.01;0.01;0; O01;

ENA=[pi+0.01;pi-0.01;0; 0O];

SNA=[0;pi;0; O];

$NA=[0-0.01; pi+0.01; 0;0];

$NA=[0.00;0.01;0; O01;

Time=0:0.04:20;

[t,Sol] = oded5 (@vdpl, Time,NA) ;

01l=Sol(:,1);

02=S0l(:,2);

u=Sol(:,3);

v=Sol(:,4);

figure (1) ;

$subplot(2,1,1);

SRILOE (T, OVl om0y,  Na ' F il leicin 2§07 cueilel ©@mg

Plot (t,meel (Sl (3, 1) , 2=l # =" A ool (Soll (5 ,2) ,2%pl) , "o

', 'LinewWidth', 2);

title('Solution with ODE45"');

xlabel ('Time t');

ylabel ('Solution Q') ;

legend (! \theta 2", '\theta 1');

figure (3);

$plot (mod (01, 2*pi) , u)

plot (O1,u)

%plot (mod(01l,2*pi),u, 'LineWidth',2)

figure (4);

$plot (mod (01,2*pi) ,u)

plot (02, v)

$plot (mod (02, 2*pi),v, 'LineWidth', 2)

figure (6);

$plot (mod(u,2*pi),mod(v,2*%pi), 'LineWidth', 2)

plot (u,v)

subplot (2,1,2);

plot(t,u,'r-',t,v, 'b-"', 'LineWidth',2); grid on;

figure (3)

plot (mod(y(:,1),2*pi),mod(y(:,2),2*%pi));

for i=1l:1length(01)
X1=11*sin(01(i)); Y1l=-11l*cos (01l (1)) ;
X2=X1+12*sin (02 (1)) ; Y2=Y1-12*cos (02 (1)),
figure (2);

Batasl=min(0,X1):0.001:max(0,X1);

Batas2=min (X1,X2) :0.001:max (X1,X2);

o oo o©

o
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Talil=Batasl*Y1/X1;
Tali2=(-Y2+Y1) *Batas2/ (-X2+X1)+ (X1*Y2-X2*Y1) / (-X2+X1) ;
plot (Batasl,Talil, 'k-", '"LineWidth', 1) ;hold on;

plot (Batas2,Tali2, 'k-"', 'LineWidth',1);

plot (X1,Y1l, 'bo', 'LineWidth',2);

plot(X2,Y2,'ro', 'LineWidth',2); hold off;

axis([-5 5 -5 5]); axis square;

drawnow;

end
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