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ABSTRAK

Pertiwi, Hana Putri, 2019. Analisis Penurunan Metode Runge Kutta Orde Tiga
dan Penerapannya Pada Penyelesaian Model Predator-Prey Dengan
Pemanenan. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(1) Mohammad Jamhuri, M.Si, (2) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci: Metode Runge Kutta Orde Tiga, Penurunan, Model Predator-Prey
dengan Pemanenan, Galat

Penelitian ini membahas tentang penurunan metode Runge Kutta orde tiga
dan penyelesaiannya pada model predator-prey dengan pemanenan. Penurunan
dilakukan dengan cara menurunkan f(x,y) sebanyak dua kali kemudian
mensubstitusikan hasil penurunan ke dalam deret taylor orde tiga. Setelah itu, k,
dan k; diubah ke dalam bentuk deret Taylor dua variable orde dua dan
disubstitusikan ke rumus Runge Kutta orde tiga. Dengan menyamakan hasil dua
langkah sebelumnya, diperoleh sistem persamaan yang nantinya akan digunakan
untuk menentukan nilai konstanta dari rumus metode Runge Kutta orde tiga. Hasil
penurunan menunjukkan bahwa rumus metode Runge Kutta orde tiga memiliki
versi yang tak hingga banyaknya. Oleh sebab itu, dalam penelitian ini diberikan dua
rumus metode Runge Kutta orde tiga yang selanjutnya diterapkan pada model
predator-prey dengan pemanenan untuk dicari penyelesaiannya. Hasil penyelesaian
dari metode Runge Kutta orde tiga versi satu memiliki selisih dengan ode45 sebesar
X500 = 0,001201476934902, y50, = 0,002559463803293, dan zgyo = 0,0113
11187950243. Sedangkan untuk hasil penyelesaian metode Runge Kutta orde tiga
versi dua memiliki selisih dengan ode45 sebesar xg,, = 0,008871873466780,
Vs00 = 0,006792027670938 dan zsy, = 0,010462413222829. Selanjutnya,
dari hasil iterasi dianalisis galat relatif hampirannya. Hasil analisis menunjukkan
galat relatif hampiran dari ketiga versi mulai berbeda pada angka ke empat setelah
koma. Berdasarkan pembahasan, disimpulkan bahwa kedua rumus metode Runge
Kutta orde tiga yang diberikan dapat digunakan untuk menyelesaikan model
predator-prey dengan pemanenan.

Xiv



ABSTRACT

Pertiwi, Hana Putri. 2019. On the Analysis of Derivation of the Third Order
Runge Kutta Method and Its Application to Solution of the Predator-
Prey Model with Harvesting. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University of Malang. Advisors: (1) Mohammad Jamhuri, M.Si, (2)
Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Keyword: Third Order Runge Kutta Method, Derivation, Predator-Prey Model
with Harvesting, Error

This study discusses the derivation of the third-order Runge Kutta method
and its solution to the predator-prey model by harvesting. Derivation is done by
deriving f(x,y) twice then substituting the results of the derivation into the third-
order Taylor series. After that, k, and k5 are converted into the third-order taylor
series for two variables and substituted to the third order Runge Kutta formula. By
equating the results of the previous two steps, an equation system is obtained which
will be used to determine the constant values of the formula of the third order Runge
Kutta method. The result of the derivation shows that the formula of the third order
Runge Kutta method has an infinite number of versions. Therefore, in this study
two formulas of the three-order Runge Kutta formula were given which is then
applied to the predator-prey model with harvesting to find a solution. The results of
the third order Runge Kutta method version one have a difference with ode45 of
X500 = 0,001201476934902, y5y, = 0,002559463803293, dan zge, = 0,011
311187950243. As the result of the solution the third order Runge Kutta method
version two have a difference with ode45 of x5, = 0,008871873466780, yso0 =
0,006792027670938 and zg, = 0,010462413222829. So even the results of
the two versions when compared with ode45 the results are not much different.
Furthermore, the results of the iteration are analyzed with a relative error. The
results of the analysis showed that the relative error of the three versions began to
differ in four decimal places. Based on the discussion, it was concluded that the two
third order Runge Kutta formulas given could be used to solve the predator-prey
model by harvesting.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Salah satu upaya makhluk hidup dalam memenuhi kelangsungan hidupnya
adalah dengan cara memangsa makhluk hidup lainya. Model predator-prey adalah
salah satu model bentuk interaksi antar makhluk hidup yang terdiri dari prey sebagai
mangsa dan predator sebagai pemangsa. Model predator-prey dengan pemanenan
terdiri dari dua mangsa dan satu pemangsa yang terbagi menjadi dua daerah yaitu
daerah yang terlindungi dan daerah tak terlindung. Daerah yang terlindungi adalah
daerah yang melarang terjadinya pemanenan sedangkan daerah tak terlindungi
pemanenan boleh dilakukan. Pemanenan terjadi pada mangsa dan pemangsa di
daerah tak terlindungi

Allah berfirman dalam Q.S an-Nahl ayat 14:

ia SN 555 gl il g 2ands B0 UL 4 LIS 2 AL s 5hg

2 20 % oA 1068 S oo
Ogp5d 3SUa5 allas oo 15a205 4

“Dan Dia-lah, Allah yang menundukan lautan (untukmu), agar kamu dapat memakan
daripadanya daging yang segar (ikan), dan kamu mengeluarkan dari lautan itu perhiasan
yang kamu pakai; dan kamu melihat bahtera berlayar padanya, dan supaya kamu mencari
keuntungan dari karunia-Nya, dan supaya kamu bersyukur.”

Ayat ini menjelaskan bahawa Allah Swt telah menaklukan lautan agar
mudah diarungi dan menjadikan didalamnya ikan kecil dan besar dan menjadikan
dagingnya halal baik yang hidup atau mati. Allah ciptakan juga mutiara dan permata
sehingga menjadi perhiasan yang bisa dipakai. Allah Swt memberi anugerah

dengan menundukan lautan untuk membawa perahu mengarunginya untuk



2
mengambil apa yang ada disana, untuk apa yang ada disini supaya kita mengetahui
nikmat dan karunia-Nya (Abdullah, 2007).

Salah satu permasalahan dalam matematika adalah menemukan solusi dari
suatu persamaan model matematika. Model predator-prey dengan pemanenan
dapat dicari solusinya menggunakan metode numerik. Hasil solusi dari metode
numerik berupa nilai hampiran dengan galat yang kecil. Beberapa metode numerik
yang sering digunakan untuk menghitung solusi dari sistem persamaan differensial
biasa yaitu, metode Euler, Heun, deret Taylor dan Runge Kutta. Karena model
predator-prey berbentuk sistem persaman differensial biasa maka dapat
diselesaikan secara numerik. Pada penelitian ini akan digunakan metode Runge
Kutta untuk menyelesaikan model predator-prey dengan pemanenan.

Metode Runge Kutta merupakan metode numerik yang dapat
menyelesaikan persamaan differensial yang menyangkut nilai awal dengan waktu
yang bervariasi. Metode Runge Kutta termasuk metode satu langkah karena hanya
memerlukan satu titik sebelumnya untuk mendapatkan nilai yang baru (Munir,
2010). Menurut Chapra (2002) metode Runge Kutta dikenal sebagai metode yang
memiliki keakurasian lebih baik dibandingkan dengan metode satu langkah yang
lain. Karena metode Runge Kutta memiliki orde sebanyak n maka harus
menentukan orde yang akan digunakan. Pada penelitian ini akan digunakan metode
Runge Kutta orde tiga.

Tetapi sebelum menggunakan metode Runge Kutta orde tiga maka
kebenaran dari rumus metode Runge Kutta orde tiga harus diselidiki. Hal ini

penting karena jika rumus sudah dipastikan benar maka hasilnya pun pasti benar.
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Selain itu juga menambah pengetahuan tentang asal mula rumus itu terbentuk.
Untuk mengetahuinya maka perlu dilakukan penurunan Runge Kutta orde tiga.

Dalam buku Chapra dan Canale (2010) yang berjudul “Numerical Method
for Engineer” telah menjelaskan penurunan Runge Kutta orde dua dengan cara
menurunkan deret Taylor sampai orde ke dua. Kemudian disamakan dengan hasil
ekspansi deret Taylor dua variabel. Sedangkan pada jurnal Yang dan Jia (2017)
yang berjudul “Harvesting of a predator -prey model with reserve area for prey and
in the presence of toxiticity”” menjelaskan tentang stabilitas model, jadi dalam jurnal
ini model dianalisis secara dinamik.

Maka dalam penelitian ini penulis akan menjelaskan tentang bagaimana
menurunkan Runge Kutta orde tiga dan bagaimana penerapannya dalam
penyelesaian model predator-prey dengan pemanenan menggunakan metode
Runge Kutta orde tiga. Berdasarkan uraian diatas maka judul yang akan digunakan
dalam penelitian ini adalah “Analisis Penurunan Runge Kutta Orde Tiga dan

Penerapanya pada Penyelesaian Model Predator-Prey dengan Pemanenan”.

1.2 Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah yang akan dibahas dalam penelitian adalah
sebagai berikut:
1. Bagaimana penurunan metode Runge Kutta orde tiga ?
2. Bagaimana penyelesaian model predator-prey dengan pemanenan
menggunakan metode Runge Kutta orde tiga?

3. Bagaimana analisis galat pada model predator-prey dengan pemanenan?



1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah diatas maka tujuan dari penelitian ini

adalah sebagai berikut:

1.

2.

Mengetahui penurunan metode Runge Kutta orde tiga.
Mengetahui  solusi numerik model predator-prey dengan pemanenan
menggunakan metode Runge Kutta orde tiga.

Mengetahui hasil analisis galat pada model predator-prey dengan pemanenan.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
Mendapatkan hasil analisis penurunan metode Runge Kutta orde tiga versi satu
dan dua.

Mendapatkan solusi numerik model predator-prey dengan pemanen
menggunakan Runge Kutta orde tiga versi satu dan dua.

Mendapatkan hasil analisi galat pada model predator-prey dengan pemanenan.

1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini akan membahas tentang penurunan metode Runge Kutta orde

tiga dan mencari solusi numeriknya. Agar penelitian tidak meluas maka ruang

lingkup pembahasan dibatasi dengan beberapa batasan masalah sebagai berikut:

a. Penurunan dilakukan untuk metode Runge Kutta orde tiga saja.

b. Model matematika yang digunakan adalah
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1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur atau

library research. Berikut ini langkah-langkah penurunan runge kutta orde tiga.

1. Penurunan Metode Runge Kutta Orde Tiga

a

b.

C.

d.

Menurunkan f (x, y) sebanyak dua kali menggunakan aturan rantai.
Substitusikan hasil penurunan ke deret Taylor orde tiga.

Ubah k, dan k5 ke dalam bentuk deret Taylor dua variabel berorde dua.
Substitusikan hasilnya ke rumus Runge Kutta orde tiga.

Samakan hasil langkah (b) dan (d) sehingga diperoleh sistem persamaan.
Mencari semua nilai konstanta.

Mensubstitusikan nilai konstanta yang di dapat ke rumus Runge Kutta orde

tiga.

2. Penerapan dan Penyelesaian Model Menggunakan Metode Runge Kutta Orde

Tiga

a.

b.

Menentukan kondisi awal dan nilai parameter.
Menerapkan sistem persamaan ke dalam rumus Runge Kutta orde tiga.
Substitusikan nilai parameter dan nilai awal pada sistem persamaan yang

telah diterapkan ke dalam metode Runge Kutta orde tiga.



d. Menghitung solusi model predator prey dengan pemanenan.
e. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik.
3. Analisis Galat
a. Menganalisis galat dari metode numerik
b. Menghitung galat berdasarkan hasil iterasi numerik

c. Menginterpretasi hasil analisis galat

1.7 Sistematika Penelitian
Sistematika penulisan dari penelitian ini terdiri dari empat bab dengan
masing-masing bab dibagi dalam subbab. Berikut ini sistematika yang digunakan.
Bab I Pendahuluan
Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penelitian.
Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang berhubungan dengan
permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian.
Bab IIl Pembahasan
Bab ini menjelaskan tentang penurunan metode Runge Kutta orde 3 dan
penyelesaian solusi numerik menggunakan metode Runge Kutta orde 3.
Bab IV Penutup
Bab ini menjelaskan tentang kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran yang dapat dijadikan acuan bagi peneliti selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Metode Runge Kutta

Metode Runge Kutta adalah metode yang tidak memerlukan turunan dari
fungsi dan berusaha mendapatkan derajat ketelitian yang lebih tinggi. Karena
penyelesaian persamaan diffrensial biasa menggunakan deret Taylor memerlukan
perhitungan turunan f(x, y) maka tidak semua fungsi mudah dihitung turunannya.
Semakin tinggi orde metode deret Taylor, semakin tinggi turunan fungsi yang harus
dihitung. Karena permasalahan ini metode Runge Kutta dijadikan alternatif lain dari
metode deret Taylor. (Munir, 2010)

Terdapat tiga sifat utama dari metode Runge Kutta adalah sebagai berikut
(Djojoharjo, 2000):

1. Metode satu langkah: untuk mencapai y;,; diperlukan keterangan yang
tersedia pada titik sebelumnya yaitu x;, y;.

2. Mendekati ketelitian metode deret Taylor sampai suku dalam kP, dimana
nilai p berbeda untuk metode yang berbeda, dan p ini disebut derajat dari
metode.

3. Tidak membutuhkan perhitungan turunan f(x,y) tetapi hanya
membutuhkan fungsi itu sendiri.

Bentuk umum runge-kutta yaitu:

Yit1 =Yi + d¢(xp, ¥, R h

dimana ¢(x;,y;, h) disebut sebagai fungsi pertambahan yang merupakan

kemiringan selama interval. Bentuk umum fungsi pertambahan dapat ditulis:



¢ =a ki +ayk, + -+ ank,
Dimana a adalah konstanta dan k adalah
ki = f(xi, 1)
ky = f(x + pih, yi + quikqh)

ks = f(x; + p2h, ¥i + qa1k1h + a2k, h)

kn = f(xi + Pn-1h Yi + qu-11kih + qu12kh + -+ @1 n-1kn-1h)

di mana p dan g adalah konstanta. Perhatikan bahwa k adalah hubungan
perulangan. Artinya, k; muncul dalam persamaan untuk k,, keduanya juga muncul
dalam persamaan untuk ks, dan seterusnya. Karena hubungan yang berurutan ini
membuat metode Runge Kutta efisien untuk hitungan komputer (Chapra & Canale,

2010).

2.2 Deret Taylor
Andaikan f adalah suatu fungsi yang mempunyai turunan dari semua
tingkatan pada x,, maka deret Taylor untuk f di sekitar x = x, didefinisikan

sebagai (Davis, 2012):

(r)
e )—Zf 7Gx~ xp)

= f(xg) + f'(x0) (x — x¢) +f ;TO) (x — xo)z 4ot
(r)
: é%)@—xdk+

Jika f(x) = y(x + Ax) dan f(x,) = y(x) maka



1 1,
y(x + Ax) = y(x) + ¥’ (x)Ax + Ey”(x)sz + gy” Dax3 4 ...

YCxien) = () + ¥ () Crian = 1) + 5" () s — 2)°

4y () Cepeg — 1)+

Yisr = Vit yih+ %y{’hz + %y{”fﬁ o

Pada kasus tertentu, deret Taylor disebut deret Maclaurin pada saat x, = 0

yang mana dapat disajikan sebagai

2, £
Fo = > LD g
k=0

f®(0)
k!

f(0)

1 (x)k + -

=f(0) + f'(0)(x) + (X)2 + - +

2.2.1 Deret Taylor Dua Variabel
Ekspansi deret Taylor dari fungsi f(x,t) disekitar titik (xg,t,) adalah

(Primbs, 2014)

[, t) = f(x0,¥0) + fi(x0, o) (x — x0) + fi (X0, to) (t — to)

1
+ Efxx(xo; to) (X — x0)? + +fie (X, to) (x — x) (t — to)

1
+ Eftt(XOftO)(t snlipp) sl

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.3 Aturan Rantai
Misalkan z = f(x(t), y(t)) adalah sebuah fungsi dari x dan y yang dapat
diturunkan, dengan x = x(t) dan y = y(t) adalah fungsi dari t yang dapat
diturunkan

dz _Oof dx Of dy

Ay, T
(Stewart, 2011).

2.4 Galat

Menganalisis galat sangat penting dalam perhitungan yang menggunakan
metode numerik. Galat berasosiasi dengan seberapa dekat solusi hampiran terhadap
solusi sejatinya. Semakin kecil galatnya, semakin teliti solusi numerik yang
didapatkan (Munir, 2010).

Misalkan e adalah nilai hampiran terhadap nilai sejati é, maka selisih € =
é — e disebut galat. Dalam praktik terkadang sulit dicari nilai sejati é, karena itu
galat e sering dinormalkan terhadap solusi hampirannya, sehingga galat relatifnya
dinamakan galat relatif hampiran. Galat relatif hampiran dirumuskan sebagai

berikut:

€ é—e
leral = |E| = | o |
dengan,
€ra - galat relatif hampiran
€ - galat

e - nilai hampiran terhadap nilai sejati é
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Menurut Munir (2010), perhitungan galat relatif hampiran masih

mengandung kelemahan karena nilai € tetap membutuhkan pengetahuan nilai é.

Oleh karena itu, perhitungan galat relatif hampiran menggunakan pendekatan lain.

Pada perhitungan numerik yang menggunakan pendekatan lelaran (iteration), ez,
dihitung dengan cara:

€ry1 — Ep

leral = ,r=0,12,3, ...

r+1

dengan,
€ra - galat relatif hampiran
er+1 . hilai hampiran lelaran sekarang

e, : nilai hampiran lelaran sebelumnya

2.5 Model Predator-Prey dengan Pemanenan

Model ini terdiri dari dua mangsa dan satu predator (z) dimana mangsa
dibagi menjadi dua bagian yaitu ada mangsa yang di daerah tak terlindungi (x) dan
mangsa di daerah yang terlindungi (y). Model ini tidak hanya dipengaruhi oleh

pemanenan tetapi juga karena adanya racun akibat dari pencemaran lingkungan.

d

’;(tt) = 1,x(t) (1 — %) — 01x(t) + 02y (8) —ux()? - % ~ @Ex(t)
d

3;(:) = 1Yy (t) + 0.x(t) — a2y (t) — vy (t)?
d

il(tt) N BZJ:-(Q(Zt()t) — dz(t) —wz(t) — q:Ez(t)

Perubahan banyaknya populasi x pada saat t tumbuh mengikuti laju
pertumbuhan logistik sebesar r; dengan daya dukung x sebesar K. Berkurangnya

populasi dipengaruhi karena adanya perpindahan mangsa di daerah tak terlindungi
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ke daerah yang dilindungi, adanya racun akibat pencemaran lingkungan, adanya
penangkapan serta adanya interaksi antara x dan z yang menyebabkan populasi x

berkurang akibat adanya laju penangkapan relatif akibat predasi sebesar % .

Bertambahnya populasi x diakibatkan karena perpindahan mangsa di daerah yang
terlindungi ke daerah tak terlindungi. Perubahan banyaknya populasi y bertambah
karena laju pertumbuhan intrinstik y sebesar r, dan perpindahan mangsa di daerah
tak terlindungi ke daerah terlindungi. Berkurangnya populasi dipengaruhi karena
adanya racun akibat pencemaran lingkungan dan perpindahan mangsa dari daerah
terlindungi ke daerah tak terlindungi. Perubahan banyaknya populasi z pada saat t
berkurang karena adanya tingkat kematian z, infeksi predator oleh racun dan upaya
penangkapan. Bertambahnya populasi z karena adanya interaksi antara z dan x
dengan laju sebesar g (Yang & Jia, 2017).

Penerapan model predator-prey dengan pemanenan pada metode Runge
Kutta orde tiga. Langkah pertama yaitu mensubstitusikan nilai parameter ke sistem
persamaan. Lalu cari nilai k4, k, dan k5 dengan mensubstitusikan model ke rumus
ki, k, dan k5. Selanjutnya masukan nilai y,, h, k4, k, dan ks untuk mencari nilai
vi+1 Sehingga diperoleh iterasi pertama. Gunakan iterasi sebelumnya untuk
menghitung iterasi selanjutnya. Iterasi dilakukan hingga t yang di inginkan

(Chapra & Canale, 2010).

2.6 Kajian Islam tentang Kerusakan Lingkungan

Allah Swt berfirman dalam Q.S ar-Rum: 41 yaitu

3 3 gbsdyhss 3l e o (ks 4R D ol a8 2 53
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“Telah nampak kerusakan di darat dan di laut disebabkan karena perbuatan tangan
manusia, sehingga akibatnya Allah mencicipkan kepada mereka sebagian dari perbuatan
mereka, agar mereka kembali.”

Menurut Shihab (2002) makna dari ayat ini adalah sikap kaum musyrikin
yanng mempersekutukan Allah, dan mengabaikan tuntunan-tuntunan agama
berdampak buruk terhadap diri mereka, masyarkat dan lingkungan. Ini dijelaskan
oleh ayat diatas yang menyatakan: Telah nampak kerusakan di darat seperti
kekeringan, paceklik, hilangnya rasa aman, dan di laut seperti ketertengelaman,
kekurangan hasil laut dan sungai, disebabkan karena perbuatan tangan manusia
yang durhaka, sehingga akibatnya Allah mencicipkan yakni merasakan sedikit,
sebagian dari akibat perbuatan dosa dan pelanggaran mereka, agar mereka
kembali ke jalan yang benar.

“Dan apabila ia berpaling (dari kamu), ia berjalan di bumi untuk mengadakan kerusakan
padanya, dan merusak tanam-tanaman dan binatang ternak, dan Allah tidak menyukai al-
fasad.” (Q.S.al-Bagarah: 205)

Al-fasad adalah kekurangan dalam segala hal yang dibutuhkan makhluk.
Ayat diatas menyebut darat dan laut sebagai tempat terjaadinya fasad. Ini berarti
daratan dan lautan menjadi arena kerusakan, misalnya dengan terjadinya
pembunuhan dan perampokan di kedua tempat itu, dan dapat juga berarti bahwa
daran dan laut sendiri telah mengalami kerusakan, ketidakseimbangan serta
kekurangan manfaat. Laut telah tercemar sehingga ikan mati dan hasil laut
berkurang. Daratan semakin panas sehingga terjadi kemarau panjang. Alhasil,
keseimbangan lingkungan menajadi kacau (Shihab, 2002).

Makna terakhir yang dikemukakan adalah bahwa alam raya telah diciptakan
Allah dalam satu sistem yang sangan serasi dan sesuai dengan kehidupan manusia.

Tetapi mereka melakukan kegiatan buruk yang merusak sehingga terjadi
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kepincangan dan ketidakseimbangan dalam sistem kerja alam. Allah swt. berfirman
dalam surat at-Tin: 4-6.

“Sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia dalam sebaik baiknya bentuk (fisik dan
psikis), lalu Kami kembailkan dia ketempat yang serendah-rendahnya, kecuali orang-
orang yang beriman.”

Avyat diatas mengisyaratkan bahwa kerusakan yang tejadi dapat berdampak
lebih buruk. Tetapi rahmat Allah masih menyentuh manusia, karena Dia baru saja
mencicipkan bukan menimpakan kepada mereka. Disisi lain dampak tersebut baru
akibat sebagian dosa mereka. Dosa yang lain boleh jadi diampuni Allah, dan boleh
juga ditangguhkan siksanya ke hari yang lain (Shihab, 2002).

Dosa dan pelanggaran (fasad) yang dilakukan manusia mengakibatkan
gangguan keseimbangan di darat dan di laut. Sebaliknya ketiadaan keseimbangaan
darat dan laut mengakibatkan siksaan kepada manusia. Jadi semakin banyak
perusakan terhadap lingkungan semakin besar pula dampak buruknya terhadap
manusia. Semakin banyak dan beraneka ragam dosa manusia, semakin parah pula
kerusakan lingkungan (Shihab, 2002).

Allah Swt memang menciptakan semua makhluk saling kait berkait. Dalam
keterkaitan itu lahir keserasian dan keseimbangan dari yeng terkecil hingga
terbesar, dan semua tunduk pada pengaturan Allah Swt bila terjadi gangguan pada
keharmonisan dan keseimbangan itu, maka kerusakan yang terjadi pasti berdampak

pada seluruh bagian alam (Shihab, 2002).



BAB IlI

PEMBAHASAN

3.1 Penurunan Metode Runge Kutta Orde Tiga
Hal yang akan dibahas dalam sub bab ini adalah tentang penurunan metode
Runge Kutta orde tiga. Tujuan dari penurunan ini adalah untuk mengetahui asal

mula koefisien yang ada di metode Runge Kutta orde tiga. Bentuk umum persamaan

differensial biasa orde satu adalah y" = f(x,y) dimana y' = Z—i, x merupakan

variabel bebas dan y merupakan variabel terikat.
Metode Runge Kutta orde tiga untuk menyelesaikan masalah persamaan diferensal

biasa di atas didefinisikan sebagai berikut.

Yiv1 = Vi + (ar1ky + azk; + azkz)h (3.1)
Dimana

ki = f(xi,¥1) (3.2)
ko = f(x; + pih, yi + i1k h) (3.3)
ks = f(x; + p2h, yi+qzikih + qz2k; h) (3.4)

Agar rumus di atas bisa digunakan maka harus ditentukan terlebih dahulu
a,,a,, as,P1, P2, 911,921 dan g,, dengan cara penurunan. Karena akan dilakukan
penurunan metode Runge Kutta orde tiga maka deret Taylor dipotong sampai orde
ketiga saja.

, h? h3 (3.5)
Yier =Yi+ f Qo ydh+ f O y) oo+ f7 G yd 57 + -+

Selanjutnya jabarkan f'(x;, v;) dan f"'(x;, v;) maka akan diperoleh

Gy = il y) + F (v fy (o vi) (3.6)

15
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n a ! a !
'y =a(f (xi'yi))-l-@(f (x,¥0) f(xiy1)

d
= (Ao v + £ Gy fy Gein )

a
+@ (fx(xi'yi) + f (v fy (xi, J’i)) f(xuyi)

d
= fux (i, i) + ™ (f(xi'yi)fy(xi'yi)) + f (e ¥ fry (e v1)

(3.7)
0
+ P (f(xi, yify (i, J’i)) fxoyi)

= fex i y0) + f G yi) fy O i) + F (i i) oy (X0, V1)
+f (i, Yi) fy (0 ¥i) + 5, (i ¥ 5 i v f (i, 31)
+ £y (i ¥ 2 (21, 31)

= fex (0, Y1) + fi G Y fy (o 1) + 2f Oy, ¥i) ey (e Y1)
+f (e i) fy (i ¥ fy (i i) + fyy(xi':)’i)fz(xi':)’i)

Untuk f(x;, y;) dapat ditulis sebagai /. Kemudian substitusikan persamaan (3.6)

dan persamaan (3.7) ke persamaan (3.5) maka
e h3
Yisr =Yi tfh+ (fx +ffy )7"’ (fxx+fxfy u foxy +ffyfy +fyyf2)z

=yt fht (3 b5 00) B

1 1 1 1 L ) s (38)
+ (gfxx + gfxfy I §ffxy g gffyfy il gfyyf )

Selanjutnya ubah persamaan (3.3) ke deret Taylor dua variabel orde dua maka
akan menjadi

f(xi + p1hyi + quakeh) = f(x, v + p1h (i, yi) + quahf (2, i)
1
fy(xi, yi) + E(plh)zfxx(xi»yi) + (p1q11)h? (3.9)

1 2 2 2
f Gy foy (i yi) + 5 aih*fyy f

Kemudian ubah persamaan (3.4) ke deret Taylor dua variabel orde dua maka akan

menjadi
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fCitpah,yi + (qa1ks + q22k2)h) = f(x, y:) + pah fo (X, yi)
+(q21k1 + q22k2)h £, (xi, yi)

4 (Pl fun )
+(P2h*)(q21k1 + q22Kk2)

fry (X0, ¥) + % (qa1ky + q22k,)?
hzfyy(xi» Vi)

= f(xi, y0) + p2h fro(xi, 1)
+q21k1hfy (X, yi)
+qz2k2h £y (X, yi)

il
+ E (pzh-)zfxx (xi' yi)

+p2h?qz1 ks foy (0, y1) (3.10)
+p2 h2q22k2fxy (xi, ¥1)

1
+ E qglhzklzfyy(xi' yi)
+h2qy1k1qa2Kka fyy (X0, ¥1)

+2 a3k (2 0)
Substitusikan persamaan (3.2) dan persamaan (3.9) sebagai k, ke persamaan
(3.10)
f(xi+p2h yi + (qz21k1 + qa2kz)h)
= f(xi, 1) + p2h fr (x5, ¥0) + q21h f (i, v fyy (e, i)

+ qz2h fy(xi; yi)

1
(4 Pu £ G ) + 4y, b G YOF, (v +5 (1) o G 90
1
+ (P )0 F o O o Gea i) + 5 4531 (o v S (i, yi)>

1
+3 (P21)? frex (1, ¥1)

+ D212 q21 £ (0 V) fey (0 ) F0202 2z froy (X0, Y1)
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1
: (f +phf (X0 yi) + ay, hf (v f, (o yo) + 2 (Plh)zfxx(xi: Yi)
1
+ (pya, )h*f(xi, yf,, (xy) + qulhzfyy(xi,yi)fz (xirYi)>

1
+ EQ%lhzfz(xi'yi)fyy(xi:yi) + h2q21922 f (X0 i) fyy (X1 i)

1
: (f +p.h f, (0 Y0 + 4, hf (Y f, (X0 yi) + 2 (Plh)fox(xi’Yi)
1
+ (200 P°F (o YO f o (o y0) + 5 05, 1 (0 YO (xl-,ya)

1
+ quzhzfyy(xi'yi) ' (f +phf (¥ + gy, hf e v f (X yi)

1
+ E(plh)zfxx(xi' yl) s (plqll)hzf(xil yi)fxy(xi' yl)

1 2 12 2 i
+Eq11h fyy(xiryi)f (xifyi))

= fCuy) + o0 f (K ¥ + 4y b f (s vy f (i i) (3.11)
+ qzzhf(xir yi)fy(xir yl) + qzzplhzfx(xi' yi)fy(xi' yl)

+ quhqulf(xi'yi)fy(xi'yi)fy(xi'yi)

1
+3 qzzpfh3fy(xi, yif .. (i yi)

+ q22p1q11h3f(xi' yi)fy(xi' yi)fxy(xi: yl)

1
g a,,0%, R (x;, Yi)fy(xi: Yi)fyy(xi' Vi)
+ pzqzzhzf(xiﬁ }’i)fxy(xi; yl)

+ p2q22h3p1 fx(xi! yi)fxy(xi! yl)

+ 0,051 q,, f (i, }’i)fy(xi, yi)fxy(xi: yi))
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1
+EPZCI22h4P12 fxy(xi:yi)fxx(xi' yi) + D2G22h*praua f (%, yi)(fxy)z(xi: yi)

1 1
+ §p2q22h4q121f2(xi1 yi)fyy(xil yi)fxy(xil yl) + E q%lhzfz(xii yi)fyy(xi' yl)
+ h2qz1q22f *(Xs, yi)fyy(xil yi)
+ h3q21q2201f (%5, yi)fyy(xi' yi)fx(xi' yi)

+ h3q21022011 2 (%0, Y ) oy (60 ¥ ) (%0, ¥,)

n %h‘lqquzpff(xi, e, s e G )

+ h*q2192201911 fyy (X0 V) oy (X0 V) + %h4q21QZzCI%1f3(xi'yi)(fyy)z(xi' )
+ %Q%zhscﬁﬁfB(xb Yi)fyy (X )1y (%0 )

+ a5:h®paf (o Y )y (0 Y ) et @52 a2 (0 ¥y ) iy (0 ¥ ) (%00 7,)

+ % a3 o f (X0 ¥ ) fyy (X0 ¥ ) fex (%0 ¥,) + %Q%2h4Qf1f3(xi' yl')(fyy)z(xi' Y
+ %q%zhspffx (oY) oy (%0 ¥ ) frx (%007,

+ %qzzzh‘*CIﬁfz(xi»yi)fyy(xiryi)(fy)z(xi' Y:)

+ % a32h® p1 fyy (%0 v,) fe)? (20, y,) + %quh%ffyy(xi' Y) () (x0y,)

n % a3:h°pr @2 (%0 7)) (By) (%0 ¥ ) ey (%0,7,)

+ q222h4p16hlfx (xir yl')fyy (xi' yl')f(xir yi)fy (xir yz)

+ quhsplz ‘hlfx (xi' yi)fyy (xi' yi)f(xi' yi)fxy(xi' yi)
1

+ ECIzzzhspl%ZJZ(xi: yi)fx(xi:yi)(fyy)z(xi: y,)
1

+ E quhs(hlp%f(xir yi)fy (xi' yi)fyy (xi' yi)fxx(xi' yl)

+ quhSQ%lplfz (xi' yi)fy (xi' yi)fyy (xi' yi)fxy (Xi, yl)
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42 08D a1y (10 Y e (50 7 )F (50 )y (0
+ 2 aBhDR a2 (50 () (oo y e (7))
+%Q%2h2f2(xi' Yy (%0 ¥) (%0 y,)
Untuk f(x;,y;) dapat dituliskan sebagai f. Kemudian substitusikan persamaan
(3.2), (3.9) sebagai k, dan (3.11) sebagai k; ke persamaan (3.1) maka

Yis1 = Yi + (a1ky + azk, + azkz)h

1
=y +a.fh [azh <f +pihfx + quih ffy + > (P11)? frex + (P1Q11)h2ffxy
+l 2 hZfo )]
2 qi11 yy
+ [ash (f + 2k f +auahffy + sy + Guapi i,
2 1 25,3 3
+ ax2h qunf iy fy + ECI22P1h fyfex + 422019117 f [y fey
1 2 h3 2 h2 h3
+ 5 22911 [ ffyy + 020220 f fry + 0202207 D1 fr Sy

4l
+ D222 qui ffy fry + EPZQZ2h4p%fxyfxx
4 2, 1 4.2 £2
+ p2q22h plQllf(fxy) +§P2‘I22h q11f “fyyfey
1 2 h2 2 h2 2 h3
2 5 421 ffyy + h°421q22f “fyy + B2 d21q22011 fyy fx
3 2 1, 2
+ h2 421922911 “fyyfy + Eh 42192201 f fyy frx
4 1, 2 £3 2
+ h* Q2192201911 fyy fxy +§h 421922911/ (fyy)
1
+ quzhsqilf?’fyyfy + q%2h3p1ffyyfx + q222h3q11f2fyyfy

1 1 2
+ E Q%2h4p%ffyyfxx + EQ%2h4Q%1f3(fyy)

1 1 2
+ 505D oy fyfoe + 5 Bl 1 fin (5)°)]
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1 56 4 2.1 5 16 4 2.1 56 3 o3 )2
+a3h(§ q22h plfyy(fxx) +§q22h plfyy(fx) +§q22h plqllf (fyy) fxy
1 2
+ q%zhsp%qllﬂc fyyffxy + Eq%zhsplchzlfzfx (fyy)
1
+ Eq%zhsqllplszyfyy f;cx + q%zhsq%lplfzfy fyyfxy

1 1 2
+ EQ%ZhGPEQMfyyfxx ffxy + quzhép%‘ﬁlfz(fyy) frx
+1 2 hZfo )
2 qz2 yy
=Y + alfh + ath 3 a3fh + azplhzfx F a3p2h2fx 9F a3q21h2ffy
2 2 1 2h3) 1 2WA3
+ Cl3q22h ffy + aqulh ffy T Ea2p1h fxx + Ea3p2h fxx
it a3q22p1h3fxfy il a3p2q22h3ffxy + a3p2q21h3ffxy

+a R Lo Ak +1 2 p3f?
Zplqll ffxy ffxy ffyfy 2a3q21 ffyy

1 1
S 12 302 oy
K Eanzzh f fyy - a3q21q22h f fyy . Eannh f fyy -
=y + (ay + a; + a3) fh + (azp; + azpy) h2fy + (a3qz1 + a3z + a2q11) hszy
VSN £ n3 3
+ > 32Pi + 5 33P2 frx T (a3q2201) R frfy

+ (a3p2q22 + asp2q21 + A2p1411) h3ffxy + (a3922911) hgffyfy

+ =P +1a 2 +a +1a ) R3S, +
2 3921 ) 3422 3921922 2 2411 yy
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=y +(a.f +axf +azf)h
+ ((azp1fx + asp; fi)

+ (a3CI21ffy +asqxffy + aqulffy) ) h?
1 1
+ ((5 @3 fex + 50303 fex) + (@302000) fofy

+ (%Pz‘hz ffxy + @302921 f fxy + @2P1911 ffxy)

s (a3QZ2Q11 ffyfy)

T Az 1, 2
+ §a3‘b1f fyy +Z“3Q22f fyy +A3q21922 [ fyy

1
w Eathzl fzfyy) > e
Dengan menyamakan persamaan (3.8) dan persamaan (3.12) diperoleh
f=af +ayf +asf
1 1
Efx + Effy = (azp1fx + azp2fy)
+ (a3CI21ffy + asqf fy + aqulffy)

1 1 1 1 v e
g fxx + Efxfy + §ffxy + gffyfy i gfyyf

1 1
= (E azpffxx + EaSP%fxx) + a3q22p1foy

+ (a3PZCI22ffxy + azp2q21ffiy + azpl%lffxy)

+ 3922911 fy fy

1, . L, 2
+ Ea3q21f fyy+5a3q22f fyy +a3d,,9,5, f°fyy

1 2 2
+ E aqulf fyy

Dari persamaan (3.13) dapat disederhanakan menjadi

22

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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f=(a+ta;+a3)f (3.16)

Dari persamaan (3.14) dapat disederhanakan menjadi

1 1
S +5ffy = (aapy + asp)fy + (A3q21 + a3q22 + a2q11)f fy, (3.17)
2 2

Dari persamaan (3.16) dapat disederhanakan menjadi
1 1 1 1 1 5
6 fxx + gfxfy + §ffxy + gffyfy + gfyyf

& 1
= (E a,p? + E%P%) fex + (a3CI22P1)fxfy

+ (a3p2qz2 + asp2qz1 + a2P1CI11)ffxy (3.18)

+ (3922010 fy fy

L 7y X 1, 2
= ST he 330,04 G20 Bz b5 20T Ity

Dari persamaan (3.16), (3.17) dan (3.18) maka akan diperoleh sebagai berikut.

a1+a2+a3:1 1a)
il

azp, + azpp = > 2a)
1

azqz1 +azqzz + azq11 = > 3a)
11
Bl + 5Pz = ¢
a,p? + azp3 2

2R e dalloeer 4a)
1

asqz2p1 = 6 5a)

1
a3P2qzz + a3P2qz1 + A2P1q11 = 3 6a)
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1

a3q22q911 = 6 7a)
1,1 1, 1
543421 + 5 43422 +azqz21922 + 51 = ¢
2 2 , _ 1
aszqz1 + azqs; + 2a3q21922 + axqi; = 3
2 , _ 1

az(qz1 + q22)° + aqi1 = 3 8a)

Dari persamaan 5a dan 7a diperoleh p; = q;; maka didapat

a,+a,+az=1 1b)

azqq11 + azpz = % 2b)

az(qg21 + q22) + a2q11 = % 3b)
ardhy + aspd =5 )

azp2(qz1 + q22) + azqf; = % 5b)
a3(qz1 + G22)* + 0295, = % 6b)

Dari persamaan 2b dan 3b diatas diperoleh p, = (g,1 + g2,) dan dari persamaan
4b dan 6b diperoleh p2 = (g5, + q,,)*maka didapat

a1+a2+a3=1 lC)

1
az(qz1 + q22) + aq411 = 5 2c)

1
az(go1 + q22)* + axqiy = 3 3c)
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Karena tersisa tiga persamaan dengan enam konstanta yang nilainya belum

diketahui maka dapat dipilih sembarang nilai dari tiga konstanta untuk menentukan

nilai konstanta lainya. Konstanta yang nilainya dipilih sembarang adalah g1, g»1
dan g,, maka dari persamaan 1c sampai 3c dapat dicari nilai a,, a, dan as.

Dari persamaan 3c dapat dicari nilai a, maka

2 2 1
a3(qz1 + q22)° + a9, = §

3a3(qa1 + q22)* +3a,q97;, = 1
3a,q%; = 1 — 3a3(qz1 + 922)°

_ 1—-3a3(q21 + 922)° (3.19)
3q41

a;

Dari persamaan 2c dapat dicari nilai a; dengan mensubstitusikan persamaan (3.19)

maka

1
az(qz1 + q22) + a2q41 = 5

1—-3a3(qz + CI22)2> 1
qi11 =

as(q21 +q )+< =
3\121 22 3q121

q11 — 3a3q11(q21 + CI22)2> _ l

asz(qz1 +q )+<
3 21 22 361121 2

3q;1“3(¢121 + q22) + q11 — 30a3q11(q21 + q22)2 _ l
3‘1%1

6‘1%1“3(5121 + q22) +2q11 — 6a3q11(q21 + qzz)z = 36[%1
a3(6‘ﬁ1(‘h1 + q22) — 6q11(q21 + q22)2) = 3Qf1 — 2411

_ 3Q%1 — 2411
(6Qf1(Q21 + q22) — 6411(q21 + 422)?)

s (3.20)

Substitusikan persamaan (3.20) ke persamaan (3.19) maka
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_ 1 —3az(qz1 + q22)*
36I%1

a,

3‘1%1 —2q14 )
(6‘1%1(‘121 + q22) — 6411(q21 + 922)?)
3‘1%1

1—3(q21 + q22)° (

14 <_9Q121(QZ1 + ¢22)* + 6q11(g21 + 6122)2)
(6471 (q21 + q22) — 6411(q21 + q22)?)

3Qf1

_ 1 1 (—9¢31(g21 + G22)%) + 6411(q21 + q22)?
3q7;  3411(6431(q21 + q22) — 6411(q21 + 422)?)

y 6471(qz21 + G22) — 6411(G21 + 922)* — 9451 (421 + 422)* + 6411(G21 + G22)?
371 (6931 (q21 + q22) — 6411(q21 + 922)?)

_s 6431 (q21 + 922) — 9971 (g1 + q22)?
18511}1(6121 +q22) — 18‘1131(6121 + q22)?

_ 2q;1(‘121 + q22) — 361%1(6121 g qzz)z (3.21)
6411 (q21 + 922) — 643, (q21 + q22)?

Dari persamaan 1c dapat dicari nilai a; dengan mensubstitusikan persamaan (3.20)
dan (3.21)
a,=1—a, —a;

_ 2431 (q21 + 922) — 3¢%1(g21 + q22)°
6Qf1(QZ1 + q22) — 661%1(6121 + q22)? (3.22)

=1

B 361%1 —2q11
(6071 (q21 + q22) — 6411(q21 + 922)%)

Dapat disimpulkan dari hasil paparan di atas bahwa q,1 = p1, P2 = q21 +
q22 dan p3 = (g1 + q2,)? . Dari persamaan (3.22) dapat dicari nilai a; sedangkan
dari persamaan (3.21) dapat dicari nilai a, dan dari persamaan (3.20) dapat dicari
nilai a;. Agar didapat nilai a,,a, dan a; maka dipilih sembarang nilai untuk

q11, 921 dan g,, dengan syarat g,; # 0 dan g,; + g5, # 0.
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Selanjutnya akan dipilih nilai g,4,9,, dan gq,; sehingga diperoleh nilai
P1, D2, a1,a, dan a;. Kemudian setelah semua nilai konstanta didapat maka

substitusikan hasilnya ke persamaan (3.1), (3.2), (3.3) dan (3.4).

1. Versi satu
- 1 1
Dipilih q,, = o 421 = —1 dan g, =2 maka q;; = p; = > dan p, = qp1 +

q,> = 1 maka diperoleh nilai a,, a, dan a; sebagai berikut.

v 4 361%1 — 2411
i (65151(5121 + q22) — 6411(q21 + 922)?)
1\2 1
3525
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_ ZQ%1(QZ1 + q22) — 3‘1%1(‘121 + q22)2
6411 (q21 + 922) — 6431 (g21 + q22)?

@) 1-a) 0
o) 1) o

a,

Sehingga diperoleh metode Runge Kutta orde tiga yaitu,

1 2 1 3.23
Yi+1=}’i+(gk1 +§k2+gk3)h ( )
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Dengan
ki = f(xi,yi)
1 1
k, = f(xi +5hy, +§k1h)
k3 = f(Xi + h,yi - klh + Zkzh)

Metode Runge Kutta orde tiga versi satu pada persamaan (3.23) hasilnya

sesuai dengan buku Chapra dan Canale tahun 2010.

2. Versi Dua
4. 1
Dipilih q11 = 1, g1 = 2 dan gz, = —- maka g,y = p; = 1danp, = g1 +
3
Q226>

- 3Qf1 —2q11
(6071 (g21 + q22) — 6G11(q21 + q22)%)

as

- 3-(1)2-2-1
a 3 312
6-(17-(3)-6-1-(3)
_3-2
- 9
9-6-7
% 1
% 27
‘N2
B 1
=18—27
2
_ 1
)
2
_ 2
)

_ 2471 (g21 + q22) — 3G71(q21 + g22)?
6Qf1(QZ1 +q22) — 6qfl(q21 + q22)?

a,
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N
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N—r

9
_ 3733

18

Sehingga diperoleh metode Runge Kutta orde tiga yaitu,

7 5 2
YVi+1 =Yi + <_k1 +—k; —§k3>h

30

(3.24)
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Dengan
ki = f(xiy:)

kp = f(xi + hyi + kih)

ks = f(x; + ;h,yi + 2k,h — %kzh)
Metode Runge Kutta orde tiga versi dua ini tidak bisa untuk memperkecil
eror. Tapi hasil penyelesaian dari metode ini erornya harus terjadi pada angka ke
empat setelah koma atau lebih. Karena pada metode Runge Kutta orde tiga eror

mulai terjadi pada angka ke empat setelah koma.

3.2 Penerapan dan Penyelesaian Model Predator-Prey dengan Pemanenan
Menggunakan Metode Runge Kutta Orde Tiga

Dalam subbab ini akan dibahas penerapan metode Runge Kutta pada Model
predator-prey dengan pemanenan. Serta penyelesaian numerik model predator-
prey dengan pemanenan menggunakan metode Runge Kutta orde tiga. Model ini
disusun oleh Hang Yang dan Jianwen Jia (2017) dalam jurnalnya yang berjudul
“Harvesting of Predator-Prey Model with Reserve Area for Prey and in the
Presence of Toxicity”. Dalam jurnalnya, model predator-prey dengan pemanenan

didefinisikan sebagai berikut.

dx(t) x(t) 2
It = rx(t) <1 — T) — 01x(t) + oy (t) —ux=(t)
- —abx-(l-t)xz(%) — q,Ex(t)
B (3.25)
T 1y () + o1x(t) — oy (t) — vy?(t)

dz(t) Pax(t)z(t)
dt ~ b+x(t)

—dz(t) —wz(t) — q,E z(t)
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Nilai awal dan nilai parameter pada persamaan (3.25) diberikan pada Tabel

3.1 berikut ini.
Tabel 3.1 Nilai Parameter dan Nilai Awal
Variabel / Keterangan Nilai Parameter/
Parameter g Variabel
Populasi mangsa didaerah tak terlindungi terhadap
x(t) 4
waktu
Populasi mangsa di daerah yang terlindungi terhadap
y(©) waktu 4
z(t) Populasi pemangsa terhadap waktu 3
. Laju pertumbuhan intrinstik mangsa di daerah tak 5
L terlindungi
= Laju pertumbuhan intrinstik mangsa di daerah yang 1
P terlindungi
K Daya dukung lingkungan 4
Tingkat perpindahan mangsa di daerah tak terlindungi
01 . - 1
ke daerah terlindungi
o Tingkat perpindahan mangsa di daerah yang 1
5 terlindungi ke daerah tak terlindungi
a Laju penangkapan relatif maksimum akibat predasi 0,94
b Laju kelahiran mangsa 0,7
Koefisien penangkapan mangsa di daerah tak
q1 ; ; (0l
terlindungi
Koefisien penangkapan pemangsa didaerah tak
q> ; ; 0,2
terlindungi
E Upaya penangkapan 0,8
B Laju pertumbuhan pemangsa 0,998
u Infeksi spesies mangsa didaerah tak terlindungi oleh 0,00001
zat racun
b, Infeksi spesies mangsa didaerah yang terlindungi oleh 0,333
zat racun
w Infeksi pemangsa oleh racun 0,00003
d Tingkat kematian 0,3
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3.2.1 Penerapan dan Penyelesaian Model Menggunakan Metode Runge
Kutta Orde Tiga Versi Satu

Persamaan (3.25) disubstitusikan pada persamaan Runge Kutta orde tiga

(3.23) sehingga menghasilkan persamaan (3.26) sampai (3.28).

1 2 1
xl‘+1 - xl‘ + (81{1 +§k2 +gk3) h.

(3.26)
1 2 1
1 2 1
Zpi1 =2; + (gm1 o 3™ ar gmg) h (3.28)
Dengan
ki = f(ti, xi, 1, 2)
Xi ,  ax;Z;
=nxi\l1——=)—ox; +0oy; —ux; — — g1Ex;
1 L( K) 1 24 271 i b+ X; 1 U
L =9, %, yi,2:)
= 1Yy; + 01 — 0,y — vy}
my = j (&, X, ¥i, Z)
pax;z;
\/ +lx; —'dz; —wz; — q,E z;
1 1 1 1
k2 = f(ti +§h;xi +Ek1h,}/i +El1h,2i +§m1h>
1
=n (xi +§k1h) 1- T — 01 (xi +Ek1h) + gy (yl +§l1h>

2 a (xi +%k1h) (Zi + %mlh)

b+ (x+5kih)

1
—u (xl- + > klh)

1

1 1 1 1
l,=g (ti +Eh;xi +Ek1h,yi +El1h,zl- +§m1h>
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2

1 1 1 1
=71 (yl- + Ellh> + 0, (xl- + §k1h> -0, (yi +§l1h> - v(yl- + §l1h)

V! 1 1 1
m; =] (tl +§h;xl +Ek1h—,yl +§l1h,zl +zm1h)

_ Ba (xi +%k1h) (12i +%m1h) .y (zi +lm1h> B W(
b+ (i +7kih)

1
z; + —m1h>

2 2

1
_qu (Zi + Emlh)
ks = f(t; + h,x; — kyh + 2k,h, y; — Lh + 2,h, z; — myh + 2m,h)

x; — kyh + 2k,h)
K

+0,(y; — lLh + 21,h) — u(x; — kyh + 2k,h)?

a(x; — kih + 2k,h) (z; — m;h + 2m,h)
- b+ (x; — kyh + 2k,h)

=7‘1(xi—k1h+2k2h) (1_( >_O-1(xl'_k1h+2k2h)

- qlE(xl' ~ klh + Zkzh)

l3 = g(tl ar h, 25 klh 1= Zkzh, Vi — llh + 2l2h, Zi mlh ar zmzh)

= rz(yi - llh + leh) + O'l(xl' | klh + Zkzh) — 0'2(371' - llh + leh)
_V(yl‘ - llh + leh)z

ms = j(t; + h,x; — kyh + 2k,h, y; — lih + 21,h, z; — mh + 2m;h)

_ Palx; — kyh + 2k3h) (z; — myh + 2m;yh)
—w(z; — myh + 2m,h) — q,E(z; — m;h + 2myh)

—d(z; —myh + 2m,h)

Selanjutnya persamaan (3.25) akan diselesaikan dengan metode Runge
Kutta orde tiga versi satu dengan h = 0,1. Untuk iterasi yang pertama dengan t, =

0,x, = 4,y, = 4 dan z, = 3 akan diperoleh hasil berikut.

X0 axyz,

ki =1x0(1—=)— 0oy +ay—ux2—( )—qu

1 10( K) 140 2)0 0 b+x0 1 0
—5.4 (1 4) 1-4+1-4—0,00001- 42 (0’94'4'3) 01-0,8-4
N 4 ’ 0,7+ 4 o

)

= -0,0016 —
4,7

-0,32



=-0,3216 - 2,4
=-=2,7216

l1 = 13Y0 + 01%0 — 02Y0 — VY4
=1-4+1-4—-1-4-0333-4?
=4+4—-4-5,328

= —1,328

£ 0,998:0,94-4-3
4 0,7+ 4

-03-3-0,00003-3-0,2-0,8-3

_ 11,25744

—0,9-0,00009 — 0,48
4,7

= 2,3952 — 1,38009

=1,01511
1
1 (xo +7k1h) 1 1
kZ =T1(X0 +§k1h) 1_T _0-1 (xo +§k1h)+0‘2 (yo +§l1h>
1 1
1 a(xo +7k1h) (ZO +7m1h) 1
—Uu <x0 aF Eklh) - e qlE (xO + Eklh)

b+ (x0 + %klh)

(4 +%- (—2,7216) - 0,1)
4

1
=5. (4 +5(-2,7216) - 0,1) 1—

1 1
~1- (4 +5+(-27216) 0,1) +1- (4 +5(-1328)- 0,1)
2

1
—0,00001 (4 + > g 0 N 0,1)

0,94 (4 + % - (=2,7216) - 0,1) (3 + % (1,01511) - 0,1)

0,7 + (4 + % - (—2,7216) - 0,1)

1
-0,1-0,8 (4 + 5 (=2,7216) - 0,1)

3,86392

=5-(3,86392)- (1 - ) —3,86392 + 3,9336

0,94 (3,86392) (3,0507555)

— . 2 -
0,00001 - (3,86392) 0,7 + 3,863992

—0,08-3,86392



= 0,657252791999999 — 3,86392 + 3,9336 — 0,001492987776640
—2,427869612102403 — 0,3091136

= —2,011543407879045

1 1 1 1 4?
lz =1 (yo +§l1h) + (5} (xo +Ek1h) ) (yo +El1h) - v(yo +El1h>

1 1
=1- (4 + E(—1,328) . 0,1) +1- (4 + (—2,7216) - 0,1)
1 1 2
—1- (4 + E(—1,328) - 0,1) —0,333- (4 + Z(—1,328) . 0,1)

= 3,9336 + 3,86392 — 3,9336 — 5,152578584

= —1,28865858368

Pa (xo + %k1h> (zo F %mﬂt)

b+ (xo + %klh)

1 1
—d(zgp+-mh|—w|zy+=smh
2 2
1
—q,E Z0+§m1h

0,998 - 0,94 - (4 + %  (Sk 2416)8 0,1) (3 +%(1,01511) - 0,1)

1
07+ (4+5(~272016)-0,1)
1 1

~0,3 (3 +(1,01511) - 0,1) —0,00003 (3 +7(1,01511) - 0,1)

1
-0,2-0,8 (3 + 5(1,01511) F 0,1)

= 2,423013872878198 — 0,91522665 — 0,000091522665 — 0,48812088
= 1,019574820213198

(xo — k1h + 2k, h)
K
+0,(yo — lLh + 21,h) — u(xg — ki h + 2k, h)?
a(xog — kih + 2kyh)(zg — myh + 2myh)

- — quE(xg — kyh + 2k;h
b+ (xo — kih + 2k,h) GuF (g = e+ 2kah)

k3 =T1(x0—k1h+2k2h) <1_ >_0-1(x0_k1h+2k2h)

36
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=5-(4—(=2,7216)-0,1+ 2 ( —2,011543407879045) - 0,1)
(1 (4 —(=2,7216) - 0,1+ 2 - ( —2,011543407879045) - 0,1)>
4
—1-(4—(=2,7216)-0,1 + 2 - ( —2,011543407879045) - 0,1)
+1-(4—(~1,328)-0,1+2-(—1,28865858368) - 0,1)
—0,00001- (4 — (=2,7216)- 0,1 + 2 - (—=2,011543407879045) - 0,1)?
0,94 - (3,869851318424191 - 3102403964042640)
B 0,7 + 3.869851318424191
—0,1-0,8- (4 — (—=2,72016) - 0,1 + 2 - (—2,01069936) - 0,1)

= 0,629570058734145 — 3,869851318424191 + 3,875068283264
—0,01497574922671 — 2,469553331156143
—0,309588105473935

= —2,145851987978795

l3 — Tz(yo S llh + 2l2h) ar Ul(xO W klh + 2k2h) - Jz(yo T llh + leh)
—v(yo — l1h + 21, h)?

=1-(4—-(-1,328)-0,1+2-(—1,28865858368) - 0,1)
+1-(4—(=2,7216)- 0,1 + 2 - ( —2,011543407879045) - 0,1)
—1-(4—(-1,328)-0,1+2-( —1,28865858368) - 0,1)
—0,333- (4 — (—1,328) - 0,1 + 2 - ( —1,28865858368) - 0,1)2

= 3,87506828326 + 3,869851318424191 — 3,87506828326
—5,000379348586215

= —1,130528030162024

Ba(xy — kih + 2k,h)(zg — myh + 2m,h )

b + (xg — ki h + 2k,h)
—d(zy — myh + 2myh ) — w(zy — mh + 2m,h)
—q,E(zy — myh + 2myh)

0,998-0,94 - 3,869851318424191 - 3,102403964042640

B 0,7 +3,869851318424191
-0,3-(3—-(1,01511)-0,1 +2-(1,019574820213198) - 0,1)
-0,00003-(3 —(1,01511)-0,1 +2-(1,019574820213198)-0,1)
-0,2-0,8-(3—-(1,01511)-0,1 +2-(1,019574820213198) - 0,1)

= 2,464614224493831 — 0,930721189212792 — 0,00009307211892127919
—0,496384634246822

= 1,037415328915295

Sehingga diperoleh

1 2 1
x1 =x0+(gk1 +§k2 +€k3)'h
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=4+ (—0,4536 — 1,341028938586030 — 0.,57641997996466) - 0,1
=4 —0.215227093658250

= 3,784772906341750

1 2 1
Y1 =y0+(gll +§lz +gl3)h

=4+ (-0,221333333333333 — 0,859105722453333 — 0,188421338360337)
0,1

=4-0,126886039414700

= 3,873113960585300

1 2 1
Z1 = Zg+ (gml + §m2 + gm3) h
=3+ (0,169185 + 0,679716546808799 + 0,172902554819216) - 0,1
=3+ 0,102180410162801
= 3,102180410162801
Untuk iterasi yang kedua dengan t; = 0,1, x; = 3,784772906341750,
y1 = 3,873113960585300 dan z; = 3,102180410162801 akan diperoleh hasil

berikut.

X1
A= e (1 — ?) — 0% + 0y, — ux? —

4
—1-3,784772906341750 + 1-3,873113960585300
—0,00001 - (3,784772906341750)2

0,94 -3,784772906341750 - 3,102180410162801

0,7+ 3,784772906341750
—-0,1-0,8-3,784772906341750

3,784772906341750
5-3,784772906341750 - (1 —

1,018232090985527 — 3,784772906341750 + 3,873113960585300
—0,001432450595258 — 2,460901743618675 — 0,302781832507340

—1,658542881492197

Iy = 1)1 + 01X — 03y1 — VYL

=1-3,873113960585300 + 1- 3,784772906341750
—1-3,873113960585300 — 0,333 - (3.873113960585300)*



= —1,210564006967938

. Bax,z;

=i —dzy —wz; — qyE 74

mq
_0,998:0,94 3,784772906341750 - 3,102180410162801
B 0,7 + 3,784772906341750

—0,3- 3,102180410162801 — 0,00003 - 3,102180410162801
-0,2-0,8- 3,102180410162801

= 2,455979940131438 — 0,930654123048840 — 0,000093065412304884
—0,496348865626048

= 1,028883886044245

(s + %klh)

1 1
K — (05 (xl +Ek1h)+0'2 (yl +El1h)

1
kz =T1 (x1+zk1h> 1_

1 1
_u <x1 / lklh)z B Cl(xl +7k1h) (il +7m1h) GE (xl +lk1h)
% b+ (x; +5kih) 2

1
=5 (3,784772906341750 + ) (—1,658542881492197) - 0,1)

(3,784772906341750 + % (—1,658542881492197) - 0,1)

1—
4

1
=il c (3,784772906341750 + > (—1,658542881492197) - 0,1)

1
Ardl e (3,873113960585300 + 5 (—1,210564006967938) - 0,1)
1 2
—0,00001 - (3,784772906341750 A 5 (—1,658542881492197) - 0,1)

0,94-3,701845762267141 - 3,153624604465013
0,7+ 3,701845762267141

il
-0,1-0,8- (3,784772906341750 aF 5 (—1,658542881492197) - 0,1)

= 1,379651251816719 — 3,701845762267141 + 3,812585760236903
—0,001370366204762 — 2,492994656745768 — 0,296147660981371

= —1,300121434145420

1 1 1 1 3
l2 == rz (yl +§llh) + 0'1 (x1 +Ek1h) - 0'2 (yl +Ellh> - U(yl + Ellh>

39
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1
=1- ( 3,873113960585300 + > (—1,210564006967938) - 0,1)
1
+1- ( 3,784772906341750 + 5 (—1,658542881492197) - 0,1)

1
-1- ( 3,873113960585300 + > (—1,210564006967938) - 0,1)
2

1
-0,333 - ( 3,873113960585300 + > (—=1,210564006967938) - 0,1)

3,812585760236903 + 3,701845762267141 — 3,812585760236903
—4,840424789660681

—1,138579027393541

_ pa (x1 s %klh) (21 1 %mlh) B
b+ (x1 +5kih)

1
_CIZE (Zl + §m1h>

~0,998-0,94-3,701845762267141 - 3,153624604465013
- 0,7+ 3,701845762267141

1
-0,3- (3,102180410162801 St > 1,028883886044245 - 0,1)

il
—0,00003 - (3,102180410162801 + 5 1,028883886044245 - 0,1)

1
-0,2:0,8" (3,102180410162801 + > 1,028883886044245 - 0,1)

= 2,488008667432277 — 0,946087381339504 — 0,00009460873813395041
—0,504579936714402

= 1,037246740640237

K
_O-l(xl — klh AP Zkzh) aF Uz(yl — llh + 2l2h) - u(xl - klh & Zkzh.)z
a(x; — kyh + 2k,h)(z; — myh + 2m,h)
— — q1E(xy — kqh + 2k,h
b+ (x, — kih + 2kyh) GE (= kih +2k;h)

— kyh + 2k,h
= 1,(x; — kyh + 2k, h) (1—(x1 L 2 )>

3,690602907661886
=5-3,690602907661886 - (1 - 2 )
—1-3,690602907661886 + 1 - 3,766454555803386
—0,00001 - (3,690602907661886)>

0,94 - 3,690602907661886 - 3,206741369686424

0,7 + 3,690602907661886
-0,1-0,8-3,690602907661886

= 1,427327260756472 — 3,690602907661886 + 3,766454555803386
—0,001362054982204 — 2,533756915772537 — 0,295248232612951



= —1,327188294469721

l; =r,(y; — lih + 21,h) 4+ 0y (x; — kih + 2k,h) — 0,(y; — lih + 21,h)
—v(y1 - llh + leh)z

=1-3,766454555803386 + 1 - 3,690602907661886
—1-3,766454555803386 — 0,333 - (3,766454555803386)?

= 3,766454555803386 + 3,690602907661886 — 3,766454555803386
—4,723997913670383

= —1,033395006008497

Ba(x; —kih + 2k,h)(z; — mih + 2myh)

b+ (x, —kih + 2k,h)
—d(zy —myh + 2myh) —w(z; — myh + 2my,h)
—q,E(zy —myh+2myh)

0,998-0,94 - 3,690602907661886 - 3,206741369686424

0,7 + 3,690602907661886
—0,3:3,206741369686424
—0,00003 - 3,2067413696864 24
+0,2-0,8-3,206741369686424

= 2,528689401940992 — 0,962022410905927 — 0,00009620224109059273
—0,513078619149828

= 1,053492169644146

Sehingga diperoleh
1 2 it
Xy = Xq + (gkl +§k2 +gk3> h
= 3,784772906341750 + (—0,276423813582033 — 0,866747622763613
—0,221198049078287) - 0,1

= 3,784772906341750 — 0,136436948542393

= 3,648335957799357

1 2 1
Yo =1 + (gll +§lz +gl3) h
= 3,873113960585300
+(—0,201760667827990 — 0,759052684929027 — 0,172232501001416)
0,1
= 3,873113960585300 — 0,113304585375843

= 3,759809375209457
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1 2 1
Zy = Zq1 + (gml + §m2 + gm3> h

= 3,102180410162801
+(0,171480647674041 + 0,691497827093491 + 0,175582028274024) - 0,1

= 3,102180410162801 + 0,103856050304156
= 3,206036460466957

Untuk itersi yang ketiga dengan t, = 0,3, x, = 3,648335957799357, y, =

3,759809375209457 dan z, = 3,206036460466957 akan diperoleh hasil berikut.

ax,z,
b+ x,

_ gz 2
ki =rx,(1— %)~ 01Xy + 03V, — Uxy — —q1Ex,

3,648335957799357
— 5-3,648335957799357 - (1 _ . )
—1-3,648335957799357 + 1 - 3,759809375209457
—0,00001 - (3,648335957799357)?
(0,94 - 3,648335957799357 - 3,206036460466957)
0.7 + 3,648335957799357
—01-0,8 - 3,648335957799357

= 1,603735712782095 — 3,648335957799357 + 3,759809375209457
—0,001331035526097 — 2,528529607969280 — 0,291866876623949

= —1,106518389927131

ly =13y, + 01%5 — 03, — VY3

=1-3,759809375209457 + 1 - 3,648335957799357
—1-3,759809375209457 — 0,333 - (3,759809375209457)?

= —1,059007499325647

~0,998-0,94 - 3,648335957799357 - 3,206036460466957

0,7 + 3,648335957799357
—0,3-3,206036460466957 — 0,00003 - 3,206036460466957
—0,2-0,8-3,206036460466957

= 2,523472548753342 — 0,961810938140087 — 0,00009618109381400871
—0,512965833674713

= 1,048599595844728



(2 + %klh)

1 1 1
k2 =n (XZ +Ek1h) 1—T — 07 (xz +Ek1h>+0‘2 (yz +El1h>
1 1
1 2 a(xZ +7k1h) (ZZ +7m1h) 1
—-u (XZ + Ek1h> - - CI1E (XZ + §k1h>

b+ (x +5kih)

1
=5- (3,648335957799357 + > (—1,106518389927131) - 0,1)

(3,648335957799357 + % (—1,106518389927131) - 0,1)

1—
4

1
-1- (3,648335957799357 I > (—1,106518389927131) - 0,1)

1
1 ( 3,759809375209457 + A (—=1,059007499325647) - 0,1)

1 2
—0,00001 (3,648335957799357 ah 5 (—1,106518389927131) - 0,1)

0,94 - 3,593010038303 - 3,258466440259193
0,7 + 3,593010038303

1
=0}l a (0}« (3,648335957799357 + 5 (=1,106518389927131) - 0,1)

= 1,827898772332342 — 3,593010038303 + 3,706859000243174
—0,001290972113535 — 2,563525445637099 — 0,287440803064240

= —0,910509486542358

1 1 1 g
lz =13 (yz + _llh) + (5} (xZ + _k1h> — 0y (yz + _llh) -V (yz + _llh)
2 2 2 2
1
=1- (3,759809375209457 + 5 (—1,059007499325647) - 0,1)
1
4= 1% (3,648335957799357 + E (—1,106518389927131) - 0,1)

1
-1 (3,759809375209457 s 5 (—=1,059007499325647) - 0,1)

1 2
-0,333"- (3,759809375209457 + e (—=1,059007499325647) - 0,1)

= 3,706859000243174 + 3,593010038303 — 3,706859000243174
—4,575687614678714

= —0,982677576375713
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Ba (xz + %klh) (zz + %m1h>

b+ (xz + %klh)

m, =

1 1
—dlz;+=mh | —wl|zy +smh
2 2
1
—q,E | z; +Em1h

~0,998-0,94-3,593010038303 - 3.258466440259193
B 0,7 + 3,593010038303

1
-0,3" < 3,206036460466957 + <E 1,048599595844728 - O,1)>
1
—0,00003 - < 3,206036460466957 + (E 1,048599595844728 - 0,1))
1
-0,2-0,8" < 3,206036460466957 + <§ 1,048599595844728 - O,1)>

= 2,558398394745825 — 0,977539932077758 — 0,00009775399320777579
—0,521354630441471

= 1,059406078233389

X, —kih+ 2k,h
k3 =T‘1(x2—k1h+2k2h) (1_( 2 ! £ )>

K
—0y(x; — kyh + 2k,h) + 0, (y, — lih + 21,h) — u(x, — kih + 2k, h)?
a(xz - klh + Zkzh)(ZZ — mlh + Zmzh)

b + (xz s klh + Zkzh)

_ qlE(xz -5 klh + 2k2h)

3,576885899483598
= 5-3,576885899483598 - (1 = 2 )
—1-3,576885899483598 + 1 - 3,669174609866879
—0,00001 - (3,576885899483598)2

0,94 - 3,576885899483598 - 3,313057716529162

0,7 + 3,576885899483598
—0,1-0,8-3,576885899483598

= 1,891788575012255 — 3,576885899483598 + 3,669174609866879
—0,001279411273792 — 2,604559468361730 — 0,286150871958688

= —0,907912466198675

13 = Tz(yz - llh + 2l2h) + 0'1(x2 - klh + Zkzh) — Uz(yz — llh + 2l2h)
—v(y, — lih + 21,h)?

=1-3,669174609866879 + 1 - 3,576885899483598
—1-3,669174609866879 — 0,333 - (3,669174609866879)>

3,669174609866879 + 3,576885899483598 — 3,669174609866879
—4,483126491791357

= —0,906240592307759



_ Pa(x; — kih + 2k;h)(z; — myh 4+ 2m;h)

B b+ (x; — kih + 2k, h)
—d(z, — myh + 2myh ) —w(z, — myh + 2m,h)
—q,E(z, —myh + 2myh)

ms

_0,998-0,94 - 3,576885899483598 - 3,313057716529162

0,7 + 3,576885899483598
—0,3-3,313057716529162 — 0,00003 - 3,313057716529162
—0,2-0,8-3,313057716529162

2,599350349425006 — 0,993917314958749 — 0,0009939173149587486
—0,530089234644666

1,075244408090096

Sehingga diperoleh
= +<1k +2k +1k ) h
X3 = X2 o el
= 3,648335957799357
+(—0,184419731654522 — 0,607006324361572 — 0,151318744366446)
o (011

= 3,648335957799357 — 0,094274480038254

= 3,554061477761103

1 2 il
V3 = Y2 +(gl1+§lz +gl3) h

= 3,759809375209457 — 0,176501249887608 — 0,655118384250475
—0,151040098717960

= 3,759809375209457 — 0,098265973285604

= 3,661543401923852

1 2 1
Z3 = Zyp + (gml +§m2 +gm3) h

= 3,206036460466957 + 0,174766599307455 + 0,706270718822259
+0,179207401348349

= 3,312060932414763
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Tabel 3.2 Hasil Iterasi Metode Runge Kutta Orde Tiga Versi Satu Sampai t = 0, 3

i t Xit1 Vit Zit1

0 0 4,000000000000000 4,000000000000000 3,000000000000000
1 0,1 3,784772906341750 3,873113960585300 3,102180410162801
2 0,2 3,648335957799357 3,759809375209457 3,206036460466957
3 0,3 3,554061477761103 3,661543401923852 3,312060932414763

Jadi pada saat t = 0,1 besar nilai x; = 3,784772906341750, y, =
3,873113960585300, dan z; = 3,102180410162801. Sedangkan pada saat t =
0,2 besar nilai x, = 3,648335957799357, y, = 3,759809375209457, z, =
3,206036460466957. Dan pada saat t = 0,3 nilai x3 = 0,3554061477761
103, y; = 3,661543401923852 dan z; = 3,312060932414763. Iterasi terus berulang
hingga t = 50 atau iterasi ke 500.

Dibawah ini merupakan hasil simulasi numerik persamaan (3.11)

menggunakan metode Runge Kutta orde tiga versi satu.

12

xit)

— vyit)

101 z(t)

Jumlah Populasi
(s3]
1

waktu (t)

Gambar 3.1 Grafik Solusi Numerik Metode Runge Kutta Versi Satu untuk At = 0,1

Pada Gambar 3.1 dapat dilihat jika iterasi dilakukan secara berulang hingga

mencapat t = 50 atau iterasi yang ke-500 maka akan diperoleh penyelesaian xzo, =
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0,694371900568623, y500 = 1,704203707443769 dan zs,, = 9,231661905550761.
Dengan kata lain jumlah populasi mangsa di daerah tak terlindungi dan daerah yang
terlindungi setelah 50 minggu secara berturut-turut adalah 1 ekor dan 2 ekor
sedangkan untuk populasi pemangsa setelah 50 minggu adalah 9 ekor. Gambar 3.1
juga menunjukan bahwa ketiga populasi tetap bertahan dengan jumlah populasi

yang berubah-ubah.

3.2.2 Penerapan dan Penyelesaian Model Menggunakan Metode Runge
Kutta Orde Tiga Versi Dua

Persamaan (3.25) disubstitusikan pada persamaan Runge Kutta orde tiga

(3.24) menghasilkan persamaan (3.29) sampai (3.31).

v 5 2

xl'_;,_]_ = xl' ar (Ekl + gkz = 6k3> h (329)
7 5 2

yin =yi+ (gl + 2L —51) b (330
7 5 /4

Zi+1 = ZL' aF (Eml P gmz - §m3) h (3.31)

Dengan

ky = f(ti, xi, yi, Zi)

ax;z;

= 11X (1 - ﬁ) — 0% + 0,y; — ux? — — ¢ Ex;
K L l - L

Diclwe;
li = g(ti, xi, yi, %)
= 1Y + 01X; — 02Y; — VY]

my = j(t, X0, Vi, Zi)




k2 = f(tl + h; Xi + k]_h,yi + llh, Zi + mlh)

x; + kih
%) —0y(x; + k1h) + 0,(y; + l1h)

a(x; + k h)(z; + mh)
b+ (x; + kih)

== Tl(xl' + klh) <1 -

—u(x; + k;h)? — —q.E(x; + kh)

l, =g(t; + h,x; + kih,y; + l1h, z; + m,h)
=1,(y; + l1h) + 0.(x; + kyh) — 0, (y; + 11h) — v(y; + 11 h)?

my, = j(t; + h,x; + ksh,y; + 1h, z; + myh)

_ Palx; + kh)(z; + myh)
y b+ (x; + k. h)
—q2E(z; + mh)

—d(z; + myh) —w(z; + mh)

3 1 1 \
ks Zf(ti +§h,Xi + 2k1h—§k2h,yi + leh_EZZh'Zi + 2m1h—5m2h>

A A
( )

2
K

1
=7”1 (xl' +2k1h_§k2h) 1_

1 1
_0-1 (xi + Zklh g Ekzh) 15 0-2 (yl + leh - Elzh)
2

1
/] (xi + 2k h — §k2h>

a (% + 2ksh — 3 koh) (2 + 2myh — 3 myh )

b+ (x; + 2ksh — 3 ko)

1
\ N (xi + 2k ih — Ekzh)

3 1 1 1
l3 =g (tl +§h;xi s 2k1h _Ekzh,yi + 2l1h —Elzh,zi Bl Zmlh —Emzh)

1 1
= TZ (yl + 2l1h - Elzh) + 0'1 (xi + Zklh - Ekzh)

2

1 1
~a, (yl- +2Lh — Elzh) —v (yl- 42Uk — Ezzh)

3 1 1 1
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Ba (% + 2ksh — 3 k;h) (z; + 2myh — 3 myh )

1
b+ (xi + 2k h — 7kzh)
1 1
—d (zi +2myh — Emzh) -w (zl- +2myh — §m2h>

1
—q,E (zi + 2myh — Emzh )

Penyelesaian persamaan (3.25) menggunakan metode Runge Kutta orde tiga
versi satu telah selesai dilakukan. Selanjutnya akan dicoba menggunakan metode

Runge Kutta orde tiga versi dua.

Xy Xy Ra
k, . (1 —?) — 01%X0 + 03V — uxé — (b m xo) —q.Exg
—5.4 (1 4) 1-4+1-4—0,00001 - 42 (0’94'4'3) 01-0,8-4
- 4 i 0,7+ 4 o

= —0,0016 = 0,32
- ) 4’7 )

= —0,3216 — 2,4
= —2,7216

li = 1Yo + 01X — 020 — VY§
=1-4+1-4—-1-4-10,333-47
=4+4+4—-4-5328

= —1,328

~0,998-094-4-3

-03:-3-0,00003-3-0,2-0,8-3
0,7+ 4

_ 11,25744

-0,9-0,00009 - 0,48
4,7

= 2,3952 — 1,38009

=1,01511



xg + kih
%) —01(xg + kih) + 03,(yo + 1h)

a(xO + klh)(ZQ + mlh)
b+ (XQ + klh)

k2 = Tl(xO + klh) (1 -

_u(xO + klh)z -

— q1E(xg + kqh)

= 5-(4+(=2,7216) - 0,1) - (1 (44 (-27216) - 0,1))

4
—1-(4+4(=2,7216)-0,1) + 1- (4 + (-1,328) - 0,1)
—0,00001 - (4 + (—2,7216) - 0,1)
0,94 — 0,00001 - (4 + (—2,7216) - 0,1)(3 + 1,01511 - 0,1)
0,7+ —0,00001 - (4 + (—=2,7216) - 0,1)
—0,1-0,8-—0,00001 - (4 + (—2,7216) - 0,1)

=1,268211168 — 3,72784 + 3.86720 — 0,001389679106560
—2,454519711702682 — 0,2982272

= —1,346565422809242
l, = r,(yo + l1h) + 01(x¢ + k1h) — 03 (v + 11 h) — v(yo + 11 h)?

=1-(4+(=1,328)-0,1) +1-(4+ (=2,7216)-0,1) — 1 - (4 + (=1,328) - 0,1)
—0,333- (4 + (—1,328) - 0,1)

= 3,8672 + 3,72784 — 3,8672 — 4,98009353472
= —1,2522535347

pa(xy + kih)(zo + myh)
b+ (xg + kih)

—d(zyg + myh) —w(zy + myh) — q,E(zg + mh)

0,998 - 0,94 - (4 + (—=2,7216) - 0,1)(3 + 1,01511 - 0,1)

0,7+ (4 + (=2,7216) - 0,1)
—0,3-(3+1,01511-0,1) — 0,00003 - (3 + 1,01511 - 0,1)
—~0,2-0,8- (3 +1,01511-0,1)

= 2,449610672279276 — 0,9304533 — 0,00009304533 — 0,49624176

= 1,022822566949276

(%0 + 2kah — 3kah)
K

1
ks =1 (xo + 2k, h — Ekzh) 1-

1 1
o, (xo 4 2k h — Ekzh) + o (yo + 20k — Elzh>

_ 2

( 2k-h 1k h)2 a(xo +2k1h_%k2h) (Zo+2m1h—1m2h)
— + 4
ul xo 1 2?2 b+(x0+2k1h—%k2h)

1
—-q.E (xo + 2k h — Ekzh)
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1
=5" (4 +2-(-2,7216)-0,1 — 5 (—1,346565422809242) - 0,1)

(4 +2-(=2,7216) 0,1 — % (—1,346565422809242) - 0,1)
4

1-—

1
-1- (4- +2-(-2,7216)-0,1 — > (—1,346565422809242) 0,1)

1
+1- (4 +2-(~1328)-0,1 - 5 (~1,2522535347 0,1)>

1 2
—0,00001 - (4 +2-(-2,7216)-0,1 — 5 (—1,346565422809242) - 0,1)

0,94 -3,523008271140462 - 3,151880871652536
0,7 + 3,523008271140462

1
-0,2:0,8" (4 +2-(-2,7216)-0,1 — > (—1,346565422809242) - 0,1)

= 2,100557257547176 — 3,523008271140462 + 3,797012676736
—0,001241158727852 — 2,471663697412929 — 0,281840661691237

= —0,380183854689304
1 1 1
l3 = TZ (yo + leh i Elzh) + 0-1 (xo + Zklh . Ekzh) - 0-2 (yo + leh - Elzh)

1 2

1
=1- <4 +2-(-1,328)-0,1 - 5 (~1,25225353472 0,1)>

1
+1- <4 +2- <—2,7216 10,1 =5+ (~1,346565422809242) - 0,1))

1
~1- <4 +2-(-1,328) 0,1 — >+ (~1,25225353472 0,1))

1 2

~0,333 - <4 +2+(-1,328)-0,1 — > (~1,25225353472 0,1)>

= 3,797012676736 + 3,523008271140462 — 3,797012676736
—4,800962654008863

= —1,277954382868402

Ba (xo + 2ksh — 3 ksh) (2o + 2myh — 3myh )

b+ (o + 2ksh — 5 ksh)

1 1
-w (zo +2mh— Emzh) —q,FE (zo +2myh — §m2h>

1
- d(zo + 2m1h—§m2h>
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_0,998-0,94 - 3,523008271140462 - 3,151880871652536
B 0,7 + 3,523008271140462

1
-0,3- (3 +2-1,01511-0,1 — 5 1,022822566949276)

1
—0,00003 - (3 +2-1,01511:0,1 — 5 1,022822566949276)

1
-0,2-0,8--0,00003 - (3 +2-1,01511-0,1 — 5 1,022822566949276)

= 2,466720370018103 — 0,945564261495761 — 0,0009455642614957608
—0,504300939464406

= 1,016760612631787

Sehingga diperoleh
7 5 2
X= Xp + (Ekl +gk2 —§k3) h
=4+ (—1,0584 —1,122137852341035 + 0,084485301042068) - 0,1
=4 —0,209605255129897

= 3,790394744870103

= (7l 5l 2l)h
Yi=Yo T E1+€2 53

=4+ (—0,516444444444445 — 1,043544612266667 + 0,283989862859645)
0,1

=4 —0.127599919385147

= 3,872400080614853

7 5 2
Z1 = Zy - (Eml + gmz - 67’".3) h

=3+ (0,394765 + 0,852352139124397 — 0,225946802807064) - 0,1
=3+0,102117033631733

= 3,102117033631733

Untuk iterasi yang kedua dengan t; = 0,1, x; = 3,790394744870103,y, =

3,872400080614853 dan z; = 3,102117033631733 akan diperoleh hasil berikut.

X, 5
ki =nrx; (1 — E) — 01X, + 0y —uxy —

b+ x,
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L

3,790394744870103
5:3,790394744870103 (1 - 2 )
—1-3,790394744870103 + 1 - 3,872400080614853
—0,00001 - (3,790394744870103)?
0,94 -3,790394744870103 - 3,102117033631733

0,7 + 3,790394744870103
-0,1-0,8-3,790394744870103

0,993108321926897 — 3,790394744870103 + 3,872400080614853
—0,001436709232194 — 2,461421287903832 — 0,303231579589608

—1,690975919053988

2
Y1 T 01X1 — 021 — VY1

1-3,872400080614853 + 1 -3,790394744870103
—1-3,872400080614853 — 0,333 - (3,872400080614853)>

—1,203100889117089

paxiz, B

dz; —wz, — q,E z
b+, 1 1~ 428 73

0,998-0,94 - 3,790394744870103 - 3,102117033631733

0,7 + 3,790394744870103
—0,3-3,102117033631733 — 0,00003 - 3,102117033631733
-0,2-0,8-3,102117033631733

2,456498445328025 — 0,930635110089520 — 0,000093063511008952
—0,496338725381077

1,029431546346418

X, + k.h
(11(—1)> —o0y(x1 + kyh) + 01 (y, + 1h)

a(xy + kyh)(z; + m{h)
b+ (x; +kih)

r (2, + kih) (1 =

—u(x; + kyh)? — — q1E(x; + kqh)

3,621297152964705
5-3,621297152964705 - (1 = 2 )
—1-3,621297152964705 + 1 - 3,752089991703144
—0,00001 - (3,621297152964705)?
0,94 -3,621297152964705 - 3.205060188266375

0,7 + 3,621297152964705
—0,1- 3,621297152964705

1,714244427235679 — 3,621297152964705 + 3,752089991703144
—0,001311379307007 — 2,524724967657803 — 0,289703772237176

—0,970702853227868
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l, = ry(yy + l1h) + 01 (xy + kyh) — 03 (y1 + Lih) — v(yy + L1 h)?

==
w

m, =

1
=" (x1+2k1h_§k2h) 1-—

1-(3,872400080614853 + (—1,203100889117089)-0,1) + 1

(1 3,790394744870103 + ( —1,690975919053988) - 0,1)
—1-(3,872400080614853 + (—1,203100889117089) - 0,1)
—0,333-(3,872400080614853 + (—1,203100889117089) - 0,1)?

—1,066736555879650

pa(xy + kih)(z; + meh)
b+ (x; + ki h)

E== d(Zl + mlh) N W(Zl + mlh) - qu(Zl + mlh)

0,998-0,94 - 3,621297152964705 - 3,205060188266375

0,7 + 3,621297152964705
—0,3-(3,102117033631733 + 1,029431546346418 - 0,1)
—0,00003 - (3,102117033631733 + 1,029431546346418- 0,1)
—0,2-0,8-(3,102117033631733 + 1,029431546346418 - 0,1)

2,519675517722488 — 0,961518056479912 — 0,00009615180564799125
—0,5128098840

1,045251679314307

(31 + 2kyh — %kzh)
K

1 1
-0y (x1 + 2kih — Ekzh) + 0, <y1 + 2l1h — Elzh)

1 2 a(x1+2k1h—%k2h) (21+2m1h_%m2h)
—Uu <x1 + 2k{h — Ekzh) =

b+ (1 + 2kh — g kgh)

1
—quE <x1 + 2k, h — Ek2h>

3,5007347037207
5-3,5007347037207 - (1 = 2 )
—1-3,5007347037207 + 1 - 3,685116730585418
—0,00001 - (3,5007347037207)
0,94 - 3,5007347037207 - 3,255740758935302

0,7 + 3,5007347037207
-0,1-0,8-3,5007347037207

2,184744186310430 — 3,5007347037207 + 3,685116730585418
—0,001225514346583 — 2,550419471138243 — 0,280058776297656

—0,462577548607334
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l3:

m3=

1 1 1
ry (y1 +20h— Elzh) to (x1 + 2k,h — Ekzh) —o, <y1 + 20k — Elzh)
1 2
v (yl +20,h— Elzh)

1-3,685116730585418 + 1-3,5007347037207
—1- 3,685116730585418 — 0,333 - ( 3,685116730585418)?

3,685116730585418 + 3,5007347037207 — 3,685116730585418
—4,522168410907506

—1,021433707186806

Ba(xy + 2kyh — %kzh) (z2 + 2myh — %mzh) 1
- d (Zl + Zmlh - Emzh)

b+ (xy +2ksh — %kzh)

1 it
—-w <21 + 2mh — Zmzh) —q,E (zl +2mqh — Emzh)

0,998-0,94 - 3,5007347037207 - 3,255740758935302
0,7+ 3,5007347037207
—0,3-3,255740758935302 — 0,00003 - 3,255740758935302
-0,2-0,8-3,255740758935302

2,545348035 — 0,9767227095 — 0,00009767227095 — 0,5209187784

1,047580210862960

Sehingga diperoleh

7 5 2
Xy = Xq + (Ekl +€k2 __k3> h

V2 =

9

3,790394744870103
+(—0,657601746298773 — 0,808919044356557 + 0,102795010801630)

0,1
3,790394744870103 — 0.136372577985370
3,654022166884734
7 5 2
v+ (Ell +8l2 —§l3) h

3,872400080614853
+(—0,467872567989979 — 0,888947129899709 + 0,226985268263735)

0,1
3,872400080614853 — 0,1129730146

3,759416637652258
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7 5 2
Zy = Zq + (Eml +gm2 _§m3) h

= 3,102117033631733
+(0,400334490245829 + 0,871043066095256 — 0,232795602413991) - 0,1

= 3,102117033631733 + 0,103858195392709
= 3,205975229024443
Untuk iterasi yang ketiga dengan t, = 0,3, x, = 3,654022166884734,y, =

3,759416637652258 dan z, = 3,205975229024443 akan diperoleh hasil berikut.

X9 2 ax,zy
ki =rix;, (1 — E) — 01X + 02y, —ux; — (b

—q,Ex
+ xz) ql %

3,654022166884734)

= 5-3,654022166884734 - (1 = 2
—1-3,654022166884734
+1- 3.759416637652258 — 0,00001 - (3,654022166884734)*

(0,94 - 3,654022166884734 - 3,205975229024443)

0,7 + 3,654022166884734
—0,1-0,8-3,654022166884734

= 1,580263339317414 — 3,654022166884734 + 3,759416637652258
—0,001335187799609 — 2,529114886894850 — 0,292321773350779

= —1,137114037960299

i =1y, + 0%y — 0,5 — VY3

=1- 3,759416637652258 + 1 - 3,654022166884734 — 1 - 3,759416637652258
—0,333 - (3,759416637652258)?

= 3,759416637652258 + 3,654022166884734 — 3,759416637652258
—4,706360080667051

= —1,052337913782318

_ Bax,z,
B b+ X

my - dZZ — Wz, — quZZ
_ 0,998 - 0,94 - 3,654022166884734 - 3,205975229024443

0,7 + 3,654022166884734
—0,3-3,205975229024443 — 0,00003 - 3,205975229024443
—0,2-0,8-3,205975229024443

= 2,524056657121061 — 0,961792568707333 — 0,00009617925687073328
—0,512956036643911



= 1,049211872512946

+ kih
%) —o0y(x; + k1h) + 0,(y, + 1)

a(x, + k h)(z, + mh)
b+ (x, +kih)

kz = rl(xz + klh) (1 -

—u(x, + k h)? — — q1E(xy + kyh)

3,540310763088704
=5-3,540310763088704 - (1 - 2 )
—1-3,540310763088704 + 1 - 3,654182846274026
—0,00001 - (3,540310763088704)2

0,94 - 3,540310763088704 - 3.310896416275737

0,7 + 3,540310763088704
-0,1-0,8-3,540310763088704

= 2,034303441391369 — 3,540310763088704 + 3,654182846274026
—0,001253380029924 — 2,598466645615885 — 0,283224861047096

= —0,734769362116214
I, = r(y2 + l1h) + 01 (xy + kih) — 05, (yo + L) — v(y, + L h)?

=1-(3,759416637652258 + ( —1,052337913782318) - 0,1)
+1-(3.654022166884734 + (—1,137114037960299 - 0,1))
—1-(3,759416637652258 + ( —1,052337913782318) - 0,1)
—0,333(3,759416637652258 + ( —1,052337913782318) - 0,1)2

= 3,654182846274026 + 3,540310763088704 — 3,654182846274026
—4,446566407243114

= —0,906255644154410

_ Balx; + kih)(z; + myh)
N b+ (x, + kqh)

—d(z; + myh) —w(z, + myh) — q,E(z; + myh)

0,998-0,94 - 3,540310763088704 - 3,362309701829765

0,7 + 3,540310763088704
—0,3-3,362309701829765 — 0,00003 - 3,362309701829765
—-0,2-0,83,362309701829765

= 2,593269712324654 — 0,993268924882721
—0,000099326892488272121 — 0,529743426604118

= 1,070158033945327
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) . (2 + 2kyh — kol

K

1
k3 =n (xz + 2k1h - Ekzh
Xy + 2k1h - %kzh) (ZZ + 2m1h — %mzh)

b+ (x, + 2kih — gkyh)

1 2 a(
—u (xz + 2Kk — Ekzh) -

1
—q.F (xz + 2kh — Ekzh)

3,463337827398485)

= 5-3,463337827398485 - (1 = "

—0,00001 - (3,463337827398485)2
0,94 - 3,463337827398485 - 3,362309701829765

0,7 + 3,463337827398485
—-0,1-0,8-3,463337827398485

= 2,323303003630854 — 3,463337827398485 + 3,594261837103515
—0,001199470890669 — 2,629170624366367 — 0,277067026191879

= —0,453210108113031
1 1 1
I3=r (yz + 2lh — leh) + 04 <x2 + 2k{h — Ekzh) — 0, (yz + 2lih — Elzh)

1 2
—v (yz + 2lh — Elzh>

=1-3,594261837103515 + 1 - 3,463337827398485
—1-3,594261837103515 — 0,333 - (3,594261837103515)?

= 3,594261837103515 + 3,463337827398485 — 3,594261837103515
—4,301933145168358

= —0,838595317769873

Ba(x, +2k1h—%k2h) (2 +2m1h—%m2h) 1
m3 == 1 _d(22+2m1h_§m2h>
b+ (x2 + 2kyh — szh)

1 1
—w (ZZ Bl Zmlh — Emzh) - qZE (Zz ap Zmlh = Emzh)

0,998-0,94 - 3,463337827398485 - 3,362309701829765

0,7 + 3,463337827398485
—0,3-3,362309701829765 — 0,00003 - 3,362309701829765
—0,2:0,8-3,362309701829765

= 2,623912283117635 — 1,008692910548930 — 0,000100869291054893
—0,537969552292763

= 1,077148950984888
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Sehingga diperoleh

x3=x2+(

7
18

5 2
ka4 2k ——k3) h

9

= 3,654022166884734
+(—0,442211014762338 — 0,612307801763512 + 0,100713357358451)

0,1

= 3,654022166884734 — 0,095380545916740

= 3,558641620967994

7 5
Y3 =2 +<Ell +glz -

2
513) h

= 3,759416637652258
+(—0,409242522026457 — 0,755213036795342 + 0,186354515059972)

0,1

= 3,759416637652258 — 0,097810104376183

= 3,661606533276075

7

5 2
) h

Z3 = Zz + (_ml +_m2 __m3

18

6 9

= 3,205975229024443
+(0,408026839310590 + 0,891798361621106 — 0,239366433552197)

0,1

= 3,205975229024443 + 0,106045876737950

3,312021105762392

Tabel 3.3 Hasil Iterasi Metode Runge Kutta Orde Tiga Versi Dua Sampai t = 0,3

i t Xit1 YVi+1 Zit1

0 0 4,000000000000000 4,000000000000000 3,000000000000000
1 0,1 3,790394744870103 3,872400080614853 3,102117033631733
2 0,2 3,654022166884734 3,759416637652258 3,205975229024443
3 0,3 3,558641620967994 3,661606533276075 3,312021105762392

Jadi pada saat t = 0,1 besar nilai x; = 3,790394744870103, y; =

3,872400080614853, dan z; = 3,102117033631733. Sedangkan pada saat t

0,2 besar nilai x, = 3,654022166884734, y, = 3,759416637652258, z, =

3,205975229024443. Dan untuk t = 0,3 besar nilai x; = 3,55864162096994,
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y3 = 3,661606533276075 dan z; =3,312021105762392. lterasi terus
berulang hingga t = 50 atau iterasi ke 500.

Dibawah ini merupakan hasil simulasi numerik persamaan (3.11)

menggunakan metode Runge Kutta orde tiga versi dua.

12

%(t)

—vit)

Jurnlah Populasi
(=3
1

['] 1 | | | | 1 | 1 |
0 b 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

walktu (t)

Gambar 3.2 Grafik Solusi Numerik Metode Runge Kutta Versi Dua untuk At = 0, 1

Pada Gambar 3.2 dapat dilihat jika iterasi dilakukan secara berulang hingga
mancapai t = 50 atau iterasi yang ke 500 maka akan diperoleh penyelesaian xsqo =
0,686701504036745, ys0o = 1,699971143576124 dan zs,, = 9,23251068027817.
Dengan kata lain jumlah populasi mangsa didaerah tak terlindungi dan daerah yang
terlindungi setelah 50 minggu secara berturut-turut adalah 1 ekor dan 2 ekor,
sedangkan untuk populasi pemangsa setelah 50 minggu adalah 9 ekor. Gambar 3.2
juga menunjukan bahwa ketiga populasi tetap bertahan dengan jumlah populasi

yang berubah-ubah.



3.2.3 Perbandingan Solusi Numerik

61

Tabel 3.4 Perbandingan Solusi x(t) Menggunakan Program

~.

Program Runge Kutta
Orde Tiga Versi Satu

Program Runge Kutta
Orde Tiga Versi Dua

Program ode45

0 0 4,000000000000000 4,000000000000000 4,000000000000000
1 0,1 3,784772906341750 3,790394744870103 3,786474212993679
2 0,2 3,648335957799357 3,654022166884734 3,649446087424332
3 0,3 3,554061477761103 3,558641620967994 3,555978591520925
4 0,4 3,483882656132787 3,487315492035649 3,484995136631678
5 0,5 3,428155493341822 3,430661720101776 3,429053206657356
6 0,6 3,381424191538641 3,383242455059416 3,382171248472817
500 50 0,694371900568623 0,686701504036745 0,695573377503525
Tabel 3.5 Perbandingan Solusi y(t) Menggunakan Program
; Program Runge Kutta Program Runge Kutta
y A Orde Tiga Versi Satu Orde Tiga Versi Dua FIRDegp 0ded5
0 0 4,000000000000000 4,000000000000000 4,000000000000000
1 0,1 3,873113960585300 3,872400080614853 3,872694377979289
2 0,2 3,759809375209457 3,759416637652258 3,759593865503718
3 0,3 3,661543401923852 3,661606533276075 3,661223871286328
4 0,4 3,577337446948707 3,577762600412572 3,577254862579945
5 0,5 3,505440841886927 3,506100775243235 3,505425369677179
6 0,6 3,443984781301762 3,444772368690221 3,443999144302535
500 50 1,704203707443769 1,699971143576124 1,706763171247062
Tabel 3.6 Perbandingan Solusi z(t) Menggunakan Program
g Program Runge Kutta Program Runge Kutta
{ i Orde Tiga Versi Satu Orde Tiga Versi Dua Figoiyn 0ded5
0 0 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000000
il 0,1 3,102180410162801 3,102117033631733 3,102148231844017
2 0,2 3,206036460466957 3,205975229024443 3,206011518407197
3 0,3 3,312060932414763 3,312021105762392 3,312037441963486
4 0,4 3,420581314501819 3,420565472160149 3,420577053433100
5 0,5 3,531829396505049 3,531834609746296 3,531833455785757
6 0,6 3,645979688378156 3,646001756192110 3,645990490463185
500 50 9,231661905550761 9,232510680278175 9,242973093501004
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Tabel 3.7 Selisih Penyelesaian Metode Runge Kutta Versi Satu dengan ode45

i t x(t) y(t) z(t)
1 0,1 0,001701306651929 0,000419582606011 0,00003217831878
2 0,2 0,001110129624975 0,000215509705739 0,00002494205976
3 0,3 0,001917113759822 0,000319530637524 0,00002349045127
4 0,4 0,001112480498891 0,000082584368762 0,00000426106872
5 0,5 0,000897713315533 0,000015472209748 0,00000405928071
6 0,6 0,000747056934176 0,000014363000773 0,00001080208503
500 50 0,001201476934902 0,002559463803293 | 0,011311187950243
Tabel 3.8 Selisih Penyelesaian Metode Runge Kutta Versi Dua dengan ode45
i t x(t) y() z(t)
1 0,1 0,003920531876424 0,000294297364435 | 0,000031198212283
2 0,2 0,004576079460402 0,000177227851460 | 0,000036289382754
3 0,3 0,002663029447069 0,000382661989747 | 0,000016336201094
4 0,4 0,002320355403971 0,000507737832626 | 0,000011581272951
5 0,5 0,001608513444420 0,000675405566056 | 0,000001153960539
6 0,6 0.001071206586599 0,000773224387686 | 0,000011265728925
500 50 0,008871873466780 0,006792027670938 | 0,010462413222829

Jumlah Populasi

ra
T

=

[
T

5 10 15 20

1
25

30 35 40 45

walktu (t)

50

Gambar 3.3 Grafik Solusi Numerik Runge Kutta Orde Tiga Menggunakan ode45 untuk At = 0,1

Pada Gambar 3.3 dapat dilihat jika iterasi dilakukan secara berulang hingga

t = 50 atau iterasi yang ke-500 maka akan diperoleh x5y, = 0,695573377503525,

Yso0 = 1,706763171247062 dan zgo, = 9,242973093501004. Ternyata hasilnya

tidak jauh berbeda dengan program Runge Kutta versi satu dan dua.
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Jadi dapat disimpulkan dari Gambar 3.1 sampai 3.3 bahwa populasi mangsa

di daerah tak terlindungi akan tetap ada selama populasi mangsa di daerah yang
terlindungi tidak punah. Jika daerah yang terlindungi tidak ada maka pemanenan
yang berlebih akan mengakibatkan kepunahan. Selain itu juga dengan tidak adanya
pemangsa di daerah yang terlindungi maka populasi mangsa akan tetap ada. Bahkan
pemanenan yang terus menerus terhadap mangsa dan pemangsa di daerah tak

terlindungi tidak mengakibatkan kepunahan dari kedua spesies.

3.3 Analisis Galat Pada Model Predator-Prey dengan Pemanenan

Karena model predator-prey dengan pemanenan tidak mempunyai solusi
eksak maka analisis galatnya menggunakan pendekatan iterasi. Sehingga galat yang
digunakan pada penelitian ini adalah galat relatif hampiran. Galat relatif hampiran
hanya membutuhkan nilai iterasi sekarang dan nilai iterasi sebelumnya. Galat relatif
hampiran dirumuskan sebagai berikut.

1. Galat Relatif Hampiran x

o "L Xi+1 — Xj
oy = —————
e Xi+1

2. Galat Relatif Hampiran y

A Yi+1 — Vi
YRA ~
Yi+1

3. Galat Relatif Hampiran z

_ Ziv1 T Zi
“zra = Ziy1
l
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3.3.1 Analisis Galat Metode Runge Kutta Orde Tiga Versi Satu
Berdasarkan Tabel 3.2 menunjukan hasil iterasi x(t), y(t) dan z(t) metode
Runge Kutta orde tiga versi satu, diperoleh hasil galat relatif hampiran sebagai

berikut.

X1 — Xg
Expa1 = X1

_3,784772906341750 — 4
©3,784772906341750

= 0,056866580633574

Xy — X1
ngAZ = xz
_ 3,648335957799357 — 3,784772906341750
- 3,648335957799357
= 0,037397035284188
X3 — Xy
SxRA3 = o

_3,554061477761103 — 3,648335957799357
N 3,554061477761103

= 0,026525843919178

_ V1= Yo

€yra1 = V1
_3,873113960585300 — 4
~ 3,873113960585300
= 0,032760729662477
V2= W

€yraz = ¥,

~3,759809375209457 — 3,873113960585300
B 3,759809375209457

= —0,030135726061785
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Y3 —Y2
V3

Eyras =

_3,661543401923852 — 3,759809375209457
B 3,661543401923852

= —0,026837309434588

Z1 — Zy
SZRA1 - P

_3,102180410162801 — 3
~ 3,102180410162801

= 0,032938255243975

Zy — 73
€zraz = Z,

~ 3,206036460466957 — 3,102180410162801
- 3,206036460466957

= 0,032393908049639

Z3 — Zy
€zraz = Z3

_3,312060932414763 — 3,206036460466957
B 3,312060932414763

= 0,032011630858043
Berdasarkan Tabel 3.3 menunjukan hasil iterasi x(t), y(t) dan z(t) metode
Runge Kutta orde tiga versi dua, diperoleh hasil galat relatif hampiran sebagai

berikut.

X1 — Xo
ngA1 - X3

_3,784772906341750 — 4
~ 3,784772906341750

= 0,056866580633574

Xy —Xq
Exraz = X,
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_3,648335957799357 — 3,784772906341750
B 3,648335957799357

= 0,037397035284188

X3 — X3
Expaz = X3

_ 3,554061477761103 — 3,648335957799357
N 3,554061477761103

= 0,026525843919178

_ Y ab
Eyrar = V1

_3,873113960585300 — 4
~ 3,873113960585300

= 0,032760729662477

Y2—WM1
Y2

Eyraz =

~3,759809375209457 — 3,873113960585300
B 3,759809375209457

= 0,030135726061785
__ V3 2
Eypaz = V3
% 3,661543401923852 — 3,759809375209457
% 3,661543401923852
= 0,026837309434588
Z1 — Zo

ZRA1 = Z;

~3,102180410162801 — 3
~ 3,102180410162801

= 0,032938255243975

Z — 721

€2raz = Z,




~3,206036460466957 — 3,102180410162801
B 3,206036460466957

€zraz =

predator-prey dengan pemanenan.

0,032393908049639

Z3 — 23

Z3

3,312060932414763 — 3,206036460466957

3,312060932414763

0,032011630858043

67

Berikut ini adalah hasil perhitungan galat relatif hampiran dari model

Tabel 3.9 Galat Relatif Hampiran x

c Runge Kutta Orde Tiga Runge Kutta Orde Tiga odeds
*RA Versi Satu Versi Dua
1 0,056866580633574 0,055299057021323 0,056391718256943
2 0,037397035284188 0,037321223505777 0,037547650324671
3 0,026525843919178 0,026802515138008 0,026284605910248
4 0,020143853440293 0,020453018688799 0,020368308162936
5 0,016255727868587 0,016513948781925 0,016314103807346
6 0,013820005759738 0,014015922793664 0,013861497464302
500 0,072685052880552 0,073255287882592 0,073096946383518
Tabel 3.10 Galat Relatif Hampiran y
Y Runge Kutta Orde Tiga Runge Kutta Orde Tiga odeds
YRA Versi Satu Versi Dua
i 0,032760729662477 0,032951119907240 0,032872622932651
2 0,030135726061785 0,030053450801652 0,030083172949432
3 0,026837309434588 0,026712347022352 0,026868063160210
4 0,023538722925613 0,023434739033226 0,023473029440744
5 0,020510003821111 0,020439180092981 0,020490949122497
6 0,017844463459544 0,017803326312772 0,017835726084968
500 0,015421684578292 0,015653341445533 0,015514276695609
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Tabel 3.11 Galat Relatif Hampiran z

e Runge Kutta Orde Tiga Runge Kutta Orde Tiga oded5
ZRA Versi Satu Versi Dua
1 0,032938255243975 0,032918498085220 0,032928223995053
2 0,032393908049639 0,032395195836966 0,032396417157846
3 0,032011630858043 0,032018478551796 0,032012296181481
4 0,031725713295274 0,031732872029843 0,031731374494452
5 0,031498713418410 0,031504628580029 0,031501033031555
6 0,031308537520648 0,031312970777351 0,031310294137088
500 0,001541164605418 0,001286898304512 0,001585170325500

Agar dapat lebih mudah melihat perbedaan galat relatif hampiran metode

Runge Kutta orde tiga versi satu, metode Runge Kutta orde tiga versi dua dan ode45

maka dapat dicari nilai rata-rata galat relatif hampiranya. Nilai rata-rata galat relatif

hampiran dapat dirumuskan seperti berikut.

1. Nilai Rata-Rata Galat Relatif Hampiran x

n

Expa =

_ =1 gxi

Nilai Rata-Rata Galat Relatif Hampiran y

n

Eyra =

i=1%y;
n

Nilai Rata-Rata Galat Relatif Hampiran z

n

gZRA -
Dimana
S_xRA
EJ’RA
E_ZRA

n

s=1 ngAs

n
s=n EYRAS

_ i=1€Zi

n

: Nilai Rata-Rata Galat Relatif x
: Nilai Rata-Rata Galat Relatif y
- Nilai Rata-Rata Galat Relatif z
: Jumlah seluruh galat relatif x

: Jumlah seluruh galat relatif y
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s=1€zpa, : Jumlah seluruh galat relatif z

n : Jumlah seluruh frekuensi

Tabel 3.12 Nilai Rata-Rata Galat Relatif Hampiran

Variabel Runge\}/<utt_a Orde Tiga Runge Kutt_a Orde Tiga oded5
ersi Satu Versi Dua
x 0,037503198865027 0,037510426125772 0,037617751842528
b% 0,013774093206861 0,013775722939646 0,013816916000535
z 0,011858642641460 0,011856483610284 0,011886363320853

Dapat dilihat dari Tabel 3.12 bahwa galat relatif hampiran x dari ketiga
versi mulai berbeda pada angka ke-4 setelah koma. Hasil galat relatif hampiran x
antara Runge Kutta versi satu dan dua mulai berbeda pada angka ke-5 setelah koma
dimana angka dari Runge Kutta versi satu lebih kecil dari Runge Kutta versi dua.
Untuk galat relatif hampiran y dari ketiga versi mulai berbeda pada angka ke-4.
Sedangkan hasil galat relatif hampiran y antara Runge Kutta versi satu dan dua
mulai berbeda pada angka ke-6 setelah koma dimana angka dari Runge Kutta versi
satu lebih kecil dari Runge Kutta versi dua. Untuk galat relatif hampiran z dari
ketiga versi mulai berbeda pada angka ke-4 setelah koma. Sedangkan hasil galat
relatif hampiran z antara Runge Kutta versi satu dan Runge Kutta versi dua mulai
berbeda pada angka ke-5 setelah koma dimana angka dari Runge Kutta versi satu

lebih besar dari Runge Kutta versi dua.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan yang dipaparkan pada bab tiga maka dapat
disimpulkan sebagai berikut.
1. Metode Runge Kutta orde tiga memiliki versi yang tak hingga banyaknya. Untuk
nilai g,1, 9,1 dan g,, dapat dipilih sembarang asalkan nilai q;; # 0 dan g, +

q,2 # 0. Dari hasil penelitian ini diberikan dua rumus yaitu, metode Runge

Kutta orde tiga versi satu dengan y;,; = (% k, + %kz == %k3) h dimana k; =

fGy), ke =f(xi+3hyi +3kih) dan ks = fQx + h,y; — kyh + 2kezh).
Sedangkan untuk metode Runge Kutta orde tiga versi dua yaitu y;,; =
(ligk1 +2k; —§k3)h dimana k; = f(x, ), ko = f(x; + h,y; + kyh) dan
ks = f (% + 2 h,yi + 2ksh + 5 koh).

2. Solusi numerik model predator-prey dengan pemanenan menggunakan metode
Runge Kutta orde tiga versi satu diperoleh penyelesaian x5y, = 0,694371900
568623, Y500 = 1,704203707443769 dan zso, = 9,231661905550761.
Sedangkan untuk metode Runge Kutta orde tiga versi dua didapat nilai x5, =
0,686701504036745, V500 = 1,699971143576124, dan z5y, = 9,2251068
0278175. Ternyata hasil iterasi dari kedua versi tersebut tidak jauh berbeda
dengan hasil program ODE45. Pada program ODE45 didapat nilai xsy0 =
0,695573377503525, V500 = 1,706763 171247062 dan zs,, = 9,2429730

93501004.
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3. Galat relatif hampiran x dan y dari metode Runge Kutta orde tiga versi satu,
metode Runge Kutta orde tiga versi dua dan ode45 mulai berbeda pada angka
ke-4 setelah koma. Sedangkan galat relatif hampiran z ketiga versi mulai

berbeda pada angka ke-5 setelah koma.

4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya disarankan untuk menganalisis penurunan

metode Runge Kutta yang berorde lebih tinggi.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

1. Program MATLAB untuk Penyelesaian Model Predator-Prey dengan

Pemanenan Menggunakan Metode Runge Kutta Orde Tiga Versi Satu

clc,clear all,clft
format long

disp (">>>>5555555555555S5555555555555555555555555SSSSSSSSS>>>> 1)
disp ('Penerapan Metode Runge-Kutta Pada Model Predator Prey dengan
Pemanenan')

disp (">>>>>55555555555555SS5OOOOOOOOSSSSSSS55555555555555555555> )

diSp(' v)

sparameter
h=0.1;
t=0:h:50;
rl=5;
r2=1;

K=4;
sigmal=1;
sigma2=1;
a=0.94;
b=0.7;
gl=0.1;
g2=0.2;
E=0.8;
beta=0.998;
u=0.0001;
=0.333;
=0.00003;
=0.3;

o 5 <

Bl
Il

@(x,y,2z) rl*x*(1-x/K) - sigmal*x + sigma2*y - u*x"2 -
a*x*z/ (b+x) - gl*E*x;

@(x,y,2z) r2*y + sigmal*x - sigmal2*y - v*y"2;

@(x,y,z) beta*a*x*z/ (b+x) - d*z - wrz - g2*E*z;

jasiep}
([t



for 1 = 1l:mx-1
kl = F(x(i), y(i),z (1))
11 = G(x(1), y(i),z(1));
ml = H(x(i), y(i),z(1));

k2 = F(x(1)+(1/2)*kl*h, y(i)+(1/2)*11*h, z(i)+(1/2)*ml*h);
12 = G(x(1)+(1/2)*kl*h, y(i)+(1/2)*11*h, z(i)+(1/2)*ml*h);
m2 = H(x(i)+(1/2)*kl*h, y(i)+(1/2)*11*h, z(i)+(1/2)*ml*h);

k3 = F(x(i)-kl*h+2*k2*h, y(i)-11*h+2*12*h, z(i)-ml*h+2*m2*h)
13 = G(x(1)-kl*h+2*k2*h, y(i)-11*h+2*12*h, =z (i)-ml*h+2*m2*h)
m3 = H(x(i)-kl*h+2*k2*h, y(i)-11*h+2*12*h, z(i)-ml*h+2*m2*h);

’
’

x(i+1) = x(i) + ((1/6)*k1+(2/3)*k2+(1/6) *k3) *h;
y(i+l) = y(i) + ((1/6)*11+(2/3)*12+(1/6)*13) *h;
z (i41) = z (i) + ((1/6)*ml+(2/3)*m2+(1/6)*m3)*h;

end

figure (1)

plot(t,x,'-b', 'LineWidth', 2)

hold on

plot(t,y,'-r', 'LineWidth', 2)

hold on

plot(t,z,'-g', 'LineWidth', 2)

xlabel ('t', 'FontSize',10),ylabel ('x(t)"''y(t)"''z(t)',' 'FontSize',10)
legend ('x(t) ', "'y (t)','z(t)")

title('Grafik Solusi Numerik Model Predator prey dengan
pemanenan')

%$Galat Relatif
for i=l:length(t)-1

galat x(i)=abs ((x(i+l)-x(1))/(x(i+1)));
galat y(i)=abs ((y(i+1)-y (1)) /(y(i+1)));
galat z(i)=abs((z(i+l)-z

end

disp (' iterasi x (t) YA z (t) ")

disp ([ ¢ U x' y' z' 1)

disp (' iterasi galat x galat y galat z ")
disp ([ t(l:mt-1)" galat x' galat y' galat z' 1)
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2. Program MATLAB untuk Penyelesaian Model Predator-Prey dengan

Pemanenan Menggunakan Metode Runge Kutta Orde Tiga Versi Dua

clc,clear all,clf

format long

disp (">>>>5555555555555O55555OO55555OOSSS5SOSSSSSSOSSS555>>5>>> ")

disp ('Penerapan Metode Runge-Kutta Pada Model Predator Prey dengan

Pemanenan')

sigmal=1;
sigmaz2=1;
a=0.94;
b=0.7;
gl=0.1;
g2=0.2;
E=0.8;
beta=0.998;
u=0.0001;
=0.333;
=0.00003;
=0.3;

0 =5 g

FR=%0 (%, v, 2))

2l 5 (Wsx/AK)

U5 ) (lodsz)) = Gl SImee
r2*y + sigmal*x - sigma2*y - v*y"2;

G = 0(x,y,2)
H=0(x,vy,2)

beta*a*x*z/ (b+x)

mt = length(t);

for i = 1:mt-1

kl = F(x(i), y(i),z (4
11 = G(x(1), y(i),z (4
ml = H(x(i), y(i),z (1

- sigmal*x + sigma2*y - u*x"2 -

= @ = WEZ S CREIIERE



k2 = F(x(1)+(1)*kl*h, y(i)+(1)*11*h, z(i)+(1)*ml*h);
12 = G(x(1)+(1)*kl*h, y(i)+(1)*11*h, z(i)+(1)*ml*h);
m2 = H(x(i)+(1)*kl*h, y(i)+(1)*11*h, z(i)+(1)*ml*h);

k3 = F(x(i)+2*k1*h-1/2*k2*h, y(i)+2*11*h-1/2*12%h,
z (1)+2*ml*h-1/2*m2*h) ;

13 = G(x(1)+2*k1*h-1/2*k2*h, y(i)+2*11*h-1/2*12%h,
z (1) +2*ml*h-1/2*m2*h) ;

m3 = H(x(i)+2*k1l*h-1/2*k2*h, y(i)+2*11*h-1/2*12%*h,
z (1)+2*ml*h-1/2*m2*h) ;

x(i+1) = x(i) + ((7/18)*kl+(5/6)*k2-(2/9)*k3) *h;
y(i+l) = y(i) + ((7/18)*11+(5/6)*12-(2/9)*13) *h;
z (i4+1) = z (i) + ((7/18)*ml+(5/6)*m2-(2/9)*m3) *h;

end

figure (1)

plot(t,x,'-b', 'LineWidth"',2)

hold on

plot(t,y,'-r', 'LineWidth', 2)

hold on

plot (t,z,'-g', 'Linewidth', 2)

xlabel ('t', 'FontSize',10),ylabel ('x(t)"''y(t)''z(t)',' 'FontSize',10)

legend ('"x(t) ', 'y(t)',"'z(t)")
title('Grafik Solusi Numerik Model Predator prey dengan
pemanenan')

$Galat Relatif
for i=l:length(t)-1

galat x(i)=abs ((x(i+1)-x(1))/(x(i+1)));
galat_y(i)=abs ((y(i+1)-y (1)) /(y(i+1)));
galat z(i)=abs((z(i+l)-z(1))/(z(i+1)));

end

disp (' iterasi x (t) vy (t) z (t) ")

disp ([ Tl x' y' 7AW

disp (' iterasi galat x galat y galat z

disp ([ t(l:mt-1)" galat x' galat y' galat z' 1)
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3. Program MATLAB ODE45 untuk Penyelesaian Model Predator-Prey

dengan Pemanenan

function f=RK3(t,n)

rl=5;
r2=1;

K=4;
sigmal=1;
sigmaz=1;
a=0.94;
b=0.7;
gl=0.1;
g2=0.2;
E=0.8;
beta=0.998;
u=0.0001;
=0.333;
=0.00003;
=0.3;

Q. 5 g

$x=n(l) ;y=n(2);z=n(3)

f=[rl*n(l)*(1-n(1l)/K) - sigmal*n(l) + sigma2*n(2) - u*n(l)"2 -
a*n(l)*n(3)/(b+n(l)) - gl*E*n(l); r2*n(2) + sigmal*n(l) -
sigma2*n(2) - v*n(2)"2;beta*a*n(1l)*n(3)/(b+n(l)) - d*n(3) - w*n(3)
= @2%T*m(3) 1 7

clc,clear

[t,Y]=0de45 (@RK3, [0:0.1:50],[4,4,31);

x=Y (:,1);
y=Y(:,2);
z=Y (:,3);

format long

figure(l),clf

plot(t,x,'b',t,y,'r',t,z,'g")

legend ('x','y','z");

xlabel ('waktu (t)','FontSize',10),ylabel ('Jumlah
Populasi', 'FontSize',10)

%$Galat Relatif
for i=l:length(t)-1

galat x(i)=abs ((x(i+l)-x(i))/ ;

galat y(i)=abs ((y(i+l)-y(1i))/(y(i+1)));

galat z(i)=abs((z(i+l)-z(1i))/ ;
end
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