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ABSTRAK 

Saadah, Helliyatus, 2020. Penyelesaian Persamaan KdV (Korteweg de Vries) 

menggunakan Metode Transformasi Diferensial. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Mohammad Jamhuri, 

M.Si, (2) Dr. Hairur Rahman, M.Si. 

Kata kunci: Metode Transformasi Diferensial, Persamaan KdV, Deret Taylor.  

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial 

parsial nonlinier yaitu persamaan KdV. Penyelesaian persamaan tersebut 

dilakukan dengan menggunakan metode transformasi diferensial parsial yang 

merupakan metode semi-numerik-analitik yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial 

linier dan nonlinier. Metode transformasi diferensial merupakan metode yang 

menggunakan teori ekspansi deret pangkat pada bentuk transformasinya untuk 

menentukan solusi. Solusi analitik dari persamaan KdV dihasilkan dengan 

mencari fungsi dari deret   . Pada penelitian ini digunakan dua nilai awal pada 

persamaan KdV yang diberikan. Pada nilai awal pertama solusi analitik diperoleh 

dengan menggunakan formula pada jumlah deret geometri tak hingga sedangkan 

pada nilai awal kedua solusi analitik diperoleh dengan menggunakan ekspansi 

binomial dan deret Maclaurin         yang diturunkan satu kali terhadap  . 

Kemudian solusi analitik tersebut disimulasikan menggunakan software Maple. 

Disimpulkan bahwa metode transformasi diferensial pada penelitian ini 

merupakan salah satu metode yang mampu menghasilkan solusi analitik untuk 

persamaan KdV. 
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ABSTRACT 

Saadah, Helliyatus. 2020. The Solving of KdV (Korteweg de Vries) Equation 

by Differential Transformation Method. Thesis. Departement of 

Mathematics, Faculty of Science and Tecnology, Maulana Malik Ibrahim 

State Islamic University of malang, Advisors: (1) Mohammad Jamhuri, 

M.Si, (2) Dr. Hairur Rahman, M.Si. 

Keyword: Differential Transformation Method, KdV Equation, Taylor Series. 

This study discusses the solution of nonlinear partial differential 

equations, namely the KdV equation. The solution of the equation is done by 

using the partial differential transformation method which is a semi-numerical-

analytical method, it can be used to solve both ordinary differential equations and  

linear and nonlinear partial differential equations. Differential transformation 

method is a method that uses the theory of rank expansion in the form of 

transformation to determine solutions. The Analytic solution of the KdV equation 

is generated by determining the function of the series   . In this study two initial 

values in the given KdV equation were used. At the first initial value, the analytic 

solution is obtained using infinite geometry series formula while at the second 

initial value, the analytic solution is obtained by using binomial expansion and 

Maclaurin series         which is reduced once to  . Then the analytic solution is 

simulated using Maple software. It was concluded that the differential 

transformation method in this study was categorized as one method that produced 

an analytic solution to the KdV equation.  
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 ملخص

بالطريقة التحول  KdV (Korteweg de Vries)عادلات  الم لالح .2020 ،حلية ،السعادة
 امعة اإسلامميةالج ،كلية العلوم والتكنولوكيا  ،الرياضيات شعبة. بحث الجامعي .التفدضل

  ،الداجستير  ،محمد جمهوري  (1):  الدستشارون .مالانجمولانا مالك إبراهيم الحكومية 
 الداجستير. ، الدكتور. هيرالرحمن (2)
 .للسلة تايلور ،KdVمعادلة  ،لدعادلة التفاضلية: طريقة ا يةرئيسالكلمد  ال

. خلص تلك الدعادلة بالطريقة التحول الخطيةهي الدعادلة غير  KdVالبحث يناقش خلص الدعادلة 
التفاضل هما لطريق بين العددية والتحليلية يستخدم ليخلص معادلة تفاضلية عادية أو معادلة 

نظرية التولع . الطريقة التحول التفاضل هي الطريقة يستخدم خطية وغير خطيةتفاضلية جزئية 
ينتج بإبحث عن القواعد من السلسلة  KdVالدعادلة رتبة في التحوله ليجد نتائجه. نتائج تحليلية من 

التي يعطى. في نتيجة الأول حل  KdVول نتيجتان من الدعادلة أ. في هذا البحث يستخدم    
وفي نتيجة الأخرى حل  د لا نهائي من الساملل الذندليةجد باإسلتخدام القواعد من عدتحليلية يو 

 ـالتي خفضت واحدا ب          تولع ذي الحدين و للسلة مكلورينتحليلية يوجد باإسلتخدام 
. يختتم يعني الطريقة التحول التفاضل في  Mapleحل تحليلية يتم اختبار بالتطبيق . ثم ذالك     

 . KdV هذا البحث هي أحد من الطرائق التي تنتج حل تحليلية للمعادلة
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Gelombang merupakan suatu gejala terjadinya perambatan yang 

melewati suatu medium dimana setelah gejala terjadi maka keadaan medium akan 

kembali ke keadaan semula (Trisnobudi, 2005). Dalam perambatannya gelombang 

memiliki kecepatan yang berbeda, dimana gelombang linier dikategorikan sebagai 

gelombang yang cepat rambatnya tidak dipengaruhi amplitudo atau amplitudonya 

sangat kecil. Sedangkan gelombang nonlinier dikategorikan sebagai gelombang 

yang cepat rambatnya dipengaruhi oleh amplitudo atau amplitudonya sangat 

besar. Salah satu contoh gelombang nonlinier yang sering kita temui dalam 

kehidupan sehari-hari adalah gelombang permukaan air atau sering disebut 

dengan gelombang soliton. 

Gelombang soliton didefinisikan sebagai gelombang yang dapat 

mempertahankan bentuk dan kecepatan setelah terjadi interaksi dengan 

gelombang soliton lainnya juga dengan gelombang yang terlokalisasi (Verdults, 

2011). Maksud dari gelombang yang terlokalisasi adalah gelombang yang 

memiliki puncak dan ekor menurun secara eksponensial menuju nol. Untuk 

mempermudah memahami permasalahan gelombang soliton maka dapat 

dilakukan dengan cara memodelkan secara matematis. Salah satu persamaan yang 

memiliki solusi pada gelombang soliton yaitu persamaan Korteweg de-Vries 

(KdV). Persamaan KdV telah menjadi salah satu persamaan penting yang 

mendasari yang mendasari teori soliton. 
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Persamaan KdV adalah sebuah model matematika yang menggambarkan 

perambatan gelombang air  pada lorong (chanel) yang tidak terlalu lebar (Daxois 

dan Michel, 2010). Persamaan KdV pertama kali di kemukakan Diederik 

Johannes Korteweg dan Gustav de Vries pada tahun 1895. Mereka menurunkan 

suatu persamaan diferensial parsial nonlinier  yang mengkonfirmasi eksistensi 

gelombang yang ditemukan oleh John Scott Russel. Persamaan KdV memiliki 

sifat-sifat diantaranya yaitu Linier nondispersif dan Linier dispersif. Ada banyak 

metode yang dapat digunakan dalam menyelesaikan persamaan KdV ini, salah 

satunya yaitu metode transformasi diferensial. Metode transformasi diferensial 

atau differential transform method (DTM) merupakan metode semi-numerik-

analitik yang dapat digunakan untuk mencari solusi persamaan diferensial parsial 

linier maupun nonlinier. 

Persamaan KdV merupakan persamaan nonlinier yang tentu dapat dicari 

solusinya, baik secara analitik maupun secara numerik. Hal ini sesuai dalam 

pandangan Islam yang menyatakan bahwa semua permasalahan yang sulit,  

memiliki manfaat dan ada penyelesaiannya. Sebagaimana firman Allah yang 

tertuang dalam potongan surat Al-Baqarah ayat 185 berikut: 

ُ بِكُمُ الْيُسْرَ وَلَا يرُيِْدُ بِكُمُ الْعُسْرَ ۖ  ...  ٥٨١ ...يرُيِْدُ اللّهّ
Artinya: “...Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki kesukaran 

bagimu...”. 

 

Pada ayat tersebut, Allah menyiratkan bahwa setiap permasalahan terdapat jalan 

keluarnya, hal ini dikarenakan Allah tidak ingin menyusahkan hambaNya. Sesuai 

dengan ayat tersebut, maka persamaan-persamaan nonlinier yang tergolong sukar 

akan dapat ditemukan solusinya, seperti halnya persamaan KdV. 
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Persamaan KdV merupakan salah satu contoh dari persamaan nonlinier, 

dimana diperlukan suatu metode alternatif untuk memperoleh solusi yang 

diinginkan. Salah satu metode yang dapat digunakan yaitu metode transformasi 

diferensial yang dianggap sebagai suatu cara yang cukup efisien untuk 

menemukan solusi perkiraan masalah nilai awal. 

Metode transformasi diferensial (DTM) pertama kali diperkenalkan oleh 

Zhou (1986) dalam menyelesaikan masalah nilai awal linier dan nonlinier pada 

ruang bahasan tentang lintasan listrik. Persamaan diferensial parsial dan nilai awal 

yang diberikan ditransformasikan berdasarkan sifat-sifat transformasi diferensial. 

Metode transformasi diferensial merupakan tahapan yang dilakukan secara 

berulang-ulang untuk menghasilkan solusi dalam bentuk ekspansi deret Taylor 

dari fungsi solusi analitik. Penelitian terkait penerapan metode transformasi 

diferensial telah dilakuan oleh Farshid, (2011), yang menerapkan metode 

transformasi diferensial dalam menyelesaikan sistem persamaan linier dan 

nonlinier dari persamaan diferensial biasa. Fatoorehchi dan Abolghasemi (2015) 

menerapkan metode transformasi diferensial sebagai alat komputasi baru untuk 

transformasi Laplace yang mana dapat menunjukkan efisiensi dan keserdehanaan 

dari metode ini. Serta Ahmad, dkk (2017) yang menerapkan metode transformasi 

diferensial pada penyelesaian model SIS dan model SI. Metode transformasi 

diferensial dapat diterapkan langsung pada persamaan diferensial linier dan 

nonlinier tanpa memerlukan linierisasi, diskritisasi atau perturbasi.  

Penelitian tentang persamaan KdV telah banyak dilakukan, diantaranya 

(Song dan Tao, 2008) menggunakan HAM (Homotopy Analysis Method) untuk 

mencari solusi dari persamaan KdV dan penelitian yang dilakukan oleh (Akdi, 
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2013) mengenai analisis persamaan KdV menggunakan ADM (Adomain 

Decomposition Method).  

Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, maka penulis tertarik untuk 

menyelesaikan persamaan KdV menggunakan Differential Transform Method 

(DTM) dengan menggunakan nilai awal seperti pada penelitian sebelumnya. 

  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah 

dalam penelitian ini adalah “Bagaimana penyelesaian persamaan Korteweg de-

Vries menggunakan metode transformasi diferensial” 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penelitian ini yaitu untuk menyelesaikan persamaan 

Korteweg de-Vries menggunakan metode transformasi diferensial. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian ini adalah memperoleh selesaian dari persamaan 

Korteweg de-Vriess dengan menggunakan metode transformasi diferensial dan 

verifikasi hasil yang diperoleh dapat digunakan sebagai rujukan untuk penelitian 

selanjutnya.  
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1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini yaitu: 

1. Persamaan KdV yang digunakan berdasarkan (Kangalgil dan Ayaz, 

2008). 

       

  
        

       

  
 

        

   
 

2. Nilai awal pertama yang digunakan pada persamaan KdV mengikuti 

(Saadi, 2010). 

          

3. Nilai awal kedua yang digunakan pada persamaan KdV mengikuti 

(Jafari, 2010). 

                  

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut:  

1. Mentransformasikan persamaan KdV menggunakan sifat-sifat pada 

metode transformasi diferensial. 

2. Mentransformasikan nilai awal yang diberikan dengan menggunakan 

sifat-sifat yang ada pada DTM, dimana untuk kondisi awal        di 

transformasikan ke dalam bentuk       . 

3. Menjalankan beberapa iterasi dengan menstubtitusikan        untuk 

mencari nilai        dengan           dan          . 
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4. Menstubtitusikan        ke dalam persamaan berikut: 

       ∑ ∑          
 

   

 

   

  

5. Memverifikasi solusi eksak dari dari persamaan KdV. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika yang digunakan dalam penelitian ini menggambarkan secara 

umum topik bahasan di setiap bab dan sub-bab yang terdiri dari empat bab yaitu: 

Bab I   Pendahuluan 

Pendahuluan tersusun atas latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah dan sistematika 

penulisan. 

Bab II   Kajian Pustaka 

Kajian pustaka akan memaparkan kajian-kajian yang menjadi landasan 

masalah yang akan dibahas di bab berikutnya yaitu persamaan Korteweg 

de-Vriess (KdV), deret Taylor, Differential Transform Method (DTM) 

dan penyelesaian suatu permasalahan dalam perspektif Al-Qur‟an. 

Bab III   Pembahasan 

Bab ini berisikan tentang rumusan masalah dan hasil penelitian yaitu 

menyelesaikan persamaan Korteweg de-Vriess dengan menggunakan 

metode transformasi diferensial. 

Bab IV   Penutup 

Bab ini berisikan kesimpulan dan hasil penelitian yang telah dikerjakan 

dan berisi saran-saran yang sesuai dengan hasil penelitian. 



 
 

7 
 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan Korteweg de-Vriess 

Soliton pertama kali dikemukakan oleh John Scot Russel tahun 1834. 

Russel melakukan percobaan untuk mengukur hubungan antara kecepatan perahu 

yang ditarik kuda dan daya dorongnya. Jumlah massa air kanal di depan perahu 

membentuk suatu gelombang “tunggal” yang merambat dengan kecepatan 

konstan dan gelombang tersebut masih tetap melaju dengan kecepatan konstan 

dan mempertahankan bentuk awalnya sejauh lebih dari dua mil merupakan hasil 

yang diamati. Kemudian penemuan ini dianalisis lebih lanjut mengenai 

gelombang tersebut (Russel, 1844). 

Penjelasan teoritis tentang gelombang yang ditemukan oleh John Scot 

Russel adalah penurunan suatu persamaan diferensial parsial nonlinier yang 

mengkonfirmasi eksistensi gelombang soliton. Hal ini dikemukakan oleh Diederik 

Johannes Korteweg dan Gustav de Vries tahun 1895 yang kemudian persamaan 

ini dikenal dengan persamaan Korteweg de-Vries (Oktavia dan Syafwan, 2018). 

Zabusky dan Kruskal pada tahun 1965 menemukan kembali Persamaan KdV dan 

mereka menggunakan nama soliton pada gelombang yang diamati oleh John Scot 

Russel. 

Persamaan KdV memiliki sifat-sifat yaitu efek nonlinier cenderung untuk 

melokalisasi gelombang dan dispersi cenderung membuat gelombang menyebar. 

Akan ada situasi dimana terjadi keseimbangan antara efek nonlinier dan dispersi 

jika kedua efek tersebut berlaku pada persamaan KdV. Efek dispersi akan lebih 
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dominan apabila nilai awal sangat kecil. Akibatnya gelombang cenderung untuk 

menyebar sampai mencapai keseimbangan. Begitu juga sebaliknya, efek dispersi 

akan lebih dominan pada efek nonlinier apabila nilai awal terlalu besar. Sehingga 

cenderung untuk melokalisasi gelombang sampai mencapai keseimbangan 

(Oktavia, 2018). 

Persamaan ini diturunkan berdasarkan fungsi hidrodinamika untuk fluida 

ideal, yaitu fluida yang mempunyai sifat tak rasional, tak kompresibel dan invisid. 

Persamaan ini disebut dengan persamaan Korteweg de-Vries. Persamaan KdV 

dapat diturunkan dari persaman hidrodinamika berikut.  

 

,
           (

  

 
)    

            

 

 

(2.1) 

Dimana operator   adalah operator dell yang di definisikan oleh 

  
 

  
  

 

  
  

 

  
   

(Anton dkk, 2012). 

Dan   adalah medan kecepatan, dan   adalah tekanan. Pada permukaan air 

dangkal,   dapat diasumsikan sebagai kecepatan hidrodinamika dari gelombang 

air tersebut (kecepatan massa). Dengan menggunakan persamaan potensial dari 

suatu medan kecepatan, yaitu     . Sehingga dengan mengintegralkan 

persamaan (2.1), diperoleh 

     
 

 
      

        

  
 

   

 
   (2.2) 

dimana    adalah konstanta yang akan ditetapkan selanjutnya. Asumsikan bahwa 

medan kecepatan   adalah fungsi kontinu, maka      , sehingga diperoleh 

persamaan Laplace berikut. 
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      (2.3) 

Selanjutnya, kita terapkan kondisi pelengkap 
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   |     
  

 

 

 (2.4) 

Definisikan parameter-parameter   
  

 
   , dan   

  

 
  , dimana   adalah 

skala linear karakteristik untuk perturbasi, dan    adalah amplitudo dari kecepatan 

partikel pada gelombang. Kita lakukan scaling dengan variabel scaling sebagai 

berikut: 

   
 

 
    

 

 
    

 

  
    

   

 
   

   
 

   
    

   

    
    √     

Dari Persamaan Laplace     , diperoleh 
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   )   
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Berdasarkan kondisi ke-2 pada persamaan (2.4) , diperoleh 

    
     

 
 (

  

 
)             

    
          

 

 
 (

  

 
)    

         
  

 

 
            

    (
  

 
)    

         
  

  
   

 
*   

      (  
   )

 
    

     +  (
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                    ke-3 persamaan (2.4). 

Berdasarkan kondisi ke-4 pada persamaan (2.4)    |     
   , maka  

       
      |        

   

 
   

  
     |       

     
 |                      

Sehingga kondisi ke-1, kondisi ke-2, dan kondisi ke-3 dapat kita tuliskan sebagai 

berikut 

 

{
 
 

 
    

      (   
       

   )   

    
  

 

 
*         (     )

 
+  

 

   
           |        

  |       

 

 

(2.5) 

Dengan mengekspansikan   terhadap    diperoleh 

 {

    
  

 

 
                      

    
                      

  

 
                 

  (2.6) 
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dimana      |    . Dengan mendefinisikan variable     
  
   

 
, dimana 

      
     . Persamaan di atas tereduksi menjadi 

 ,
     

 

 
         

      

  
  

             

 

 

(2.7) 

dimana   
    

 

 
  dan              . Pada persaman ini,   adalah parameter 

dispersif, dan persamaan terakhir, misalnya untuk gelombang pada permukaan 

fluida dapat diartikan “ketinggian tingkat fluida adalah tingkat kedalaman dimana 

fluida terkandung dan ketinggian perturbasi yang ditetapkan oleh persamaan 

permukaan”. 

Jika potensi  , maka 

                   

dan menerapkan gradient ke persamaan (2.7), maka diperoleh 

            
 

  
       

 

  
   

            

(2.8) 

Asumsikan bahwa 
  

 
 
    

  
 dan 

 

 
 sangat kecil,    disini   (

| |

  
)

 

 
 merupakan 

panjang dispersif yang efektif, dan   adalah karakter panjang gelombang 

karakteristik, kemudian  

        
 (

 

  
)
   

       
  

  
 

Dari persamaan (2.8) dapat ditulis 

                   (2.9) 
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Dimana 

               

        
      

 
  

(2.10) 

Kemudian dengan mempertimbangkan gelombang merambat ke arah positif dari 

sumbu  , maka fungsi        memenuhi persamaan  

            

substitusikan persamaan (2.9) ke persamaan (2.8), menggunakan persamaan 

(2.10), maka 

    (   
   

 
 )        

     (2.11) 

Dengan 

              
   

 
  

Maka persamaan (2.11) dapat kita tulis 

             
     (2.12) 

(Belashov dan Vladimirov, 2006). 

 

2.2 Deret Taylor 

Jika fungsi   mempunyai lebih dari satu variabel bebas, misalkan       , 

ekspansi deret Taylor menjadi: 
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Persamaan di atas dapat ditulis sebagai  

       ∑ ∑
 

    
*
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 (2.13) 

dengan         adalah titik pusat 

Pada kasus tertentu, ketika              , deret Taylor menjadi deret 

Maclaurin seperti berikut: 

       ∑ ∑
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 (2.14) 
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2.3 Metode Transformasi Diferensial 

Metode transformasi diferensial merupakan metode semi-numerik-

analitik yang membentuk deret Taylor dengan cara yang sepenuhnya berbeda. 

Persamaan diferensial yang diberikan dan kondisi awal ditransformasikan dalam 

persamaan recurrence yang kemudian menghasilkan koefisien-koefisien deret 

pangkat. Metode ini sangat berguna untuk mendapatkan solusi eksak dan solusi 

pendekatan dari persamaan diferensial linier maupun nonlinier tanpa adanya 

linierisasi atau perturbasi (Al-Sawalha & Noorani, 2008). 

Berdasarkan rumus deret Taylor dimensi 2, yaitu 

       ∑ ∑
 

    
*
          

       
+
   

   

      
        

 

 

   

 

   

 (2.15) 

Apabila diasumsikan bahwa fungsi        analitik disekitar  , maka 

dapat diambil pusat dari deret Taylor di          , sehingga diperoleh  

       ∑ ∑
 

    
*
          

       
+
   

   

     
 

   

 

   

 (2.16) 

Koefisien dari      pada persaman (2.16) adalah fungsi dari      . 

Nilai dari koefisien ini ditentukan secara unik berdasarkan fungsi       . Dengan 

demikian kita dapat memahami koefisien ini sebagai hasil dari sebuah 

transformasi yang memetakan fungsi        pada fungsi       . 

misalkan: 

       
 

    
*
          

       
+
   

   

 

(2.17) 
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Dengan demikian, kita dapat menuliskan rumus (2.16) sebagai,  

       ∑ ∑          
 

   

 

   

 

(2.18) 

Sehingga dapat dikatakan bahwa        merupakan koefisien-koefisien 

dari setiap suku deret pangkat. Metode transformasi diferensial bertujuan untuk 

mencari koefisien-koefisien tersebut, sehingga akan mudah untuk mencari solusi 

analitik yang berupa fungsi        yang terekspansi dalam bentuk deret pangkat 

tersebut.  

Berikut adalah sifat-sifat transformasi diferensial dua dimensi 

berdasarkan (Kangalgil dan Ayaz, 2008). 

 

Tabel 2.1 Transformasi Diferensial Dua Dimensi 

Sifat 1 

Jika                      adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                      

Sifat 2 

Jika                adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah               ,   adalah konstanta 

Sifat 3 

Jika        
       

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                      

Sifat 4 

Jika        
       

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                      

Sifat 5 

Jika        
          

      
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                         
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Tabel 2.1 Tabel Tranformasi Diferensial 

Sifat 6 

 Jika                     adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah         ∑ ∑              
   

 
   

     

Sifat 7 

 Jika             adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                   

            

            {
         

                 
   

Sifat 8 

Jika                     
        

    adalah bentuk asal, maka 

bentuk transformasinya adalah 

       ∑ ∑ ∑ ∑                      
   

 
   

   
   

 
                  

                             

Sifat 9 

Jika        
       

  

       

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah         ∑ ∑            
   

 
   

                         

Sifat 10 

Jika              
        

    adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah         ∑ ∑            
   

 
   

                         

Sifat 11 

Jika                           adalah bentuk asal, maka 

bentuk transformasinya 

adalah       ∑ ∑ ∑ ∑            
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2.4 Kajian Islam tentang Istiqomah 

Konsisten atau istiqomah dalam Islam merupakan sifat yang sangat 

mulia, hal ini dikarenakan orang-orang yang menjalankan kekonsistenan akan 

memiliki rasa sabar yang sangat tinggi. Sedangkan balasan kesabaran adalah 

surga. Dalam surat al-Fushshilat ayat 30 yang berbunyi: 

 

تُمْ إِنَّ الَّذِيْنَ قاَلُوْا رَبُّناَ اللهُ ثُمَّ الْتـَقَامُوْا  َ تََاَفُـوْا وَلَاَتَحْزَنُـوْا وَأبَْشِرُوْا بِالْجنََّةِ الَّتِي كُنـْ تَـتـَنـَزَّلُ عَلَيْهِمُ الْمَامئَِكَةُ أَلاَّ

 تُـوْعَدُوْنَ 

Artinya : Sesungguhnya orang-orang yang mengatakan, "Tuhan kami ialah Allah", 

kemudian mereka meneguhkan pendirian mereka, maka malaikat akan turun kepada 

mereka (dengan mengatakan), "Janganlah kamu merasa takut dan janganlah kamu 

merasa sedih; dan bergembiralah kamu dengan (memperoleh) surga yang telah 

dijanjikan Allah kepadamu. 

 

Pada ayat tersebut, Allah menerangkan bagaimana mulianya orang yang 

teguh pendirian. Dalam tafsir Ibn Katsir (Sesungguhnya orang-orang yang 

mengatakan, "Tuhan kami ialah Allah", kemudian mereka meneguhkan pendirian 

mereka) yakni mereka ikhlas dalam beramal hanya karena Allah Swt., yaitu 

dengan menaati apa yang telah diperintahkan oleh Allah Swt. kepada mereka. 

(Maka malaikat akan turun kepada mereka) Mujahid, As-Saddi, Zaid ibnu Aslam, 

dan anaknya mengatakan bahwa yang dimaksud ialah disaat mereka menjelang 

kematiannya, para malaikat turun dengan mengatakan: (Janganlah kamu merasa 

takut) yaitu Mujahid, Ikrimah, dan Zaid ibnu Aslam mengatakan bahwa makna 

yang dimaksud ialah janganlah kamu takut dalam menghadapi kehidupan masa 

mendatang di akhirat. (Dan janganlah kamu merasa sedih) menggambarkan  

terhadap urusan dunia yang kamu tinggalkan, seperti urusan anak, keluarga, harta 

benda, dan utang; karena sesungguhnya Kami akan menggantikanmu dalam 
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mengurusnya. (Dan bergembiralah kamu dengan (memperoleh) surga yang telah 

dijanjikan Allah kepadamu) yaitu para malaikat menyampaikan berita gembira 

tentang lenyapnya semua keburukan dan akan memperoleh semua kebaikan 

(Muhammad, 2007). 

Di dalam tafsir Al-Qurthubi (sesungguhnya orang-orang yang 

mengatakan tuhan kami ialah Allah, kemudian ia meneguhkan pendirian mereka) 

dari Ibnu Abbas RA, “ayat ini turun berkaitan dengan Abu Bakar RA. Yakni, 

orang-orang musyrik mengatakan bahwa Allah adalah tuhan kami, para malaikat 

adalah anak –anaknya. Mereka adalah pemberi syafa‟at kami di hadapan Allah 

SWT, artinya orang-orang musyrik tidak istiqamah (konsisten) untuk teguh 

mengatakan bahwa Tuhan kami adalah Allah SWT. Di dalam Sunan At-Tirmidzi 

disebutkan dari Anas bin Malik bahwa Rasulullah SAW membaca “sesungguhnya 

orang-orang yang mengatakan tuhan kami ialah Allah, kemudian ia meneguhkan 

pendirian mereka” Rasulullah SAW bersabda, “banyak orang berikrar akan 

keesaan Allah dan kemudian kafir. Siapa yang wafat dalam keimanan, dia 

termasuk orang-orang yang istiqamah” (Al-Qurthubi, 2009). 

Diriwayatkan tentang makna istiqamah yang terdapat pada ayat ini dari 

Rasulullah SAW, Abu Bakar RA, Umar RA, Utsman RA, dan Ali RA. Di dalam 

Shahih Muslim dari Sufyan bin Abdillah AtsT-Tsaqafi, dia berkata “Ya 

Rasulullah, katakanlah kepadaku tentang islam sebuah perkatan yang tidak akan 

aku tanyakan kepada orang setelahmu, dalam riwayat lain, orang selainmu.” 

Rasulullah SAW memegang lidahnya dan berkata, „Ini’(maksudnya menjaga 

lisan). Dalam memaknai ayat di atas, seperti sahabat abu Bakar RA berkata, 

“Mereka konsisten dalam beragama, tidak melakukan perbuatan dosa dan 
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mencampuradukkan keimanan mereka dengan kesalahan.” Umar RA berkata, 

“Merekalah orang-orang yang istiqamah, demi Allah, dalam sebuah jalan untuk 

mentaati-Nya dan tidak bersuara bagaimana suara rubah.” Utsman RA berkata, 

“Kemudian mengikhlaskan amal hanya untuk Allah SWT.” Ali RA berkata, 

“Kemudian melaksanakan perintah-perintah Allah SWT yang wajib.” Ada 

beberapa pendapat, konsisten dalam kesunyian dan konsisten dalam keramaian, 

ada juga yang mengatakan, konsisten dalam perbuatan sebagaimana konsisten 

dalam perkataan (Al-Qurthubi, 2009). 

Penjelasan kekonsistenan dalam tafsir surat al-Fushshilat tersebut, sesuai 

dengan karakteristik gelombang soliton yang konsisten. Gelombang tersebut akan 

mempertahankan bentuk dan kecepatan ketika berinteraksi dengan gelombang 

soliton yang lain. Keadaan mempertahankan bentuk dan kecepatan inilah yang 

merupakan wujud dari teguh pendirian dalam surat al-Fushshilat. Namun, pada 

kenyataanya, dalam menjalankan konsistensi diperlukan kesabaran yang cukup 

tinggi, hal ini dikarenakan sulitnya mempertahankan konsistensi tersebut. 

Demikian halnya dalam pencarian solusi persamaan KdV yang menerangkan 

gelombang soliton.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Metode Transformasi Diferensial pada Persamaan KdV 

Persamaan gelombang yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

persamaan KdV yaitu: 

       

  
        

       

  
  

        

   
             (3.1) 

dengan nilai awal yang diberikan: 

              

Langkah pertama yaitu mentransformasikan persamaan (3.1) berdasarkan 

sifat-sifat yang terdapat pada Tabel (2.1) transformasi diferensial dua dimensi. 

Berdasarkan persamaan (2.7), jika        adalah bentuk asal maka bentuk 

transformasinya adalah         

Akan dibuktikan bahwa jika  
       

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah               . 

Bukti: 
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Jadi terbukti bahwa jika  
       

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah               . 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa jika       
       

  
 adalah bentuk asal, 

maka bentuk transformasinya adalah  ∑ ∑                       
   

 
   

    . 

Aturan perumuman Leibniz. 

Misalkan     { }, dan     ,      adalah fungsi-fungsi yang 

terdiferensialkan  -kali, maka turunan ke-n dari                  adalah 

  

   
                   ∑ (
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Bukti: 

Berdasarkan Aturan perumuman Leibniz, diperoleh: 
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substitusi        maka diperoleh: 

∑ ∑                                

 

   

 

   

 

Terbukti bahwa jika  
  

  
 adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah  ∑ ∑                           
   

 
   . 

Kemudian akan dibuktikan bahwa jika 
        

    adalah bentuk asal, maka 

bentuk transformasinya adalah                        . 

Bukti: 
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Jadi terbukti bahwa jika 
        

    adalah bentuk asal, maka bentuk 

transformasinya adalah                         . 

 

Tabel 3.1 Transformasi Persamaan KdV 

Bentuk asal Bentuk Transformasi 
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Kemudian bentuk-bentuk trasnformasi tersebut disubstitusikan kedalam 

persamaan (3.1), diperoleh: 

              

   ∑∑                         

 

   

 

   

                            

sehingga dapat dinyatakan: 

         
 ∑ ∑                           

   
 
   

     

 
                        

     
  

(3.2) 

Langkah kedua yaitu mentransformasikan persamaan nilai awal 

            ke dalam bentuk        menggunakan definisi transformasi 

diferensial pada persamaan (2.2). 
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sehingga didapatkan nilai: 
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Langkah ketiga yaitu menjalankan iterasi dengan menggunakan 

persamaan (3.2) dan mensubstitusikan nilai        yang diperoleh dari tahap 

kedua untuk memperoleh nilai        yang lain dengan             dan 
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)   (       )  

       
 (                                              )

 

 
                

 
 

  (     
 

  
              (

 

  
      )

  ((
 

  
      )      ))  

   (
 
  

       )
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  (     
 

  
              

 

  
(      )  

 

  
           )

  (       ) 

  (
 

 
            (

 

 
           )  )  

 

 
 (       )  

       
 

 
(                                              

                )  
                

 
 

  (       
 

  
                

 

  
           

 

  
      

 

  
      

    
 

  
             )      (

 

  
       ) 

  (
 

 
            

 

 
             

 

 
(      )

 

 
 

 
            )  

 

 
        

  (
 

 
            

 

 
             

 

 
(      )

 

)  
 

 
         

   

Dengan demikian diperoleh rumus umum untuk skema dengan    , 

         

        ∑                         

 

   

 
      

  
            

b. Untuk      dan              

       
 (                               )
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( (                    )      

 (    ) ( (    (      )    (     )
 

)   (       )))
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( (                    )       
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(    )

 
       

  

 
    (     )
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(      )
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                )  
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( ( (         )   (       )) (
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 ( (    (      )    (     )
 
)   (       )) (     )

     ( (
 

 
            (

 

 
           )  )

 
 

 
 (       ))

      ( (    (      )    (     )
 
)   (       )))
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             )  

 

  
       ) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



30 
 

 

Dengan demikian diperoleh rumus umum untuk skema dengan    , 

         

       
  

 
∑∑                                           

 

   

 

   

 
  

 
∑       

      

  
                     

 

   

 
  

 
∑ ∑              

     

   

 

   

                              

 
  

 
∑       

          

        
                   

 

   

 
      

   
  ∑                         

   

   

 
      

   
             

Langkah selanjutnya yaitu mensubtitusikan nilai        pada persamaan 

berikut,  

       ∑ ∑          
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maka diperoleh 

         (∑
 

  
  

 

   

   )

  ( ∑                         

 

   

 
      

  
          )

   (
  

 
∑∑           

 

   

 

   

                                

 
  

 
∑       

      

  
                     

 

   

 
  

 
∑ ∑              

     

   

 

   

                              

 
  

 
∑       

          

        
                   

 

   

 
      

   
  ∑                         

   

   

 
      

   
           )     

 

3.2 Penyelesaian Persamaan KdV dengan Nilai Awal Pertama 

Persamaan KdV adalah 

       

  
        

       

  
 

        

   
            (3.3) 

dengan nilai awal yang diberikan: 
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Langkah pertama yaitu mentransformasikan persamaan (3.3) berdasarkan 

sifat-sifat transformasi diferensial dua dimensi sehingga diperoleh bentuk 

transformasi dari persamaan (3.3) yaitu, 

         
 ∑ ∑                           

   
 
   

     

 
                        

     
  

Langkah kedua yaitu mentransformasikan nilai awal           ke 

dalam bentuk        menggunakan definisi transformasi diferensial pada 

persamaan (2.2). 

       
 

  
*
      

   
+
   

              

sehingga didapatkan nilai 

       
 

  
[
  

    

   ]

   

   

       
 

  
[
  

    

   ]

   

   

       
 

  
[
      

   ]

   

   

       
 

  
[
      

   ]

   

   

  

Langkah ketiga yaitu menjalankan iterasi dengan mensubstitusikan nilai-

nilai        kedalam persamaan (3.3) untuk memperoleh nilai        yang lain 

dengan             dan            . 
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a. Untuk      dan              

       
 (               )

 
 

               

 
 

 
 (      )

 
 

    

 
    

       
 (                              )

 
 

               

 
 

 
 (               )

 
 

     

 
 

      

       
 (                                              )

 

 
               

 
 

 
 (                       )

 
 

     

 
    

       
 

 
(                                              

                )  
               

 
 

 
 (                               )

 
 

      

 
    

   

b. Untuk      dan             

       
 (                               )

 
 

               

 
 

 
 (                 )
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                                               )

 
               

 
 

  (                                         
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(                                               

                                               

                                )  
               

 
 

  (                                         

                          )  
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c. Untuk      dan             

       
 (                                               )

 

 
               

 
 

 
 (                            )

 
 

    

 
 

    

       
 

 
(                                               

                                                )

 
               

 
 

  (                                              

           )  
     

 
 

                              

         

       
 

 
(                                               

                                                

                                                )

 
               

 
 

  (                                            

                                     )  
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(                                               

                                                

                                                

                                                )

 
               

 
 

  (                                            

                                        

                     )  
      

 
 

           

   

Dengan melakukan cara yang sama untuk           dan   

          diperoleh       . 

 
Tabel 2.2 Nilai        dengan nilai awal           

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

k 
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Langkah selanjutnya yaitu mensubstitusikan nilai        kedalam 

persamaan: 

       ∑ ∑          
 

   

 

   

  

sehingga diperoleh 

                                                         

                                          

                                           

                        

                                    

                       

(3.4) 

maka persamaan (3.4) dapat ditulis 

                             (3.5) 

dari persamaan (3.5) diperoleh rasio sebesar 

  
    

  
 

     

    
 

     

     
        

dengan menggunakan rumus jumlah deret pada geometri,  

   
 

   
             

maka persamaan (3.5) menjadi  

   
  

     
 

 
  

     
             

 

  
 

(3.6) 

Langkah selanjutnya yaitu membuktikan bahwa solusi yang dihasilkan 

merupakan solusi analitik dari persamaan (3.3). Pembuktian dilakukan dengan 

mensubstitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.3), 
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(

  

     
)  (

  

     
)

 

  
(

  

     
)  

  

   (
  

     
) 

 
    

        
 

   

     
(

 

     
)    

 
    

        
 

    

        
   

    

Terbukti bahwa persamaan (3.6) merupakan solusi dari persamaan (3.3). 

selanjutnya akan dibuktikan bahwa persamaan (3.6) memenuhi nilai awal 

pertama, 

       
  

     
 

       
  

       
 

 
  

   
 

     

Terbukti bahwa persamaan (3.6) memenuhi nilai awal pertama pada persamaan 

(3.3). 
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Berikut, plot solusi        
  

     
            

 

  
 dari persamaan 

KdV untuk nilai            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 3.1-3.4 dapat kita lihat  bahwa saat   berjalan 

mulai dari     sampai   
 

  
 gambar tersebut semakin melandai seiring 

berjalannya waktu mendekati solusi stabil.  

 

Gambar 3.1 Simulasi saat 𝒕  𝟎 Gambar 3.2 Simulasi saat 𝒕  𝟎 𝟎𝟏 

Gambar 3.3 Simulasi saat 𝒕  𝟎,02 Gambar 3.4  Simulasi saat 𝒕  𝟎,026 
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3.3 Penyelesaian Persamaan KdV dengan Nilai Awal Kedua 

Persamaan KdV adalah 

       

  
        

       

  
 

        

   
            (3.7) 

dengan nilai awal yang diberikan: 

                   

Langkah pertama yaitu mentransformasikan persamaan (3.7) berdasarkan 

sifat-sifat transformasi diferensial dua dimensi sehingga diperoleh bentuk 

transformasi dari persamaan (3.7) yaitu 

         
 ∑ ∑                           

   
 
   

     

 
                        

     
  

Langkah kedua yaitu mentransformasikan nilai awal        

           ke dalam bentuk        menggunakan definisi transformasi 

diferensial pada persamaan (2.2). 

       
 

  
*
              

   
+
   

              

sehingga didapatkan nilai 

       
 

  
*
  

(          )

   +

   

    

       
 

  
*
  

(          )

   +

   

   

       
 

  
*
  

(          )

   +
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*
  

(          )

   +

   

   

  

Langkah ketiga yaitu menjalankan iterasi dengan mensubstitusikan nilai-

nilai        kedalam persamaan (3.7) untuk memperoleh nilai        yang lain 

dengan             dan            . 

a. Untuk      dan             

       
 (               )

 
 

               

 
 

 
 (       )

 
 

    

 
    

       
 (                              )

 
 

               

 
 

 
 (                )
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 )

 
 

             

       
 (                                              )

 

 
               

 
 

 
 (                        )

 
 

     

 
    

       
 

 
(                                              

                )  
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 )                         )
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)
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b. Untuk      dan             

       
 (                               )

 
 

               

 
 

 
 (                  )

 
 

 (
  
 )

 
 

     

       
 

 
(                                               

                )  
               

 
 

  (                                     )  
     

 
 

    

       
 

 
(                                               

                                               )

 
               

 
 

  (             (
  

 
)                           

          )  
  ( 

   
  

)
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Dengan melakukan cara yang sama untuk             dan   

          diperoleh         

 

Tabel 3.3 Nilai        dengan nilai awal                   

 

Langkah selanjutnya yaitu mensubstitusikan nilai        kedalam 

persamaan: 

       ∑ ∑          
 

   

 

   

  

 

 

 

h 

k 
              

             
    

 
     

  0       
    

 
 0  

     

  
   

  2          
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sehingga diperoleh 

                                                         

                                          

                                           

                        

                         
    

 
   

    

 
           

 
  

 
    

 

 
   

      

  
   

     

  
    

    

 
    

 
    

 
     

   

 
     

   

  
    

  

  
   

      

   
  

 
       

   
    

       

  
     

       

  
     

     

 
    

 
     

  
     

    

  
     

    

   
    

   

   
       

Untuk seluruh suku dengan jumlah pangkat variabel sama dengan   diperoleh,  

              

       

    
            

  
 (

 
 
)  

Untuk seluruh suku dengan jumlah pangkat variabel sama dengan   diperoleh, 

                                            

               

    
          ( 

 
  ) 

  
 ((

 
 
)      (

 
 
)     (

 
 
)   )

    
             

  
 ((

 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)    )  
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Untuk seluruh suku dengan jumlah pangkat variabel sama dengan   diperoleh, 

                                                    

  
    

 
   

    

 
            

  

 
    

 

 
   

  
 

 
                               

    
          (

 
  )

  
                                

    
             

  

 ((
 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)       (

 
 
)       (

 
 
)    )  

Untuk seluruh suku dengan jumlah pangkat variabel sama dengan   diperoleh, 

                                                     

                   

 
      

  
   

     

  
    

    

 
     

    

 
     

   

 
    

 
   

  
    

  

  
   

 
  

  
                                                

     

    
            ( 

 
  )
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 ((
 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)        (

 
 
)      

 (
 
 
)        (

 
 
)       (

 
 
)     )  

Untuk seluruh suku dengan jumlah pangkat variabel sama dengan   diperoleh, 

                                                               

                              

  
      

   
  

       

   
    

       

  
     

       

  
    

 
     

 
     

     

  
     

    

  
     

    

   
    

   

   
   

  
   

   
                                                 

                            

  
    

   
(
 

  
)                                        
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)     
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)     )  
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Maka        dapat ditulis: 

          
            

  
 (

 
 
)    

             

  

 ((
 
 
)      (

 
 
)     (

 
 
)     )    

             

  

 ((
 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)       (

 
 
)       (

 
 
)    )

   
            

  

 ((
 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)        (

 
 
)      

 (
 
 
)        (

 
 
)       (

 
 
)     )    

               

   

 ((
 
 
)      (

 
 
)      (

 
 
)        (

 
 
)      

 (
 
 
)        (

 
 
)        (

 
 
)        (

 
 
)     

 (
 
 
)     )    

   ∑ ∑(
 
 
)

 

   

 

   

 
                               

      
         

dimana   merupakan bilangan bernouli. 

Berdasarkan deret Maclaurin, 

        ∑
             

     
      

 

   

 

diturunkan satu kali terhadap  , maka dapat diperoleh: 

         ∑       
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misalkan         maka: 

            ∑       
             

     
          

 

   

 

 ∑       
                   

       
        

 

   

 

 ∑ ∑(
  
 

)

  

   

 

   

 
                          

       
                   

 ∑ ∑(
 
 
)

 

   

 

   

 
                      

      
                  

Sehingga        dapat ditulis sebagai berikut 

         ∑ ∑(
 
 
)

 

   

 

   

 
                               

      

        

               

(3.8) 

Langkah selanjutnya yaitu membuktikan bahwa solusi yang dihasilkan 

merupakan solusi analitik dari persamaan (3.7). Pembuktian dilakukan dengan 

mensubstitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.7),   
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Terbukti bahwa persamaan (3.8) merupakan solusi dari persamaan (3.7).  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa persamaan (3.8) memenuhi nilai awal kedua, 
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Terbukti bahwa persamaan (3.8) memenuhi nilai awal kedua pada persamaan 

(3.7). 

Berikut, plot solusi                      dengan nilai awal 

                 .  

 

 

 Gambar 3.5 Simulasi saat     

 

Gambar 3.6  Simulasi saat 𝒕  𝟏 
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 Gambar 3.7 Simulasi saat     

 

 

Berdasarkan Gambar 3.5-3.8 dapat kita lihat  bahwa saat   berjalan 

mulai dari     sampai        solusi gelombang soliton bersifat stabil dan 

tidak mengalami perubahan amplitudo.  

Gambar 3.8  Simulasi saat 𝒕  𝟑 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan penelitian ini adalah 

penyelesaian persamaan KdV dengan nilai awal menggunakan metode 

transformasi diferensial berhasil dilakukan. Melalui proses iterasi sederhana 

diperoleh solusi analitik         Solusi dari persamaan KdV menggunakan 

metode transformasi diferensial dengan nilai awal            diperoleh solusi 

       
  

     
  Solusi tersebut diperoleh dengan menggunakan formula jumlah 

deret geometri tak hingga dengan rasio antar sukunya sama. Solusi persamaan 

KdV menggunakan metode transformasi diferensial dengan nilai awal kedua 

                   diperoleh solusi                       Solusi 

dengan menggunakan nilai awal kedua diperoleh dengan menggunakan ekspansi 

binomial dan deret Maclaurin         yang diturunkan satu kali terhadap  . 

Kedua solusi tersebut merupakan solusi analitik dari persamaan KdV dengan dua 

nilai awal yang diberikan. 

 

4.2 Saran 

Penulis menyarankan agar penelitian selanjutnya menerapkan metode 

transformasi diferensial pada persamaan diferensial parsial (PDP) nonlinear yang 

lain dengan nilai awal             dimana      harus kontinu, karena metode 

transformasi diferensial berkaitan dengan deret Taylor atau menggunakan teori 

ekspansi deret pangkat.  
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