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ABSTRAK

Asih, Jie Yan Kirana Embun Kumala. 2019. Keterbatasan Perumuman Integral
Fraksional di Ruang Lebesgue pada Hipergrup Komutatif. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur
Rahman, M.Si. (I1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci:Keterbatasan perumuman integral fraksional, ruang lebesgue,
hipergrup komutatif

Operator integral fraksional merupakan operator balikan dari suatu
pangkat operator Laplace yang diperkenalkan pertama kali oleh Marcel Riesz
sekitar tahun 1886. Hardy-Littlewood dan Sobolev pernah membahasnya dalam
ruang Lebesgue dan kemudian dikenal dengan ketaksamaan Hardy-Littlewood
Sobolev. Operator ini terus dikembangkan, Eiichi Nakai memperkenalkan
perumuman integral fraksional pada tahun 2001. Mubariz G. Hajibayov telah
membuktikan keterbatasan perumuman integral fraksional pada hipergrup
komutatif pada tahun 2015.

Perumuman integral fraksional dalam penelitian ini dinotasikan dengan
Lf) =], f(y)péf:x)yz)dy(y). Akan dibuktikan keterbatasannya di ruang
Lebesgue pada hiergrup komutatif. Berdasarkan pembahasan diperoleh bahwa
perumuman integral fraksional I, terbatas dari LP(K,u) ke LI(K,u) di ruang

Lebesgue pada hipergrup komutatif. Di mana %= % — 5, 1<p<qg<om, serta

pmemenuhip(r) < Cf p(t) < Cp(r), danp(r) = r*dengan syarat u(B) < Cr™.
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ABSTRACT

Asih, Jie Yan Kirana Embun Kumala. 2019. Boundedness of Generalized
Fractional Integral in Lebesgue Space on Commutative
Hypergroup. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, Maulana Malik lbrahim State Islamic University of
Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Muhammad
Khudzaifah, M.Si.

Keywords:Boundedness of Generalized Fractional Integral, lebesgue space,
commutative hypergroup

Fractional Integral Operators is an inverse operators of Laplace
power’s operator that introduced by Marcel Riesz for the first time at about 1886.
Hardy-Littlewood and Sobolev had discuss it in Lebesgue space and then it is
well known as Hardy-Littlewood Sobolev inequality. This operator continues to
be developed, Eiichi Nakai was introduced generalized fractional integral in
2001. Mubariz G. Hajibayov was proved boundedness of generalized fractional
integral on commutative hypergroup in 2015.

Generalized fractional integral in this paper is denoted by I,f(x) =

f# f() péff;;g) du(y). Its boundedness in Lebesgue space on commutative

hypergroup will be proved. Based on discussion, it was obtained that generalized
fractional integral I, is bounded from LP (K, u) to LI(K, u) in Lebesgue space on

commutative hypergroup.Where — % - % 1<p<qg<o and p satisfy
o p(t)
p() < C 75 < Cp(r), and p(r)

I =~

r®with u(B) < Cr™.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori operator integral fraksional merupakan salah satu kajian dalam
analisis harmonik. Operator integral fraksional adalah bagian dari potensial
Riesz. Potensial Riesz merupakan salah satu operator yang menjadi bahan
kajian utama pada perkembangan analisis modern. Operator ini pada
dasarnya merupakan operator balikan dari suatu pangkat operator Laplace

yang diperkenalkan pertama kali oleh Marcel Riesz sekitar tahun 1886.

Operator integral fraksional adalah operator I,f yang memetakan

fungsi f: R™ — R" sebagai

e Lyl . LAE

RM PR y|n—a

dengan 0 < a < n. I, f = (—A)_%f,O < a < n. Jadi,

f)
I'(@) Jgn |x =y

Iof(x) =
dengan
wzer(9)

Selanjutnya, I, dinamakan sebagai operator Riesz atau operator integral

I'la) =

fraksional (Gunawan, 2006).
Operator integral fraksional merupakan operator terbatas dari ruang

lebesgue LP(R™) ke ruang lebesgue L(IR™), yaitu terdapat konstanta riil



C > 0 sedemikian sehingga
Wafllg < Clifl, 1.1

untuk a = % — s, 1<p<q<oo.pu(B(xr)) adalah ukuran Lebesgue

B(x,r) di R™. Dalam hal ini B(r) = B(x,r) adalah bola buka di R™ yang
berpusat di titik x € R™ dengan jari-jari r > 0, yaitu B(x,r) ={y€
R™: |x — y| < r}, untuk setiap x € R™ dan r > 0 (Gunawan, 2006).

Notasi LP(R™) menyatakan ruang Lebesgue, yaitu untuk 0 < p < o,

himpunan terukur E c R™, LP(E) merupakan ruang lebesgue dari fungsi-
. 1/
fungsi  dengan  norm  [Ifllee = (SIfGIP dx) "* < oo, lllafllg =

(fEllaf(x)lq dx)l/q <. Untuk p=oo|fll=e merupakan norma

supremum esensial yang biasa. Untuk LP(R™) ditulis LP, sedangkan untuk
If1l.» ditulis || f]l,,(Adams, 1996: 2 dan Utoyo, 2016).

Ketaksamaan 1.1 di atas pertama kali dibuktikan oleh G.H. Hardy, J.E.
Littlewood dan Sergei Sobolev pada sekitar tahun 1930 sehingga selanjutnya
dikenal sebagai ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Teorema Hardy-
Littlewood-Sobolev merupakan sebuah hasil yang penting dalam teori
integral fraksional dan teori potensial. Ada banyak perumuman dan analog
dari teorema ini (Gunawan, 2003; dan Hajibayov, 2015).

Teorema Hardy-Littlewood Sobolev telah dibuktikan pada integral
fraksional dalam ukuran ganda (doubling) maupun tak ganda (non-doubling).
Di mana ruang tak homogen adalah ruang R™yang dilengkapi dengan ukuran
tak negatif u yang memenuhi kondisi growth (u € GC(n)). Ukuran u

dikatakan memenuhi kondisi growth apabila terdapat konstanta C > 0



sedemikian  sehingga untuk semua bola  B(x,7),u(B(x,1)) <
Cr™(Hajibayov, 2015).

Selain itu, operator integral fraksional juga dikembangkan pada
perumuman integral fraksional I, yang pertama kali pertama kali dipelajari
oleh Nakai pada tahun 2001. Perumuman operator integral fraksional I,,

didefinisikan untuk fungsi yang sesuai p: R* - R* sebagai

Lf(x) = f o2 (( ?) du(y)

jika p(t) =t% 0 < a <n, maka I, = I, (Gunawan, 2003).

Teori operator integral fraksional terus dikembangkan. Sehingga akan
terus dikaji dan diteliti oleh para ahli. Hal ini mengharuskan manusia untuk
selalu berfikir dan mengambil pelajaran. Anjuran tersebut terdapat dalam al-

Qur’an surat az-Zumar ayat 9 yang artinya:

“(Apakah kamu orang musyrik yang lebih beruntung) ataukah orang yang
beribadah pada waktu malam dengan sujud dan berdiri , karena takut kepada (azab)
akhirat dan mengharapkan rahmat Tuhannya? Katakanlah, “Apakah sama orang-
orang yang mengetahui dengan orang-orang yang tidak mengetahui?” Sebenarnya

hanya orang yang berakal sehat yang dapat menerima pelajaran.”

Berdasarkan tafsir Kementrian Agama RI (2010), Allah menyatakan
bahwa hanya orang-orang yang berakal yang dapat mengambil pelajaran.
Pelajaran tersebut baik dari pengalaman hidupnya atau dari tanda-tanda
kebesaran Allah yang terdapat di langit dan di bumi serta isinya, juga yang
terdapat pada dirinya atau teladan dari kisah umat yang lalu. Dalam
kesimpulannya juga disebutkan bahwa tidak sama antara orang yang

mempunyai ilmu pengetahuan dengan yang tidak berilmu. Oleh karena itu,



kita diharuskan untuk selalu berfikir dan mengambil pelajaran agar menjadi
orang yang berilmu. Sehingga dapat terus meneliti dan mengembangkan ilmu
pengetahuan, salah satunya pada operator integral fraksional khususnya
perumuman integral fraksional.

Perkembangan perumuman integral fraksional salah satunya pada
sifat ukurannya. Hal tersebut telah dilakukan oleh banyak matematikawan.
Salah satunya adalah Mubariz G. Hajibayov yang telah membuktikan
keterbatasan perumuman integral fraksional pada hipergrup komutatif pada
tahun 2015 (Hajibayov, 2015).

Hipergrup adalah aljabar ukuran yang memiliki banyak sifat yang
berkaitan dengan aljabar ukuran konvolusi sebuah grup, akan tetapi tidak ada
pendugaan struktur aljabar pada ruang dasarnya. Suatu hipergrup K disebut
komutatif jika &, = 8, = &, * 6, (6 menotasikan ukuran Dirac) untuk semua
x,y € K. Sudah menjadi hal yang umum bahwa setiap hipergrup yang
komutatif memiliki ukuran Haar yang dinotasikan dengan A. Hal ini, untuk

semua fungsi terukur Borel f di K,
| £5.28,)116) = | rorar0)G e b
Didefinisikan operator translasi yang diperumum 7%, x € K dengan
TfG) = | fa(6,+5,)

untuk semua y € K (Ross, 1998 dan Hajibayov, 2015).
Berdasarkan paparan di atas, dapat diketahui bahwa perkembangan
teori keterbatasan operator integral fraksional yang diperkenalkan oleh

Marcell Riesz pada tahun 1886 telah banyak dikembangkan oleh para



matematikawan. Contohnya Nakai yang telah mengembangkannya pada
perumuman integral fraksional pada 2001 yang terbatas di ruang Morrey.
Kemudian Hajibayov telah mengembangkan keterbatasan perumuman integral
fraksional pada hipergrup komutatif pada 2015. Sehingga sebagai
pengembangan dari hasil-hasil penelitan tersebut, pada penelitian ini akan
dibuktikan keterbatasan perumuman integral fraksional pada hipergrup

komutatif dari ruang LP (K, u) ke L(K, i) dengan syarat u(B) < Cr™.

1.2 Rumusan Masalah
Bagaimanakah Kketerbatasan perumuman integral fraksional pada

hipergrup komutatif dari ruang L? (K, u) ke L1(K, 1)?

1.3 Tujuan Penelitian
Membuktikan keterbatasan perumuman integral fraksional pada

hipergrup komutatif dari ruang L? (K, u) ke L1(K, ).

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini yaitu mengetahui keterbatasan perumuman

integral fraksional pada hipergrup komutatif dari ruang LP (K, u) ke LY(K, u).

1.5 Metode Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode studi kepustakaan (Library
research) yaitu dengan mengumpulkan informasi yang diperoleh dari buku-
buku maupun jurnal-jurnal yang berkaitan dengan penelitian. Adapun langkah
yang dilakukan yaitu membuktikan keterbatasan perumuman integral

fraksional di ruang Lebesgue pada hipergrup komutatif.



1.6 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi

lebih terarah dan mudah dipahami,

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-

masing
berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

bab dibagi atas beberapa subbab dengan sistematika sebagai

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Kajian Pustaka

Kajian Pustaka terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk
mendukung pembahasan dan menjawab rumusan masalah.
Kajian Pustaka dalam penelitian ini meliputi: Integral fraksional,
perumuman integral fraksional, fungsi maksimal, ukuran,
integral Lebesgue, ruang Lebesgue, ruang LP, ruang metrik,

hipergrup, perintah Allah untuk selalu berfikir.

Pembahasan
Pembahasan terdiri dari hasil utama penelitian yang
menjawab rumusan masalah. Pembahasan dalam penelitian ini
yaitu: Keterbatasan operator I, di ruang Lebesgue.
Penutup
Penutup terdiri dari kesimpulan terkait hasil pembahasan dan juga

saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Integral Fraksional

Misalkan f fungsi terukur bernilai riil pada R™,n>1 dan
misalkan 0 < a < n. Integral fraksional atau potensial Riesz dari f untuk a

didefinisikan sebagai

Iofx)=1] fQ) dy,x € R",
[Rn

asalkan nilai integralnya ada. Dengan nilai f yang bisa berbeda-beda,
pemetaan didefinisikan sebagai I,: f — I, f, yaitu operator konvolusi dengan
kernel |x|*~™ yang disebut operator integral fraksional untuk a(Wheeden,

2015: 415).

Contoh 1

Suatu bola B = {x € R™: [[x|| < 1} dan fungsi f, (x) merupakan fungsi

karakteristik pada bola B. Operator integral fraksional dari f adalah

o= [ L2 ar

RN % + yln—a

f() dx+J &
B

gl -yl clx —yln=e
—f ! dx + d
T =y T =y

1
=f—_dx
le_yln @

[ e
= _—ax.
i< [ = ¥



Untuk y = 0 maka

dx

L= |

lxli<a X1

= f |x|* "dx.
[lxll<1

Misalkan |x| = r, maka dx = dr. Sedemikian sehingga,

1

1,f(0) = Cfr"_lr“_”dr
0

it
= Cfr“‘ldr

0
= Cre(g
=C.
Untuk y € R maka

Lf(y) = f ;dx

Ixli< [ = yI"7¢

iy R—
[lxll<1

S] IxI“‘ndx—J ly|*"dx
[lxll<1 [lx]l<1

=C - |y|*™"|B]
=C = CGly|*™
Karena ||y|| > 0 dan ¢ — n < 0, maka

If(y) =C—Cilyl*™

G

e

=C

(Nurjannah, 2018:21-22).



2.2 Perumuman Integral Fraksional
Perumuman operator integral fraksional I,, didefinisikan untuk

fungsi yang sesuai p: RT —» R* sebagai

p( ( )

Jy du(y)

LG = f Fo )
jikap(t) =t% 0 < a <n, maka I, = I, (Gunawan, 2003).

2.3 Fungsi Maksimal

Fungsi maksimal fraksional, didefinisikan untuk 0 < @ < n dengan

1
Mf () = sup———— f FO)ldy,
>0 |B(x,r)|' n /B

Selain itu, digunakan juga fungsi maksimal Hardy-Littlewood pada

fungsi terintegral lokal f yaitu

Y N Tl

If )ldy.
(Adams, 1996: 3).

Lemma2.1

Misalkan f € LP(R™),1 <p < g Maka, untuk x € R™, berlaku

L f GOl < CIFIE MFGOT,
di mana M merupakan fungsi maksimal Hardy-Littlewood dan C =
C(a,p,n).
Bukti

Ditetapkan x € R™, untuk suatu r > 0,

of (O <

flx—y) lfGe—ml
| |n—a dy+»[|y|>r |y|n_a dy '_]1 +]2-

lylsr
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Untuk /,, ditulis

flx - y)
S
! 2-Jj- lr<|y|<2- Jr |J’|

1

= .f
= 1, \n—a . .
(27771r) 2-J-1r<|y|<2-ir

|f(x = y)ldy

™

Il
o

J

<Cr

S @) )
=JTHW£mrJﬂx ldy

< Cr*Mf(x).
Untuk J,, jikap = 1, maka

Jo < If s

Jkal<p< g maka ketaksamaan Holder mengakibatkan

1/p’
bS<f |ﬂwﬂhw) 11l
[y|>r

< Cr|If Il
Oleh karena itu, ketika 1 < p < g dari penjabaran J; dan J,, untuk setiap

x € R™, mengikuti itu

GO < € (rMFCO) + 7RI, ).

P
Ambil r = (Ix'(lz))n maka

_n e _ap
reMf(x) = r?||fll, = (VaIhs Mf(x)' .
Jadi, lemma ini terbukti.

(Lu, 2007: 135).
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Teorema 2.2 (Hardy-Littlewood-Sobolev)

Misalkan0 < @ <n, 1 <p < Zdan= == — £ sehingga
a q p n

() Jikaf € 1P(R™) (1 <p<Z) makalllofllg < ClIfll,;

(i) Jika f € L*(R™), maka untuk setiap 2 > 0, |[{x € R™: |I,f(x)| >

n

Bl < (5I1f1lx)"*, dimana ¢ = €(a,n,p).
Bukti:
(i) Ingat bahwa (1 — i—p) q = p dengan Lemma 2.1 dan keterbatasan-LP

dari operator maksimal Hardy-Littlewood M untuk 1 < p < oo,

didapatkan

ap

L 1
Wafllg < ClfIL IMEIL, ™ < Cllflp.
(i) Menggunakan Lemma 2.1 dan keterbatasan-(1,1) lemah dari

operator M, didapatkan

A’ n—-a

{x € R™: [I,f(x)| > A} = Kx € R: Mf(x) > H
ClfIT

N

ClIfIT
<a|l=2] I
C e
<(zlrm)"

Teorema ini terbukti. m

(Lu, 2007: 136).
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2.4 Ukuran dan Aljabar-o

Definisi 2.3

Ukuran adalah fungsi bernilai riil diperpanjang p terdefinisi pada

aljabar-c X" dari subhimpunan X sedemikian sehingga

0 u@=0,

(i)  w(E) = 0untuk semua E € X, dan

(iii)  Jika (E,) sebarang barisan disjoin dari himpunan di X', maka

[0 (U En> = z H(En).
n=1 n=1

Di mana barisan disjoin yaitu E,, N E,, = @ jikan # m.

(Bartle, 1995: 19)

Definisi 2.4

Misalkan X sebarang himpunan. Sebuah koleksi himpunan X dari
subset X disebut aljabar-o pada X jika

a. 0,XeX,

b. Jika A € X', maka A° € X,

c. Jika {4, } barisan himpunan pada X', maka U;-, 4, € X.

Sebuah pasangan terurut (X,X) yang terdiri dari himpunan X dan
aljabar-c X dari subhimpunan X disebut ruang terukur. Setiap himpunan pada
X disebut himpunan terukur-X. Tetapi ketika aljabar-oX telah diketahui,

maka cukup disebut himpunan terukur (Bartle, 1995: 6).
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Contoh 2
Misalkan X himpunan dan X = {@,X}. Maka X aljabar-c pada

X(Cohn, 2013: 2).
Bukti:
X himpunan dan X = {9, X}.
(i) 0,X€eX,
(i) peX, p°=XeX

XeEX, X =0€eX,
(i), XeEX , pUX=X€eEX.

Jadi, berdasarkan (i), (i), dan (iii) terbukti memenuhi definisi aljabar-o.

Teorema 2.5
Jika (Q,X) ruang terukur E € X, dan fungsi f:Q — R, maka empat
pernyataan di bawah ini ekuivalen (Darmawijaya, 2007: 230):
(i) {x:x€E|f(x) <a}eX;
(i) {x:x €E|f(x) = a} € X;
(iii) {x:x € E|f(x) > a} € X;
(iv) {x:x €E|f(x) < a} € X;
untuk setiap ¢ € R ..
Bukti:
(i) & (ii) Jelas, karena keduanya saling komplemen;
(iii) & (iv) Jelas, karena saling komplemen.
Oleh karena itu, cukup membuktikan (ii) < (iii).

(i) = (iii) Perhatikan bahwa
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o0

(x € EIf(x) < a} = U{x € E|f(x) < a—%}.

n=1
Karena o — % € R, maka {x € E|f(x) <a-— %} terukur. Lebih lanjut,

gabungannya terukur. Jadi, {x € E|f(x) < a} terukur.
(iii) = (ii) Perhatikan bahwa
- 1
(xeEIf() < a} = ﬂ{x € E|f(x) <a +£}.
n=1

Karena a + % € R, maka {x € E|f(x) <a+ %} terukur. Lebih lanjut,

irisannya terukur. Jadi, {x € E|f (x < a} terukur.

2.5 Ruang Lebesgue

Definisi 2.6

Norm pada ruang vektor Vadalah fungsi bernilai riil pada V yang
nilainya di x € Vdinotasikan sebagai ||x||, dibaca norm dari x, dan memenubhi
beberapa aksioma

(N1) llx]l = 0;

(N2) [|lx]l = 0 & x = 0;

(N3) [[ax]| = lelllxIl;

(N4) llx + yll < [lx]l + [I¥]l. (Ketaksamaan segitiga).

Di sini x dan y merupakan sebarang vektor di Vdan a suatu skalar.
Sebuah norm pada V'mendefinisikan sebuah metrik d pada Vditulis

dx,y) = llx = yll(x,y € V),

yang disebut metrik diinduksi oleh norma. Ruang bernorma dinotasikan

dengan (V, ||.||) (Kreyszig, 1978: 59).
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Definisi 2.7
Untuk 0 < p < oo, himpunan terukur E ¢ RN, LP(E) merupakan ruang

Lebesgue dari fungsi-fungsi dengan norm

1/p
”f”LP(E) = <L|f(X)|p dx) < 00,

Untuk p = oo, ||f]l ) merupakan norma supremum esensial yang
biasa. Untuk LP (RY) ditulis L?, sedangkan untuk ||f||.» ditulis lf 1|, (Adams,
1996 2).

Dua fungsi di L=L(X,X,u) (di mana Xmenotasikan aljabar-o)
dikatakan ekuivalen-u jika bernilai sama di hampir setiap p. Kelas
ekuivalensi ditentukan oleh f di L biasanya dinotasikan dengan [f] dan
terdiri dari himpunan semua fungsi di L dimana p dan f ekuivalen. Ruang
Lebesgue L; = L;(X, X, u) terdiri dari semua kelas ekuivalensi di L. Jika L,
memuat [f], norm dapat didefinisikan sebagai

Al = J1fldp 2.1

(Bartle, 1995 :54).

Teorema 2.8
Ruang Lebesgue L'(X, X, u) (Xmenotasikan aljabar-o) adalah ruang

linear bernorma.

Bukti. Dapat diketahui bahwa operasi vektor di L! didefinisikan sebagai

alfl=lafl,  [f1+I1g]l=1[f + 4l
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dan elemen nol L' adalah [0]. Hanya akan diperiksa bahwa persamaan
2.1memberikan norma pada L. Tentu saja ||[f]ll, =0 dan [[[0]|l, = O.

Selain itu, jka ||[f]]l; = 0 maka

f |fldu =0,
jadi f(x) =0 untuk p di hampir semua x. Oleh karena itu [f] = [0].
Akhirnya dapat diketahui bahwa poin (iii) dan (iv) pada Definisi 2.5
terpenuhi. Oleh karena itu, || ||; mengahasilkan norm pada L, (Bartle, 1995

:54-55).

Contoh 3
Sebuah koleksi B(X) dari semua fungsi bernilai real terbatas pada X

adalah bernorma dengan bentuk:

N(f) = sup{lf (x)|:x € X}

(Bartle, 1995: 53).

2.6 Integral Lebesgue

Definisi 2.9
Misalkan f: E — R adalah fungsi sederhana, f = Y7\, a;u(E;).
Integral Lebesgue fungsi f pada E dinyatakan dengan notasi fE fdu atau fEf

dan didefinisikan oleh

fE fdy = Zl ai(E).

(Hutahean, 1989: 9.4)
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Definisi 2.10

Misalkan u ukuran Lebesgue, dan misalkan E € R suatu himpunan
terukur, u(E) < oo. Fungsi f: E — R dinamakan fungsi sederhana, jika ada
bilangan real a,,a,,...a,, dan himpunan-himpunan terukur E;, E,, ..., E,,
E;NE; =0,i+j,E= UL, E; sehingga

f(x) = a;, Xx€E({=12..,n).

Jika f:E—->R suatu fungsi sederhana, f =}i.,a;xg, dan

a;,, ai,, .., a;, adalah bilangan-bilangan real tak nol yang tak sama di dalam

daerah nilai fungsi f, maka

dinamakan representasi kanonik fungsi f.

(Hutahean, 1989: 9.3)

Contoh 4
Sebelum menulis dan menghitung representasi kanonik, didefinisikan
fungsi sederhana,
( Z eSS ¥=\5

1, 1<x<3

0, 0<x<1
f(x)_g 2-1<x<0 °

0,—-2<x<-1
1,-5<x<-2

f dapat dituliskan sebagai
f = 2.X[0,5] + 1.X[110] + O.x[oll] + z.x[_l'o] + O'x[—Z,—l] + 1.X[_5‘_2] .
Representasi kanonik dari fungsi f adalah

f = 2.x10510[-1,0] T 1- X[1,0]U[-5,~2]-
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Dari fungsi f(x) diperoleh

[ £ =2u135D + 16(11.9) + 0u(10.0) + 20(-1.0))
E

+0u((=2,—-1]) + 1u([-5,-2]) = 11.
Jika digunakan representasi kanonik dari fungsi f diperoleh

f fdp = 2u([3,5] U (=1,0)) + 1u([1,3] U [-5,-2]) = 11
E

(Hutahean, 1989:9.4-9.5).

Teorema 2.11
Misalkan E suatu himpunan terukur yang diketahui, u(£) < co.
Jika f:E >R dan g:E - R dua fungsi sederhana, a bilangan real yang
diketahui, maka:
() Jo(f + @du = [, fdu + [, gdu;
(i), af du = a [, fu;
(iii) Jika f > g maka [ fdu > [ gdu

(Hutahean, 1989: 9.5).

Bukti:
(i) Misalkan
m n
f= zaiin;g = Zb]xF
i=1 j=1
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maka

n m
= UGij'Fj = UGij :
j=1 i=1

aij = ai,(j = 1,2, ...,Tl),bij = bj, (l = 1,2, ,m) )

(F+ @) =a,+b = a, +by,x€G,

ffd."l :iai.u(Ei) :ial.u <LnJ Gl}) iiaijﬂ(Gij),

E i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

[ g = Z (U AR FIICHE DI
=1l j=1i=1 i=1 j=1

sehingga

f(f +g)du = izn: (ai; + bij)u(Gyj)
E i=1j=1

zn: lJll(Gij)+izn:qu(Gij) :Lfd#+Lfdﬂ.
il

j=1

Ms

1l
=

i

(if) Jelas, karena a berupa bilangan real yang diketahui. Sehingga dapat

dianggap sebagai konstanta.

(iii) Misalkan
m n
fuss Z QiXg; 9 = Z bjxp,
i=1 J=1
G;=ENnF@{=12.mj=12,..n),
maka

n m
= UGU’F}' = UGL-,-,

j=1 i=1

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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a; = a;(j=1.2,..,n), bij = bj(i =12,..,m).
Karena

f(x)=gkx) ,x €E makaa;; = b;;(i =1,2,..,m;j =12,..,n),

sehingga
m n m n
ffd.u = z z a;ju(Gij) = z z biju(Gi;) = f.gdﬂ :
E i=1 j=1 i=1 j=1 E
2.7 Ruang L?

Jika 1<p <o, ruang L, = L,(X,X,u) (Xmenotasikan aljabar-o)
merupakan ruang yang terdiri dari semua kelas ekivalensi-u dari fungsi
bernilai real f terukur-X di mana |f|P memiliki integral berhingga
dariusampaiX. Dua fungsi dikatakan ekivalen-u jika keduanya sama pada

hampir setiapu. Diberikan

1/
Ifllp = {J 1f1Pdu} ™.
Jika p = 1, fungsi ini menjadi norm pada L, dari kelas ekuivalensi fungsi

terintegral (Bartle, 1995: 55).

Definisi 2.12
Ruang L. = Lo (X,X,n) adalah ruang yang terdiri dari semua kelas
ekivalensi fungsi bernilai riil terukur-X(Xmenotasikan aljabar-o)yanghampir
semuanya terbatas. Dua fungsi akan ekivalen ketika bernilai sama di hampir
setiap u. Jika f € L, dan N € Xdengan u(N) = 0, didefinisikan
S(N) = sup{|f(x)|:x & N}
dan

Ifllec = inf{S(N): N € X, u(N) = 0}.
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Anggota dari L, disebut fungsi terbatas secara esensial (Bartle, 1995: 6 &
60).
Contoh 5

Misalkan X = [0,1], X himpunan yang terdiri dari barisan tutup, u adalah

ukuran pada X dan f(x) = x%,O < x < 1. Akan dibuktikan bahwa f(x) €
L?[0,1].

Bukti:

1

f € L?[0,1], berarti (follf(x)l2 dx)E < o0, sedemikian sehingga

1 il
2 1 2
J;zd Lol L
= 2 - =% 11— 0 ,
t 2% 70 o2
0

Jadi, dengan (follf(x)l2 dx)E:\E<oo maka terbukti bahwa f(x) €

j GO dx
0

L?[0,1](Nelson, 2015).

2.8 Ruang Metrik
Definisi 2.13
Ruang Metrik adalah pasangan (X, d), di mana X adalah himpunan dan

d adalah metrik di X (fungsi jarak pada X), yaitu sebuah fungsi yang
didefinisikan pada X x X sedemikian sehingga untuk semua x,y,z € X
berlaku aksioma:

(M1) d(x,y) = 0;

(M2) d(x,y) =0 jikadan hanya jika x =y;

(M3) d(x,y) = d(y,x); (simetris)

(M4) d(x,y) =d(x,z) +d(z,y). (ketaksamaan segitiga)
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Sebuah sub ruang (Y,d) dari (Y,d) diperoleh jika diambil subset
Y c X dan membatasi d ke Y X Y, jadi metrik pada Y adalah batasan.
d = dlyxy
d disebut metrik yang diinduksi pada Y oleh d (Kreyszig, 1978: 3-4 dan

Darmawijaya, 2007: 37).

Definisi 2.14
Barisan {x,} di dalam suatu ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen
jika ada x € X sehingga untuk setiap bilangan asli n > n, berlaku
d(x,,x) <Ee.

Barisan yang tak konvergen dikatakan divergen (Darmawijaya, 2007: 58).

Teorema 2.15

Jika barisan {x,} di dalam suatu ruang metrik (X, d) konvergen, maka
titik-titiknya tunggal (Darmawijaya, 2007: 58).
Bukti:

Diandaikan ada a,b € X sehingga barisan {x,,} konvergen ke a dan
juga konvergen ke b. Menurut definisi 2.14, untuk sebarang bilangan € > 0

ada nq,n, € N sehingga berlaku
(i) d(x,a) < % untuk setiap n > n,, dan
(i) d(Cxn, b) <, untuk setiap n > n,.
Selanjutnya, dengan mengambil bilangan asli n, = maks{n,,n,},

diperoleh bahwa untuk setiap n = n, berlaku

0 < d(a,b) < d(x,, a) + d(x,, b) <§+§=g.



23

Karena berlaku 0 < d(a, b) < € untuk sebarang bilangan & > 0, maka
d(a, b) = 0 atau dengan kata lain a = b.
Contoh 6

Sistem bilangan real R merupakan ruang metrik terhadap meterik :

dix,y)=Ix—-yl, xye€eR,

ruang metrik (R, d) merupakan ruang metrik biasa.
Contoh 7

Sistem bilangan kompleks € merupakan ruang metrik terhadap
modulusnya,

d(z,,2z;) = |z — z,|, z;,z; €C.

2.9 Hipergrup

Hipergrup adalah aljabar ukuran yang memiliki banyak sifat yang
berkaitan dengan aljabar ukuran konvolusi sebuah grup, akan tetapi tidak ada
pendugaan struktur aljabar pada ruang dasarnya. Akan diberikan aksioma
hipergrup karena berlaku untuk kasus di mana ruang H yang mendasarinya
kompak. Hal ini akan diikuti oleh modifikasi untuk kasus kompak lokal. Jadi,
diasumsikan M(H) aljabar Banach dengan hasil operasi *. Maka, (H,*)
adalah hipergrup (atau aljabar ukuran hipergrup) jika memenuhi aksioma

(Ross, 1998: 97): pada H, maka begitu juga u * v.
(H2) ada sebuah elemen e € H sedemikian sehingga &, * u = u * §, untuk

semua u € M(H);

(H3) Ada involusi kontinu x ~ xV(x"V = x) sedemikian sehingga €

supp 8, * &, jika dan hanya jika y = xV;
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(H4) (u* v)V = vV * uV¥ di mana " didefinisikan sebagai fo(x)d/,tV(x) =

[ f ) du();
(H5) (x,y) » supp(6x * Sy) kontinu dengan topologi yang sesuai untuk
ruang C(H) dari subset kompak H;
(H6) (1, v) = u * v kontinu lemah-x.

Topologi yang sesuai pada (H5) adalah topologi Michael yang memiliki

sub-basis terdiri dari himpunan
Co(W)={KeC(H):KNnU+ @ dan K c V},
di mana U dan V sebarang subhimpunan terbuka H. Jika H memiliki metrik
p, topologi ini ekuivalen dengan topologi yang diberikan oleh metrik
Hausdorff pada C(H), yang terdefinisi untuk A, B € C(H) sebagai
p(A,B) = inf{r: A c V,(B)dan B c V,.(A4)},

di mana V,.(E) = {y € H: p(x,y) < runtuk suatux € E}(Ross, 1998: 97).

Dalam kasus kompak lokal, aksioma (H5) berlaku jika supp(&x * 6y)
adalah kompak. Serta pada (H6) syarat kontinu lemah-* diganti dengan
kontinu positif, yang memenuhi untuk masing-masing kompak non-negatif
supportf € C(H), pemetaan (u,v) = fod(u x 1) kontinu ketika terbatas
pada ukuran positif di M(H). Ketika H diskrit, sebagai contoh H = N, (H6)
tidak berlaku dan (H5) dapat diganti dengan supp(8, * &,) berhingga (Ross,
1998: 97).

m adalah ukuran Haar untuk hipergrup (H,*) jika untuk setiap

x € Hm=* 6, = 8, *xm =m; m adalah ukuran Haar kiri jika paling tidak
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kesamaan kedua terpenuhi. ¢ € C(H) adalah karakter (H,*) jika ¢ terbatas,

P(x") = ¢(x) dan
[ #d(6.8,) = sI80) iy € 1)
H

(Ross, 1998: 98).

Aljabar ukuran grup dengan identidas e merupakan contoh jelas
hipergrup; konvolusi didefinisikan sebagai &, * 8, = J,,, dan involusi
sebagai xV = x~1, invers grup x(Ross, 1998: 98).

Dunkl telah menunjukkan bahwa hipergrup (H,x) memiliki ukuran
Haar jika H kompak dan * komutatif. Jewett menunjukkan bahwa (H,*)
memiliki ukuran Haar ketika H kompak, yaitu memiliki ukuran Haar Kiri
ketika H diskrit. Spector menunjukkan (H,*) memiliki ukuran Haar ketika *
komutatif. Dunkl dan Spector mengggunakan definisi hipergrup yang berbeda
dengan Jewett, akan tetapi hasil dari keduanya masih berlaku pada objek
permasalahan Jewett. Sehingga saat ini hipergrup lebih dikenal dengan
hipergrup DJS (Ross, 1998: 98).

Suatu hipergrup K disebut komutatif jika &, = 6, = &, * 6, untuk
semua x,y € K. Ukuran Haar akan dinotasikan dengan A. Hal ini, untuk

semua fungsi terukur Borel f di K,

| 160+ 8,)a20) = | F@IaAIG € 0.
K K

Didefinisikan operator translasi yang diperumum T*, x € K dengan

T*f(y) = fK fd(6, * 5,)
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untuk semua y € K. Jika K adalah hipergrup yang komutatif, maka

T*f(y) = TY f(x) dan konvolusi dari dua fungsi didefinisikan sebagai

(f* ) (x) = f T* £ (y)g(y*)dA(y)
K

(Hajibayov, 2015).

Pandang hipergrup (K,x) dan anggap ada sebuah pasangan (m,,m,)
ukuran bernilai real dan fungsi terbatas secara lokal pada K sedemikian
sehingga
(1.1) (6x = 6y, my) = my(x) + my(y);

(1.2) (6 * 6y, my) = my(x) + 2my (X)my (y) + ma(y);

(1.3) mi(x) <my(x),

untuk semua x,y € K (6§ menotasikan ukuran Dirac). Sedemikian fungsi m,
dan m, disebut fungsi momen terkait urutan 1 dan 2 begitupun sebaliknya.

Secara singkat (m,, m,) disebut pasangan fungsi momen (Ross, 1998:13).

Definisi 2.16

Ukuran Dirac adalah ukuran &, pada himpunan X (dengan suatu
aljabar-o subhimpunan X). Diberikan x € X dan sebarang himpunan terukur
A < X, ukuran Dirac didefinisikan sebagai

0, A
L P

di mana 1, merupakan fungsi indikator dari A (Cannarsa, 2006: 10).
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Contoh 8

Anggap (H,*) hipergrup dengan H c R”. (H,*) dikatakan hipergrup
polinomial variabel-v kontinu jika karakter himpunan (H,*) memuat keluarga
yang kompak secara aljabar variabel-v dari polinomial (Ross, 1998: 113).
Contoh 9

Untuk menghasilkan hipergrup, selalu mungkin diperoleh dari hasil
langsung dua hipergrup dan dalam kasus ini menghasilkan hipergrup
polinomial variabel-v kontinu untuk setiap v € N.

Secara khusus, jika (Hq,*;) dan (H,,*,) hipergrup maka

(H,*) = (Hy,*)®(Hy,*2),
di mana H = H,; X H,. Hasil dari kumpulan titik diberikan oleh ukuran hasil
Oxy,20) * Oy192) = (5x1 1, 6y1) x (5962 *2 6}’2)'

Jadi jika (a,B) = (a1, By; a2, B2) € E; X Ej, J(a, B) = J(ay, B1)® (2, B2)
adalah contoh hipergrup polinomial 2-variabel kontinu Hermit dengan

karakter
R,(lal'ﬁl)(x) . R,(ffz'ﬁZ)(y)(—l <x,y<1,n,mEeNy).
J(a, B) adalah hipergrup pada persegi I x I dengan e = (1,1)(Ross, 1998:

113-114).

2.10 Perintah Allah untuk Selalu Berfikir

Pada pembahasan sebelumnya telah dibahas tentang perintah Allah
dalam al-Qur’an untuk mengambil pelajaran. Selanjutnya akan dibahas

mengenai perintah untuk selalu berfikir. Karena dengan selalu befikir
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manusia dapat mengembangkan ilmu pengetahuan. Perintah berfikir terdapat
dalam al-Qur’an surat ali Imron ayat 190-191 yang artinya:

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya
malam dan siang terdapat tada-tanda bagi orang yang berakal, (yaitu) orang-orang
yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadaan berbaring
dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata), “ya
Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia. Maha suci Engkau,

maka peliharalah kaimi dari siksa neraka. ™’

Makna ayat ini, bahwa Allah SWT berfirman “Sesungguhnya dalam
penciptaan langit dan bumi”. Artinya, yaitu pada ketinggian dan keluasan
langit dan juga pada kerendahan bumi serta kepadatannya. Serta tanda-tanda
kekuasaan-Nya yang terdapat pada ciptaan-Nya yang dapat dijangkau oleh
indera manusia pada keduanya (langit dan bumi), baik yang berupa bintang-
bintang, komet, daratan dan lautan, pegunungan dan pepohonan, tumbuh-
tumbuhan, tanaman, buah-buahan, binatang, barang tambang serta berbagai
macam warna dan aneka ragam makanan dan bebatuan,

“Dan silih bergantinya malam dan siang”. Yakni silih bergantinya,
susul menyusulnya, panjang dan pendeknya. Ada malam yang lebih panjang
dan siang yang lebih pendek serta masing-masing seimbang.

Semua itu merupakan ketetapan Allah SWT. Oleh karena itu Allah
SWT berfirman “Terdapat pula tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal
(Ulul Albab)”. Yaitu mereka yang mempunyai akal yang sempurna lagi
bersih, yang mengetahui hakikat banyak hal secara jelas dan nyata.

Kemudian Allah menyifatkan tentang Ulul Albab, firman-Nya:

“(Yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk

atau dalam keadaan berbaring”. Sebagaimana hadits yang diriwayatkan
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Imam al-Bukhari dan Imam Muslim dari ‘Imran bin Hushain bahwa
Rasulullah SAW bersabda: “Shalatlah dengan berdiri, jika kamu tidak mampu
maka lakukanlah sambil duduk, jika kamu tidak mampu maka lakukanlah
sambil berbaring.” Maksudnya, mereka tidak putus-putus berdzikir dalam
semua keadaan baik dengan hati maupun lisan mereka.

Sebagaimana Al-Hasan al-Bashri berkata: “Berfikir sejenak lebih baik
dari bangun shalat malam”. Kemudian Al-Fudhail mengatakan bahwa al-
hasan berkata: “berfikir adalah cermin yang menunjukkan rasa kebaikan dan
kejelekan-kejelekanmu”. Serta Nabi Isa ’alaihissalamberkata: “Berbahagialah
bagi orang yang lisannya selalu berdzikir, diamnya selalu berfikir (tentang
kekuasaan Allah), dan pandangannya mempunyai ‘ibrah (pelajaran)” ( Tafsir
Ibnu Katsir Jilid 2, 2001 : 208-211).

Berdasarkan paparan di atas jelas bahwa manusia harus selalu berfikir.
Karena dengan berfikir manusia dapat mengembangkan ilmu. Salah satunya
yaitu pada keterbatasan operator integral fraksional yang akan terus dikaji dan
dikembangkan. Sehingga akan banyak ilmu baru serta dapat bermanfaat bagi

penelitian-penelitian selanjutnya.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Keterbatasan Operator I, di Ruang Lebesgue

Pada bab ini disajikan pembuktian keterbatasan perumuman integral
fraksionall, di ruang Lebesgue pada hipergrup komutatif dari LP(K,u) ke
LY(K, u). Keterbatasan perumuman integral fraksional pada ruang Lebesgue dapat
ditunjukkan melalui ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Ketaksamaan
Hardy-Littlewood-Sobolev akan menunjukkan bahwa 1, terbatas
dariLP (K, u)keL?(K,u). Berikut adalah teorema mengenai ketaksamaan Hardy-

Littlewood Sobolev pada ruang Lebesgue dengan syarat u(B) < Cr™.

Teorema 3.1

a

Misalkani = i ~, 1<p<g<oo. Terdapat konstantaC >

k+1
Odenganu(B) < Cr™, u € GC(n)sertapmemenuhi p(r) < C fzzkr r@ < Cp(r),
dimana p(r) = r%, makal,terbatas dari L? (K, u)keL? (K, ).
Bukti:
Ruang Lebesgue LP(K,u) menotasikan kelas semua fungsi terukur
uf: K - (—oo,+o0) dengan

1/p
Wf 1l ) = (f If(x)lpd#(x)) < oo
K

Xg(x) menotasikan fungsi karakteristik himpunan B. Sehingga

30



Mf(x) = sup

uB( )(Ifl xB(er))(x)

1
= su T*|f(y)ldu(y)
R>I(:]) .uB(el r) B(e,r) f Y HY

dan perumuman integral fraksional

p( ( ,9))

oy du(y)

Lf () = j Fo )
pada hipergrup komutatif (K,*), sehingga berbentuk

p(6(x,))

50k, )nd()

1,f(x) = j T*f(y)

B

Kemudian dipartisi menjadi

p(6(x, )

+-L(x,y)>rTXf(y*) 5 (x, y)n W)

=1L (x) + (%)
untuk setiap x € (K, u).

Estimasi untuk I; adalah

p(6(x,))

|1 ()| = L( \ Txf(y*)wdﬂ(y)
X,y)<T ’

Zf o) gy )
2kr<8(x,y)<2k+ir 8(x, )

Kemudian, batas 2*r disubtitusikan pada & (x, y) sehingga menjadi

N s vy P2FT)
IT*f ()l 2y du(y)

<

—_ f&(x,y)<2k+1r
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< p(2*1)

< IT*f(y")ldu(y)
= (zkr)n S(x,y)<2k+1r

—oo )
* X *
- kZ—:1p(2 ” ok -L(x.y)<zk+1r|T fOOlduly).

r p(t)

Karena pmemenuhi p(r) < C fz < Cp(r), dimana p(r) = r* maka

—o 2k+r
p(r) 1 -
<Y | EF o) g L o IETOOIE)
k=—1 5k, :
2k+17‘ ()
g1 x
<c. f du() Z @l e TT010)

ab
<o) ), oo PTG ONHO)

Sehingga dengan definisi fungsi maksimal fraksional diperoleh

oy
Co(r) RZW g TTODIAU0) < oM (o).

Jadi,

|| < Cp(r)Mf (x).

Untuk Estimasi I, diperoleh sebagai berikut

| (x0)] <

P60 y))
TE d
]5 T Sy FOOd0)

xp ooy POCY))
<[ o)

Dengan ketaksamaan Holder, diperoleh

p(6(x,¥))
< T* * d
< L PO )
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- z CCE2) NN
el ([ L Pau)) ( oo (o) du(y))

5(x,
< IT*F OO ( L (y)or (pcg(gy;,’z)

[0e]

1

1

q a
> du(y)>

1

p(80e, )\ ?
= C”f”Lp(K“) <z J;kr<6(xy)<2k+1r< 6 (x, y)" ) dﬂ()’))

0

1

i 2k q q
= C“f”Lp(K’H) <z (lﬁz(kr;3> J(‘S(Jc y)<2k+1rd‘u(y)>

k=0

< Cllfllrck (z <€2(kr)r3) 21 r

k=0

0 p(zkr) a
< Clif e, >( ( > >
I kZO (2kr)p

2k+1

< Cllfllpcx (Z p(2kr) J < > ?dt>
k=0 tp

2kr

0 s
p(0\’1
< Cliflan| Y. | ( E) ~dt
k=0 pkq tr

1

)

QR

oo q 1 q
= CllfllLp e <J (@) ?dt>
o - t?
15 q q
< C||f||Lp(K#)p(B) (J (t P) t_ldt>
0

p( )
< Cllifllep gy ——

‘)"P
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< Cp(T)T_EHf”Lp(K,/l)'

Maka

L] < 1100 + 11 (0]
ILf| < Co(rIMFGx) + Co()r Pl Fllur e -

Jika dipilih r > 0 3 Cp(r)Mf(x) = Cp)r PlIf l1rk )

maka
CorIMFG) = Cp@)r P lIfllr e 0
p(r) _ C(”f”Lp(K,u)>
p(M)r» Mf (x)
o z <”f”Lp(K,/,L))
-z Mf (x)
(Wl
N C( MF(o) )
IL,f| < ¢p <I|1;V|[|]L:’((;),u))an(x)
< cp(If llure)"MF GOV
ILFI" < Colllfllpac) Mf O™
p n-p
f L F1duo) = Co(llfllraen) f (MF )" P du()
< Cp(“f”Lp(K,u))p(”f”Lp(K,u))n_p
< Co(lfllwae)
Jadi,

||Ipf||LQ(K'”) = Cp(”f”Lp(K,u))
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Karena memenuhi ||1pf||Lq(K#)SCp(IIfIle(K,ﬂ)), maka terbukti bahwa

I,terbatas dariL? (K, p)keL? (K, u)dengan syarat u(B) < Cr™.

Contoh:

x% x €EB
0,x ¢ B atau x € B¢

Didefinisikan B,(0) = {x € R0 < x < 1}, f(x) = {
Tunjukkan apakah I, f (x) terbatas dari ruang L* (1) ke ruang L*(p)!
Penyelesaian

Diketahui:

B;(0)={xeR:0<x <1}

A= { x* x €B

0,x & B atau x € B¢
Akan dibuktikan:
f € LP(u) dan I, f € L9(y)

Akan ditunjukkan:

f € L?(w), artinya || ||,z < oo
1

Ifllr = lﬂmmmwﬁz

1

|ﬂ@hM@H—Jﬂ@HM@ﬁZ

1

(uwwm+ m%mﬁ
-(/

Ix|4du(x))
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1
=(5+°

1
1\2
=(5) <=
Karena ||f||,2 < o, maka f € L?(u).

Karena f € L*(u) maka akan ditunjukkan bahwa I,f € L*(u) dengan

membuktikan I, f(y) < co.

b= [ e 2o )

B

du(x)
Karena bentuk I, f (y) merupakan hipergrup komutatif (K,x), maka

TG = [ £(8+8,)duc)
K

- [ redneoc e o
K
Sehingga
Lf(y) = ff( )”(( ?) du(x)

Selain itu berdasarkan perumuman integral fraksional, p(r) = r%,r = §(x,y).

Jadi,

y)“
Sk

L) = j e ) du(x)
= [ r@sGyrane
B

= [ fek = 1o @
B
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Jika y = 0, maka (i) menjadi

[ Feomeraneo
B

- f X2 || dp ()

B

e f |x|a—n+2d’u(x)
B

Misalkan |x| = r,du(x) = dr sehingga

1

L,f(0) < f #E " 2dr

0

< 1 a—n+3
T a—n+3 0

1
< —_
a—n+3

Kemudian berdasarkan teorema 3.1 diperoleh

1 1
<
a—nm+3 1—-6+3

S—-=<®

N| =

Karena I,f(y) < —% < oo untuk y = 0, maka

1

(j |1 f(y)|3du(y))3

o f 1l 5
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Sedemikian sehingga,

1 1
”Ipf”Lp(u) = E“(B)g' <@

Jadi, I,£(0) € L3 ()

Jika y € R™, maka (i) menjadi

L) = f FGIx =yl du(x)
B

il

= [ 2l = ylemdu)

0

1 bl
- f =2 dp(x) + |—y|en f 2 du(x)
0 0

— 1+| |(x—n1
T wa”

Karena |—y| > 0 dan @« — n = —5, maka
1 1
bf @) =5 +I-yI Pz <

Karena

I,f(y) < o untuk y € R", maka

1

I = ([ 1r 0Pt

-

1 1 3 5
- N a—m d
2+3Iy| #@0
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1

fnywﬁwwﬁ

1

3 (s@+ [ 31ne)

(u(3)+ ) &%

(L

1
2

i < ! B ! %
o1l gy < 3 (1B +55) <
Jadi, I,f(y) € L*(w).

Berdasarkan hasil bahwa I,f € L*(u) dan f € L*(u) maka terbukti I,f terbatas

dari ruang L?(u) ke L3(u).
3.2 Integrasi Keterbatasan Perumuman Integral Fraksional dengan Perintah
Manusia Berfikir dan Mengambil Pelajaran
Ketebatasan perumuman operator integral fraksional awalnya
terinspirasi dari operator integral fraksional I, yang diperkenalkan oleh
Marcel Riesz sekitar tahun 1886. Kemudian pada tahun 1930, Hardy,
Littlewood dan Sobolev membuktikan bahwa operator integral fraksional
terbatas di ruang Lebesgue hingga selanjutnya dikenal dengan ketaksamaan
Hardy-Littlewood Sobolev. Pada tahun 2001, Eiichi Nakai memperkenalkan
perumuman integral fraksional, hingga kemudian banyak ilmuan yang
meneliti perumuman integral fraksional. Mubariz G. Hajibayov telah
membuktikan keterbatasan perumuman integral fraksional pada hipergrup
komutatif di tahun 2015. Perkembangan yang terus menerus ini dapat
dikatakan sebagai implementasi hasil pemikiran manusia melalui terus

berfikir dan mendapatkan pelajaran sehingga manusia dapat mengembangkan
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berbagai macam bidang ilmu. Seperti yang telah disebutkan dalam al-Qur’an
surat az-Zumar ayat 9 bahwa hanya yang berakal sehat yang dapat menerima
pelajaran. Serta dalam surat ali Imron ayat 190-191 bahwa hanya manusia
yang berakal sempurna yang selalu berfikir.

Pelajaran yang dapat diambil dari dua ayat tersebut adalah sebagai
manusia kita harus senantiasa berfikir dan berdzikir agar memiliki akal yang
sempurna dan sehat. Allah telah memberi bantuan kepada manusia yang
selalu befikir dan berdzikir, salah satunya yaitu melalui tanda-tanda
kebesaran-Nya berupa penciptaan langit dan bumi serta pergantian antara
malam dan siang. Sehingga manusia dapat megambil pelajaran, baik dari
tanda-tanda kebesaran Allah maupun dari pengalaman-pengalaman. Maka
manusia dapat senantiasa mengembangkan ilmu-ilmu pengetahuan yang
terdahulu.

Berdasarkan uraian tersebut, terdapat korelasi antara pengembangan
keterbatasan perumuman integral fraksional dalam penelitian ini dengan
pandangan Islam. Dalam penelitian ini, perumuman integral fraksional di
ruang Lebesgue dibawa dan dikembangkan ke hipergrup komutatif yang
merupakan hasil proses berfikir manusia yang selalu menerima pelajaran
sehingga dapat mengembangkan ilmu pengetahuan. Sedangkan menurut
pandangan Islam, manusia diharuskan untuk terus berfikir tentang tanda-
tanda kekuasaan Allah serta apa yang ada di bumi. Selain itu manusia juga
harus dapat menerima pelajaran agar dapat mengembangkan ilmu

pengetahuan yang sudah ada.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan

bahwa perumuman integral fraksional I, terbatas dari LP(K,u) ke L(K,u) di

ruang Lebesgue pada hipergrup komutatif. Di mana %z % N % 1<p<g<oo,

serta  pmemenuhip(r) < C frm@ < Cp(r), danp(r)=r%*dengan syarat

u(B) < Cr™.

4.2 Saran
Penelitian ini membahas pokok permasalahan keterbatasan perumuman
integral fraksional di ruang lebesgue pada hipergrup komutatif. Pada penelitian

selanjutnya diharapkan dikembangkan ke ruang lainnya.
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