
 

  

PENYELESAIAN NUMERIK PERSAMAAN VIBRASI  

MENGGUNAKAN METODE SHOOTING 

   

 

 

SKRIPSI 

 

 

 

OLEH 

GHINA AYU KUSUMANING DEWI 

NIM. 15610087 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

JURUSAN MATEMATIKA 

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI 

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM 

 MALANG  

2019 



 

  

 PENYELESAIAN NUMERIK PERSAMAAN VIBRASI 

MENGGUNAKAN METODE SHOOTING 

 

 

 

 

 

SKRIPSI 

 

 

 

 

 

Diajukan Kepada 

Fakultas Sains dan Teknologi 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang 

untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam 

Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Oleh 

Ghina Ayu Kusumaning Dewi 

NIM. 15610087 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

JURUSAN MATEMATIKA 

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI 

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM 

 MALANG  

2019 



 

  

 



 

  

 

  

  



 

  

 

  



  

 

 

MOTO 

         

Taubah: 40).-erduka cita, sesungguhnya Allah beserta kita" (Q.S. At"Janganlah kamu b 

 

 



 

 

PERSEMBAHAN 

Dengan rasa syukur kepada Allah Swt, penulis persembahkan skripsi ini kepada: 

Abah M. Cholil Arifin dan Ibu Mariya Suliya serta adik Dzulfikar Firmansyah 

yang telah menjadi support system. Seluruh keluarga, teman-teman dan guru-guru 

yang senantiasa memberikan dukungan moril maupun spiritual. Serta seluruh 

orang yang menghiasi warna kehidupan penulis, terima kasih telah menjadi guru 

kehidupan.



 

 

viii 

KATA PENGANTAR 

Assalamu‟alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh 

Segala puji bagi Allah Swt atas rah mat, taufik, dan hidayah-Nya sehingga 

penulis dapat menyelesaikan penyusunan skripsi ini sebagai salah satu syarat 

untuk memperoleh gelar sarjana dalam bidang matematika di Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Shalawat 

serta salam semoga tercurah kepada nabi Muhammad Saw yang telah 

membimbing manusia kepada jalan yang terang.  

Proses penyusunan skripsi ini, penulis banyak mendapat bimbingan dan 

arahan dari berbagai pihak. Untuk itu, ucapan terima kasih yang sebesar-besarnya 

dan juga doa agar segala sesuatu yang telah diberikan dibalas oleh Allah Swt 

dengan balasan yang sebaik-baiknya penulis sampaikan terutama kepada: 

1. Prof. Dr. H. Abd. Haris, M.Ag, selaku rektor Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. 

2. Dr. Sri Harini, M.Si, selaku dekan Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

3. Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku ketua Jurusan Matematika, Fakultas Sains 

dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

4. Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku dosen pembimbing I yang telah banyak 

memberikan ilmu, nasihat, motivasi, dan arahan kepada penulis. 

5. Muhammad Khudzaifah, M.Si, selaku dosen pembimbing II yang telah 

banyak memberikan ilmu, nasihat, motivasi, dan arahan kepada penulis. 



 

 

ix 

6. Seluruh civitas akademika Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang yang 

telah ikhlas dan sabar dalam mendidik dan memberikan ilmu kepada penulis. 

7. Abah M. Cholil Arifin dan ibu Mariya Suliya yang dengan ikhlas dan sabar 

merawat, mendidik, dan membesarkan penulis serta senantiasa memberikan 

doa, nasihat, dan motivasi kepada penulis. 

8. Saudara-saudara KSR-PMI Unit UIN Malang yang telah memberikan ruang 

pengalaman dan pembelajaran untuk berproses. 

9. Teman-teman Jurusan Matematika angkatan 2015 yang telah berjuang 

bersama dalam menuntut ilmu. 

10. Semua pihak yang tidak mungkin penulis sebutkan satu-persatu, terima kasih 

atas bantuan moril maupun spiritual yang telah diberikan kepada penulis. 

Penulis berharap agar skripsi ini dapat bermanfaat bagi penulis maupun 

bagi pembaca. 

Wassalamu‟alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh  

 

 Malang, 20 Desember 2019 

 

 

Penulis 

 

 

 



 

 

x 

DAFTAR ISI 

HALAMAN JUDUL 

HALAMAN PENGAJUAN 

HALAMAN PERSETUJUAN 

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN 

HALAMAN MOTO 

HALAMAN PERSEMBAHAN  

KATA PENGANTAR ....................................................................................   viii 

DAFTAR ISI ...................................................................................................   x 

DAFTAR TABEL ..........................................................................................   xii 

DAFTAR GAMBAR ......................................................................................   xiii 

ABSTRAK ......................................................................................................   xiv 

ABSTRACT ....................................................................................................   xv 

 xvi   ..................................................................................................................ملخص

 

BAB I PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang ..............................................................................  1 
1.2  Rumusan Masalah .........................................................................  4 
1.3  Tujuan Penelitian...........................................................................  4 
1.4  Manfaat Penelitian.........................................................................  4 

1.5  Batasan Masalah ............................................................................  5 
1.6  Metode Penelitian ..........................................................................  5 
1.7  Sistematika Penulisan ....................................................................  6 

 

BAB II KAJIAN TEORI 

2.1  Vibrasi ...........................................................................................  8 
2.1.1  Gerak Harmonik Sederhana ............................................  9 

2.1.2  Gerak Harmonik Teredam ..............................................  12 
2.1.3  Getaran Paksa (Forced Vibration) ..................................  15 

2.2  Interpretasi Persamaan Vibrasi......................................................  19 
2.3  Penyelesian Analitik Persamaan Vibrasi Paksa  

dengan Redaman ...........................................................................  22 
2.4  Metode Shooting ...........................................................................  29 

2.4.1  Metode Runge-Kutta .......................................................  31 
2.5  Analisis Galat (error) ....................................................................  36 



 

 

xi 

2.6  Kajian Islam tentang Getaran ........................................................  37 

 

BAB III PEMBAHASAN 

3.1  Penyelesaian Numerik Persamaan Vibrasi  

dengan Metode Shooting ...............................................................  41 
3.1.1  Metode Runge-Kutta .......................................................  42 

3.1.2  Metode Shooting .............................................................  55 
3.2  Analisis Galat Persamaan Vibrasi Paksa dengan Redaman ..........  59 
3.3  Penyelesaian Numerik dalam Islam ..............................................  64 

 

BAB IV PENUTUP 

4.1  Kesimpulan....................................................................................  66 

4.1  Saran ..............................................................................................  66 

 

DAFTAR RUJUKAN ....................................................................................  68 

LAMPIRAN 

RIWAYAT HIDUP 

  



 

 

xii 

DAFTAR TABEL 

Tabel 3.1  Hasil Runge-Kutta orde empat persamaan (3.5) ...........................  48 

Tabel 3.2  Hasil Runge-Kutta orde empat persamaan (3.6) ...........................  55 

Tabel 3.3  Hasil Runge-Kutta persamaan (3.3) dan (3.4)...............................  56 

Tabel 3.4  Hasil solusi numerik dengan metode Shooting .............................  60 

Tabel 3.5  Hasil solusi analitik persamaan vibrasi .........................................  61 

Tabel 3.6  Hasil solusi analitik dan solusi numerik ........................................  62 

Tabel 3.7  Galat yang diperoleh dari metode Shooting ..................................  62 

 

  



 

 

xiii 

DAFTAR GAMBAR  

Gambar 2.1  Model massa pegas vertikal (Sumber: Hanifah, 2013). ...........  9 

Gambar 2.2  Sistem massa teredam dan diagram benda bebas  

(Sumber: Hanifah, 2013). .........................................................  13 

Gambar 2.3  Sistem getaran pegas paksa dengan redaman  

(Sumber: Sutrisno, 1997)..........................................................  20 

Gambar 3.1  Plot hasil Runge-Kutta persamaan (3.5) ...................................  48 

Gambar 3.2  Plot hasil Runge-Kutta persamaan (3.6) ...................................  55 

Gambar 3.3  Plot solusi numerik persamaan vibrasi  

dengan metode Shooting...........................................................  60 

Gambar 3.4  Plot solusi analitik persamaan vibrasi  

dengan metode Shooting...........................................................  61 

Gambar 3 4  Plot solusi analitik dan numerik persamaan vibrasi .................  63 

 

  



 

 

xiv 

ABSTRAK 

Dewi, Ghina Ayu Kusumaning. 2019. Penyelesaian Numerik Persamaan 

Vibrasi Menggunakan Metode Shooting. Skripsi. Jurusan Matematika, 

Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) 

Muhammad Khudzaifah, M.Si. 

 

Kata Kunci: Persamaan Vibrasi Paksa dengan Redaman, Metode Shooting,    

Masalah Nilai Batas 

 

 Vibrasi merupakan gerakan bolak-balik pada suatu sistem mekanik 

diakibatkan oleh gaya pemulih dari objek tersebut yang selalu mengembalikan ke 

posisi semula. Selain itu, gerakan pada sistem mekanik juga dipengaruhi oleh 

faktor redaman dan faktor luar yang dinamakan vibrasi paksa dengan redaman. 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui solusi numerik persamaan 

vibrasi paksa dengan redaman menggunakan metode Shooting dan menganalisis 

galatnya.  

Persamaan vibrasi paksa dengan redaman memiliki bentuk persamaan 

berupa  
   

     
  

  
             Faktor luar yang mempengaruhi 

persamaan ini sebesar         dan faktor redaman berupa –   . Penyelesaian 

menggunakan metode Shooting dilakukan dengan mereduksi masalah nilai batas 

menjadi masalah nilai awal. Selanjutnya digunakan metode Runge-Kutta orde 

empat untuk menyelesaikan permasalahan nilai awal. Kemudian melakukan 

pendekatan metode Shooting menggunakan kombinasi linier.  

Hasil yang diperoleh dari solusi numerik menggunakan metode Shooting 

dengan domain         sangat mendekati solusi analitiknya. Hal tersebut 

ditunjukkan dengan galat terbesar yaitu         . Dan galat yang terkecil 

diperoleh         .  
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ABSTRACT 

 

Dewi, Ghina Ayu Kusumaning. 2019. Numerical Solution of Vibration Using 

Shooting Method. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty of 

Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University 

of Malang. Supervisors: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si, (II) Muhammad 

Khudzaifah, M.Si. 

 

Keyword: Forced Vibration with Damping, Shooting Method, Boundary Value 

Problems 

 

Vibration is a movement back and forth on a mechanical system caused by 

the recovery force of the object that always returns to its original position. In 

addition, the movement of a mechanical system is also influenced by a damping 

factor and an external factor called forced vibration with damping. The purpose of 

this study is to determine the numerical solutions of forced vibration equations 

with damping using the Shooting method and analyzing the error. 

Forced vibration with damping equation has the form of the equation in 

the form  
   

     
  

  
             The external factors which affect this 

equation for         and the damping factor consists of –   . The Shooting 

method is done by reducing the boundary value problem into an initial value 

problem. Furthermore, the fourth order Runge-Kutta method is used to solve the 

initial value problem. Then approach the Shooting method using a linear 

combination. 

The results obtained from the numeric solution using the Shooting method 

with the domain t = [0.1] are very close to the analytics solution. This is indicated 

by the largest error that         . And the smallest error is obtained     

    . 
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 ملخص

 

العددي لمعادله الاهتزاز باستخدام طريقه  الحل .٩١٠٢ .غينا أيو كوسومانينج ،ديوي
Shooting .الجامعة الاسلاميو الرياضيات ، كليو العلوم والتكنولوجيا شعبة . بحث جامعي

، الدا الدكتور عثمان باجالاي  ( ١) :الدشرفون الحكومية مولانا مالك إبراىيم مالانغ.
 الداجستير ,خوذايفة (محمد٩)جستير،

 ، قيم حد الدشكلة Shootingمعادلات اىتزاز إجباريو مع التخميد ، طرق : الكلمات الرئيسية

الاىتزاز ىو حركو ذىابا وإيابا في نظام الديكانيكية الناجمة عن نمط الدرمم من الكائن الذي 
إلى ذلك ، يتاثر التحرك في النظام الديكانيكي أيضا  ةدائما إلى موضعو الأصلي. الاضافيستعيد 

بعامل التوىين والعامل الخارجي الدسمي الاىتزاز القسري مع التخميد. والغرض من ىذا البحث ىو 
وتحليل  Shootingالحل العددي لدعادلات الاىتزاز القسري مع التوىين باستخدام طرق  ةمعرف

 لات.السلا
 معادلات الاىتزاز القسري مع التوىين علي شكل 

   

     
  

  
            .

–وعامل التوىين           العوامل الخارجية التي تؤثر علي ىذه الدعادلة ىي  يتم الانتهاء .   
مو الحدود إلى مشكلو قيمو أوليو. يتم عن طريق تقليل مشكلو قي Shootingمن استخدام طريقو 

لحل الدشكلة القيمة الاوليو. ثم الاقتراب من  ةطريقال Runge-Kuttaاستخدام الأمر الاربعو التالية 
 باستخدام تركيبو خطيو. Shooting ةطريق

 مع Shootingباستخدام أسلوب  العدديالنتائج التي تم الحصول عليها من الحل 
. ويتم         جدا من حل التحليلات. ويظهر مع أكبر خطا من  ةبالمجال قري        

 ..        الحصول علي أصغر خطا 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Kehidupan sering kali menyuguhkan berbagai masalah yang melibatkan 

konsep matematika dalam penyelesaiannya. Masalah itu erat kaitannya dengan 

bidang teknik dan pengetahuan alam. Abdussakir (2007) menyatakan bahwa 

“Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun alam 

semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala isinya 

diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan hitungan- 

hitungan yang mapan dan dengan rumus-rumus serta persamaan yang seimbang 

dan berarti”. Salah satu permasalahan dalam kehidupan yang dapat diselesaikan 

dengan matematika adalah vibrasi (getaran).  

Getaran secara umum merupakan gerakan bolak-balik pada suatu sistem 

mekanik yang diakibatkan oleh gaya pemulih dari objek tersebut yang selalu 

mengembalikan objek ke posisi semula. Kuat lemahnya getaran dipengaruhi oleh 

besar tidaknya energi yang diberikan. Contoh vibrasi yang paling sederhana 

adalah partikel bermassa yang dikaitkan pada pegas (Syauqi, dkk, 2016). 

Vibrasi yang terjadi pada pegas dapat dibedakan menjadi gerak harmonik 

sederhana, gerak harmonik teredam dan gerak paksa. Gerak getaran benda yang 

terjadi berulang-ulang dan tidak terdapat faktor hambatan atau redaman disebut 

sebagai gerak harmonik sederhana. Namun dalam kenyataannya, gerak getaran 

benda juga dipengaruhi oleh faktor hambatan yang mengakibatkan tidak terjadi 

getaran terus menerus disebut gerak harmonik teredam. Sedangkan getaran paksa 
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terjadi akibat adanya faktor luar yang menyebabkan getaran. Faktor luar yang 

menimbulkan getaran yang diserta hambatan akan secara perlahan-lahan 

mengurangi getaran hingga berhenti dinamakan vibrasi paksa dengan redaman 

(Giancoli, 2005).  

Permasalahan vibrasi merupakan kejadian yang mudah ditemui dalam 

kehidupan sehari-hari. Sikat gigi listrik, senar gitar yang dipetik, ayunan 

pendulum jam kuno, gerakan maju mundur piston-piston pada mesin mobil adalah 

beberapa peristiwa vibrasi dalam kehidupan sehari-hari (Young dan Roger A. 

Freedman, 2002). Allah berfirman dalam al-Quran: 

                        

            

“Dan Sesungguhnya Kami telah mengulang-ulangi bagi manusia dalam al-

Quran ini bermacam-macam perumpamaan. dan manusia adalah makhluk yang paling 

banyak membantah”(Q.S al-Kahfi: 54). 

Ayat di atas menunjukkan bahwa Allah mengingatkan manusia dengan 

berbagai macam perumpamaan secara berulang-ulang. Hal ini juga berkaitan 

dengan gejala fisis yang terjadi pada alam semesta. Allah menciptakan alam 

semesta dengan wujudnya atau materinya selalu bergerak secara berulang-ulang. 

Gerak yang berulang-ulang sering disebut dengan vibrasi (getaran).  

Model matematika vibrasi adalah salah satu permasalahan kompleks 

dalam fisika yang berbentuk Persamaan Diferensial Biasa (PDB). Persamaan ini 

dapat diselesaikan menggunakan metode analitik dan metode numerik. Metode 

analitik merupakan metode yang memberikan hasil sesungguhnya (eksak). 

Metode numerik adalah pendekatan dari hasil eksak suatu masalah matematika. 
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Adapun salah satu metode numerik yang dapat digunakan untuk mencari solusi 

tersebut adalah metode Shooting.  

Metode Shooting merupakan metode yang cukup baik karena memiliki 

tingkat ketelitian yang tinggi dan mudah dimengerti. Metode ini menyelesaikan 

permasalahan nilai batas dengan merubahnya menjadi permasalahan nilai awal. 

Selanjutnya, permasalahan tersebut diselesaikan menggunakan metode Runge-

Kutta orde empat. Hasil yang diperoleh, digunakan untuk menentukan fungsi 

pendekatan metode Shooting (Hoffman, 2001). 

Penelitian sebelumnya dilakukan oleh Musa Basbuk, dkk (2016) 

membahas mengenai gerak benda bermassa pada pegas pada enam kasus yang 

berbeda menggunakan Metode Ekspansi Magnus. Dalam penelitian ini digunakan 

pemotongan seri Magnus dengan mempertimbangkan sifat geometris kualitatif 

sehingga diperoleh solusi yang akurat. 

Selain itu, Yulia Acu, dkk (2017)  membahas gerak osilasi pegas dengan 

massa yang berubah-ubah terhadap waktu menggunakan metode Runge-Kutta 

orde empat dan Runge-Kutta Fehlberg tingkat lima. Penelitian ini menghasilkan 

pertumbuhan truncation error yang jauh lebih kecil dan menunjukkan gerak 

osilator dengan massa yang berubah terhadap waktu. Sistem akan mengalami 

gerak harmonik sederhana saat air dalam sistem sudah habis.   

Nanum Sovia (2018) juga melakukan penelitian pada model vibrasi 

menggunakan metode Elemen Hingga. Hasil penyelesaian numerik yang 

diperoleh menggunakan metode tersebut menunjukkan galat yang kecil terjadi 

pada    yang kecil. Akan tetapi penelitian ini membutuhkan waktu dan 

perhitungan yang panjang untuk mendapatkan nilai galat yang sangat kecil. 
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Berdasarkan paparan di atas, pada penelitian ini penulis akan membahas 

dan mengkaji penyelesaian numerik persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting. Kemudian hasil yang didapatkan pada penyelesaian numerik akan 

dibandingkan dengan solusi analitiknya untuk mengetahui nilai galatnya.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana solusi numerik persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting?  

2. Bagaimana analisis galat dari persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah: 

1. Untuk mengetahui solusi numerik persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting. 

2. Untuk mengetahui analisis galat dari persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting.  
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1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Menemukan solusi analitik dan numerik menggunakan metode Shooting pada 

persamaan vibrasi. 

2. Memperoleh informasi keakuratan metode Shooting sebagai solusi 

pendekatan untuk persamaan vibrasi. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini adalah: 

1. Persamaan vibrasi yang digunakan adalah persamaan vibrasi paksa dengan 

redaman (forced vibration with damping), dikutip dari (William E. Boyce & 

Richard C. DiPrima, 2008) yaitu: 

   ( )

   
      

  ( )

  
  ( )                            

 dengan nilai batas 

 ( )    dan  ( )         . 

2. Penyelesaian menggunakan metode Shooting dengan metode Runge-Kutta 

orde empat. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yakni 

dengan menelaah dan mengumpulkan beberapa literatur berupa buku, jurnal, dan 

referensi lain yang berkaitan. Adapun langkah-langkah yang digunakan penulis 

dalam penelitian ini secara rinci dijabarkan sebagai berikut: 

1. Menyelesaikan metode analitik pada persamaan vibrasi. 
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2. Menyelesaikan solusi numerik pada persamaan vibrasi menggunakan metode 

Shooting dengan langkah- langkah sebagai berikut: 

a. Mereduksi persamaan dengan nilai batas menjadi sistem persamaan 

dengan nilai awal yang sesuai bentuk pendekatan metode Shooting. 

b. Menyelesaikan sistem nilai awal menggunakan metode Runge-Kutta orde 

empat. 

c. Melakukan reduksi pada persamaan orde dua menjadi sistem persamaan 

orde satu menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. 

d. Melakukan perhitungan Runge-Kutta orde empat dengan memilih partisi 

interval waktu pada domain         dengan         

e. Menentukan fungsi aproksimasi metode Shooting menggunakan 

kombinasi linier dari hasil Runge-Kutta. 

f. Mensubtitusi titik   dengan domain         dengan        ke dalam 

fungsi aproksimasi untuk memperoleh nilai solusi numerik. 

3. Menganalisis galat 

Pada tahap ini akan dicari selisih dari solusi analitik dan numerik. Selisih 

tersebut menunjukkan seberapa besar nilai galat dari perhitungan numerik. 

Pada tahap ini juga akan ditunjukkan simulasi dari perhitungan analitik dan 

numeriknya. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Penelitian ini dilakukan dengan sistematika penulisan yang terdiri dari 

empat bab. Masing-masing bab terbagi menjadi beberapa subbab dengan 

sistematika sebagai berikut:  
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Bab I  Pendahuluan 

Bab ini menjelaskan latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II  Kajian Pustaka 

Bab ini menjelaskan tentang gambaran umum dari teori yang mendasari 

pembahasan. Pada bab ini akan diuraikan persamaan vibrasi, interpretasi 

persamaan vibrasi, solusi analitik persamaan vibrasi dengan redaman, 

metode Shooting, metode Runge-Kutta orde empat dan analisis galat. 

Bab III Pembahasan 

Bab ini menjabarkan mengenai hasil dari penelitian yaitu solusi numerik 

persamaan vibrasi paksa dengan redaman menggunakan metode Shooting 

serta analisis galat dari perhitungan analitik dan numerik yang telah 

diperoleh. 

Bab IV Penutup 

Bab ini terdiri dari kesimpulan yang terkait hasil dari pembahasan dan 

saran-saran yang berkaitan untuk pembaca dan pengembangan peneliti 

selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1 Vibrasi 

Vibrasi atau sering disebut getaran didefinisikan sebagai gerak bolak-

balik suatu benda yang terjadi pada lintasan yang sama. Sedangkan getaran benda 

yang terjadi dalam selang waktu tetap dinamakan gerak periodik (Sutrisno, 1997). 

Gerak periodik yang terjadi secara beraturan dinamakan gerak harmonik. Gerak 

harmonik merupakan gerak yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, 

salah satu contohnya adalah benda yang berosilasi pada ujung pegas (Susilo, dkk, 

2012). 

Pegas adalah perangkat yang memiliki sifat jika dilepaskan setelah 

ditarik akan kembali pada posisi semula, disebut sifat elastik. Sifat tersebut tidak 

hanya terjadi pada pegas tetapi hampir di setiap benda dalam batas-batas tertentu 

misalnya kawat. Sebatang kawat yang direnggangkan dengan suatu gaya, akan 

menambah panjang kawat tersebut. Jika gaya yang digunakan untuk menarik 

kawat tidak terlalu besar maka pertambahan panjang kawat adalah sebanding 

dengan gaya yang bekerja, seperti yang dikemukakan oleh Robert Hooke (1678). 

Hukum Hooke menyatakan “Jika sebuah benda diubah bentuknya, maka benda itu 

akan melawan perubahan bentuk (deformasi) dengan gaya yang sebanding dengan 

besar deformasi, asalkan deformasi ini tidak terlalu besar” (Sutrisno, 1997). 

Getaran pada pegas akan terjadi jika terdapat gaya yang bekerja pada  

pegas tersebut. Beberapa gaya yang mempengaruhi gerak getaran pada pegas 

yaitu gaya gravitasi bumi, gaya tarik pegas, gaya gesek dan gaya luar (Dafik,  
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1999). Getaran (osilasi) dibedakan menjadi gerak harmonic sederhana, gerak 

harmonik teredam dan getaran paksa (forced vibration). 

 

2.1.1 Gerak Harmonik Sederhana 

Gerak harmonik sederhana adalah gerak getaran suatu benda yang 

dipengaruhi oleh gaya pemulih yang tidak mengalami gaya gesekan. Gerak 

harmonik sederhana juga dapat diartikan sebagai suatu sistem yang bergetar 

dimana gaya pemulih berbanding lurus dengan negatif simpangannya. Gaya 

pemulih adalah gaya yang bekerja dalam arah mengembalikan benda ke posisi 

setimbangnya (Giancoli, 2005). 

Apabila sebuah benda bermassa   diikatkan pada sebuah pegas ideal 

dengan konstanta gaya   dan bebas bergerak di atas permukaan vertikal yang lain, 

maka gerak harmonik sederhananya dapat diilustrasikan sebagai berikut.  

Gambar 2.1 Model massa pegas vertikal (Sumber: Hanifah, 2013). 

Pada gambar pertama, pegas tidak mengalami peregangan karena tidak 

terdapat beban yang bergantung pada pegas tersebut. Pada gambar kedua pegas 

mencapai posisi setimbang karena terdapat beban yang tergantung pada ujung 

pegas sehingga pegas mengalami peregangan dan pertumbuhan panjang sebesar  
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  . Pegas yang telah mencapai posisi setimbang selanjutnya akan ditarik atau 

disimpangkan sejauh   seperti pada gambar ketiga. 

Berdasarkan hukum Hooke, besarnya gaya pemulih yang bekerja pada 

benda elastis dirumuskan sebagai 

           (2.1) 

dengan   adalah ketetapan gaya atau konstanta pegas,   adalah simpangan ( ), 

dan   merupakan gaya pemulih (N).  

Persamaan (2.1) menunjukkan bahwa gaya yang bekerja oleh sebuah 

pegas pada sebuah benda berbanding lurus dengan pergeseran benda namun 

berlawan arahnya. Arah yang berlawanan tersebut ditunjukkan dengan tanda 

minus (Giancoli, 2005). 

Sebuah pegas akan berada posisi setimbang yaitu ketika    . Sesuai 

dengan hukum Newton I yang berbunyi: “Jika resultan pada suatu benda sama 

dengan nol, maka benda yang mula-mula diam akan tetap diam”. Apabila pegas 

bergerak maka berlaku hukum Newton II. Hukum Newton II secara umum 

dinyatakan sebagai berikut: “Percepatan sebuah benda berbanding lurus dengan 

gaya total yang bekerja padanya dan berbanding terbalik dengan massanya. Arah 

percepatan sama dengan gaya total yang bekerja padanya”. Secara matematis, 

dapat dituliskan sebagai: 

 ∑            (2.2) 

Sehingga berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh persamaan sebagai 

berikut: 

             (2.3) 

dimana 
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  = konstanta pegas, 

 = massa benda,  

 = simpangan, dan 

 = percepatan benda. 

Berdasarkan definisi dapat diperoleh jika   
  

  
 maka   

   

    yang 

selanjutnya disubtitusikan ke persamaan (2.3), sehingga  

 
   

   
      

atau  

 
 

   

   
            (2.4) 

Persamaan (2.4) dikenal sebagai persamaan diferensial gerak harmonik 

sederhana (Boyce, 2008). 

Solusi untuk persamaan (2.4) dapat dicari menggunakan metode akar 

karakteristik yaitu dengan memisalkan  

       

  

  
      

   

   
        

  (2.5) 

Persamaan (2.5) disubtitusikan ke persamaan (2.4), sehingga diperoleh 

               

      
 

 
      

(   
 

 
)       

(2.6) 

Akar-akar karakteristik dari persamaan (2.6) yakni 
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   √ 
 

 
 

    √
 

 
  

Sehingga didapatkan solusi umum dari persamaan (2.4) adalah sebagai berikut: 

 ( )       √
 

 
         √

 

 
    

Dengan    dan    adalah suatu konstanta sebarang (Purcell,dkk, 2008). 

 

2.1.2 Gerak Harmonik Teredam 

Getaran harmonik teredam merupakan gerakan benda yang dipengaruhi 

oleh gaya penghambat atau peredam yang menyebabkan amplitudo getaran 

berkurang secara perlahan terhadap waktu sampai akhirnya berhenti. Gaya 

penghambat atau redaman ini dapat berupa gaya gesek udara maupun faktor 

internal pada sistem (Giancoli, 2005). 

Gerak yang terjadi pada pegas dikatakan teredam jika amplitudo 

berkurang sedikit demi sedikit sampai akhirnya menjadi nol. Hal ini terjadi karena 

adanya pengaruh gesekan. Dan besar gaya gesekan biasanya bergantung pada laju. 

Gaya gesekan sebanding dengan kecepatan, tetapi arahnya berlawanan. Gaya 

gesekan tesebut dapat berupa gaya gesek udara maupun gaya gesek oleh zat cair. 
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 Gambar 2.2 Sistem massa teredam dan diagram benda bebas (Sumber: Hanifah, 2013). 

Pada gambar diatas, beban bermassa   dikaitkan atau digantungkan pada 

sebuah pegas vertikal menimbulkan pertambahan panjang sebesar    serta 

mencapai posisi kesetimbangan. Selanjutnya, pegas yang berada pada posisi 

kesetimbangan ditarik ke arah bawah sejauh  . Pada gambar, juga terlihat adanya 

redaman   yang menyebabkan gerak getaran perlahan berkurang terhadap waktu 

dan akhirnya berhenti. Persamaan getaran teredam dipengaruhi oleh hukum 

Newton II dengan   merupakan jumlah dari gaya pemulih yang bekerja pada 

pegas sebesar −   dan gaya redaman. Gaya redaman yaitu         dimana   

adalah koefisien redaman dan   adalah kecepatan. Dengan menjumlahkan semua 

gaya yang berlaku pada benda, akan didapatkan persamaan (Hanifah, 2013):  

 ∑     

∑         

          

     
  

  
  

   

   
 

 
   

   
  

  

  
       

(2.7) 
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Menurut hanifah (2013) persamaan (2.7) merupakan bentuk persamaan getaran 

pegas dengan redaman. 

Berdasarkan persamaan karakteristik dari persamaan di atas terdapat tiga 

kasus untuk persamaan gerak teredam. Nilai        dapat bernilai positif, 

negatif dan nol, karena setiap solusi mengandung faktor redaman dan peredam   

berada dalam selang interval nol sampai tak hingga. Tiga kasus untuk sistem 

redaman adalah sebagai berikut : 

a. Redaman superkritis (overdamping) ketika         . Pada kasus ini 

sistem dikatakan redaman superkritis karena koefisien peredaman   besar 

sehingga sistem tidak akan berosilasi atau konstan. Solusi yang sesuai dengan 

persamaan (2.7) adalah  ( )     
       

    atau 

 ( )     
  

 
  

 √      
  

 
    

  
 

  
  √      

  
 
  

b. Redaman kritis (critical damped) ketika         . Sistem ini dikatakan 

redaman kritis karena kesetimbangan dicapai dengan cepat sehingga 

menghasilkan gerakan osilasi. Solusi umum persamaan (2.7) adalah  ( )  

   
        

    atau 

 ( )     
  

 
  

     
  

 
  

   

c. Redaman subkritis (underdamped) ketika         . Dalam hal ini 

system dikatakan redaman subkritis, karena koefisien peredaman kecil 

dibandingkan dengan konstanta pegas. Akar-akar persamaan (2.7) berupa 

bilangan kompleks yakni           dimana 

    
 

  
       √
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Solusi umum dari persamaan (2.7) adalah 

 ( )     
 

  
 (     √

      

  
        √

      

  
  )  

(Zill dan Cullern, 2013). 

 

2.1.3 Getaran Paksa (Forced Vibration) 

Getaran yang terjadi akibat adanya rangsangan gaya luar yang berosilasi 

sehingga sistem dipaksa untuk bergetar pada frekuensi rangsangan dinamakan 

getaran paksa. Getaran paksa terbagi menjadi dua yakni getaran paksa dengan 

redaman dan getaran paksa tanpa redaman. Getaran paksa memiliki bentuk yang 

sama dengan getaran teredam, yang membedakan terletak pada gaya luar yang 

diberikan. Gaya luar dapat diamati pada bidang akustik, rangkaian arus bolak-

balik, fisika atom maupun mekanika (Sutrisno, 1997). 

Apabila suatu sistem pegas diberi gaya, respon yang terjadi pada sistem 

bergantung gaya luar yang diberikan dan redaman yang dialami oleh sistem 

tersebut. Total gaya yang bekerja pada benda bermassa   dalam sistem teredam 

paksa yaitu 

 
 

   

   
  

  

  
     ( )  (2.8) 

Persamaan tersebut memiliki bentuk yang sama dengan getaran teredam, yang 

membedakannya adalah gaya luar sebesar  ( ) (Susilo, dkk, 2012). 

Gaya luar   ( ) bersifat periodik pada frekuensi sudut  , amplitudo    

sehingga gaya tersebut dapat dinyatakan  ( )     
   . Sebelumnya, diketahui 

bentuk identitas                sehingga dapat dinyatakan bahwa  
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       (   ) yang merupakan bagian real     dan         (   ) adalah 

bagian imajiner dari    . Jika gaya luar berbentuk  ( )          maka 

persamaan getaran paksa dengan redaman ditulis sebagai  

 
 

   

   
  

  

  
             (2.9) 

Tri Kuntoro P. dan Bambang Murdaka E.J (2007) menyatakan bahwa 

getaran paksa tanpa redaman terjadi ketika tidak ada gaya redaman (     ), 

dimana   adalah koefisien redaman dan   adalah kecepatan. Sehingga diperoleh 

persamaan getaran paksa tanpa redaman yaitu  

 
 

   

   
             (2.10) 

Persamaan getaran paksa termasuk persamaan diferensial orde dua non-

homogen dengan koefisien tak tentu. Persamaan ini dapat diselesaikan dengan 

menemukan solusi persamaan homogennya dari persamaan (2.9)  

 
 

   

   
  

  

  
       (2.11) 

yang diperoleh akar-akar karakteristiknya yaitu: 

     
   √      

  
  

Persamaan (2.11) memiliki solusi berupa      . Jika             

membentuk suatu himpunan fundamental penyelesaian-penyelesaian untuk 

persamaan (2.11) maka solusinya  ( )      ( )      ( )      ( )     ( ) 

dengan   adalah konstanta sebarang. Ada tiga kemungkinan nilai akar-akar 

karakteristik   yaitu sebagai berikut: 



17 

 

1. Jika         , sistem tidak akan berosilasi dikarenakan koefisien 

peredaman   besar. Maka solusi yang sesuai dari persamaan (2.11) adalah 

 ( )     
       

    atau 

  ( )     
 

 
  

 √      
  

 
    

 
 

  
 √      

  
 
  

2. Jika         , maka diperoleh solusi dari persamaan (2.11) adalah 

 ( )     
        

    atau 

  ( )     
 

 
  

      
 

 
  

   

3. Jika           koefisien peredam lebih kecil dibandingkan dengan 

konstanta pegas maka diperoleh solusi untuk persamaan (2.11) adalah 

          dimana 

   
 

  
       √

      

  
   

Solusi yang memenuhi yaitu       dengan  

     (    )                (    )   (2.12) 

Persamaan (2.12) selanjutnya dirubah menjadi formula Euler menggunakan 

deret taylor untuk    pada    . 

   ∑
  

  

 

   

                     

Jika diasumsikan bahwa dapat mensubtitusi    pada   maka 

    ∑
  

  

 

   

 

 ∑
(  )    

   

 

   

  ∑
(  )        

(    ) 
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dimana ∑
(  )    

   
 
    adalah deret taylor dari      dan ∑

(  )        

(    ) 
 
    

adalah deret taylor dari     . Sehingga diperoleh identitas Euler yaitu: 

                

Ada beberapa variasi Euler, antara lain yaitu mengganti   menjadi     

                 

jika   diganti menjadi    diperoleh 

                   

dan untuk bilangan kompleks maka menjadi 

  (    )          

    (            ) 

                     

 (    )                      

(2.13) 

Persamaan (2.12) dan (2.13) merupakan solusi persamaan linier dengan 

mensubtitusikan 

  ( )    ( )

 
 

(                  )  (                  )

 
 

 
         

 
            ( )  

  ( )    ( )

  
 

(                  )  (                  )

 
 

 
           

  
            ( )  

Selanjutnya persamaan   ( ) dan   ( ) dihitung menggunakan Wronskian 

yaitu 

 (       )  |
                

                   
| 
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nilai         pada     maka   ( ) dan   ( ) adalah penyelesaian 

fundamental dari persamaan (2.11) dan setiap penyelesaian dinyatakan 

dalam bentuk kombinasi linier       ( )      ( )   Sehigga diperoleh 

solusi bentuk homogen dari persamaan (2.11) yaitu 

  ( )    
 

  
 (     √

      

  
        √

      

  
  )  

Setelah diperoleh solusi homogen dari persamaan (2.11), dilanjutkan 

dengan mencari solusi partikuler dari persamaan (2.9) ketika  ( )      (  ) atau 

    (  ) berupa 

  ( )      (  )      (   )  

Berdasarkan kedua solusi yang diperoleh di atas, didapatkan solusi dari 

persamaan (2.9) yakni 

 ( )    ( )    ( )  

dimana   ( ) bergantung pada kondisi yang terjadi (Boyce, 2008). 

 

2.2 Interpretasi Persamaan Vibrasi 

 Persamaan vibrasi yang digunakan adalah persamaan vibrasi paksa dengan 

redaman. Vibrasi ini melibatkan tiga buah gaya secara serentak yaitu gaya 

pembalik, gaya gesekan, dan gaya luar. Berdasarkan Hukum Newton II, 

persamaan vibrasi paksa dengan redaman dari benda bermassa   dapat dituliskan 

sebagai berikut (Alonso, 1994): 
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Persamaan tersebut digambarkan berupa 

 

Gambar 2.3 Sistem getaran pegas paksa dengan redaman (Sumber: Sutrisno, 1997). 

 Berdasarkan gambar di atas menunjukkan benda yang bermassa diikatkan 

pada pegas bergerak karena adanya faktor luar yang bekerja dan faktor 

penghambat atau peredam (Sutrisno, 1997). Penelitian ini menggunakan benda 

bermassa ( ) sebesar   kg yang diikatkan pada pegas yang memilki konstanta 

( ) sebesar   N/m. Benda bergerak dipengaruhi oleh gaya luar (       ) yang 

berupa gaya periodik yaitu      , dimana amplitude (  ) yang diperoleh sebesar 

  dan frekuensi angular ( ) sebesar    Selain itu, pergerakan benda juga 

mengalami pengambatan atau peredaman karena adanya gaya gesek berupa zat 

cair ( ) sebesar       kali kecepatannya pada setiap   yang dituliskan sebagai 

berikut: 

 
   ( )

   
      

  ( )

  
  ( )         (2.15) 

 Solusi dari persamaan (2.14) memberikan simpangan  ( ) berupa 

   
   

   
  

  

  
              (2.14) 
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  ( )      (    )  

dengan   adalah simpangan maksimum getaran (amplitudo) dan   adalah fase 

awal. Selanjutnya, solusi  ( ) disubtitusikan pada persamaan (2.14) untuk 

mendapatkan nilai amplitudo getaran yaitu 

  
  

√(  (  
    )      )

  

Pada persamaan ini diperoleh    √
 

 
 √

 

 
   yang merupakan frekuensi 

alam dari getaran. Sehingga diperoleh nilai amplitudo untuk persamaan (2.15) 

yaitu 

  
 

√  (     )          
 

 
 

     
 

     

Sehingga simpangan maksimum pada persamaan (2.9) adalah     . Selain itu, 

diperoleh nilai fase awal yaitu  

     
 (  

    )

√(  (  
    )      )

 

 
 (     )

√  (     )          
 

    

dan 

     
  

√(  (  
    )      )
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√  (     )          
 

 
     

     
    

Untuk      diperoleh nilai        dan        maka diperoleh fase awal 

  
 

 
. Getaran paksa dengan redaman pada kondisi tunak (steady) memiliki 

frekuensi pendorong gaya luar   
  

  
 

      

   
          (Boyce, 2008). 

2.3 Penyelesian Analitik Persamaan Vibrasi Paksa dengan Redaman 

Diberikan persamaan getaran paksa dengan redaman yang diperoleh dari 

(William E. Boyce & Richard C. DiPrima, 2008) sebagai berikut: 

 
   ( )

   
      

  ( )

  
  ( )         (2.16) 

dengan kondisi batas 

  ( )    dan  ( )           (2.17) 

Persamaan (2.16) merupakan persamaan linier non- homogen yang memiliki 

solusi berupa 

 ( )    ( )    ( )  

dimana 

   ( ) adalah solusi homogen, dan 

  ( ) adalah solusi partikuler, 

 Langkah pertama, terlebih dahulu mencari solusi homogen untuk 

persamaan (2.14) menggunakan persamaan karakteristik berupa 

                 (2.18) 

Kemudian dicari diskriminan dari persamaan (2.18) yakni 
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         (     )   ( )( )       4375, 

diperoleh     maka akar-akar persamaannya berupa bilangan kompleks yaitu 

     
   √      

  
 

 
       √(     )   ( )( )

 
 

         
√         

 
 

  
 

  
 

 

  
√       

Dengan demikian solusi homogen   ( ) pada persamaan ini adalah 

   ( )     
 

 
  

     (
√   

  
 )     

 
 
  

     (
√   

  
 )   (2.19) 

Langkah kedua, mencari solusi partikuler yang sesuai dengan persamaan 

(2.16) yaitu menggunakan 

   ( )                 (2.20) 

Dimana nilai A dan B diperoleh dengan mensubtitusikan   ( ) untuk  ( ) pada 

persamaan (2.18). Terlebih dahulu mencari turunan pertama dan kedua dari 

persamaan (2.20): 

 

  
 ( )                

  
  ( )                

(2.21) 

Kemudian, subtitusi persamaan (2.21) pada persamaan (2.16) sehingga didapatkan 

                               , (2.22) 

dengan nilai   dan   yang memenuhi persamaan (2.22) yaitu 
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dan 

           

     

Sehingga diperoleh nilai     dan      yang memenuhi persamaan (2.22). 

Sehingga diperoleh solusi partikuler dari persamaan (2.16) yaitu 

  ( )              

              

  ( )          

 Langkah ketiga, mencari solusi umum dari persamaan (2.16) dengan 

mensubtitusikan solusi partikuler dan solusi homogennya, 

 

 ( )    ( )    ( ) 

 ( )     
 

 
  

     (
√   

  
 )     

 
 
  

     (
√   

  
 )          

(2.23) 

Untuk menentukan nilai konstanta     dan    dapat digunakan kondisi batas (2.17) 

diperoleh 

 ( )     

     
 

 
  

 ( )    (
√   

  
( ))     

 
 
  

 ( )    (
√   

  
( ))       ( ) 

      

dan 

 ( )          
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( )    (
√    

  
( ))     

 
 
  

( )    (
√    

  
( ))       ( ) 

          (            )    (            )    (            ) 

         (            )    (            )    (            ) 

    
                  

            
 

                 

Sehingga didapatkan hasil      dan                 yang memenuhi 

persamaan (2.23). Maka solusi solusi khusus dari persamaan (2.16) diperoleh 

dengan mensubtitusi nilai    dan   , yaitu: 

 
 ( )     

 
  

    (
√    

  
 )                 

 
  

    (
√    

  
 )

         

(2.24) 

Penelitian ini menggunakan domain         dan dipartisi pada       .  

Untuk     diperoleh 

 ( )     
 
  

( )    (
√    

  
( ))                

 
  

( )    (
√    

  
( ))

      ( ) 

              ( )    ( ) 

    

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 
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  (            )             (             )

   (             ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 
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Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 
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Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk       diperoleh 

 (   )     
 
  

(   )    (
√    

  
(   )) 

               
 
  

(   )    (
√    

  
(   ))       (   ) 

  (            )             (            )

   (            ) 

                   

Untuk     maka diperoleh 

 ( )     
 
  

( )    (
√    

  
( ))                

 
  

( )    (
√    

  
( ))

      ( ) 

  (            )             (            )

   (            ) 
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2.4 Metode Shooting 

Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 

permasalahan nilai batas yaitu metode beda hingga, metode elemen hingga dan 

metode Shooting. Metode Shooting atau metode tembakan ini adalah metode yang 

menggunakan iterasi numerik untuk mencapai kemiringan sebenarnya. 

Pendekatan metode Shooting bergantung pada pemilihan nilai slope awal untuk 

mendekati nilai slope yang sebenarnya. 

Persamaan yang diselesaikan menggunakan metode ini, merupakan 

persamaan diferensial biasa orde dua. Metode Shooting dilakukan dengan 

mereduksi persamaan diferensial masalah nilai batas menjadi sistem persamaan 

diferensial masalah nilai awal. Selanjutnya persamaan nilai awal tersebut 

diselesaikan menggunakan metode Euler, Heun atau Runge-Kutta (Kharab, 2012). 

Persamaan diferensial biasa dengan kondisi batas, ditulis sebagai berikut 

(Hoffman, 2001): 

   ( )   ( )  ( )   ( ) ( )   ( )               ( )      ( )     (2.25) 

yang memiliki penyelesaian tunggal berupa  ( ). Dimana  ( ) adalah fungsi   

yang bergantung terhadap waktu dengan nilai batas berupa  ( )    dan 

 ( )     Persamaan (2.25) merupakan persamaan diferensial biasa linier jika 

memenuhi: 

i.  ( )  ( )      ( ) kontinu pada      , 

ii.  ( )    pada        

Maka persamaan (2.25) memiliki solusi yang unik.  

Didefinisikan solusi untuk persamaan (2.25) yaitu (Burden, 2011): 
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 ( )   ( )  

   ( )

 ( )
 ( )  (2.26) 

dengan  ( )     Solusi (2.26) dapat ditulis 

  ( )    ( )  
   ( )

 ( )
  ( )  

dan 

  ( )    ( )  
   ( )

 ( )
  ( )  

Persamaan (2.26) diperoleh dari kombinasi linier dua persamaan dengan 

nilai awal. Persamaan yang memenuhi adalah 

     ( )    ( )   ( ) 

 ( )      ( )   , 

(2.27) 

dan 

     ( )    ( )    

 ( )      ( )     
(2.28) 

 Pembuktian tersebut ditunjukkan dengan mensubtitusi (2.27) dan (2.28) ke 

dalam persamaan   ( ) 

  ( )    ( )  
   ( )

 ( )
  ( ) 

  ( )   ( )  ( )   ( ) ( )  
   ( )

 ( )
(  ( )  ( )   ( ) ( )) 

  ( )   ( ) (  ( )  
   ( )

 ( )
  ( ))   ( ) ( ( )  

   ( )

 ( )
 ( )) 

  ( )   ( )  ( )   ( ) ( ) 

 ( )    ( )   ( )  ( )   ( ) ( )  
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Selain itu, ditunjukkan dengan kondisi batas pada persamaan (2.27) dan (2.28) 

yang disubtitusikan pada persamaan (2.26) 

 ( )   ( )  
   ( )

 ( )
 ( ) 

   
   ( )

 ( )
    

    

dan  

 ( )   ( )  
   ( )

 ( )
 ( ) 

  ( )     ( ) 

    

Sehingga persamaan (2.27) dan (2.28) dapat dipilih sebagai persamaan 

yang sesuai untuk metode Shooting. Selanjutnya, persamaan (2.27) dan (2.28) 

yang merupakan permasalahan nilai awal, diselesaikan menggunakan metode 

Runge-Kutta orde empat (Suarga, 2014). 

 

2.4.1 Metode Runge-Kutta 

Metode Runge-Kutta pertama kali dikembangkan oleh Carl Runge dan 

Wiliam Kutta dalam rangka meniru hasil dari pendekatan deret Taylor tanpa 

melakukan diferensial analitik secara berulang. Metode Runge-Kutta merupakan 

metode yang memberikan ketelitian hasil yang lebih besar dan tidak memerlukan 

turunan dari fungsi (Acu, dkk, 2017). 

Bentuk umum dari metode Runge-Kutta adalah:  

          (     )   (2.29) 
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dengan  (     )  adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata 

pada interval dan digunakan untuk mengekstrapolasi dari nilai lama    ke nilai 

baru      sepanjang interval  . Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk 

umum: 

                    

dengan   adalah konstanta dan   adalah 

     (     )  

     (               )  

     (                     )  

  

     (                                            )  

dimana   dan   konstan. Nilai   menunjukkan hubungan berurutan. Nilai    

muncul dalam persamaan untuk menghitung   , yang kedunya juga muncul dalam 

persamaan untuk menghitung    dan seterusnya. Hubungan berurutan ini 

membuat metode Runge-Kutta menjadi efisien untuk hitungan komputer (Chapra 

dan Canale, 2010). 

 Metode Runge-Kutta memiliki beberapa tipe bergantung pada nilai   yang 

digunakan. Pada penelitian ini menggunakan Runge-Kutta orde empat yang 

berarti memiliki nilai    . Metode ini, merupakan metode yang sering 

digunakan dalam ilmu komputasi karena memiliki tingkat ketelitian solusi yang 

lebih tinggi dibandingkan orde sebelumnya. 

Menurut Chapra dan Canale (2010) metode Runge-Kutta orde empat 

mempunyai bentuk sebagai berikut: 
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         (                   )   (2.30) 

dengan 

     (     )  

    (               )  

    (                     )  

    (                           ). 

(2.31) 

Persamaan (2.31) di atas memiliki 13 konstanta, antara lain yaitu 

                                            . Nilai dari 13 konstanta tersebut 

dapat diperoleh dengan menjabarkan          dan    dalam bentuk deret Taylor. 

Dengan menjabarkan    yang hanya memiliki variabel   maka akan diperoleh: 

      (2.32) 

     (        ) 

           
     

      

 
 

     
      

 
   

(2.33) 

     (              ) 

        ( (       )      (        
  

 

 
(    

             )
      )    (

 

 
   

     
          (    

             )    
       

 

 
(       )

       )     

(2.34) 

     (                    ) 

          (           )      (         
  

           (       )      
  

 

 
(           ) 

    )  

             (
 

 
   

    (           ) 
       

(2.35) 
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   (       )        

 
 (           )(       

              (       )) 
                   

  

            
 

 
(           )

       )   

Dengan mensubtitusikan persamaan (2.32), (2.33), (2.34) dan (2.35) ke dalam 

persamaan (2.31) akan diperoleh nilai parameter                              

   . Selanjutnya, dengan deret Taylor diperoleh:  

          

            

                

               

        (       )    (           )  
 

 
  

     
    (       )

    (           )
  

 

 
  

     
    (       )

    (           )
  

 

 
  

                       (       )  
 

 
  

        
          

       (       )
  

 

  
  

        (       )

   (           )(      

    (       ))  
 

 
  

            
 

  
  

(2.36) 
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Persamaan (2.36) memuat 11 persamaan dengan 13 parameter yang tidak 

diketahui. Jika digunakan tiga kondisi tambahan agar sistem tersebut dapat 

diselesaikan yaitu:  

 
    

 

 
    

 

 
       (2.37) 

Maka, terbentuk Runge-Kutta orde empat sebagai berikut:  

 
        

 

 
(             )  (2.38) 

dimana 

     (     )  

    (   
 

 
     

 

 
   )   

    (   
 

 
     

 

 
   )   

    (   
 

 
     

 

 
   )  

(2.39) 

(Syauqi, 2016) 

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial orde dua menggunakan 

metode Runge-Kutta, harus dirubah terlebih dahulu menjadi sistem persamaan 

diferensial orde satu (Dafik, 1999). Sebuah persamaan orde dua sebagai berikut: 

     (      ) dengan nilai awal  (  )     dan   (  )    . (2.40) 

Persamaan (2.29) terlebih dahulu dirubah menjadi sistem PDB orde satu 

yaitu: 

   

  
  (     )                                (  )      

  

  
  (      )   (     )             (  )      

(2.41) 

Sehingga formula metode Runge-Kutta menjadi berikut: 
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 (   )     

 

 
(             )  

 (   )     
 

 
(             )  

    (        )  

    (        )  

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

)   

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

)   

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

)   

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

)   

    (                  )  

    (                  )  

(2.42) 

Metode Runge-Kutta orde empat ini yang digunakan pada metode tembakan 

dengan mereduksi masalah nilai batas (Kharab, 2012). 

 

2.5 Analisis Galat (error) 

Penyelesaian numerik dari suatu persamaan matematika akan 

menghasilkan nilai perkiraan yang mendekati nilai eksak dari penyelesaian 

analitik. Sehingga ada selisih diantara keduanya yang dinamakan dengan galat. 

Galat dapat mempengaruhi seberapa dekat solusi numerik terhadap solusi 

analitiknya. Dilihat dari penyelesaian numerik yang semakin tidak teliti jika nilai 

galat yang didapatkan besar. Sebaliknya penyelesaian numerik dikatakan teliti jika 

nilai galat kecil (Munir, 2006). 
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Menurut Djojodiharjo (2000), galat terbagi menjadi dua jenis yaitu galat 

pemotong dan galat pembulatan. Galat pemotongan ditimbulkan karena 

penghentian suatu deret atau runtunan langkah-langkah komputasi yang tak 

berhingga menjadi runtunan langkah yang berhingga. Perhitungan yang dilakukan 

tidak sesuai dengan prosedur matematika juga dapat mengakibatkan galat 

pemotongan. Sedangkan galat pembulatan terjadi karena tidak diperhitungkan 

beberapa angka terakhir dari suatu bilangan.  

Nilai galat sangat erat hubungannya dengan nilai eksak dan nilai perkiraan 

sehingga dapat dituliskan sebagai  

  ( )   ̅( )     (2.43) 

dimana  ( ) menyatakan nilai sebenarnya,   ( ) nilai perkiraan dan   menyatakan 

galat terhadap nilai eksak. 

 Persamaan (2.43) dapat ditulis menjadi 

    ( )   ̅( )  (2.44) 

Berdasarkan persamaan (2.44) dapat disebut bahwa galat merupakan selisih antara 

nilai eksak dan nilai perkiraan, maka nilai galat bersifat mutlak atau dapat ditulis 

sebagai   

         ( )    ̅ ( )   (2.45) 

 

2.6 Kajian Islam tentang Getaran 

 Fenomena vibrasi (getaran) sangat erat kaitannya dalam kehidupan sehari-

hari. Ada banyak kejadian yang dapat dikategorikan sebagai peristiwa vibrasi, 

salah satunya gempa bumi. Gempa bumi adalah getaran yang dirasakan di 

permukaan bumi berasal dari dalam lapisan-lapisan kulit bumi. Menurut Howel 
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 (1969), gempa bumi diartikan sebagai getaran atau serentetan getaran dari kulit 

bumi yang bersifat tidak abadi dan kemudian menyebar ke segala arah. Kata 

gempa bumi dalam bahasa arab memiliki istilah yaitu Al-Zalzalah, yang tersirat 

dalam firman Allah SWT: 

                
 “Apabila bumi digoncangkan dengan goncangan (yang dahsyat)” (Q.S. Al-Zalzalah:1). 

 Berdasarkan firman Allah di atas, terdapat kata Al-zalzalah yang berarti 

goncangan atau getaran. Getaran pada bumi tidak sama halnya dengan getaran 

yang terjadi pada gerak bola yang diikat pegas. Bola dapat bergerak bolak-balik, 

atas-bawah, kanan-kiri. Sedangkan getaran yang terjadi di bumi terjadi secara 

parsial. Tidak semua wilayah dapat merasakan getarannya. Akan tetapi, getaran 

yang terjadi juga dapat menimbulkan kerusakan serta menelan korban jiwa  

(Purwanto, 2015). 

 Selain kata Al- zalzalah, Al-Quran menyatakan peristiwa gempa bumi 

dalam beberapa kata lain. Beberapa kata tersebut yaitu syaqq (terbelahnya bumi), 

qath‟ (terbelahnya bumi), badl Al-ardl (penggantian bumi), rajfah (gempa yang 

dahsyat), rajj (gocangan yang dahsyat), madd (meratakan bumi), khasf 

(terbenamnnya bumi) dan fasad Al-Ardl (kerusakan bumi).  

               

 “Apabila bumi digoncangkan sedahsyat-dahsyatnya” (Q.S Al-Waqiah: 4). 

 Kata (rujjat) berasal dari kata (rajja) yang berarti mengguncang dengan 

keras. Ayat di atas menggunakan kata pasif yang menunjukkan bahwa hal tersebut 

terjadi dengan sangat mudah. Menurut M. Quraish Shihab dalam tafsir al-Misbah 
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menjelasakan bahwa ayat di atas mengarah pada fenomena alam gempa bumi. 

Dan pada tafsir al-Munthakab dijelaskan: 

“Bumi yang kita huni ini pada hakikatnya tidak tetap dan tidak seimbang. Bumi 

terdiri atas lapisan batu-batu yang bertumpuk-tumpuk dan tidak teratur. 

Terkadang lapisannya tidak sama dengan sebelahnya sehingga membentuk apa 

yang disebut rongga geolog di banyak tempat. Rongga-rongga inilah yang sejak 

dahulu, bahkan sampai sekarang menjadi pusat terjadinya gempa berskala besar. 

Itu dimungkinkan karena rongga-rongga itu berada di bawah pengaruh daya tarik 

menarik yang sangat kuat yang terjadi saat lapisan-lapisan itu terbelah. Maka 

apabila kekuatan ini tidak seimbang akibat pengaruh faktor-faktor eksternal 

lainnya, akan terjadi hentakan yang sangat kuat dan mengakibatkan goncangan 

bumi yang dapat menghancurkan permukaan bumi terdekat dari pusat gempa” 

(Shihab, 2002). 

 Pernyataan di atas sejalan dengan pengetahuan sains yang menjelaskan   

beberapa faktor yang dapat mempengaruhi adanya gempa bumi. Gempa tektonik, 

gempa vulkanik, gempa runtuhan, gempa buatan manusia adalah macam-macam 

gempa bumi yang dipengaruhi oleh berbagai faktor. 

Gempa tektonik adalah gempa bumi yang disebabkan oleh peristiwa 

tektonik, yaitu berupa gerakan sepanjang sesar atau retakan pada kerak bumi. 

Dalam kaitannya gempa bumi, ada teori tentang kerak bumi. Teori ini adalah teori 

tektonik lempeng yang juga dikenal sebagai teori benua terapung atau pelebaran 

dasar laut. Teori ini menyebutkan bahwa batuan baru dalam kerak bumi 

senantiasa terbentuk dengan bahan batuan yang berasal dari bagian bumi yang 

paling dalam. 
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Gempa bumi vulkanik disebabkan oleh aktivitas gunung api. Gempa ini 

juga dapat diakibatkan oleh retakan pada struktur gunung api akibat gerakan 

magma menuju ke permukaan bumi. Letusan yang terjadi akibat gemba bumi 

vulkanik dapat berkekuatan lemah hingga sedang dengan frekuensi getaran yang 

berkepanjangan sehingga bertahan dari beberapa jam hingga beberapa hari. 

Gunung runtuhan (terban) terjadi karena runtuhnya bagian atap gua 

terutama di daerah batu kapur. Kerangka tektonik Indonesia didominasi oleh 

interaksi antar lempeng litosfera. Lempeng Asia Tenggara/ Eurasia yakni 

Filiphina, Pasifik dan Hindia-Australia (Badwi, dkk, 2019). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Penyelesaian Numerik Persamaan Vibrasi dengan Metode Shooting 

Persamaan yang akan diselesaikan adalah persamaan vibrasi paksa dengan 

redaman yang diperoleh dari (William E. Boyce & Richard C. DiPrima, 2008) 

sebagai berikut: 

 
   ( )

   
      

  ( )

  
  ( )         (3.1) 

dengan nilai batas  

  ( )    dan  ( )           (3.2) 

Terdapat beberapa langkah yang harus diselesaikan menggunakan metode 

Shooting. Langkah awal menggunakan metode Shooting yaitu merubah persamaan 

(3.1) yang berupa permasalahan nilai batas menjadi sistem persamaan diferensial 

orde dua dengan nilai awal. Secara umum, bentuk persamaan yang sesuai dengan 

metode Shooting ada pada subbab 2.4 yaitu persamaan (2.27) dan (2.28). 

Persamaan  tersebut diperoleh dari kombinasi liner  (  )   (  )  
   ( )

 ( )
 (  )  

Berdasarkan bentuk tersebut, diperoleh sistem persamaan yang baru yakni 

                                      ( )           ( )     (3.3) 

dan 

                                           ( )           ( )     (3.4) 

Dengan demikian kedua persamaan tersebut selanjutnya akan diselesaikan 

menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. 
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3.1.1 Metode Runge-Kutta  

 Persamaan (3.3) dan (3.4) yang merupakan permasalahan nilai awal, yang 

akan diselesaikan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. Penyelesaian 

ini dilakukan secara bertahap. Langkah pertama adalah menyelesaikan 

persamaan (3.3). Berdasarkan prosedur yang telah dijelaskan pada subbab 2.4, 

persamaan (3.3) terlebih dahulu direduksi menjadi sistem persamaan diferensial 

linier orde satu sebagai berikut:  

 

  

  
  (     )                                                     ( )    

  

  
  (     )                              ( )     

(3.5) 

Selanjutnya, persamaan (3.5) akan dihitung menggunakan metode Runge-

Kutta orde empat dengan      . Untuk iterasi pertama dengan         

       akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

    (        ) 

  (     ) 

    

    (        ) 

  (     ) 

     ( )       ( )     

    

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (           ) 
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    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (           ) 

     (    )       (    )    

              

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                         ) 

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                         ) 

     (    )       (             )         

              

    (                  ) 

  (                             ) 

               

    (                  ) 

  (                             ) 

     (   )       (            )              

              

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

   
   

 
(   (    )   (             )              ) 
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 (   )     
 

 
(             ) 

   
   

 
(   (           )   (           )             ) 

                   

Untuk iterasi kedua dengan                              

                    akan diperoleh hasil sebagai berikut:  

    (        ) 

  (                                     ) 

                   

   (        ) 

  (                                     ) 

     (   )       (                )                   

              

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 

     (    )       (            )              

              

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 



45 

 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

    

 
) 

  (                             ) 

     (    )       (            )              

              

    (                  ) 

  (                            ) 

               

    (                  ) 

  (                            ) 

     (   )       (            )              

              

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(                   (            )

  (            )              ) 

                   

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(              (           )   (           )

            ) 
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Untuk iterasi ketiga dengan                             

                    akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

    (        ) 

  (                                     ) 

                   

    (        ) 

  (                                     ) 

     (   )       (                )                   

              

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 

     (    )       (            )              

              

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                             ) 
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     (    )       (            )              

              

    (                  ) 

  (                             ) 

               

    (                  ) 

  (                             ) 

     (   )       (            )              

              

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(                   (            )

  (            )              ) 

                   

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(              (           )   (           )

            ) 
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 Iterasi tersebut terus berulang hingga     atau sampai iterasi ke-10. 

Adapun hasil solusi numerik menggunakan metode Runge-Kutta orde empat 

persamaan (3.5) dituliskan pada tabel 3.1 sebagai berikut: 

Tabel 3.1 Hasil Runge-Kutta orde empat persamaan (3.5) 

    (  )  (  ) 

0                                   

0.1                                   

0.2                                   

0.3                                   

0.4                                   

0.5                                   
0.6                                   
0.7                                   
0.8                                   
0.9                                   
1                                   

 

Perhitungan Runge-Kutta yang dihasilkan pada persamaan (3.5) 

digambarkan grafiknya dengan menggunakan Maple diperoleh hasil sebagai 

berikut:  

 

Gambar 3.1 Plot hasil Runge-Kutta persamaan (3.5) 
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Langkah kedua adalah menyelesaikan persamaan (3.4) menggunakan 

metode Runge-Kutta orde empat. Menggunakan cara yang serupa pada persamaan 

(3.3), terlebih dahulu persamaan (3.4) direduksi menjadi sistem persamaan 

diferensial orde satu sebagai berikut: 

 

  

  
  (     )                               ( )     

  

  
  (     )                 ( )     

(3.6) 

Selanjutnya, persamaan (3.6) akan dihitung menggunakan metode Runge-

Kutta orde empat dengan      . Untuk iterasi pertama dengan       

          akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

    (        ) 

  (     ) 

    

    (        ) 

  (     ) 

       ( )    

         

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                 ) 

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                 ) 

       (       )       
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    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                           ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                           ) 

       (            )            

                

    (                  ) 

  (                              ) 

               

    (                  ) 

  (                              ) 

       (            )                

                

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

   
   

 
(   (       )   (            )              ) 

                   

 (   )     
 

 
(             ) 



51 

 

   
   

 
(         (           )   (             )

             ) 

                   

Untuk iterasi kedua dengan                           

                    akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

    (        ) 

  (                                     ) 

                   

    (        ) 

  (                                     ) 

       (                )                   

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

       (            )               

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 
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    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

       (             )               

                

    (                  ) 

  (                             ) 

               

    (                  ) 

  (                             ) 

       (            )               

                

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(                  (            )

  (            )              ) 

                   

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(                (             )

  (             )              ) 
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Untuk iterasi ketiga dengan                             

                     akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

    (        ) 

  (                                      ) 

                   

    (        ) 

  (                                     ) 

       (                )                    

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

       (            )               

                

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 

  (                              ) 

               

    (   
 

 
    

   

 
    

   
 

) 
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    (                  ) 

  (                             ) 

               

    (                  ) 

  (                             ) 

       (            )               

                

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(                  (            )

  (            )              ) 

                   

 (   )     
 

 
(             ) 

                 

 
   

 
(               (             )

  (             )              ) 

                   

Iterasi tersebut terus berulang hingga     atau sampai iterasi ke-10. 

Adapun hasil solusi numerik menggunakan metode Runge-Kutta orde empat 

persamaan (3.6) dituliskan pada tabel 3.2 sebagai berikut:   
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Tabel 3.2 Hasil Runge-Kutta orde empat persamaan (3.6)  

    (  )  (  ) 

0                                   

0.1                                    

0.2                                   

0.3                                   

0.4                                   

0.5                                   
0.6                                    
0.7                                   
0.8                                    
0.9                                   
1.0                                   

 

Perhitungan Runge-Kutta yang dihasilkan pada persamaan (3.6) 

digambarkan grafiknya dengan menggunakan Maple diperoleh hasil sebagai 

berikut: 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Plot hasil Runge-Kutta persamaan (3.6) 

 

3.1.2 Metode Shooting 

Metode Shooting dilakukan dengan menentukan fungsi pendekatan yang 

sesuai. Fungsi pendekatan yang memenuhi telah dijelaskan pada subbab (2.4) 

sebagai: 
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 (  )   (  )  
   ( )

 ( )
 (  )  

Fungsi  (  ) yang merupakan fungsi pendekatan metode Shooting dapat 

diselesaikan dengan mensubtitusi hasil perhitungan metode Runge-Kutta orde 

empat pada persamaan (3.3) dan (3.4) yaitu 

Tabel 3.3 Hasil Runge-Kutta persamaan (3.3) dan (3.4) 

    (  )  (  ) 

0                                   

0.1                                   

0.2                                   

0.3                                   

0.4                                   

0.5                                   
0.6                                    
0.7                                   
0.8                                    
0.9                                   
1.0                                   

 

Dengan mensubtitusikan nilai batas            ( )                   

dan  ( )                   hasil perhitungan pada tabel (3.3) diperoleh 

fungsi pendekatan untuk persamaan (3.1) berupa 

  (  )   (  )  
                        

                
 (  )  (3.7) 

Solusi numerik (3.7) untuk menyelesaikan persamaan (3.1) didapatkan 

dengan melakukan perhitungan pada interval waktu [0,1] dan       yaitu 

 ( )   ( )  
                        

                
 ( ) 

                  
                        

                
( ) 
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Untuk iterasi pertama dengan         (   )                   

 (   )                    akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                   

Untuk iterasi kedua dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                   

Untuk iterasi ketiga dengan         (   )                   

 (   )                    akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                    

Untuk iterasi keempat dengan         (   )                   

 (   )                    akan diperoleh hasil sebagai berikut: 
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(   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                    

Untuk iterasi kelima dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                    

Untuk iterasi keenam dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                   

Untuk iterasi ketujuh dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 
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(                ) 

                   

Untuk iterasi kedelapan dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                    

Untuk iterasi kesembilan dengan         (   )                   

 (   )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 (   )   (   )  
                        

                
 (   ) 

                 

 
                        

                
(                ) 

                   

Untuk iterasi kesepuluh dengan        ( )                   

 ( )                   akan diperoleh hasil sebagai berikut: 

 ( )   ( )  
                        

                
 ( ) 

                 

 
                        

                
(                ) 
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Adapun hasil solusi numerik yang dihasilkan dari fungsi pendekatan 

metode Shooting (3.7) dituliskan pada tabel 3.4 sebagai berikut: 

Tabel 3.4 Hasil solusi numerik dengan metode Shooting 

    (  )  (  )  (  ) 

0                                                   

0.1                                   2.00496274509352 

0.2                                   2.01957017678503 

0.3                                   2.04311254144474 

0.4                                   2.07450872961829 

0.5                                   2.11232898132474 

0.6                                    2.15482360981196 

0.7                                   2.19995728192031 

0.8                                    2.24544831642456 

0.9                                   2.28881239253536 

1.0                                   2.32741000000000 

 

Solusi numerik yang dihasilkan pada tabel (3.4) digambarkan grafiknya 

dengan menggunakan Matlab diperoleh hasil sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.3 Plot Solusi numerik persamaan vibrasi dengan metode Shooting 

 

3.2 Analisis Galat Persamaan Vibrasi Paksa dengan Redaman 

 Pada penyelesaian analitik persamaan vibrasi paksa dengan redaman yang 

telah dipaparkan pada subbab 2.3. Dengan memilih domain         dengan 

       diperoleh solusi analitik yang disajikan pada tabel (3.5) sebagai berikut: 
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Tabel 3.5 Hasil solusi analitik persamaan vibrasi 

  Solusi Analitik 

0 2.000000000000000 

0.1                  

0.2                  

0.3                  

0.4                  

0.5                  

0.6                  

0.7                  

0.8                  

0.9                  

1                  

  

Solusi analitik pada persamaan (3.1) digambarkan grafiknya dengan 

menggunakan Matlab diperoleh hasil sebagai berikut: 

Gambar 3.4 Plot solusi analitik persamaan vibrasi dengan metode Shooting 

 

 Berdasarkan Gambar (3.4) terdapat 11 titik yang menggambarkan hasil 

solusi analitik dengan       . Titik-titik tersebut merupakan simulasi dari solusi 

analitik yang termuat pada tabel (3.5). 

Sedangkan penyelesaian numerik persamaan vibrasi paksa dengan 

redaman telah dipaparkan pada tabel (3.4). Adapun perbandingan antara solusi 

analitik dan solusi numerik disajikan pada tabel berikut 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2

2.05

2.1

2.15

2.2

2.25

2.3
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Tabel 3.6 Hasil solusi analitik dan solusi numerik 

 

 

 

 Dengan rumus galat mutlak pada persamaan (2.45), diperoleh galat 

sebagai berikut: 

Tabel 3.7 Galat yang diperoleh dari metode Shooting 

 

Dari Tabel (3.7) dapat dilihat bahwa galat terbesar adalah 

0.00000032715575 yaitu ketika       dan galat yang terkecil adalah 

0.00000008140406 terjadi ketika    .9. Galat yang diperoleh dari solusi 

numerik ini bernilai cukup kecil. Hal tersebut menunjukkan bahwa metode 

Shooting merupakan metode yang tepat untuk menyelesaiakan persamaan vibrasi 

paksa dengan redaman. 

  Solusi Analitik Solusi Numerik 

0 2.000000000000000                 

0.1                  2.00496274509352 

0.2                  2.01957017678503 

0.3                  2.04311254144474 

0.4                  2.07450872961829 

0.5                  2.11232898132474 

0.6                  2.15482360981196 

0.7                  2.19995728192031 

0.8                  2.24544831642456 

0.9                  2.28881239253536 

1                  2.32741000000000 

  Solusi Analitik Solusi Numerik Galat 

0.1                  2.00496274509352 0.00000013999618 

0.2                  2.01957017678503 0.00000023996610 

0.3                  2.04311254144474 0.00000030145149 

0.4                  2.07450872961829 0.00000032715575 

0.5                  2.11232898132474 0.00000032085013 

0.6                  2.15482360981196 0.00000028725883 

0.7                  2.19995728192031 0.00000023192596 

0.8                  2.24544831642456 0.00000023192596 

0.9                  2.28881239253536 0.00000008140406 
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Simulasi dilakukan pada persamaan (3.1) dengan kondisi batas (3.2) 

dengan memilih         dan        pada solusi analitik dan solusi numerik 

yang telah diperoleh. Sehingga perbandingan solusi numerik dan analitik dapat 

dilihat pada Gambar (3.4) berikut: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3 5 Plot solusi analitik dan numerik persamaan vibrasi 

 

Gambar (3.5) menunjukkan solusi numerik mendekati solusi analitik 

ketika domain         dengan       . Dimana plot berwarna biru merupakan 

solusi numerik dan plot berwarna merah menunjukkan solusi analitik. Pada 

Gambar (3.5) dapat dilihat bahwa galat yang dihasilkan sangat kecil sehingga 

tidak tampak dengan jelas perbedaan antara hasil solusi analitik dan solusi 

numeriknya. Galat yang diperoleh dari Gambar (3.5) dapat dilihat pada tabel (3.7). 
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3.3 Penyelesaian Numerik dalam Islam 

                        

            

Artinya: “Dan Sesungguhnya Kami telah mengulang-ulangi bagi manusia dalam al-

Quran ini bermacam-macam perumpamaan. dan manusia adalah makhluk yang paling 

banyak membantah”(Q.S al-Kahfi: 54). 

 

Perulangan- perulangan yang dijelaskan pada ayat tersebut, erat kaitannya 

dalam hal fisis berupa pergerakan materi yang ada di muka bumi. Pergerakan 

yang berulang tersebut dinyatakan sebagai vibrasi atau getaran. Getaran 

merupakan salah satu permasalahan yang dapat dituliskan dalam bentuk 

matematika. 

Permasalahan dalam matematika pada dasarnya akan memiliki sebuah 

solusi. Solusi tersebut dapat berupa solusi yang sebenarnya (analitik) maupun 

solusi numerik. Dimana solusi numerik adalah sebuah pendekatan dari suatu 

persamaan. Perhitungan numerik seringkali digunakan pada persamaan yang 

memiliki tingkat kesulitan yang tinggi, salah satunya persamaan vibrasi. Dengan 

demikian, Allah Swt berfirman dalam surat al-Insyirah: 5-6 tentang usaha dalam 

menyelesaikan masalah. 

Berdasarkan surat al-Insyirah: 5-6 menerangkan bahwa satu kesulitan 

memiliki banyak metode atau cara penyelesaiannya. Dalam Tafsir al-Aisar 

dijelaskan bahwa dari ayat terdapat kata „usri (kesulitan) yang merupakan isim 

makrifat artinya satu dan terdapat pula kata yusron (kemudahan) sebagai isim 

nakirah artinya umum atau banyak (Al-Jazairi, 2007). Seperti halnya penyelesaian 

numerik dan analitik untuk permasalahan matematika. 
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Dalam penyelesaian numerik terdapat metode langsung dan iteratif yang 

dapat digunakan. Metode langsung digunakan untuk memecahkan masalah 

dengan langkah terhingga, seperti eliminasi gauss, metode simpleks dan lain-lain. 

Sedangkan metode iteratif, digunakan untuk memcahkan masalah dengan langkah 

yang tidak terhingga, contohnya metode Newton, metode bagi dua, dan iterasi 

Jacobi.  

Sebuah penyelesaian numerik akan mendekati solusi analitiknya (eksak), 

sehingga solusi yang diperoleh akan menghasilkan nilai galat. Hubungan antara 

nilai galat dan keakuratan solusi numerik akan terlihat akurat jika nilai galat yang 

diperoleh semakin kecil. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Adapun kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Hasil solusi numerik persamaan vibrasi paksa dengan redaman menggunakan 

metode Shooting dengan domain         dan       . Pada nilai       

diperoleh                    , sedangkan pada saat       diperoleh 

nilai                    . Iterasi ini terus berlanjut sampai     atau 

iterasi ke-10. Dari proses iterasi tersebut, menunjukkan hasil yang akurat 

dengan solusi analitiknya. Dibuktikan dengan galat yang diperoleh hari hasil 

tersebut. 

2. Galat yang diperoleh dalam penelitian ini dengan domain         dan  

      . Pada titik      , nilai galat yang diperoleh sebesar 

                , yang merupakan nilai galat terbesar pada iterasi ini. 

Sedangkan galat terkecil terjadi ketika    .9 yaitu 0.00000008140406. Hal 

ini menunjukkan bahwa metode Shooting merupakan metode numerik yang 

sesuai untuk menyelesaikan persamaan vibrasi paksa dengan redaman. 

 

4.1 Saran 

 Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk menggunakan metode 

Shooting dalam menyelesaikan permasalahan diferensial biasa (PDB) non linier 
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agar dapat menambah pengetahuan dan wawasan keilmuan mengenai metode 

Shooting. 
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LAMPIRAN 

1. Program Metode Shooting 

function f=f1(t,v,y) 
f=3*cos(t)-0.125*v-y; 

 
function f=f2(t,v,y) 
f=-0.125*v-y; 

 
function lshoot2(f1,f2,a,b,alfa,beta,n) 
%Solve the 2nd order BVP using the linier shooting method. 
%f1=-p(x)*u-q(x)*v+r(x), f2=-p(x)*u-q(x)*v. 
close all; 
h=(b-a)/n; 
u1=alfa; 
u2=0; 
y=alfa; 
v=0; 
for i=1:n 
%RK of order 4 
    t=a+(i-1)*h; 
    k1=feval(f1,t,v,y); 
    c1=v; 
    k2=feval(f1,t+h/2,v+h*k1/2,y+h*c1/2); 
    c2=v+h*k1/2; 
    k3=feval(f1,t+h/2,v+h*k2/2,y+h*c2/2); 
    c3=v+h*k2/2; 
    k4=feval(f1,t+h,v+h*k3,y+h*c3); 
    c4=v+h*k3; 
    v=v+h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;  
    y=y+h*(c1+2*c2+2*c3+c4)/6; 
    u1(i+1)=y; 
end 
y=0; 
v=1; 
for i=1:n 
%RK of order 4 
    t=a+(i-1)*h; 
    k1=feval(f2,t,v,y); 
    c1=v; 
    k2=feval(f2,t+h/2,v+h*k1/2,y+h*c1/2); 
    c2=v+h/2*k1; 
    k3=feval(f2,t+h/2,v+h*k2/2,y+h*c2/2); 
    c3=v+h/2*k2; 
    k4=feval(f2,t+h,v+h*k3,y+h*c3); 
    c4=v+h*k3; 
    v=v+h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 
    y=y+h*(c1+2*c2+2*c3+c4)/6; 
    u2(i+1)=y; 
end 
fprintf('\n') 
disp('             Linear shooting method') 
fprintf('\n') 
disp(['y(b)=',num2str(u1(n+1)),' ']) 
disp(['v(b)=',num2str(u2(n+1)),' ']) 
fprintf('\n') 



 

 

 

disp('------------------------------------------------------------

--------------------------------------------') 
disp('   xi            yi                vi             numerik             

analitik            error') 
disp('------------------------------------------------------------

--------------------------------------------') 
for i=1:n+1 
    t(i)=a+(i-1)*h; 
    w(i)=u1(i)+(beta-u1(n+1))/u2(n+1)*u2(i); 
    %Write the exact solution if known as s=s(x) otherwise set 

s='n'. 
    s(i)=-(1/100000)*exp(-

(1/16)*t(i))*sin((1/16)*sqrt(255)*t(i))*(200000*cos((1/16)*sqrt(25

5))*exp(-1/16)+2400000*sin(1)-232741)/(exp(-

1/16)*sin((1/16)*sqrt(255)))+2*exp(-

(1/16)*t(i))*cos((1/16)*sqrt(255)*t(i))+24*sin(t(i)); 
    err(i)=abs(s(i)-w(i)); 
        fprintf('%6.2f  %12.14f  %12.14f   %12.14f    %12.14f  

%12.14f\n',t(i),u1(i),u2(i),w(i),s(i),err(i))  
end 
figure(1) 
plot(t,w,'rd','LineWidth',3); 
title('Solusi Analitik') 
axis([0 1, min(min(w)) max(max(w))]); 
xlabel('t'); 
ylabel('solusi analitik') 

  
figure(2) 
plot(t,u1,'c-','LineWidth',3); 
title('Plot Runge-Kutta persamaan (3.5)') 
axis([0 1,min(min(u1)) max(max(u1))]); 
legend('y(t_i)'); 
xlabel('t'); 

  
figure(3) 
plot(t,u2,'g-','LineWidth',3); 
title('Runge-Kutta persamaan (3.6)') 
axis([0 1,min(min(u2)) max(max(u2))]); 
legend('v(t_i)'); 
xlabel('t'); 

  
figure(4) 
plot(t,s,'bo','LineWidth',3); 
title('Solusi Numerik') 
axis([0 1,min(min(s)) max(max(s))]); 
legend('u(t_i)'); 
xlabel('t'); 

  
figure(5) 
hold on; 
plot(t,s,'bo',t,u1,'c-',t,u2,'g-','LineWidth',3); 
title('Solusi Numerik') 
axis([0 1,min(min(u2)) max(max(u1))]); 
legend('u(t_i)= Solusi numerik','y(t_i)= Runge-Kutta persamaan 

(3.5)','v(t_i)= Runge-Kutta persamaan (3.6)'); 
xlabel('t'); 
ylabel('u(t)'); 
hold off; 



 

 

 

  
figure(6) 
hold on; 
plot(t,w,'rd',t,s,'bo','LineWidth',3); 
axis([0.09 0.9, min(min(w)) max(max(w))]); 
title('Solusi Analitik dan Solusi Numerik') 
legend('Solusi Analitik','Solusi Numerik') 
xlabel('t') 
hold off; 

  
figure (7) 
plot(t,err,'kh','LineWidth',3) 
title('Error') 
axis([0.09 0.9, 0 max(max(err))]); 
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