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ABSTRAK

Latusindah, Kurnia Shinta. 2019. Syarat Perlu dan Cukup Keterbatasan
Perumuman Operator Integral Fraksional pada Ruang Morrey
Klasik. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
() Dr. Hairur Rahman, M.Si. (I1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci: Keterbatasan perumuman operator integral fraksional, ruang Morrey
Klasik, syarat perlu, syarat cukup

Operator integral fraksional I,banyak dibahas mengenai keterbatasannya
dari suatu ruang kelas ekuivalen fungsi yang dilengkapi dengan suatu norma ke
suatu ruang kelas ekuivalen fungsi yang dilengkapi suatu norma lainnya. Hardy,
Littlewood dan Sobolev membahasnya dalam ruang Lebesgue yang dikenal
sebagai ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev, kemudian dikembangkan oleh
Imam Utoyo yang menyatakan bahwa operator ini terbatas pada ruang morrey
klasik non- homogen. Tujuan penelitian ini adalah menentukan syarat perlu dan
syarat cukup untuk keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Lebesgue
dan ruang Morrey klasik dimana pembuktian hasilnya serupa dengan teorema
Hardy-Littlewood-Sobolev dan teorema Imam Utoyo tetapi untuk kasus n = 1.
Berdasarkan penggunaan fungsi karakteristik dan ketaksamaan Hardy-Littlewood-
Sobolev diperoleh hasil bahwa syarat perlu dan syarat cukup untuk keterbatasan
operator integral fraksional pada ruang Morrey klasik adalah u(B(x,r)) < CrS

—22111;_02, dengan p memenuhi kondisi growth. Pada penelitian

selanjutnya, diharapkan dapat melakukan pembuktian syarat cukup dan syarat
perlu untuk keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang lain.

dimana s =

Xi



ABSTRACT

Latusindah, Kurnia S. 2019. The Necessary Condition and Sufficient Condition
for The Boundedness of Fractional Integral Generalized Operator on
Classic Morrey Spaces. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, Islamic State University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (1) Muhammad
Khudzaifah, M.Si.

Keywords: Fractional integral generalized operator, classic Morrey spaces, the
boundedness, necessary conditin, sufficient condition

Fractional integral operator I, was discussed on its boundedness from a
equivalent function class space that completed with norm to another equivalent
function class space that completed with norm. Hardy, Littlewood and Sobolev
had discuss it on Lebesgue spaces known as Hardy-Littlewood-Sobolev
inequality, afterthat it is developed by Imam Utoyo, who declare this operator is
bounded on non- homogeneous classic Morrey space. The purpose of this research
IS to determine the necessary condition of the boundedness of fractional integral
operator on Lebesgue spaces and classic Morrey spaces which a similar result
with Hardy-Littlewood-Sobolev inequality and Imam Utoyo’s theorem only for
n = 1. Using characteristic function and Hardy-Littlewood-Sobolev inequality
produce the necessary condition and sufficient condition for the boundedness of
fractional integral operator on classic Morrey space to get thecondition,

where the necessary is u(B(x,r)) < CrS fors = % with u satisfy growth

condition. For the next research, we expected to prove the necessary condition and
sufficient condition of the boundedness of fractional integral generalized operator
on another spaces.

Xii
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BAB |

PENDAHULUAN

Latar Belakang

Operator riez atau operator integral fraksional, salah satu bagian yang
sudah dipelajari oleh S.H Hardi, J.E. Little Wood dan Sergei Sobolev pertama kali
pada tahun 1930. Operator integral fraksional banyak digunakan sebagai bahan
utama dalam permasalahan ketaksamaan HLS (Hardi-Little-Sobolev). Operator

riez atau operator integral fraksional, 0 < a < n, didefinisikan dengan bentuk:

L F(x) 2] _JO»

R [l ’
operator integral fraksional terbatas apabila terbukti terbatas di LP (R) ke L1(R),

jika dan hanya jika ||Iof:LI(w)|| < C||f:LP(w)||, dengan 1 < g <p < g c>0
dan %— % = % untuk setiap u(B(x, r)) < Cr™. Pernyataan ini merupakan bentuk

biimpilikasi, dikatakan terbatas apabila memenuhi:

(i) Syarat cukup, yaitu dimisalkan =% ,dan 1<g<p< g Terdapat

S| =
Q| =

konstansta C > 0, memenuhi u(B(x,r)) < Cr™ maka ||I,f:Li(w)| <
Clif:LP(l-
(if) Syarat Perlu, yaitu dianggap bahwa operator tersebut terbatas sehingga

Hof: LW < C|If: LP(w)||, maka memenuhi u(B(x,7r)) < Cr™ dengan

Q|-

! — n
= —n,1<q<p<a,danC>0.

Pada ruang lebesgue, misalkan f adalah ruang terukur u pada R di ruang
lebesgue LP =LP(u), 1<p<q<oo yang merupakan ruang kelas-kelas

1



2
ekuivalen f untuk setiap y € R sedemikian sehingga LP(w) = {f: If ey <

oo}, dimana ||f |y = IIf : LP (W)l yang didefinisikan,

1/p
W=mwm=(fvwwwmw> <o,
R

dan

1/q
|MJi%mn=(f|uﬂdemw) -
R

Bentuk ruang lebesgue ||f : LP(u)|| memiliki kesamaan dengan bentuk

ruang morrey saat A =0 atau disebut ruang morrey klasik. Ruang morrey

1
||f:Lp"1(]R)|| = sup (i/lfs If(y)lpdy)p <o, dengan 0<A<n—ap, 1<
B(a,r) i
p < q < o, B(a,r) merupakan bola buka berdimensi 1 dengan pusat a € R, dan

berjari-jari r > 0 sedemikian sehingga bentuk ruang morrey klasik dengan dengan

2= 0 yaitu [If : 129Gl = (J, If P du)) < oo

Pada tahun 2001 nakai dalam jurnalnya menggunakan perumuman dari
integral fraksiomal, dimana suatu fungsi p: (0, ) — (0, ) dan sebarang f pada
operator integral fraksional, didefinisikan pemetaan f — T, f, dengan

p(6Cx,y))

)nd()

Tf(x): = ff()

sehingga T,f = I,f untuk p(t) =t% 0 <a <n, maka dapat disebut sebagai
perumuman operator integral fraksional.
Kajian tentang perkembangan dalam ilmu matematika terus dilakukan

untuk dapat membuktikan suatu kebenaran dari penemuan-penemuan baru, salah



3
satunya pada keterbatasan perumuman operator integral fraksional. Hal ini
berdasarkan dari al-Qur’an surat al-lmron ayat 189-191, yang berbunyi:

SR RES I AL RIS N LR RIS (RO TR TS
555 U5 N 58 sl 18 B o LY ¥ s i visty 3
s b You s cdls U & o3 ozl sl 5 0pSaEs aeds G

g4y 0 ol

“Kepunyaan Allah-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah Maha Perkasa
atas segala sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih
bergantinya malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang
berakal. (yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk
atau dalam keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit
dan bumi (seraya berkata): "YaTuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini
dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka peliharalah kami dari siksa neraka.” .

Hikmah dari ayat  diatas, bahwa manusia memiliki kewajiban
memperdalam ilmu untuk berfikir serta mencari atau membuktikan suatu
kebenaran karena manusia memiliki akal-akal yang sempurna dan memiliki
kecerdasan, kemudian pada akhirnya sampai kepada hakikat dari apa yang dicari,
tak lupa membagikannya kepada sesama, sehingga ilmu pun akan terus
mengalami perkembangan.

Perkembangan keterbatasan operator integral fraksional salah satunya pada
sifat ukurannya. Hal tersebut telah dilakukan oleh banyak matematikawan, salah
satunya adalah Eiichi Nakai yang telah membuktikan perumuman I, f terbatas di
ruang Morrey pada tahun 2001. Imam Utoyo, Toto Nusantara, Basuki Widodo
dan Suhariningsih pada tahun 2012 telah membuktikan syarat perlu dari
keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey dan

ruang Lebesgue dan klasik tak-homogen dengan syarat kondisi growth u(B(x, 7))

<Cr".
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Sebagai pengembangan dari hasil tersebut, maka dalam penelitian ini akan
dibuktikan bahwa syarat perlu dan syarat cukup keterbatasan dari perumaman

operator integral fraksional I,f dari ruang Morrey klasik tak-homogen LP*(R)

keruang Morrey klasik tak-homogen L9*(R) adalah u(B(x, r)) < CrS, dimana

(1-a)
s =22
pq+p—q

1.2 Rumusan Masalah

Bagaimana syarat perlu dan syarat cukup untuk keterbatasan dari
perumuman operator integral fraksional dari ruang Morrey Klasik LP*(u) ke
LT (p)?

1.3 Tujuan Penelitian

Mengetahui syarat perlu dan syarat cukup untuk keterbatasan dari
perumuman operator integral fraksional dari ruang Morrey Klasik LP*(u) ke
LT# ().

1.4 Manfaat Penelitian

Memberikan informasi tentang syarat perlu dan syarat cukup pada
keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional dari ruang morrey klasik
LPA(u) ke LTH(u). Serta, keterkaitan dari beberapa topic dalam matematika,
khususnya keterbatasan operator, keterbatasan fungsi dan integral fraksional.

1.5 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini menggunakan dimensi satu, n=1.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan
(library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan informasi atau

rujukan yang berasal dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan
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integral fraksional sebagai landasan teori. Adapun langkah-langkah yang

digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

Membuktikan syarat perlu dan syarat cukup keterbatasan dari perumuman
operator integral fraksional di ruang Lebesgue melalui teorema Hardy-
Littlewood-Sobolev, dengan memanfaatkan fungsi karakteristik.
Membuktikan syarat perlu dan syarat cukup keterbatasan dari perumuman
operator integral fraksional di ruang Morrey klasik melalui teorema
Hardy-L.ittlewood-Sobolev, dengan memanfaatkan fungsi karakteristik.
Kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari

empat bagian, yaitu:

Bab |

Bab 11

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Kajian Pustaka

Bab ini terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk

mendukung pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian
Pustaka dalam penelitian ini meliputi: ukuran dan integral lebesgue,
ruang Metrik, teorema Hardy-Little-Sobolev, fungsi maksimal Hardy-
Littlewood, operator integral fraksional, perumuman operator integral
fraksional, serta ruang Morrey Klasik dan perintah Allah untuk

mengembangkan imu.



Bab 111

Bab IV

Pembahasan

Bab ini menguraikan secara keseluruhan langkah-langkah yang
disebutkan dalam metode penelitian dan menjawab semua rumusan masalah.
Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: syarat perlu dan syarat cukup
keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang Lebesgue, dan
ruang Morrey klasik.
Penutup

Penutup berisi kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran untuk

penelitian selanjutnya.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ruang Terukur
Definisi 2.1
Ukuran adalah suatu fungsi bernilai riil diperpanjang p yang terdefinisi pada
aljabar-o X dari subhimpunan A sedemikian sehingga:

() w@=0

(i) u(A) = 0 untuk semua A € X, dan

(iii) u penjumlahan dapat dihitung jika (A4,) sebarang barisan disjoin dari

himpunan di X', maka

(0]

I <0 An> = Z 1(Ay).
n=1 n=1

Dengan barisan disjoin yaitu A,, N 4,,, = @ jika n # m, (Bartle, 1995: 19).
Papadimitrakis, dalam bukunya Measure Theory mendefinisikan ruang terukur
dan fungsi terukur.

Definisi 2.2

Misalkan Y himpunan tak kosong, A sebarang himpunan, dan X
merupakan suatu koleksi dari sub himpunan Y. Dengan tiga syarat yaitu:

(i) A < Y sehingga memenuhi 4,0 € X,

(i) Jika A € X', maka A° € X, dimana A° = Y \ 4, dan

@iii)  Jika A,, € X untuk setiapn € N, makaUA4, € X,

Maka X disebut sebuah o-aljabar (aljabar sigma) dari himpunan Y, dan

pasangan berurutan (Y, X) disebut ruang terukur, (Papadimitrakis M, 2004).



Definisi 2.3

Diberikan (Y,X) ruang terukur dan suatu fungsi real f:x — R, maka
fungsi terukur jika untuk setiap a € R, himpunan {x € Y|f(x) < a} € X,
(Papadimitrakis M, 2004).

2.2 Supremum Fungsi

Notasi supremum digunakan dalam pendefisian di Ruang Morrey klasik
dan norma. Sebelum membahas keterbatasan perumuman operator, diberikan
definisi mengenai keterbatasan dari suatu fungsi yaitu,
Definisi 2.4

Misalkan diberikan fungsi f: A —» Ryaitu f(4) = {f(x):x € A}
dipetakan ke bilangan riil sehingga f(4) € R maka dikatakan bahwa f terbatas di
atas apabila himpunan f(4) = {f(x): x € A}terbatas di atas, yaitu terdapat C €
R sedemikian sehingga f(x) < C,Vx € C, C disebut sebagai batas atas dari
fungsi f. Menggunakan cara yang sama, f terbatas di bawah jika himpunan
f(A) = {f(x): x € A} terbatas di bawah, yaitu terdapat D € R sedemikian
sehingga D < f(x),Vx € D, D disebut sebagai batas bawah dari fungsi f.
Apabila fungsi f terbatas di atas dan juga terbatas di bawah maka dapat katakan
bahwa fungsi f terbatas, (Bartle, 2000).
Definisi 2.5

Misalkan f: A —» R, f(A) = {f(x): x € A}, adalah fungsi yang terbatas
dan A # @, maka supremum dari f dinotasikan dengan sup f yang didefinisikan

sebagai, Supf = sup{f(x): x€A} = sup R(f), (Bartle, 2000).



Contoh 2.5
Fungsi h:R—> R vyang didefinisikan olehh(x) =1—-x,0<x<1,x€R
memiliki daerah hasil R(f) = {y:0 < y < 1}. Berdasarkan definisi

. .. o, +
supremum suatu himpunan, jika v <1, ambil s =v716 R(f), makav < s’,

Sehingga sup h(x) = sup R(f) = 1, (Trench, 2013).

Pembuktian keterbatasan operator integral fraksional menggunakan lemma
tentang supremmum.
Lemma 2.1

Misalkan f,h: B - R, f(B) = {f(x):x € B}, dan h(B) = {h(x):x €
B} adalah fungsi-fungsi yang terdefinisi pada himpunan B yang dipetakan ke

bilang riil positif, dengan inf h(x) > 0, dan terdapat konstanta C > 0 untuk

Vx € B. Maka,
Su Su
X Epr(x) = £% EpB h(x),
f(x) £ Ch(x)
Bukti:

Misalkan f,h: B - R, f(B) = {f(x):x € B},h(B) = {h(x): x € B},

sup

x B h(x). Maka,

Inf : sup
dan . Bh (x) > 0,Vx € B. Sehingga, e Bf(x) <
berdasarkan definisi supremum, XSZPB h(x) merupakan batas atas dari f(x), yaitu
sup

F6) < e h 1)

maka dengan demikian lemma 2.1 terbukti.
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2.3 Keterbatasan Operator Integral Fraksional
Kajian terhadap keterbatasan operator integral fraksional telah dilakukan
sejak tahun 1932 hingga saat ini.Keterbatasan operator ini telah dikaji pada ruang
Lebesgue, ruang Morrey Klasik dan ruang Morrey diperumum baik homogeny
mau pun tak homogen.
2.3.1 Integral Fraksional
Definisi 2.6
Misalkan f merupakan fungsi terukur bernilai riil pada R, dan 0 <
a < 1. Maka bentuk integral fraksional pada dimensi satu yaitu:

1
[of () = j FO) =

dengan x € R, (Wheeden, 2015:415).
Contoh 2.6
Bola B = {x € R:||x|| < 1} dan fungsi fy,(x) merupakan fungsi

karakteristik pada bola B. Operator integral fraksional dari f adalah

f(x)
I.f(y) = dex
f(x)_ dx + f(x)_ Vo
plx —yle pe lx =yt~

- O
= e (15X — (1
le_yll—a Bclx_yll—a

J e
= | —dx
le_yll_a

[y
= ———dx
Ixi<1 1X = y[17¢



Untuk y = 0 maka,

L= i

lxll< 1211

= j |x|*tdx
[lxll<1

Misalkan |x| = r, maka dx = dr. Sedemikian sehingga,

1
I,f(0) = Cfrl_lr“_ldr

Untuk y € R maka,

fo) = | A I B 5

i<z [ X = y[*=¢

=f [ V¢ Pd%
llxll<1

Sf IxI“‘ldx—f ly|*tdx
[Ixll<1 [|x]|<1

=C - |y|**Q|
=C = Cyly|*t
Karena ||y|| > 0 dan @ — 1 < 0 maka,

Lf(y) = C—Cyly|*?

G
ly|t-e’

(Nurjannah, 2018:21-22).

11
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2.3.2 Ruang Morrey

C.B. Morrey merupakan orang pertama yang memperkenalkan
ruang morrey pada suatu penelitian tentang suatu solusi persamaan
diferensial parsial ekliptik.
Definisi 2.7

Suatu himpunan untuk setiap £ € L (R™), dengan 1 <p <q <

loc

oo, a € R™ sedemikian hingga bentuk ruang morrey yaitu,

1

1 L
— g (A p
”f”Lp"l(]Rn) . - el (IB(a.r)l J‘B(x.r)lf(y)lpdy) g <

ER™,r>0
(Hendra Gunawan, 2018).
Ruang morrey diatas, apabila A = 0, B(a, ) merupakan bola buka,

berdimensi 1 atau n = 1 dengan pusat a € R, dan berjari-jari r > 0, maka

If: 1P| = g (%Llf(y)lpdyy < o,

Bentuk ruang morrey ini dikenal dengan ruang morrey klasik, (Imam
Utoyo,dkk: 2012).

2.3.3 Ruang Lebesgue

Ruang lebesgue merupakan bentuk khusus dari ruang morrey. Ruang
morrey klasik merupakan bentuk dari ruang morrey yang A = 0. Setiap
anggota ruang morrey klasik merupakan anggota dari ruang lebesgue
lokal. Ruang lebesgue L? = LP(R), 1 < q < p < oo didefinisikan sebagai

ruang kelas-kelas ekuivalen f. Sehingga bentuk ruang lebesgue :

1

1 P
If: LPAR)|| = 35(2,%<r7 f If(y)lpdy) <o
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. >
If:LPP (| = BS(E,E) (T_"Js If(y)lpdy> <

1
If: 172G = sup ( J If(y)l”dy> <o,
(Imam Utoyo, dkk, 2012:227-229).

Pada ruang lebesgue, hendra gunawan pada tahun 2006 dalam
jurnalnya, memisalkan f* adalah ruang terukur u pada R di ruang lebesgue
LP = LP(u), 1 < p < q < oo yang merupakan ruang kelas-kelas ekuivalen
f untuk setiap y € R sedemikian sehingga LP (1) = {f:If ll () < 0},

dimana  [If llLpgy = IIf : LP(wllyang  didefinisikan  ||f: LP]| =

1

(fu FIPdy ) < oo, Sehingga Ilf: LPOGo)l = I1f: 171, dikarenakn 1
juga merupakan ruang terukur u pada R di ruang lebesgue LP = LP(u)

maka,

1

af: LTIl = Sup( fllaf(Y)lqu> =59

2.3.4 Fungsi Maksimal Hardy-L ittlewood

Fungsi maksimal diperlukan dalam membuktikan keterbatasan
operator integral dalam ruang Lebesgue maupun ruang lainnya.
Definisi 2.8

Definisikan fungsi maksimal fraksional untuk 0 < @ < n dengan,

1
Mof () = sup———— f FO)1dy,
>0 |B(x,7)|* "% /BT
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Selain itu, digunakan juga fungsi maksimal Hardy-Littlewood pada fungsi

terintegral lokal f yaitu,
1
Mof (x) = Mf(x) = SUP st f | f )1,

(Adams, 1996: 3).
2.3.5 Keterbatasan Operator

Di ruang Lebesgue, diketahui 1,f bersifat terbatas apabila ruang
lebesgue tersebut tak homogen. Berikut teorema-teorema yang membahas
keterbatasan operator.

Teorema 2.1 (Hardy-L.ittlewood-Sobolev)

Misalkanbahwa0<a<1,1§p<§dan§=%—a.

(i) Jikaf € LP(R) (1 <p <-), maka lllofllq < ClIfll,

(ii) Jika f € L*(R), maka untuk setiap 1 > 0, [{x € R : |I,f| > A}| <

s

(1£11,)™", di mana ¢ = C(a,n, p), (Lu, Shanzen, dkk, 2007:136).
Bukti:
(1) Ingat bahwa (1 — @) q = p dengan keterbatasan-LP dari operator

n

maksimal Hardy-Littlewood M untuk 1 < p < oo,

L fl) < J f) e f f) dy

|x —y[n=@ |x —y[n=
[x-yl=r lx—y|>r

[I(x)| < Cr*Mf

111Gl < crelifll,

e FCOI < € (rMFGO + 77111
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(Il
" \Mfw
reMF(x) = rBlfll, = I MFGO

Didapatkan,

ap

ap 192
afllq < CUFITNMEIL, ™ < Clfl,.
(i) Menggunakan keterbatasan-(1,1) lemah dari operator M, dengan

1_ap

n @5y
p=1danr*Mf(x) = ?llfll, = I} Mf(x)* = didapatkan,

e € RGOl > 2] = [fx € R M5 > 2]

A n-a
=[Kx ER"Mf(x) > @
CIfI;
NG
CIfI;
<3| Ifs
=
< (Fr1) ™"

Teorema terbukti. m

Teorema 2.2 (Adam)
Jkal <p <§ dan%=%—a, diberikan 0 < a < 1 maka I, f

terbatas dari LP (u) ke L9 (u).

Bukti:

Misalkan1 < p <§,

Q|-

=%—a,dan0< a < 1makal,f
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fQ)

|x — y|1-@
<r

f)

|x —y|t-@

e+ | du(y)

[x-=y[>r

Lfws |

[x—y|

f)
lx — y|t-@

du(y)

Kemudian dipartisi sehingga,

—Is

1
Wy | rodane)

= %3 u(B(x,r))

[I(x)| < Cr*Mf

Selanjutnya,

f)
B = |

[11(x)| < j

l[x—y|>r

du(y)

1

swli< fl If(y)l”du(y)>p< | 1qu(y)>
x—y|<r

k=0 lx—y|<r

Q=

1G] < Cr I 1]
e fGOI < € (r<Mp @)+l 171))

1
Misalkan r¥Mf (x) = r“ ?||f: LP||,

CIF P
r_C<Mf(x)>

IIf: L7
Mf (x)

p
e f(O)] < C( ) Mf(x)
e fCOI < CUIFLPIDP (M ()P

I £ < CAIF: LPIDP(MF (x))a
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1

{ f I f)1 du(x)}q < C(lf: L7 P f (Mf ()P du(x)
B
B

1

{ | tereor dx}q < c(lf: 171
B

o f:L3]] < ClIf: LP (.
Teorema terbukti. m

Fungsi fdi R disebut fungsi radial, jika nilai f(x) hanya
bergantung pada |x| untuk x € R. Selain itu, digunakan juga fungsi
maksimal Hardy-Littlewood pada fungsi terintegral lokal f, fungsi ini oleh

adam di peroleh dengan a = 0. Sehingga bentuk fungsinya menjadi :
1
Mof () = Mf () = SUp s [ [ )1,

(Adams, 1996: 3).
Teorema 2.3 (Chiarenza & Frasca)

Misalkan 0 < 1 < 1 — a pdan 1<p<i.Jika$= —%, maka

L

14

terdapat konstanta C, , > 0 sehingga untuk semua, f € LP2 berlaku
e f: L9 < cllf: P2

(Chiarenza & Frasca: 1987).

Bukti:
. 1 1_1  «a
Misalkan0 < A <1—ap,1<p <;,dan5_p —1_Amaka1af
f(y) j 62)
< s _ I
Wiws | Lrmmam+ | o)

[x-yl=r [x=y|>r



f)

|x — ylt=«

10| < f du(y)

[x—yl|sr

.
ISt S | roaue

u(B(x,1))

[I(x)| < Cr*Mf

Selanjutnya,

f()
|x — y|n=«

10| < ] du(y)

lx—=y|>r

SCr“_lﬂ(B)pz< J lf(y)lpdu(y)>
lx—y|<r

k=0
[11(x)| < Cra_%u(B)EHf;Lp,/’l”
[l fO| = C (r“Mf(x) - r“‘%M(B)EHf:Lp,A“)

1 A
Misalkan r*Mf (x) = r* 2u(B)?||f: LP*|,

2 p
[ uB)rlf P
= C( MfG)

2 1%
o FCOI < C (“ @>|)f im”) M)

Mf (x)

p

e FGOI < € (u@BYP|f:104]) CMFGED7

A b P
e FG1 < € (uBYPF: 172} G

il

(

18

1

1"#()/))
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a A pq
[ s ae |’ < c (@) o duo
B
B

1

[ tercora]' < iy

liaf: 1920 < Cllf:7AG).

Teorema terbukti. m
2.4 Perumuman Operator Integral Fraksional

Perumuman operator integral fraksional yang digunakan untuk
membuktikan keterbatasannya diruang morrey diambil dari jurnal nakai tahun
2001, yaitu perumuman operator atau disimbolkan dengan T,f dengan suatu
fungsi p:(0,00) - (0,00) dan sebarang f, didefinisikan operator T,f sebagai

berikut:

TofGi= | 2 é(i ;)l)f(y) du@),
R

(Nakai, 2001).
T,f merupakan operator integral fraksional I,f, apabila T,f = I,f dan untuk

p(t) = t% 0 < a < n. Untuk penilitian ini, diambil n = 1 atau didimensi

satu, sehingga bentuk perumuman yang digunakan,

G- | 5 (5(( y)))f(y) du(),
R

dengan T,f =I,f untuk p(t) =t%0<a<1, dan =a, (Hendra

< |-
Q| =

gunawan, 2000).
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2.5 Syarat Cukup dan Perlu
Untuk membuktikan keterbatasan operator integral fraksional, digunakan
syarat perlu dan cukup. Terdapat teorema yang memuat syarat cukup dan perlu

pada keterbatasan potensial Riesz di ruang Morrey klasik. Teoremanya yaitu,

Teorema 2.4

Misalkan 0 < A<n—apdan 1<p< Z . Syarat perlu dan cukup untuk

a

keterbatasan I, f dari ruang LP* ke ruang L9* adalah éz% ——, (Utoyo,

dkk:2012 : 228-229).
2.6 Perintah Allah untuk Mengembangkan IImu

Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan tentang perintah berfikir di
dalam al-Quran. Selanjutnya akan dibahas bahwa setiap manusia memiliki
kewajiban untuk memperdalam ilmu dan kemudian membagikannya kepada
sesama, sehingga ilmu pun akan terus mengalami perkembangan. Karena ilmu,
seseorang dapat memahami berbagai macam dan mendapatkan kedudukan di
kalangan manusia serta di sisi Allah. BerikutHadits yang menjelaskannya:

i o ST e G o AR B s & s Bhs S G Sais 800 e ) plis Bl
B %@fﬁ&gﬂswﬁfmjgumﬂgpwjpjjuzja
Sk Wlp R A3 s AL AT e T ) 55 5 plnd
Artinya : Hisyam bin ‘Ammar menceritakan kepada kami, Hafs bin Sulaiman
menceritakan kepada kami, Katsir bin Syindzir menceritakan kepada kami dari
Muhammad bin Syirin, dari Anas bin Malik berkata, Rasulullah SAW. bersabda
: “Mencari ilmu itu wajib bagi setiap muslim, dan orang yang meletakkan ilmu
pada selain ahlinya bagaikan menggantungkan permata mutiara dan emas pada
babi hutan”. (HR. Ibnu Majjah).

,(Software CD, al-kutub at-tis’ah).
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Dari hadits di atas, menuntut ilmu itu wajib, ilmu itu luas, ilmu itu banyak,

tiada batasnya. Sehingga manusia yang memiliki akal diwajibkan untuk belajar
tanpa henti dalam mengembangkan ilmu dan kemudian membagikan kepada
sesama hingga Allah yang berkehendak menghentikan nafas hidupnya. Begitu
pula dengan keterbatasanperumuman operator integral fraksional yang terus

dilakukan perkembangan untuk mendapatkan penemuan-penemuan baru sehingga

dapat digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Sehingga kajian keterbatasan
perumuman operator integral fraksional merupakan salah satu bentuk

implementasi dari hasil berfikir dalam mengembangkan ilmu.
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PEMBAHASAN

3.1 Syarat Perlu Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional
Pada Ruang Morrey Klasik

Untuk membuktikan keterbatasan operator integral fraksional, digunakan
syarat perlu dan cukup. Operator dikatakan terbatas apabila dibuktikan secara
biimplikasi yaitu “jika dan hanya jika”. Syarat perlu pada keterbatasan apabila
memenubhi,

Teorema 3.1
E

Misalkan a,r € R, 1<p<q<00,%—%=a, dan §=q Terdapat

konstanta C > 0 sehingga I,f terbatas di LP*(w) ke La*(u). Dengan Dengan
p(r) < C [, Q dr < Cp(r). Jika ||Lf:L%| < C|f:LP*|| makau(B) <
&re.

Bukti :

Dengan memanfatkan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev pada ruang

morrey klasik, maka
1 f: 19| < C || L]

su

B(ar) J | Lf @] o | <c B(ar) j I I dp(x)

Ambil f sebagai fungsi karakteristik pada bola B (a,r), maka

22
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Jﬁ)(r’” ) |’pXB<x>|qdﬂ<x>> =B r)< gl |xB(x)|pdu(x)>

BEZPT) (r‘“f | Ipr(x)|q d,u(x)> =C Bia 1‘)< f d,u(x))
! B

sup

B(a' r) (r_#—[B | Ipr (x)lq d,u(x)) = BS(‘Z,pr) (r_/l,u(B(a, T‘)))E

Dengan menggunkan lemma 2.1 maka,

Q|

1

<r‘“jB |IpJCB(x)|q d,u(x)) <C (r"’l,u(B(a,r)))E
ol
g
(r'“] = 1J %

B

<r-ﬂ jB e 1M(B)quu(x)) <c ()

1
1

q q
du(y)‘ du(X)> <c¢ (ru®)’

j p(8(x,¥))Xs(y)
B 5(3(', )’)

d#(x) r_AM(B)

du(x ) (r u(B) g

f p(r )rs(y)

B

it

(r-#rq(“-ﬂ | Iu(B)quu(x)>q <c (ru®)
B

| =

r“‘l‘ﬁ( Iu(B)quu(x)>q <c (rru®)
B

1

B wE) <C ()
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1

_1-E L >
ram i< e (@)

Dengan mengalikan kedua ruas dengan L maka,

u(B)P

_—

Dengan mengalihkan kedua ruas dengan r1~% maka diperoleh,

e =
AN VAL F

rq+p—q

LB B = G

Dengan memangkatkan kedua ruas dengan qug_q maka diperoleh hasil,
u(B) < Croisra
u(B) < Cr?

Dimana s = %, dengan demikian terbukti bahwa terdapat C > 0

sedemikian sehingga berlaku [|I,f: L#|| < C ||f: LP*|| maka w(B) < Cr*.

3.2 Syarat Cukup Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional
Pada Ruang Morrey Kiasik

Untuk membuktikan keterbatasan operator integral fraksional, digunakan
syarat perlu dan cukup. Operator dikatakan terbatas apabila dibuktikan secara
biimplikasi yaitu “jika dan hanya jika”. Syarat cukup pada keterbatasan apabila

memenuhi,
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Teorema 3.2

Misalkan a,r€R, 1<p<q<00,%—3=a,dan§=

QI

Terdapat
konstanta C > 0 sehingga I,f terbatas di LPA(u) ke L9 (). Dengan p(r) <

¢ [, 22 dr < C p(r). Jika p(B) < Cr® maka [|I,f: L] < C ||f: 1P|

Bukti :
L= | 1o (5(( )))d(y)+ [ r» (5<( y)))dum
S(x,y)<r S(x,y)=r
= I(x) + II(x)
ii=| [ ro?een), <>|
S(x,y)<r
6(x,
< | 1ron2eEN )
S(x,y)<r }
o
< [ v ygs [ ronfEe)y,g,
6(x,y)<§r %rsd(x,y)<r ’
o
< [ vty [ enlE) ue)
8(ey)<gr Tres(ey)<gr '
p(8(x,»)
+ f IF I 500y du(y)

%rs&(x,y)<r
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< [ rorfe Dy [ renee i

1
8 (x,y)<§r Jrsé (x,y)<zr

p(6(x,¥))
5(x,y)

n f O du(y)

1 1
er&(x,y) <5r

v [ ron e e

%rs&(x,y)<r

oo 5 :
<cy [ o’ %(Efyy)))du(y)

k=1 1 1
=0y

sci [ o NEACLCE2) A

5(x,y)
k=—00 oky<§(x,y)<2k+1r i

1 Zk
e [ ol

k=—c0 S(x,y)<2k+1r

<C

2k+1,

=C 21: (2k+1r)~1 f p(r—r) dr f |f)ldu(y)

ke=—o0 2kr S(x,y)<2k+1r

- 1
<C Y P | 1rodlane)
k=—o0

B(x,Zk"’lr)

- 1
< cp(r) ZMM(BW"*%) | 1roldne)
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Sehingga,

a-p

[I(x)| < Crra Mf

Selanjutnya,

p(6(x,))

meot=| | ro)E du(y)‘

S(x,y)=r

p(6(x,y))
50%,9) du(y)

< | 1ol

S(x,y)=r

5(x,
< [ o8y,

8(x,y)=2r

p(6(x, )
500y du(y)

+ | ro

2r<6(x,y)<r

p(6(x,y)) J

< | ronfEEa)

6(x,y)=z4r

p(6(x, )
500y du(y)

+ [ o

4r<6(x,y)<2r

p(6(x,)) >

1 j If )l 50y w()

2r<6(x,y)<r

0 s '
<> f oy 2% s

§(x,y)
k=0 2kyr<§(x,y)s2k+ir

- p(2F7)
YE= | ol

B=0 5(x'})52k+1r
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o)

2k+1r
- p(r)
<yent[ Ela [ o
k=0 2 S(x,y)<2k+1ir

scmr)Z(zkr)-l( | If(y)lpdu(y)< | 1"du(y)>
k=0 5(x,y)<2k+1y §(x,y)<2k+1y

1 1

scE( | lf(y)lpdu(y)> ( | 1qdu(y)> p(r) (24r)
k=0 \§(x,y)<2k+1y S(x,y)<2kt1y

1 1

SCZM(Bﬁ(u(BV | lf(y)l”du(y)>< | 1qdu(y)>
k=0 S(x,y)<2k+1y S(x,y)<2k+1ir

p(r)(2kr)~*

< cllf: Al ) u(BG 2 p(r)

k=0

1
u(B(x, 2k+1r))

5 A
< Crord u(B)e||f: LPA|

A
< Cr vau(BY?||f: 1P|
Maka,

1L f1 < [1(x) + 11(x)]
£ < Cr 78 MF) + Cr vau(BY7||f: L7

a-p —
Jika dipilihr > 03 Crea M(f) = Cr pau(B)?||f: LP*|| maka,

a-p
p

Crea M(f) = Cr_%u(3)5||f=Lp'A||

a-p A
AR O e
r_% Mf



Mf

e T
re = C( MF
o]
| wB)P||f:LP

oS C(u( »ll wu)
(
(

a-p_(_ P % iz
rrr () = C(“(B) s L ||>

Mf

p

(Mf)P

¢ (wellf: 7|

bq

p P
¢ (ueByelreee))) gy
of17 < € (kB [f:102]) ~ MpyP

A prq
[ ot = c(u@lireAl) [ P due
u

u(B)

2 pq :
<c(urlrr) ()
— cBu@yP (|: A"
< cuy (s 22"

= cuB)(|If: P2

1

1
(e | Hereancol < i1y

7 f: 24| < = L2



30

Dengan demikian terbukti bahwa terdapat C > 0 sedemikian sehingga
berlaku ||I,f: L9|| < C||f: LP*|| dengan syarat u(B) < Cr.

Contoh 3.1

5
Himpunan H(x) = {x € R:||x|| < 1}.Dimana f(x) = {x_4 x EH, maka

0, x¢&H
I,f (x) terbatas dari ruang L*%%>(u) ke L85 (w).
Bukti :

f € L*°25(y) maka ||f]| s025 < oo sehingga,

1

£ Il 2025 =sup<j |f COl*dulx) + |f(x)|4du(x)>
B B B¢

1

= sup ( j |5x‘4|4du(X))
B B

1

5
= sup—=|x|~*
e 5||

= sup—1
B
= —1
||f||L2,0.25 < 00,

Karena ||f||,+02s < o, maka akan ditunjukan bahwa I,f € L%°2>(u) dengan

Iaf (y) < oo
5(x,
Lfo) = | ° ey )y))f D qutx)
P8 ») f() | ( )+j p(8Gx)) f() | -
o L B P (e B
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p(8(x,y)) 5x* p(8(x,¥))5x*
= L SGoy) M L 5Cey) M)

=f 5x~*p(8(x,¥))8(x, ¥)4 tdu(x)
B

= Jxli<1 5x~*p(8(x,))8(x, y)* 1 du(x) 1)

Jikay = 0 maka persamaan (1) menjadi

IGRY= j 5x*p(8(x,0))8(x, 0)~tdu(x)

llxll<1

Misal §(x,0) = r - du(x) = dr sehingga,

1
1, (0) Sf B in
0

il il
< a—5
S, s S5r |O
5
<
a—>5
Berdasarkan teorema 3.2 maka,
5 40 i
= —— co
1_ ¢ 31

Karenal, f (y) < —g < oo untuk y = 0 maka,

1
0,25

of: L¥02°(u)|| = supr~s <J llaf(y)lgdu(y)>
B B

(],

B 40 5
—sgp 31u()

1

08 8
31 du(y)>

. 40
— HSUPTaTH



Sedemikian sehingga,

40
af: L2 Wl = C T

Jadi I,f(0) € L8925(y).

Jikay € R maka persamaan (1) menjadi,

If () = f 5x~4p(8x, 1)) (x, ) "1 du(x)

llxll<1

< f 5x~*p(8(x,0))8(x, 0) " tdu(x)
llxll<1

' Jn I 5x~*p(6(0,))5(0,y) ™ du(x)
x||<1

= 40+5(0 '
y il Y

Karena §(0,y) = |y|, dana — 1 = —é,

4
Lf(y) = __+|Y| 8<O°

Karena I, f(y) < countuky € R maka,
1

af: L5925()|| = supr™s (J IIaf(y)ISdu(y)>
B B

= sup(f
B B
1

40 °
:sup3—1<u(3)+fB Iyl‘7du(y)>

1

8 8
du(y)>

40
_ a-1
T Iyl

1
40 1\s

= sup3—1(u(B) ——) < o

1

40 1\8
I f: LP(w)|| < sup—(u(B) __> < oo,
p 31 6

32
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Jadi I,f (y) € L¥%2° ().

Berdasarkan hasil di atas bahwa I,f € L8%25(y) dan f € L*%25(u) maka

terbukti bahwa I, f terbatas dari ruang L*%-25(u) ke L8%-25(u).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh hasil bahwa
untuk p(t) = t%, 0 < a < 1. Perumuman operator integral fraksional I, yang

didefinisikan sebagai:

8 (x,
et | ”ngx—’fyy)))ﬂy) du(y),
R

merupakan operator yang terbatas berdasarkan syarat perlu yaitu jika I,/ terbatas

di  LPA(w) ke L%*(u). Dengan  p(r) =7r¢,

memenuhi p(r) < C fB @ < Cp(r), maka p(B) <Cr®, dan berdasarkan

syarat cukup yaitu jika u(B) < Cr®, maka I,f terbatas di LPA (W) ke L*(p).

Dengan p(r) =r% -—-=a, dan %z memenuhi p(r) < C |, %r) <

SHES

< |-
Q|

C p(r). Sehingga dari kedua syarat tersebut maka perumumn operator integral
fraksional terbatas diruang morrey klasik jika dan hanya jika, u(B) < Cr*.
4.2 Saran

Berdasarkan pembahasan di atas, disarankan untuk penelitian selanjutnya
dapatdilakukan pembuktian keterbatasan perumaman operator menggunakan

syarat perlu dan cukup pada ruang companato.
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