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 ABSTRAK 
 

Munawaro, Gimas Nur, 2019. Penerapan Metode Transformasi Diferensial 

Pada Penyelesaian Persamaan Gelombang Vibrasi 1D. Skripsi. 

Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Mohammad 

Jamhuri, M.Si. (2) Muhammad Khudzaifah, M.Si. 

Kata kunci: Metode Transformasi Diferensial, Persamaan Gelombang Vibrasi 1D  

Penelitian ini membahas tentang penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 1D 

yang merupakan persamaan differensial parsial linier menggunakan metode 

transformasi differensial. Dalam tulisan ini dibahas tentang prosedur penyelesaian 

persamaan tersebut dengan menggunakan beberapa kondisi awal dan juga 

diberikan simulasinya. Berdasarkan pembahasan, disimpulkan bahwa tidak semua 

kondisi awal yang diberikan pada persamaan tersebut menghasilkan solusi analitik 

yang berbentuk fungsi. 
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ABSTRACT 

 

Munawaro, Gimas Nur. 2019. The Application of Transformation Differential 

Method for Solving 1D Vibration Wave Equation. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. 

Advisors: (1) Mohammad Jamhuri, M.Si. (2) Muhammad Khudzaifah, 

M.Si. 

Keyword: Differential Transformation Method, 1D Vibration Wave Equation 

This study discusses the solution of the 1D vibrational wave equation which is a 

linear partial differential equation using the differential transformation method. 

This paper discusses the procedure for solving the equation using some initial 

conditions and also provides a simulation. Based on the discussion, it was 

concluded that not all initial conditions given to the equation produce analytic 

solutions in the form of functions. 
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 ملخص

ُجيماسُنورةرُنوُ مُ  معادلة موجة الاهتزاز  حلتطبيق طريقة التحويل التفاضلي في ُ.٩١٠٢ .،
1Dُ.كُليةُالعلومُعبةشُ.البحثُالجامعي ،ُجامعةُمولاناُمالكُإبراهيمُةوالتكنولوجيُةيالرياضيات،

 .اجتترالممحمدُخذيفة،ُُ(٩)ُاجتترالممحمدُجمهوري،ُُ(٠)المشرف:ُُمالانج.الحكوميةُالإسلاميةُ

 1D:ُطريقةُالتحويلُالتفاضلي،ُمعادلةُموجةُالاهتزازُُالرئيسيةالكلمات 

ُالدراسةُبحثت ُالموجةُالاهتزازيةُُحلولُعنُهذه والتيُهيُمعادلةُتفاضليةُجزئية1Dُُمنُمعادلة
ُبعضُباستخدامُالمعادلةُحلُإجراءُحذاُالبحثُتناقشُخطيةُباستخدامُطريقةُالتحولُالتفاضلي.

ُالتيُالأوليةُالشروطُأنُإلىُالتوصلُتمُ،ُالمناقشةُإلىُاستنادًا.ُمحاكاةُأيضًاُوتوفرُالأوليةُالشروط
ُ.دالةُشكلُفيُتحليليةُحلولًاُُجميعهاُتنتجُلاُللمعادلةُأعطيت
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Getaran atau vibrasi merupakan gerakan bolak-balik suatu partikel atau 

suatu benda dari posisi titik kesetimbangan. Gelombang berasal dari suatu 

getaran-getaran yang merupakan dapat merambat melalui medium. Gelombang 

dapat dimodelkan dengan persamaan diferensial secara linier dan nonlinier. 

Sehingga terdapat persamaan gelombang linier dan persamaan gelombang 

nonlinier. 

Berdasarkan dimensi, persamaan gelombang dibagi menjadi tiga dimensi 

yakni persamaan gelombang satu dimensi, persamaan gelombang dua dimensi, 

dan persamaan gelombang tiga dimensi. Contoh dari persamaan differensial linier 

satu dimensi adalah persamaan gelombang vibrasi 1D.  

Persamaan gelombang vibrasi 1D memiliki beberapa jenis persamaan, 

salah satunya yakni jika terdapat resistensi udara yang disebut 𝑟 dan memiliki 

kecepatan yang disebut 𝑢𝑡 sehingga persamaan dapat dituliskan 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 − 𝑐2 𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 +

𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 (Straus, 2008). 

Adapun untuk mendapatkan solusi atau penyelesaian dari persamaan 

gelombang vibrasi 1D dapat dilakukan dengan beberapa metode. Salah satu solusi 

penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 1D yakni dengan menggunakan 

metode transformasi diferensial. Metode transformasi differensial merupakan 

salah satu metode semi-analitik. Metode transformasi diferensial adalah metode 

semi analitik yang membentuk deret Taylor dengan cara berbeda. Persamaan 
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diferensial yang diberikan dan kondisi awal ditransformasikan dalam persamaan 

rekrusif yang kemudian menghasilkan koefisien-koefisien deret pangkat. Metode 

ini sangat berguna untuk mendapatkan solusi eksak dan solusi pendekatan dari 

persamaan diferensial linier dan nonlinier tanpa adanya linierisasi atau perturbasi 

(Al-Sawalha & Noorani, 2009). 

Konsep dari transformasi diferensial pertama kali diusulkan oleh Zhou 

pada tahun 1986 yang diterapkan untuk penyelesaian persamaan linier dan tak 

linier dengan nilai awal dalam analisis rangkaian listrik. Metode ini membangun 

teknik semi analitik yang menggunakan deret Taylor untuk solusi persamaan 

diferensial dalam bentuk polinomial (Khan & dkk, 2012).   

Kemudian dari munculnya metode transformasi diferensial tersebut 

banyak peneliti-peneliti yang menyelesaikan dengan pendekatan analitik 

mengunakan berbagai jenis persamaan diferensial. Seperti Borhanifar dan Reza 

(2011) menyelesaikan persamaan nonlinier Schrodinger, Khan dkk (2012) 

menyelesaikan persamaan Lane-Emden, Mahgoub dan Abdelbagy (2017) 

menyelesaikan persamaan-persamaan non-linier, Ahmad dkk (2017) 

menyelesaikan model SIS dan SI Epidemik, dan masih banyak peneliti yang 

menyelesaikan persamaan differensial menggunakan metode transformasi 

diferensial. 

Konsep gelombang vibrasi dijelaskan dalam al-Qur’an, sebagaimana Allah 

SWT berfirman dalam surah al-Ankabut/29:37: 

ُ مُْجَثىمىيَْْ ُدَارىهى  فَكَذب  وْه ُفاََخَذَتْ ه م ُالرَّجْفَة ُفاََصْبَح وْافِى
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“Mereka mendustakannya (Syu’aib), maka mereka ditimpa gempa yang dahsyat, lalu 

jadilah mereka mayat-mayat yang bergelimpangan ditempat-tempat tinggal mereka” 

(Q.S al-Ankabut: 37). 

Berdasarkan terjemahan dari ayat al-Ankabut: 37 terdapat kata gempa, 

yang berarti gempa adalah suatu kejadian alam yang disebabkan oleh kumpulan-

kumpulan getaran atau vibrasi. Dari gerakan getaran tersebut dapat berpindah dari 

posisi seimbang terhadap posisi 𝑥 dan kecepatan 𝑡 yang dapat dinotasikan menjadi 

𝑢(𝑥, 𝑡). 

Sehingga berdasarkan dari pemaparan latar belakang diatas maka pada 

penelitian ini, penulis melakukan penelitian yang berjudul penerapan metode 

transformasi differensial pada penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 1D. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian dari latar belakang tersebut, maka rumusan masalah 

pada penelitian ini adalah bagaimana penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 

1D menggunakan metode transformasi diferensial? 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang disebutkan maka didapatkan tujuan 

dari penelitian ini adalah mengetahui penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 

1D menggunakan metode transformasi differensial. 
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1.4. Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah dengan mengetahui 

penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 1D, maka dapat dianalisis efektif atau 

tidaknya metode tersebut. 

 

1.5. Batasan Masalah 

Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut:  

1. Persamaan gelombang vibrasi 1D  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 

 

dimana 𝑟 > 0 dan 𝑟 meupakan resistensi udara. 

2. Kondisi awal umum pada persamaan gelombang vibrasi 1D 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

3. Kondisi awal pertama pada persamaan gelombang vibrasi 1D 

𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 + 1 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

4. Kondisi awal kedua pada persamaan gelombang vibrasi 1D 

𝑢(𝑥, 0) = sech2(𝑥) 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 
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1.6. Metode Penelitian 

Metode yang dilakukan untuk menyelesaikan persamaan gelombang 

vibrasi 1D adalah sebagai berikut: 

1. Mentransformasi persamaan gelombang vibrasi 1D dengan menggunakan 

teorema-teorema metode transformasi differensial. 

2. Mentransformasi kondisi awal dengan menggunakan teorema-teorema metode 

transformasi differensial. Untuk kondisi awal bentuk 𝑢(𝑥, 0) ditransformasi ke 

dalam bentuk 𝑈(𝑘, 0) dan kondisi awal bentuk 𝑢𝑡(𝑥, 0) ditransformasi ke 

dalam bentuk 𝑈(𝑘, 1).  

3. Melakukan iterasi dan mensubstitusi nilai 𝑈(𝑘, 0) dan nilai 𝑈(𝑘, 1) yang 

diperoleh dari tahap kedua untuk memperoleh nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain dimana 

𝑘 = 0,1,2,3, … dan ℎ = 0,1,2,3, … . 

4. Mensubtitusi solusi dalam bentuk deret ke dalam persamaan: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑥𝑘𝑡ℎ 

untuk memperoleh solusi analitik dari persamaan gelombang vibrasi 1D. 

5. Menguji keanalitikan dari solusi persamaan gelombang vibrasi 1D. 

6. Mensimulasikan solusi persamaan gelombang vibrasi 1D yang didapatkan 

dengan metode transformasi differensial. 
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1.7. Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan  yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

Bab I  Pendahuluan  

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II  Kajian Pustaka 

Bab ini menjelaskan tentang kajian-kajian kepustakaan yang menjadi 

landasan teori dalam pembahasan terkait persamaan gelombang vibrasi 

1D yang diselesaikan menggunakan metode transformasi diferensial. 

Bab III  Pembahasan  

Bab ini menjelaskan tentang hasil dari penelitian yaitu penyelesaian 

persamaan persamaan gelombang vibrasi 1D yang diselesaikan 

menggunakan metode transformasi diferensial. 

Bab IV  Penutup 

Bab ini menjelaskan tentang poin-poin dari hasil dan pembahasan secara 

garis besar berupa kesimpulan dan saran. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1. Deret Taylor 

Andaikan 𝑓 adalah suatu fungsi yang mempunyai turunan dari semua 

tingkatan pada 𝑥0, maka deret Taylor untuk 𝑓 di sekitar 𝑥 = 𝑥0 didefinisikan 

sebagai: 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘 

= 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ + 

𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 + ⋯ 

(2.1) 

Pada kasus tertentu, deret Taylor disebut deret Maclaurin pada saat 𝑥0 =

0 yang mana dapat disajikan sebagai 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑥)𝑘 

= 𝑓(0) + 𝑓′(0)(𝑥) +
𝑓′′(0)

2!
(𝑥)2 + ⋯ +

𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
(𝑥)𝑘 + ⋯ 

Berikut ini adalah tabel deret Maclaurin dari beberapa fungsi yang umum 

digunakan dalam proses mencari deret pangkat: 

 

 

 

 

 



8 

 

 

 

Tabel 2.1 Deret Mclaurin dari Beberapa Fungsi yang Umum Digunakan 

Fungsi Ekspansi Deret 

1

1 − 𝑥
 ∑ 𝑥𝑘 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

∞

𝑘=0

+ 𝑥3 + ⋯ 

1

1 − 𝑥2
 ∑(−1)𝑘𝑥2𝑘 = 1 − 𝑥2

∞

𝑘=0

+ 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯ 

𝑒𝑥 
∑

𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+

𝑥4

4!
+ ⋯ 

sin 𝑥 
∑(−1)𝑘

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

= 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ 

cos 𝑥 
∑(−1)𝑘

𝑥2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

= 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ 

ln(1 + 𝑥) 
∑(−1)𝑘+1

𝑥𝑘

𝑘

∞

𝑘=1

= 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
−

𝑥4

4
+ ⋯ 

tan−1 𝑥 
∑(−1)𝑘

𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1

∞

𝑘=0

= 𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
−

𝑥7

7
+ ⋯ 

sinh 𝑥 
∑

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

= 𝑥 +
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+

𝑥7

7!
+ ⋯ 

cosh 𝑥 
∑

𝑥2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

= 1 +
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ 

(1 + 𝑥)𝑚 
1 + ∑

𝑚(𝑚 − 1) … (𝑚 − 𝑘 + 1)

𝑘!

∞

𝑘=1

𝑥𝑘 

(Davis, 2012). 

 

2.1.1 Deret Taylor Dua Variabel 

Ekspansi deret Taylor dari fungsi 𝑓(𝑥, 𝑡) disekitar titik (𝑥0, 𝑡0) adalah 

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥0, 𝑡0) + 𝑓𝑡(𝑥0, 𝑡0)(𝑡 − 𝑡0) + 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑡0)(𝑥 − 𝑥0) +
1

2
𝑓𝑡𝑡(𝑥0, 𝑡0) 

(𝑡 − 𝑡0)2 + 𝑓𝑥𝑡(𝑥0, 𝑡0)(𝑥 − 𝑥0)(𝑡 − 𝑡0) +
1

2
𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑡0)(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ 
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Pada kasus tertentu, ketika (𝑥0, 𝑡0) = (0,0), deret Taylor dapat menjadi deret 

Maclaurin seperti berikut: 

𝑓(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

= 𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑡 +

1

2!
 

[
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
𝑥2 +

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡
2𝑥𝑡 +

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑡2] +

1

3!
 

[
𝜕3𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑥3 +

𝜕3𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
3𝑥2𝑡 +

𝜕3𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡
3𝑥𝑡2 +

𝜕3𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡3
𝑡3] + ⋯ 

(Primbs, 2014). 

 

2.2 Metode Transformasi Diferensial 

Pada tahun 1986, Zhou memperkenalkan suatu metode yang dapat 

diterapkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial baik linear maupun tak 

linear, yaitu metode transformasi diferensial. Metode yang menghasilkan 

pendekatan untuk penyelesaian analitik ini awalnya digunakan untuk 

menyelesaikan permasalahan nilai awal yang linear dan tak linear pada analisis 

sirkuit listrik. Metode ini membangun sebuah teknik numerik semi-analitik 

dengan ide dasar deret Taylor untuk menghasilkan penyelesaian persamaan 

diferensial dalam bentuk polinom  (Khaitzah & dkk, 2015). 

Munculnya metode transformasi diferensial telah memotivasi banyak 

peneliti untuk memecahkan berbagai jenis persamaan diferensial. Chen dan Ho 

(1996) telah menggunakannya untuk membangun solusi persamaan diferensial 

parsial sementara sehingga Jang dan Chen (1997) telah menggunakan metode 

transformasi diferensial untuk memecahkan masalah nilai awal dan batas. 
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Kemudian, Chen dan Liu (1998) telah mempekerjakan metode ini untuk 

menemukan solusi dari dua titik nilai batas masalah (Ahmad & dkk, 2017). 

 

2.2.1 Metode Transformasi Diferensial Satu-Dimensi 

Definisi 2.1 Jika 𝑢(𝑡) ∈ ℝ dapat diekspresikan menjadi deret Taylor 

disekitar titik tetap 𝑡0 maka 𝑢(𝑡) dapat ditunjukkan menjadi  

𝑢(𝑡) = ∑
𝑑𝑘𝑢(𝑡0)

𝑘!
(𝑡 − 𝑡0)𝑘

∞

𝑘=0

. 
(2.3) 

Jika 𝑈(𝑘) didefinisikan sebagai transformasi diferensial dari fungsi 𝑢(𝑡) 

𝑈(𝑘) =
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]

𝑡=𝑡0

, 𝑘 = 0,1,2,3, … 
(2.4) 

Maka persamaan (2.1) menjadi 

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑈(𝑘)(𝑡 − 𝑡0)𝑘

∞

𝑘=0

 
(2.5) 

yang disebut sebagai invers transformasi diferensial (Borhanifar & Absari, 

2011). 

Terdapat beberapa teorema yang menunjukkan sifat operasi dasar metode 

transformasi diferensial. Adapun teorema-teorema tersebut adalah sebagai berikut: 
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Tabel 2.2 Sifat-sifat Transformasi Diferensial Satu-Dimensi 

Sifat 1 Jika 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥) ± ℎ(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = 𝐺(𝑘) ± 𝐻(𝑘) 

Sifat 2 Jika 𝑦(𝑥) = 𝛼𝑔(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = 𝛼𝐺(𝑘) 

Sifat 3 Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
, maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)𝐺(𝑘 + 1) 

Sifat 4 Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑2𝑔(𝑥)

𝑑𝑥2 , maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐺(𝑘 + 2) 

Sifat 5 Jika 𝑦(𝑥) =
𝑑𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑚 , maka 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) … (𝑘 + 𝑚)𝐺(𝑘 + 𝑚) 

Sifat 6 Jika 𝑦(𝑥) = 1, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘) = {1,𝑘=0
0,𝑘=0

} 

Sifat 7 Jika 𝑦(𝑥) = 𝑥, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 1) = {1,𝑘=0
0,𝑘≠0

} 

Sifat 8 Jika 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑚, maka 𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {1,𝑘=𝑚
0,𝑘≠𝑚

} 

Sifat 9 Jika 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥), maka 𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑚)𝐻(𝑘 − 𝑚)𝑘
𝑚=0  

Sifat 10 
Jika 𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥, maka 𝑌(𝑘) =

𝜆𝑘

𝑘!
 dengan 𝜆 adalah konstanta 

(Khaitzah & dkk, 2015). 

 

2.2.2 Metode Transformasi Diferensial Dua-Dimensi 

Misalnya suatu fungsi dua variabel 𝑢(𝑥, 𝑡): 𝑅 × 𝑅 → 𝑅, dan dianggap 

bahwa fungsi tersebut dapat disajikan sebagai suatu hasil perkalian dari dua fungsi 

satu variabel, 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥)𝑤(𝑡). Berdasarkan sifat-sifat transformasi diferensial 

satu dimensi, fungsi 𝑢(𝑥, 𝑡) dapat dinyatakan sebagai 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑡ℎ , 
(2.6) 

di mana 𝑈(𝑘, ℎ) merupakan spektrum dari 𝑢(𝑥, 𝑡) (Soltanahlizadeh, 2011).  

Definisi 2.3 Jika 𝑢(𝑥, 𝑡) analitik dan dapat diturunkan secara kontinu terhadap 𝑥 

dan 𝑡 di dalam domain yang bersangkutan, maka transformasi diferensial dua 

dimensi didefinisikan sebagai 
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𝑈(𝑘, ℎ) =
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

 
  (2.7) 

di mana 𝑈(𝑘, ℎ) adalah fungsi transformasi dan 𝑢(𝑥, 𝑡) sebagai fungsi aslinya. 

Invers transformasi diferensial  dari 𝑈(𝑘, ℎ) didefinisikan sebagai 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 
(2.8) 

Dari persamaan (2.7) dan (2.8), diperoleh 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

𝑥𝑘

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑡ℎ 

= ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)𝑥𝑘

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑡ℎ ,                        

 

 

(2.9) 

di mana 𝑥0 = 0 dan 𝑡0 = 0 (Soltanahlizadeh, 2011). 

 Persamaan (2.9) dapat ditulis sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(0,0)𝑥0𝑡0 + 𝑈(1,0)𝑥𝑡0 + 𝑈(0,1)𝑥0𝑡 + 𝑈(2,0)𝑥2𝑡0 + 𝑈(1,1)𝑥𝑡 + 

𝑈(0,2)𝑥0𝑡2 + 𝑈(3,0)𝑥3𝑡0 + 𝑈(2,1)𝑥2𝑡 + 𝑈(1,2)𝑥𝑡2 + 𝑈(0,3)𝑥0𝑡3 + 

𝑈(4,0)𝑥4𝑡0 + 𝑈(3,1)𝑥4𝑡 + 𝑈(2,2)𝑥2𝑡2 + 𝑈(1,3)𝑥𝑡3 + 𝑈(0,4)𝑥0𝑡4 + 

𝑈(5,0)𝑥5𝑡0 + 𝑈(4,1)𝑥4𝑡0 + 𝑈(3,2)𝑥3𝑡2 + 𝑈(2,3)𝑥2𝑡3 + 𝑈(1,4)𝑥𝑡4 

+𝑈(0,5)𝑥0𝑡5 + ⋯ 

sehingga dapat dikatakan bahwa 𝑈(𝑘, ℎ) merupakan koefisien-koefisien dari 

setiap suku pada deret pangkat. Metode transformasi diferensial bertujuan untuk 

mencari koefisien-koefisien tersebut, sehingga akan mudah untuk mencari solusi 

eksak yang merupakan fungsi 𝑢(𝑥, 𝑡) yang terekspansi dalam bentuk deret 

pangkat tersebut. 
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Berikut ini merupakan sifat-sifat dari transformasi diferensial dua dimensi: 

Tabel 2.3 The Fundamental Operations of Two-Dimensional Diferential Transform Method 

Original function Transformed function 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) ± 𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑊(𝑘, ℎ) = 𝑈(𝑘, ℎ) ± 𝑉(𝑘, ℎ) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑊(𝑘, ℎ) = 𝑐𝑈(𝑘, ℎ), 𝑐 adalah konstan 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝑊(𝑘, ℎ) = (𝑘 + 1)𝑈(𝑘 + 1, ℎ) 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) 

𝑊(𝑘, ℎ) = (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑟+𝑠

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑡𝑠
𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑊(𝑘, ℎ) =

(𝑘 + 𝑟)! (ℎ + 𝑠)!

𝑘! ℎ!
𝑈(𝑘 + 𝑟, ℎ + 𝑠) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑡) 
𝑊(𝑘, ℎ) = ∑ ∑ 𝑈(𝑟, ℎ − 𝑠)𝑉(𝑘 − 𝑟, 𝑠)

ℎ

𝑠=0

𝑘

𝑟=0
 

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑣(𝑥, 𝑡) 

𝑊(𝑘, ℎ) = ∑ ∑(𝑘 − 𝑟 + 1)(ℎ − 𝑠 + 1)

ℎ

𝑠=0

𝑘

𝑟=0

 

= 𝑈(𝑘, ℎ) ⋊ 𝑉(𝑘, ℎ) ⋊ 𝑄(𝑘, ℎ) 

(Soltanahlizadeh, 2011). 

 

2.3 Identifikasi Persamaan Gelombang Vibrasi 1D 

Persamaan gelombang vibrasi 1D yang digunakan dalam penelitian ini 

mengutip dari buku yang berjudul “Partial Differential Equations an 

Introduction” edisi kedua yang ditulis oleh Walter A. Straus. 

Jenis dari persamaan gelombang vibrasi 1D salah satunya yakni jika 

terdapat resistensi udara yang disebut 𝑟, maka 𝑢𝑡 merupakan kecepatan, sehingga: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 dimana 𝑟 > 0 (2.10) 

𝑐 adalah konstanta kecepatan (Strauss, 2008). 
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2.4 Kajian Islam tentang Gelombang 

Firman Allah dalam Ql al-Hud:42 yakni: 

ُوَناَُدَُوَهىيَُتََْرىيُْبىىُ كَُاُلجىْبَاُلى ُْمَوْجٍ ُْمَُمُْفيى ُمَُّىُن  وْح ُاىبْ ن ه ُوكََاُنَُفيى ْْ كَُ َََُاُرْ نُْمَعَُعَنَاُوَلاَُتَكُ عْزىلٍُي َّب  

 الكَفىرىيْنَُ

 “Dan bahtera itu berlayar membawa mereka dalam gelombang laksana gunung. Dan 

Nuh memanggil anaknya, sedang anak itu berada di tempat yang jauh terpencil: “Hai 

anakku, naiklah (ke kapal) bersama kami dan janganlah kamu berada bersama orang-

orang yang kafir”.(QS. Al Hud/11:42)  

 

Dalam tafsir Al-Maraghi dijelaskan bahwa bahtera itu berlayar membawa 

penumpangnya dalam gelombang yang menjulang tinggi, begitu panjang bagai 

gunung. Bagi orang yang telah berpengalaman dalam pelayaran bergelombang 

besar ketika digoncangkan oleh angin yang hebat, ia akan tahu bahwa 

Mubalaghah dalam perumpamaan ini tidaklah jauh berbeda. Karena, kapal dengan 

keadaan demikian benar-benar tampak seolah turun dalam jurang yang dalam 

bagai lembah yang sangat dalam yang ada di kanan kirinya tampak bagai gunung 

besar yang hampir menutupi kapal (Al-Maraghi, 1991).  

Namun sebentar kemudian tiba-tiba kapal itu telah berangkat tinggi-tinggi 

di atas gelombang, seolah dia berada di atas puncak gunung yang sangat tinggi. 

Sehingga kapal itu hendak roboh karenanya, sedang para kelasi mengikatkan diri 

masing-masing dengan tambang di atas geladak kapal atau pada dindingnya 

supaya tidak terlempar oleh gelombang yang meliputi kapal itu (Al-Maraghi, 

1991). 
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Kemudian, Allah menerangkan bahwa Nuh terdorong oleh belas kasih 

kepada anaknya itu, sebagaimana Allah mengisyaratkan hal itu dengan firman-

Nya: 

ُمَعْزىلٍُيَٰب  نَََُّٱركَُْْمَّعَنَاُوَلَاُتَُُۥوَناَدَىُٰن وحٌُٱبْ نَهُ  فىرىينَُوكََانَُفِى ك نُمَّعَُٱلْكَٰ  
Nuh memanggil-manggil anaknya ketika ia telah naik di dalam kapal, sebelum ia 

berlayar membawa penumpangnya. Waktu itu, anaknya berada di tempat 

terpencil, jauh dari ayah dan saudara-saudaranya yang lain, satu orang-orang yang 

beriman kepada Nuh. Lalu berkatalah Nuh, “Wahai anakku, naiklah bersama kami 

ke dalam kapal, dan janganlah kamu bergabung dengan orang-orang kafir yang 

telah mendapatkan keputusan untuk dibinasakan” (Al Maraghi,1991). 

Dalam tafsir (Ibnu Katsier, 1988) Allah SWT berfirman menceritakan 

tatkala Nuh berkata kepada mereka yang diikutsertakan dalam bahteranya, 

“Naiklah kamu sekalian ke dalamnya dengan menyebut nama Allah (Bismillahi) 

di waktu berlayar di atas permukaan air dan di waktu berlayar diatas permukaan 

air dan di waktu berlabuh pada akhir pelayarannya. 

Allah berfirman menceritakan bagaimana Nuh telah memanggil putranya 

yang keempat, bernama Yaam, dan yang kafir, agar ia beriman dan turun naik ke 

dalam bahteranya, supaya selamat tidak tenggelam bersama orang kafir. Akan 

tetapi anaknya yang keras kepala itu enggan mengikuti ayahnya dan menjawab 

ayahnya dengan kata-kata, “Aku akan mencari perlindungan ke gunung yang 

dapat menyelamatkan aku dari air bah.” Ia mengira bahwa air bah tidak akan 

mencapai puncak gunung yang tinggi, namun ayahnya menegaskan kepadanya 

bahwa tiada sesuatu yang akan dapat melindunginya pada hari itu dari bencana air 

bah yang telah ditimpahkan oleh Allah kepada orang-orang yang kafir selain 
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rahmat Allah belakalah. Percakapan Nuh dengan anaknya segera terputus dengan 

datangnya gelombang yang menjadi penghalang dan tenggelamlah anak itu 

(Bahreisy, 1988).  

Berdasarkan penjelasan dari beberapa tafsir, gelombang air laut yang 

dijelaskan merupakan gelombang air laut yang sangat tinggi. Nabi Nuh dan 

penumpangnya berlayar dengan gelombang air laut yang menjulang tinggi dan 

sangat panjang bagai gunung. Kapal Nabi Nuh diikatkan pada dinding batu agar 

tidak terlempar oleh gelombang air laut tersebut.      
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai langkah-langkah penyelesaian 

persamaan gelombang vibrasi 1D menggunakan metode transformasi diferensial. 

Pada subbab 3.1 menjelaskan penyelesaian persamaan gelombang vibrasi 1D 

dengan kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥). Kemudian pada subab 3.1.1 dan 3.1.2 

diberikan beberapa contoh kondisi awal yang lain untuk diterapkan pada 

persamaan gelombang vibrasi 1D. 

 

 

3.1. Penerapan Metode Transformasi Diferensial pada Penyelesaian 

Persamaan Gelombang Vibrasi 1D  

 

Persamaan gelombang vibrasi 1D adalah: 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑟

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 

(3.1) 

dengan diberikan kondisi awal adalah 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

Tahap pertama 

Mentransformasi persamaan (3.1) menggunakan teorema-teorema 

transformasi diferensial. Berdasarkan definisi transformasi diferensial, apabila 

𝑢(𝑥, 𝑡) adalah fungsi asli, 𝑈(𝑘, ℎ) adalah fungsi transformasi dimana definisi 

transformasi diferensial dua dimensi terdapat pada persamaan (2.7). 
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Adapun akan dibuktikan bahwa fungsi transformasi dari fungsi asli 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 

adalah (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1): 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
(∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ) 

= ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘
𝜕

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑ ℎ 
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ−1 

= 0 + ∑ ∑ ℎ 
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=1

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ−1 

= ∑ ∑(ℎ + 1)
1

𝑘! (ℎ + 1)!
[
𝜕𝑘+(ℎ+1)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+1
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1)(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

Maka terbukti bahwa fungsi transformasi dari 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 adalah (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1). 

Kemudian akan dibuktikan bahwa fungsi transformasi dari 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2  adalah 

(ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2): 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ) 

= ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑ ℎ 
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+(ℎ+1)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+1
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ−1

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0
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= ∑ ∑(ℎ − 1)
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+(ℎ+2)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+2
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘

∞

ℎ=2

∞

𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)ℎ−2 

= 0 + ∑ ∑(ℎ − 1)
1

𝑘! ℎ!
 [

𝜕𝑘+(ℎ+2)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+2
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘

∞

ℎ=2

∞

𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)ℎ−2 

= ∑ ∑(ℎ + 2) 
1

𝑘! (ℎ + 2)!
[
𝜕𝑘+(ℎ+2)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+2
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑(ℎ + 1)(ℎ + 2) 𝑈(𝑘, ℎ + 2)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

Maka terbukti bahwa fungsi transformasi dari 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2  adalah (ℎ + 1)(ℎ +

2)𝑈(𝑘, ℎ + 2).  

Selanjutnya untuk fungsi transformasi dari 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2   adalah (𝑘 + 1)(𝑘 +

2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) : 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(∑ ∑

1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ) 

= ∑ ∑
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕𝑘+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑ 𝑘 
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕(𝑘+1)+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘+1𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘−1(𝑡 − 𝑡0)ℎ

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

 

= ∑ ∑(𝑘 − 1)
1

𝑘! ℎ!
[
𝜕(𝑘+2)+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘+2𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘−2

∞

ℎ=2

∞

𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= 0 + ∑ ∑(𝑘 − 1)
1

𝑘! ℎ!
 [

𝜕(𝑘+2)+ℎ𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘+2𝜕𝑡ℎ
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘−2

∞

ℎ=0

∞

𝑘=2

(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑(𝑘 + 2) 
1

(𝑘 + 2)! ℎ!
[
𝜕𝑘+(ℎ+2)𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡ℎ+2
]

𝑥=𝑥0,𝑡=𝑡0

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 

= ∑ ∑(𝑘 + 1)(𝑘 + 2) 𝑈(𝑘 + 2, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘(𝑡 − 𝑡0)ℎ 
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Maka terbukti bahwa fungsi transformasi dari 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2  adalah (𝑘 + 1)(𝑘 +

2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ). 

Tabel 3.1 Transformasi Persamaan Gelombang Vibrasi 1D 

Fungsi Asli Fungsi Transformasi 

𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 (ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) 

 

Kemudian fungsi-fungsi transformasi disubtitusi ke persamaan (3.1) maka 

diperoleh: 

(ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) − 𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) + 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

Sehingga dapat dinyatakan: 

𝑈(𝑘, ℎ + 2) =
𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) − 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1)

(ℎ + 1)(ℎ + 2)
 

(3.2) 

Persamaan (3.2) digunakan untuk mengiterasi pada tahap ketiga. 

Tahap kedua  

Mentransformasi kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) ke dalam bentuk 𝑈(𝑘, 0) 

dan kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ke dalam bentuk 𝑈(𝑘, 1) menggunakan definisi 

metode transformasi diferensial pada persamaan (2.5). 

Kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) ditransformasi ke dalam bentuk 𝑈(𝑘, 0): 

𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(𝑓(𝑥))]

𝑥=0
, 𝑘 = 0,1,2,3, …  
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Selanjutnya untuk kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ditransformasi ke dalam bentuk 

𝑈(𝑘, 1) dengan menggunakan hasil fungsi transformasi 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 pada tabel (3.1), 

diperoleh:  

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

(0 + 1)𝑈(𝑘, 0 + 1) = 0 

𝑈(𝑘, 1) = 0 

Sehingga nilai 𝑈(𝑘, 1) = 0 dimana untuk 𝑘 = 0,1,2,3, … 

Tahap Ketiga 

Melakukan iterasi dengan menggunakan persamaan (3.2) dan 

mensubstitusi nilai 𝑈(𝑘, 0) dan nilai 𝑈(𝑘, 1) yang diperoleh dari tahap kedua 

untuk memperoleh nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain dimana 𝑘 = 0,1,2,3, … dan ℎ =

0,1,2,3, … .  

Untuk ℎ = 0 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … diperoleh: 

𝑈(0,2) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,0) − 𝑟(1)𝑈(0,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(2,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yakni  

𝑈(2,0) = [
𝑓′′(𝑥)

2
]

𝑥=0

 

dan untuk nilai 𝑈(0,1) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 1) yang mana 

𝑘 = 1 maka diperoleh 𝑈(0,1) = 0. Sehingga nilai dari 𝑈(0,2) diperoleh: 

𝑈(0,2) =

𝑐2(1)(2) ([
𝑓′′(𝑥)

2! ]
𝑥=0

) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= [

1

2
𝑐2𝑓′′(𝑥)]

𝑥=0
 

Selanjutnya nilai 𝑈(1,2) diperoleh  
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𝑈(1,2) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,0) − 𝑟(1)𝑈(1,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(3,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yang 

mana untuk nilai 𝑘 = 3 maka diperoleh  

𝑈(3,0) = [
𝑓(3)(𝑥)

3!
]

𝑥=0

 

Dan untuk nilai 𝑈(0,1) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 1) maka nilai 

𝑈(1,1) = 0. Sehingga nilai dari 𝑈(1,2) diperoleh: 

𝑈(1,2) =

𝑐2(2)(3) ([
𝑓(3)(𝑥)

3! ]
𝑥=0

) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= [

1

2
𝑐2𝑓(3)(𝑥)]

𝑥=0
 

Perhitungan diatas juga berlaku untuk mendapatkan nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain. 

𝑈(2,2) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,0) − 𝑟(1)𝑈(2,1)

(1)(2)
= [

1

4
𝑐2𝑓(4)(𝑥)]

𝑥=0
 

𝑈(3,2) =
𝑐2(4)(5)𝑈(5,0) − 𝑟(1)𝑈(3,1)

(1)(2)
= [

1

12
𝑐2𝑓(5)(𝑥)]

𝑥=0
 

𝑈(4,2) =
𝑐2(5)(6)𝑈(6,0) − 𝑟(1)𝑈(4,1)

(1)(2)
= [

1

48
𝑐2𝑓(6)(𝑥)]

𝑥=0
 

⋮ 

Untuk ℎ = 1 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … 

𝑈(0,3) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,1) − 𝑟(2)𝑈(0,2)

(2)(3)
= [−

1

6
𝑐2𝑟𝑓′′(𝑥)]

𝑥=0
 

𝑈(1,3) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,1) − 𝑟(2)𝑈(1,2)

(2)(3)
= [−

1

6
𝑐2𝑟𝑓(3)(𝑥)]

𝑥=0
 

𝑈(2,3) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,1) − 𝑟(2)𝑈(2,2)

(2)(3)
= [−

1

12
𝑐2𝑟𝑓4(𝑥)]

𝑥=0
 

⋮ 
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Tabel 3.2 Tabel Hasil Iterasi Metode Transformasi Differensial dengan Kondisi Awal 𝑢(𝑥, 0) =
𝑓(𝑥) dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

𝑼(𝒌, 𝒉) 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 … 

𝟎 𝑓(𝑥) 0 
1

2
𝑐2𝑓′′(𝑥) −

1

6
𝑐2𝑟𝑓′′(𝑥) 

1

24
𝑐4𝑓(4)(𝑥)

+
1

24
𝑐2𝑟2𝑓′′(𝑥) 

−
1

60
𝑐4𝑟𝑓(4)(𝑥)

−
1

120
𝑐2𝑟3𝑓′′(𝑥) 

 

𝟏 𝑓′(𝑥) 0 
1

2
𝑐2𝑓(3)(𝑥) −

1

6
𝑐2𝑟𝑓(3)(𝑥) 

1

24
𝑐4𝑓(5)(𝑥)

+
1

24
𝑐2𝑟2𝑓(3)(𝑥) 

−
1

60
𝑐4𝑟𝑓(5)(𝑥)

−
1

120
𝑐2𝑟3𝑓(3)(𝑥) 

 

𝟐 
𝑓′′(𝑥)

2!
 0 

1

4
𝑐2𝑓(4)(𝑥) −

1

12
𝑐2𝑟𝑓(4)(𝑥) 

1

48
𝑐4𝑓(6)(𝑥)

+
1

48
𝑐2𝑟2𝑓(4)(𝑥) 

−
1

120
𝑐4𝑟𝑓(6)(𝑥)

−
1

240
𝑐2𝑟3𝑓(4)(𝑥) 

 

𝟑 
𝑓(3)(𝑥)

3!
 0 

1

12
𝑐2𝑓(5)(𝑥) −

1

36
𝑐2𝑟𝑓(5)(𝑥) 

1

144
𝑐4𝑓(7)(𝑥)

+
1

144
𝑐2𝑟2𝑓(5)(𝑥) 

−
1

360
𝑐4𝑟𝑓(7)(𝑥)

−
1

720
𝑐2𝑟3𝑓(5)(𝑥) 

 

𝟒 
𝑓(4)(𝑥)

4!
 0 

1

48
𝑐2𝑓(6)(𝑥) −

1

144
𝑐2𝑟𝑓(6)(𝑥) 

1

576
𝑐4𝑓(8)(𝑥)

+
1

576
𝑐2𝑟2𝑓(6)(𝑥) 

−
1

1440
𝑐4𝑟𝑓(8)(𝑥)

−
1

2880
𝑐2𝑟3𝑓(6)(𝑥) 

 

𝟓 
𝑓(5)(𝑥)

5!
 0 

1

240
𝑐2𝑓(7)(𝑥) −

1

720
𝑐2𝑟𝑓(7)(𝑥) 

1

2880
𝑐4𝑓(9)(𝑥)

+
1

2880
𝑐2𝑟2𝑓(7)(𝑥) 

−
1

7200
𝑐4𝑟𝑓(9)(𝑥)

−
1

14400
𝑐2𝑟3𝑓(7)(𝑥) 

 

⋮        

 

Tahap keempat  

Mensubtitusi nilai 𝑈(𝑘, ℎ) kedalam persamaan: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑥𝑘𝑡ℎ 

untuk mendapatkan solusi penyelesaian dari persamaan gelombang vibrasi 1D 

diperoleh: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(0,0)𝑥0𝑡0 + 𝑈(1,0)𝑥𝑡0 + 𝑈(0,1)𝑥0𝑡 + 𝑈(2,0)𝑥2𝑡0 + 𝑈(1,1)𝑥𝑡 + 

𝑈(0,2)𝑥0𝑡2 + 𝑈(3,0)𝑥3𝑡0 + 𝑈(2,1)𝑥2𝑡 + 𝑈(1,2)𝑥𝑡2 + 𝑈(0,3)𝑥0𝑡3 

+ ⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥) +
1

2
𝑐2𝑓′′(𝑥)𝑡2 −

1

6
𝑐2𝑟𝑓′′(𝑥)𝑡3 + 

(3.3) 
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(
1

24
𝑐4𝑓(4)(𝑥) +

1

24
𝑐2𝑟2𝑓′′(𝑥)) 𝑡4 + 

(−
1

60
𝑐4𝑟𝑓(4)(𝑥) −

1

120
𝑐2𝑟3𝑓′′(𝑥)) 𝑡5 + 

𝑓′(𝑥) +
1

2
𝑐2𝑓(3)(𝑥)𝑡2 −

1

6
𝑐2𝑟𝑓(3)(𝑥)𝑡3 + ⋯ 

Persamaan (3.3) dapat dituliskan menjadi 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡0 [𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)𝑥 +
𝑓′′(𝑥)

2
𝑥2 +

𝑓(3)(𝑥)

6
𝑥3 + ⋯ ] + 

𝑡2 [
1

2
𝑐2𝑓′′(𝑥) +

1

2
𝑐2𝑓(3)(𝑥)𝑥 +

1

4
𝑐2𝑓(4)(𝑥)𝑥2 +

1

12
𝑐2𝑓5(𝑥)𝑥3

+ ⋯ ] + 

𝑡3 [−
1

6
𝑐2𝑟𝑓2(𝑥) −

1

6
𝑐2𝑟𝑓3(𝑥)𝑥 −

1

12
𝑐2𝑟𝑓4(𝑥)𝑥2 −

1

36
𝑐2𝑟𝑓5(𝑥)𝑥3

+ ⋯ ] + 

𝑡4 [(
1

24
𝑐4𝑓4(𝑥) +

1

24
𝑐2𝑟2𝑓2(𝑥)) + (

1

24
𝑐4𝑓5(𝑥) +

1

24
𝑐2𝑟2𝑓3(𝑥)) 𝑥

+ (
1

48
𝑐4𝑓6(𝑥) +

1

48
𝑐2𝑟2𝑓4(𝑥)) 𝑥2

+ (
1

144
𝑐4𝑓7(𝑥) +

1

144
𝑐2𝑟2𝑓5(𝑥)) 𝑥3 + ⋯ ] + 

𝑡5 [(−
1

60
𝑐4𝑟𝑓4(𝑥) −

1

120
𝑐2𝑟3𝑓2(𝑥))

+ (−
1

60
𝑐4𝑟𝑓5(𝑥) −

1

120
𝑐2𝑟3𝑓3(𝑥)) 𝑥

+ (−
1

120
𝑐4𝑟𝑓6(𝑥) −

1

240
𝑐2𝑟3𝑓4(𝑥)) 𝑥2

+ (−
1

360
𝑐4𝑟𝑓7(𝑥) −

1

720
𝑐2𝑟3𝑓5(𝑥)) 𝑥3 + ⋯ ] + ⋯ (3.4) 

Misalkan persamaan (3.4) adalah 𝑎, maka 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎 (3.5) 

Sehingga persamaan (3.5) merupakan solusi pendekatan analitik dari 

persamaan gelombang vibrasi 1D yang berbentuk deret polinomial dengan 

menggunakan metode transformasi differensial. 
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3.1.1 Penerapan Metode Transformasi Differensial pada Penyelesaian 

Persamaan Gelombang Vibrasi 1D dengan Kondisi Awal Pertama 

 

Persamaan gelombang vibrasi 1D adalah: 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑟

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 

(3.6) 

dengan diberikan kondisi awal pertama adalah 

𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 + 1 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

Tahap pertama 

Mentransformasi persamaan (3.6) menggunakan teorema-teorema transformasi 

differensial. Berdasarkan definisi transformasi diferensial, apabila 𝑢(𝑥, 𝑡) adalah 

fungsi asli, 𝑈(𝑘, ℎ) adalah fungsi transformasi dimana definisi transformasi 

diferensial dua dimensi terdapat pada persamaan (2.7). 

Tabel 3.3 Transformasi Persamaan Gelombang Vibrasi 1D 

Fungsi Asli Fungsi Transformasi 

𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 (ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) 

 

Kemudian fungsi-fungsi transformasi disubtitusi ke persamaan (3.6) maka 

diperoleh: 

(ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) − 𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) + 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

Sehingga dapat dinyatakan: 

𝑈(𝑘, ℎ + 2) =
𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) − 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1)

(ℎ + 1)(ℎ + 2)
 (3.7) 

Persamaan (3.7) digunakan untuk mengiterasi pada tahap ketiga. 
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Tahap kedua  

Mentransformasi kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 + 1 kedalam bentuk 𝑈(𝑘, 0) dan 

kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ke dalam bentuk 𝑈(𝑘, 1) menggunakan definisi metode 

transformasi diferensial pada persamaan (2.5). 

Kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 + 1 ditransformasi kedalam bentuk 𝑈(𝑘, 0): 

𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(−𝑥2 + 1)]

𝑥=0
, 𝑘 = 0,1,2,3, …  

Sehingga didapatkan nilai 

𝑈(0,0) =
1

0!
[

𝑑0

𝑑𝑥0
(−𝑥2 + 1)]

𝑥=0

= 1 

𝑈(1,0) =
1

1!
[

𝑑

𝑑𝑥
(−𝑥2 + 1)]

𝑥=0
= 0 

𝑈(2,0) =
1

2!
[

𝑑

𝑑𝑥
(−𝑥2 + 1)]

𝑥=0
= −1 

⋮ 

Selanjutnya untuk kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ditransformasi kedalam 

bentuk 𝑈(𝑘, 1) dengan menggunakan hasil fungsi transformasi 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 pada tabel 

(3.1), diperoleh:  

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

(0 + 1)𝑈(𝑘, 0 + 1) = 0 

𝑈(𝑘, 1) = 0 

Sehingga nilai 𝑈(𝑘, 1) = 0 untuk = 0,1,2,3, … .  

Tahap ketiga  

Melakukan iterasi dengan menggunakan persamaan (3.7) dan 

mensubstitusi nilai 𝑈(𝑘, 0) dan nilai 𝑈(𝑘, 1) yang diperoleh dari tahap kedua 
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untuk memperoleh nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain dimana 𝑘 = 0,1,2,3, … dan ℎ =

0,1,2,3, … . 

Untuk ℎ = 0 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … diperoleh: 

𝑈(0,2) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,0) − 𝑟(1)𝑈(0,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(2,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yakni 

𝑈(2,0) = −1 dan untuk nilai 𝑈(0,1) didapatkan melalui hasil transformasi 

𝑈(𝑘, 1) maka nilai 𝑈(0,1) = 0. Maka nilai dari 𝑈(0,2) diperoleh 

𝑈(0,2) =
𝑐2(1)(2)(−1) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= −𝑐2 

Selanjutnya nilai 𝑈(1,2) adalah  

𝑈(1,2) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,0) − 𝑟(1)𝑈(1,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(3,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yang 

mana untuk nilai 𝑘 = 3 maka hasil 𝑈(3,0) = 0. Dan untuk nilai 𝑈(0,1) 

didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 1) maka nilai 𝑈(1,1) = 0. Sehingga 

nilai dari 𝑈(1,2) diperoleh 

𝑈(1,2) =
𝑐2(1)(2)(0) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= 0 

Perhitungan diatas juga berlaku untuk mendapatkan nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain. 

𝑈(2,2) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,0) − 𝑟(1)𝑈(2,1)

(1)(2)
= 0 

⋮ 

Untuk ℎ = 1 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … , 𝑁: 

𝑈(0,3) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,1) − 𝑟(2)𝑈(0,2)

(2)(3)
=

1

3
𝑐2𝑟 
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𝑈(1,3) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,1) − 𝑟(2)𝑈(1,2)

(2)(3)
= 0 

𝑈(2,3) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,1) − 𝑟(2)𝑈(2,2)

(2)(3)
= 0 

𝑈(3,3) =
𝑐2(4)(5)𝑈(5,1) − 𝑟(2)𝑈(3,2)

(2)(3)
= 0 

𝑈(4,3) =
𝑐2(5)(6)𝑈(6,1) − 𝑟(2)𝑈(4,2)

(2)(3)
= 0 

𝑈(5,3) =
𝑐2(6)(7)𝑈(7,1) − 𝑟(2)𝑈(5,2)

(2)(3)
= 0 

⋮ 

Hasil nilai 𝑈(𝑘, ℎ) dapat dibuat tabel sebagai berikut: 

Tabel 3.4 Hasil Iterasi Metode Transformasi Differensial dengan Kondisi Awal 𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 +
1 dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

𝑈(𝑘, ℎ) 0 1 2 3 4 5 … 

0 1 0 −𝑐2 
1

3
𝑐2𝑟 −

1

12
𝑐2𝑟2 

1

60
𝑐2𝑟3  

1 0 0 0 0 0 0  

2 −1 0 0 0 0 0  

3 0 0 0 0 0 0  

4 0 0 0 0 0 0  

5 0 0 0 0 0 0  

⋮        

 

Tahap keempat  

Mensubtitusi nilai 𝑈(𝑘, ℎ) kedalam persamaan: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑥𝑘𝑡ℎ 

untuk memperoleh solusi dari persamaan gelombang vibrasi 1D yang terdapat 

resistensi udara: 
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𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(0,0)𝑥0𝑡0 + 𝑈(1,0)𝑥𝑡0 + 𝑈(0,1)𝑥0𝑡 + 𝑈(2,0)𝑥2𝑡0 + 𝑈(1,1)𝑥𝑡 + 

𝑈(0,2)𝑥0𝑡2 + 𝑈(3,0)𝑥3𝑡0 + 𝑈(2,1)𝑥2𝑡 + 𝑈(1,2)𝑥𝑡2 + 𝑈(0,3)𝑥0𝑡3 + 

𝑈(4,0)𝑥4𝑡0 + 𝑈(3,1)𝑥4𝑡 + 𝑈(2,2)𝑥2𝑡2 + 𝑈(1,3)𝑥𝑡3 + 𝑈(0,4)𝑥0𝑡4 + 

𝑈(5,0)𝑥5𝑡0 + 𝑈(4,1)𝑥4𝑡0 + 𝑈(3,2)𝑥3𝑡2 + 𝑈(2,3)𝑥2𝑡3 + 𝑈(1,4)𝑥𝑡4 

+𝑈(0,5)𝑥0𝑡5 + ⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 − 𝑐2𝑡2 +
1

3
𝑐2𝑟𝑡3 −

1

12
𝑐2𝑟2𝑡4 +

1

60
𝑐2𝑟3𝑡5 + ⋯ (3.8) 

Persamaan (3.8) dapat dituliskan menjadi 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 + 2𝑐2 [−
𝑡2

2!
+ 𝑟

𝑡3

3!
− 𝑟2

𝑡4

4!
+ 𝑟3

𝑡5

5!
+ ⋯ + (−1)𝑛−1𝑟𝑛−2

𝑡𝑛

𝑛!
+ ⋯ ] (3.9) 

Misalkan  

𝑓(𝑡) = −
𝑡2

2!
+ 𝑟

𝑡3

3!
− 𝑟2

𝑡4

4!
+ 𝑟3

𝑡5

5!
+ ⋯ + (−1)𝑛−1𝑟𝑛−2

𝑡𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

atau 

𝑓(𝑡) = ∑(−1)𝑛−1𝑟𝑛−2
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=2

 (3.10) 

Jika kedua ruas dari persamaan (3.10) dikalikan dengan (−1) diperoleh 

−𝑓(𝑡) = ∑(−1)𝑛𝑟𝑛−2
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=2

 (3.11) 

Kemudian persamaan (3.11) dikalikan dengan 𝑟2 diperoleh 

−𝑟2𝑓(𝑡) = ∑(−1)𝑛𝑟𝑛
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=2

 

atau 

−𝑟2𝑓(𝑡) = ∑
(−𝑟𝑡)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=2

 
(3.12) 

Mengingat deret Taylor dari 

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0
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maka ruas kanan dari persamaan (3.12) akan dibawa kedalam bentuk deret Taylor 

diatas. Pada kedua ruas dari persamaan (3.12) ditambahkan dengan (1 − 𝑟𝑡) 

sehingga diperoleh 

1 − 𝑟𝑡 − 𝑟2𝑓(𝑡) = 1 − 𝑟𝑡 + ∑
(−𝑟𝑡)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=2

 

atau 

1 − 𝑟𝑡 − 𝑟2𝑓(𝑡) = ∑
(−𝑟𝑡)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 (3.13) 

Sederhanakan persamaan (3.13) menjadi 

1 − 𝑟𝑡 − 𝑟2𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑡 

dan berikutnya 

−𝑟2𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑡 + 𝑟𝑡 − 1 

𝑓(𝑡) =
𝑒−𝑟𝑡 + 𝑟𝑡 − 1

−𝑟2
 

atau 

𝑓(𝑡) =
1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
 

Selanjutnya mensubstitusikan 𝑓(𝑡) pada persamaan (3.9) diperoleh 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (
1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
) (3.14) 

Sehingga persamaan (3.14) merupakan solusi analitik dari persamaan (3.6). 

Tahap Kelima 

Membuktikan persamaan (3.14) yang mana merupakan solusi analitik dari 

persamaan (3.6) diperoleh. Pembuktian dilakukan dengan mensubsitusi persamaan 

(3.14) ke dalam persamaan (3.6) 
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𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (

1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
)) − 

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (

1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
)) + 

𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (

1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
)) 

= −2𝑐2𝑒−𝑟𝑡 − 𝑐2(−2) + 𝑟 (2𝑐2 (
−𝑟 + 𝑟𝑒𝑟𝑡

𝑟2 )) 

= 0 

Terbukti bahwa persamaan (3.14) merupakan solusi dari persamaan (3.6). 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (3.14) memenuhi kondisi awal pertama dan 

untuk 𝑡 = 0, diperoleh 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (
1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
) 

𝑢(𝑥, 0) = 1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (
1 − 𝑟(0) − 𝑒−𝑟(0)

𝑟2
) 

= −𝑥2 + 1 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 2𝑐2 (
−𝑟 + 𝑟𝑒𝑟(0)

𝑟2
) 

= 0 

Terbukti bahwa persamaan (3.14) memenuhi kondisi awal pertama pada 

persamaan (3.6). 

Tahap Keenam 

Mensimulasikan solusi persamaan gelombang vibrasi 1D menggunakan metode 

transformasi differensial. Plot dari persamaan (3.14) dengan 𝑐 = 1 dan 𝑟 = 1 

sebagai berikut: 
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Gambar 3.1 Simulasi persamaan (3.14) dengan −1 < 𝑥 < 5 dan 0 < 𝑡 < 5 

Dari hasil simulasi diatas ketika kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = −𝑥2 + 1 dan 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 puncak tinggi gelombang tertinggi yakni didapatkan 1.0. 

 

3.1.2 Penerapan Metode Transformasi Diferensial pada Penyelesaian 

Persamaan Gelombang Vibrasi 1D dengan Kondisi Awal Kedua 

 

Persamaan gelombang vibrasi 1D adalah: 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑟

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 

(3.15) 

dan diberikan kondisi awal pertama yakni 

𝑢(𝑥, 0) = sech2(𝑥) 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

Tahap pertama 

Mentransformasi persamaan (3.15) menggunakan teorema-teorema transformasi 

diferensial. Berdasarkan definisi transformasi diferensial, apabila 𝑢(𝑥, 𝑡) adalah 

fungsi asli, maka 𝑈(𝑘, ℎ) adalah fungsi transformasi yang mana definisi 

transformasi diferensial dua dimensi terdapat pada persamaan (2.7). 
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Tabel 3.5 Transformasi Persamaan Gelombang Vibrasi 1D 

Fungsi Asli Fungsi Transformasi 

𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑈(𝑘, ℎ) 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 (ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 (ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) 

 

Kemudian fungsi-fungsi transformasi disubtitusi ke persamaan (3.15) 

maka diperoleh: 

(ℎ + 1)(ℎ + 2)𝑈(𝑘, ℎ + 2) − 𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) + 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

Sehingga dapat dinyatakan: 

𝑈(𝑘, ℎ + 2) =
𝑐2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑈(𝑘 + 2, ℎ) − 𝑟(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1)

(ℎ + 1)(ℎ + 2)
 

(3.16) 

Persamaan (3.16) digunakan untuk mengiterasi pada tahap ketiga. 

Tahap kedua  

Mentransformasi kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = sech2(𝑥) kedalam bentuk 𝑈(𝑘, 0) dan 

kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ke dalam bentuk 𝑈(𝑘, 1) menggunakan teorema-

teorema metode transformasi differensial pada persamaan (2.5).  

Kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = sech2(𝑥) ditransformasi kedalam bentuk 𝑈(𝑘, 0): 

𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
sech2(𝑥)]

𝑥=0

, 𝑘 = 0,1,2,3, … 

untuk menentukan nilai dari [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 sech2(𝑥)]
𝑥=0

 dapat menggunakan deret Taylor, 

diperoleh: 

sech2(𝑥) = sech2(𝑥) +
𝑥

1!
[

𝑑

𝑑𝑥
sech2(𝑥)]

𝑥=0
 +

𝑥2

2!
[

𝑑2

𝑑𝑥2
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+ 
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𝑥3

3!
[

𝑑3

𝑑𝑥3
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+
𝑥4

4!
[

𝑑4

𝑑𝑥4
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+ 

𝑥5

5!
[

𝑑5

𝑑𝑥5
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+
𝑥6

6!
[

𝑑6

𝑑𝑥6
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+ 

𝑥7

7!
[

𝑑7

𝑑𝑥7
sech2(𝑥)]

𝑥=0

+ ⋯ 

= 1 −
2𝑥2

2!
+

16𝑥4

4!
−

272𝑥6

6!
+ ⋯ 

(3.17) 

Persamaan (3.17) dapat ditulis menggunakan deret Maclaurin diperoleh 

sech2(𝑥) = ∑
22𝑛(22𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)𝐵2𝑛𝑥2𝑛−2

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

 

Maka diperoleh hasil transformasi diferensial berikut: 

𝑈(𝑘, 0) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
sech2(𝑥)]

𝑥=0

  

= {
22+𝑘(22+𝑘 − 1)𝐵2+𝑘

(2 + 𝑘)𝑘!
 ; 𝑘 =  0,2,4,6, … 

0                                 ; 𝑘 = 1,3,5,7, …

 

Untuk 𝐵2+𝑘 merupakan Bernoulli Number.  

Angka 𝐵𝑛, mewakili koefisien dari 
𝑡𝑛

𝑛!
 Dalam suatu fungsi ekspansi 

𝑡

𝑒𝑡 − 1
= ∑ 𝐵𝑛

𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

    [0 < |𝑡| < 2𝜋] 

disebut Bernoulli Number. Dengan demikian, fungsi 
𝑡

𝑒𝑡−1
 merupakan angka 

Bernoulli (Arakawa & dkk, 2014).  
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Berikut merupakan tabel bilangan Bernoulli: 

Tabel 3.6 Bernoulli Numbers 

𝑛 0 1 2 4 6 … 

𝐵𝑛 1 
−

1

2
 

1

6
 −

1

30
 

1

42
 

 

𝐵𝑛

𝑛
 

  1

12
 −

1

120
 

1

252
 

 

 

Selanjutnya untuk kondisi awal 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ditransformasi kedalam 

bentuk 𝑈(𝑘, 1) dengan menggunakan hasil fungsi transformasi 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 yang 

terdapat pada tabel (3.3), diperoleh:  

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

(ℎ + 1)𝑈(𝑘, ℎ + 1) = 0 

(0 + 1)𝑈(𝑘, 0 + 1) = 0 

𝑈(𝑘, 1) = 0 

Sehingga nilai 𝑈(𝑘, 1) = 0 untuk = 0,1,2,3, … .  

Tahap ketiga  

Melakukan iterasi dengan menggunakan persamaan (3.16) dan 

mensubstitusi nilai 𝑈(𝑘, 0) dan nilai 𝑈(𝑘, 1) yang diperoleh dari tahap kedua 

untuk memperoleh nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain dimana 𝑘 = 0,1,2,3, … dan ℎ =

0,1,2,3, … .  

Untuk ℎ = 0 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … diperoleh: 

𝑈(0,2) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,0) − 𝑟(1)𝑈(0,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(2,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yakni  

𝑈(2,0) =
22+2(22+2 − 1)𝐵2+2

(2 + 2)2!
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=
24(24 − 1)

(4)2!
𝐵4 

= −1 

dan untuk nilai 𝑈(0,1) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 1) yang mana 

𝑘 = 1 maka diperoleh 𝑈(0,1) = 0. Sehingga nilai dari 𝑈(0,2) diperoleh: 

𝑈(0,2) =
𝑐2(1)(2)(−1) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= −𝑐2 

Selanjutnya nilai 𝑈(1,2) diperoleh  

𝑈(1,2) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,0) − 𝑟(1)𝑈(1,1)

(1)(2)
 

dimana untuk nilai 𝑈(3,0) didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 0) yang 

mana untuk nilai 𝑘 = 3 maka hasil 𝑈(3,0) = 0. Dan untuk nilai 𝑈(0,1) 

didapatkan melalui hasil transformasi 𝑈(𝑘, 1) maka nilai 𝑈(1,1) = 0. Sehingga 

nilai dari 𝑈(1,2) diperoleh: 

𝑈(1,2) =
𝑐2(2)(3)(0) − 𝑟(1)(0)

(1)(2)
= 0 

Perhitungan diatas juga berlaku untuk mendapatkan nilai 𝑈(𝑘, ℎ) yang lain. 

𝑈(2,2) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,0) − 𝑟(1)𝑈(2,1)

(1)(2)
= 4𝑐2 

𝑈(3,2) =
𝑐2(4)(5)𝑈(5,0) − 𝑟(1)𝑈(3,1)

(1)(2)
= 0 

⋮ 

Untuk ℎ = 1 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … , 𝑁: 

𝑈(0,3) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,1) − 𝑟(2)𝑈(0,2)

(2)(3)
=

1

3
𝑐2𝑟 

𝑈(1,3) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,1) − 𝑟(2)𝑈(1,2)

(2)(3)
= 0 
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𝑈(2,3) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,1) − 𝑟(2)𝑈(2,2)

(2)(3)
=

−4

3
𝑐2𝑟 

⋮ 

Untuk ℎ = 2 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … , 𝑁: 

𝑈(0,4) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,2) − 𝑟(3)𝑈(0,3)

(3)(4)
=

2

3
𝑐4 −

1

12
𝑐2𝑟2 

𝑈(1,4) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,2) − 𝑟(3)𝑈(1,3)

(3)(4)
= 0 

𝑈(2,4) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,2) − 𝑟(3)𝑈(2,3)

(3)(4)
= −

17

3
𝑐4 +

1

3
𝑐2𝑟2 

⋮ 

Untuk ℎ = 3 dan 𝑘 = 0,1,2,3, … , 𝑁: 

𝑈(0,5) =
𝑐2(1)(2)𝑈(2,3) − 𝑟(4)𝑈(0,4)

(4)(5)
= −

4

15
𝑐4𝑟 +

1

60
𝑐2𝑟3 

𝑈(1,5) =
𝑐2(2)(3)𝑈(3,3) − 𝑟(4)𝑈(1,4)

(4)5
= 0 

𝑈(2,5) =
𝑐2(3)(4)𝑈(4,3) − 𝑟(4)𝑈(2,4)

(4)(5)
=

34

15
𝑐4𝑟 −

1

15
𝑐2𝑟3 

⋮ 
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Hasil nilai 𝑈(𝑘, ℎ) dapat dibuat tabel sebagai berikut: 

Tabel 3.7 Hasil Iterasi Metode Transformasi Differensial dengan Kondisi Awal 𝑢(𝑥, 0) =
𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝑥) dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 

𝑼(𝒌, 𝒉) 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 … 

𝟎 1 0 −𝑐2 
1

3
𝑐2𝑟 

2

3
𝑐4

−
1

12
𝑐2𝑟2 

−
4

15
𝑐4𝑟

+
1

60
𝑐2𝑟3 

 

𝟏 0 0 0 0 0 0  

𝟐 −1 0 4𝑐2 −
4

3
𝑐2𝑟 

−
17

3
𝑐4

+
1

3
𝑐2𝑟2 

34

15
𝑐4𝑟

−
1

15
𝑐2𝑟3 

 

𝟑 0 0 0 0 0 0  

𝟒 
2

3
 0 −

17

3
𝑐2 

17

9
𝑐2𝑟 

124

9
𝑐4

−
17

36
𝑐2𝑟2 

−
248

45
𝑐4𝑟

+
17

180
𝑐2𝑟3 

 

𝟓 0 0 0 0 0 0  

𝟔 −
17

45
 0 

248

45
𝑐2 −

248

135
𝑐2𝑟 

−
2764

135
𝑐4

+
62

135
𝑐2𝑟2 

5528

675
𝑐4𝑟

−
62

675
𝑐2𝑟3 

 

𝟕 0 0 0 0 0 0  

𝟖 
62

315
 0 −

1382

315
𝑐2 

1382

945
𝑐2𝑟 

21844

945
𝑐4

−
691

1890
𝑐2𝑟2 

−
43688

4725
𝑐4

+
691

9450
𝑐2𝑟3 

 

⋮        

 

Tahap keempat  

Mensubtitusi nilai 𝑈(𝑘, ℎ) kedalam persamaan: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑈(𝑘, ℎ)

∞

ℎ=0

∞

𝑘=0

𝑥𝑘𝑡ℎ 

untuk mendapatkan solusi analitik dari persamaan gelombang vibrasi 1D, 

diperoleh: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(0,0)𝑥0𝑡0 + 𝑈(1,0)𝑥𝑡0 + 𝑈(0,1)𝑥0𝑡 + 𝑈(2,0)𝑥2𝑡0 + 𝑈(1,1)𝑥𝑡 + 
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𝑈(0,2)𝑥0𝑡2 + 𝑈(3,0)𝑥3𝑡0 + 𝑈(2,1)𝑥2𝑡 + 𝑈(1,2)𝑥𝑡2 + 𝑈(0,3)𝑥0𝑡3 

𝑈(4,0)𝑥4𝑡0 + 𝑈(3,1)𝑥4𝑡 + 𝑈(2,2)𝑥2𝑡2 + 𝑈(1,3)𝑥𝑡3𝑈(0,4)𝑥0𝑡4 

+ ⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 − 𝑐2𝑡2 +
1

3
𝑐2𝑟𝑡3 +

2

3
𝑥4 + 4𝑐2𝑥2𝑡2 + 

(
2

3
𝑐4 −

1

12
𝑐2𝑟2) 𝑡4 −

4

3
𝑐2𝑟𝑥2𝑡3 − (

4

15
𝑐4𝑟 +

1

60
𝑐2𝑟3) 𝑡5 

+ ⋯ 

 

 

 

(3.18) 

Persamaan (3.18) dapat dituliskan menjadi 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡0 [1 − 𝑥2 +
2

3
𝑥4 −

17

45
𝑥6 +

62

315
𝑥8 + ⋯ ] + 

𝑡2 [−1𝑐2 + 4𝑐2𝑥2 −
17

3
𝑐2𝑥4 +

248

45
𝑐2𝑥6 −

1382

315
𝑐2𝑥8 + ⋯ ] + 

𝑡3 [
1

3
𝑐2𝑟 −

4

3
𝑐2𝑟𝑥2 +

17

9
𝑐2𝑟𝑥4 −

248

135
𝑐2𝑟𝑥6 +

1382

945
𝑐2𝑟𝑥8 … ] + 

𝑡4 [(
8

12
𝑐4 −

1

12
𝑐2𝑟2) − (

17

3
𝑐4 −

1

3
𝑐2𝑟2) 𝑥2 + (

124

9
𝑐4 −

17

36
𝑐2𝑟2) 𝑥4

− (
2764

135
𝑐4 −

62

135
𝑐2𝑟2) 𝑥6 + (

21844

945
𝑐4 −

691

1890
𝑐2𝑟2)

+ ⋯ ] 

𝑡5 [(−
4

15
𝑐4𝑟 +

1

60
𝑐2𝑟3) + (

34

15
𝑐4𝑟 −

1

15
𝑐2𝑟3) 𝑥2

− (
248

45
𝑐4𝑟 −

17

180
𝑐2𝑟3) 𝑥4

+ (
5528

675
𝑐4𝑟 −

62

675
𝑐2𝑟3) 𝑥6

+ (−
43688

4725
𝑐4 +

691

9450
𝑐2𝑟3) 𝑥8 + ⋯ ] + ⋯ (3.19) 

Misalkan: 

𝐹(𝑡) = 𝑡0 [1 − 𝑥2 +
2

3
𝑥4 −

17

45
𝑥6 +

62

315
𝑥8 + ⋯ ] 

Deret 𝐹(𝑡) dapat dituliskan menjadi 
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𝐹(𝑡) = sech2(𝑥) (3.20) 

𝐺(𝑡) = 𝑡2 [−𝑐2 + 4𝑐2𝑥2 −
17

3
𝑐2𝑥4 +

248

45
𝑐2𝑥6 −

1382

315
𝑐2𝑥8 + ⋯ ] 

Deret 𝐺(𝑡) dapat dituliskan menjadi 

𝐺(𝑡) = 𝑡2 [
𝑐2

2!
(4 sech2(𝑥) tanh2(𝑥) − 2 sech2(𝑥) (1 − tanh2(𝑥))] 

atau 

𝐺(𝑡) = 𝑡2 [
𝑐2(2 cosh2(𝑥) − 3)

cosh4(𝑥)
] (3.21) 

𝐻(𝑡) = 𝑡3 [
1

3
𝑐2𝑟 −

4

3
𝑐2𝑟𝑥2 +

17

9
𝑐2𝑟𝑥4 −

248

135
𝑐2𝑟𝑥6 +

1382

945
𝑐2𝑟𝑥8 + ⋯ ] 

Deret 𝐻(𝑡) dapat dituliskan menjadi 

𝐻(𝑡) = 𝑡3 [−
𝑐2𝑟

3!
(4 sech2(𝑥) tanh2(𝑥) − 2 sech2(𝑥) (1 − tanh2(𝑥))] 

atau 

𝐻(𝑡) = 𝑡3 [−
1

3!

𝑐2𝑟(2 cosh2(𝑥) − 3)

cosh4(𝑥)
] (3.22) 

𝐼(𝑡) = 𝑡4 [(
2

3
𝑐4 −

1

12
𝑐2𝑟2) + (−

17

3
𝑐4 +

1

3
𝑐2𝑟2) 𝑥2 + (

124

9
𝑐4 −

17

36
𝑐2𝑟2) 𝑥4  

+ (−
2764

135
𝑐4 +

62

135
𝑐2𝑟2) 𝑥6 + (

21844

945
𝑐4 −

691

1890
𝑐2𝑟2) 𝑥8

+ ⋯ ] 

Deret 𝐼(𝑡) dapat dituliskan menjadi 
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𝐼(𝑡) = 𝑡4 [
𝑐4

4!
(16 sech2(𝑥) tanh4(𝑥)

− 88 sech2(𝑥) tanh2(𝑥)(1

− tanh2(𝑥)) + 16sech ̂ 2 (𝑥)(1 − tanh2(𝑥))^2 )

+
𝑐2𝑟2

4!
(4 sech2(𝑥) tanh2(𝑥) − 2 sech2(𝑥) (1 − tanh2(𝑥))] 

atau 

𝐼(𝑡)

= 𝑡4 [
1

12

(8𝑐2 cosh4(𝑥) + 2𝑟2 cosh4(𝑥) − 60 cosh2(𝑥)𝑐2 − 3𝑟2 cosh2(𝑥) + 60 𝑐2)𝑐2

cosh6(𝑥)
] (3.23) 

𝐽(𝑡) = 𝑡5 [(−
4

15
𝑐4𝑟 +

1

60
𝑐2𝑟3) + (

34

15
𝑐4𝑟 −

1

15
𝑐2𝑟3) 𝑥2

+ (−
248

45
𝑐4𝑟 +

17

180
𝑐2𝑟3) 𝑥4 + (

5528

675
𝑐4𝑟 −

62

675
𝑐2𝑟3) 𝑥6

+ (−
43688

4725
𝑐4 +

691

9450
𝑐2𝑟3) 𝑥8 + ⋯ ] 

Deret 𝐽(𝑡) dapat dituliskan menjadi 

𝐽(𝑡) = 𝑡5 [−
2𝑐4𝑟

5!
(16 sech2(𝑥) tanh4(𝑥)

− 88 sech2(𝑥) tanh2(𝑥)(1

− tanh2(𝑥)) + 16sech ̂ 2 (𝑥)(1 − tanh2(𝑥))^2 )

−
𝑐2𝑟3

5!
(4 sech2(𝑥) tanh2(𝑥) − 2 sech2(𝑥) (1 − tanh2(𝑥))] 

atau 

𝐽(𝑡)

= 𝑡5 [−
1

60

(16𝑐2 cosh4(𝑥) + 2𝑟2 cosh4(𝑥) − 120 cosh2(𝑥)𝑐2 − 3𝑟2 cosh2(𝑥) + 120𝑐2)𝑐2𝑟

cosh8(𝑥)
] (3.24) 

Dari persamaan (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) dan (3.24) dapat ditulis 

menjadi: 
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𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑡𝑛

∞

𝑛=0

(−
4

15

𝑐4𝑟

cosh2(𝑥)
−

1

30

𝑐2𝑟3

cosh2(𝑥)
+

2

3

𝑐4

cosh2(𝑥)

+
1

6

𝑐2𝑟2

cosh2(𝑥)
−

2

3

𝑐2𝑟

cosh2(𝑥)
+

2𝑐4𝑟

cosh4(𝑥)
+

1

20

𝑐2𝑟3

cosh4(𝑥)

+
2𝑐2

cosh4(𝑥)
−

5𝑐4

cosh4(𝑥)
−

1

4

𝑐2𝑟2

cosh4(𝑥)
+

𝑐2𝑟

cosh4(𝑥)

−
2𝑐4𝑟

cosh6(𝑥)
+

1

cosh2(𝑥)
−

3𝑐2

cosh4(𝑥)
+

5𝑐4

cosh6(𝑥)
+ ⋯ ) 

(3.25) 

Sehingga persamaan (3.15) merupakan solusi pendekatan analitik dari persamaan 

(3.25) yang berbentuk deret pollinom. 

Tahap Kelima 

Mensimulasikan solusi persamaan gelombang vibrasi 1D menggunakan metode 

transformasi differensial. Simulasi dari persamaan (3.25) dengan 𝑐 = 1 dan 𝑟 = 1 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.2 Simulasi persamaan (3.25) dengan −1 < 𝑥 < 50 dan 0 < 𝑡 < 100 

Dari hasil simulasi diatas ketika kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = sech2(𝑥) dan 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 dengan −1 < 𝑥 < 50 dan 0 < 𝑡 < 100 puncak tertinggi gelombang 

yakni didapatkan 1.0. 
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BAB IV  

KESIMPULAN 

 

4.1 Kesimpulan 

Solusi dari persamaan gelombang vibrasi 1D menggunakan metode 

transformasi differensial dapat disimpulkan sebagai berikut: 

1. Solusi persamaan gelombang vibrasi 1D pada kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 merupakan solusi pendekatan anlitik yang berbentuk deret 

polinomial, diperoleh 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎 

2. Solusi persamaan gelombang vibrasi 1D pada kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) =

−𝑥2 + 1 dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 merupakan solusi analitik, diperoleh 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 − 𝑥2 + 2𝑐2 (
1 − 𝑟𝑡 − 𝑒−𝑟𝑡

𝑟2
) 

Simulasi solusi persamaan gelombang vibrasi 1D pada kondisi awal 

pertama berada pada −1 < 𝑥 < 5 dan 0 < 𝑡 < 5. 

3. Solusi persamaan gelombang vibrasi 1D pada kondisi awal kedua 

merupakan solusi pendekatan analitik yang berbentuk deret polynomial, 

diperoleh 
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𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑡𝑛

∞

𝑛=0

(−
4

15

𝑐4𝑟

cosh2(𝑥)
−

1

30

𝑐2𝑟3

cosh2(𝑥)
+

2

3

𝑐4

cosh2(𝑥)

+
1

6

𝑐2𝑟2

cosh2(𝑥)
−

2

3

𝑐2𝑟

cosh2(𝑥)
+

2𝑐4𝑟

cosh4(𝑥)
+

1

20

𝑐2𝑟3

cosh4(𝑥)

+
2𝑐2

cosh4(𝑥)
−

5𝑐4

cosh4(𝑥)
−

1

4

𝑐2𝑟2

cosh4(𝑥)
+

𝑐2𝑟

cosh4(𝑥)

−
2𝑐4𝑟

cosh6(𝑥)
+

1

cosh2(𝑥)
−

3𝑐2

cosh4(𝑥)
+

5𝑐4

cosh6(𝑥)
+ ⋯ ) 

a. Simulasi persamaan gelombang vibrasi 1D pada kondisi awal kedua 

berada pada −1 < 𝑥 < 50 dan 0 < 𝑡 < 100. 

Sehingga dari hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa tidak semua kondisi 

awal yang diberikan dapat menghasilkan solusi anlaitik yang berbentuk fungsi. 

 

4.2 Saran 

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan solusi dari 

persamaan diferensial dan kondisi awal yang lain dengan menggunakan 

metode transformasi diferensial.  
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