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ABSTRAK

Wahyuning Tyas, Amalia. Analisis Kestabilan pada Model Penularan
Penyakit Demam Berdarah Tanpa Kekebalan dengan Waktu Tunda.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik lIbrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr.
Usman Pagalay, M.Si. (1) Juhari, M.Si.

Kata Kunci: Model matematika, waktu tunda, demam berdarah, analisis
kestabilan.

Model penularan penyakit demam berdarah merupakan model yang
menjelaskan proses penularan penyakit demam berdarah yang disebabkan oleh
virus dengue. Virus dengue ini dibawa dan disebarkan melalui gigitan nyamuk
yaitu Aedes Sp kepada manusia. Model ini berbentuk persamaan differensial non
linier yang memuat waktu tunda. Dilakukan analisis kestabilan pada model untuk
mengetahui keseimbangan antara nyamuk yang terinfeksi virus dengan populasi
manusia yang tertular penyakit. Perilaku dari model diketahui setelah mencari titik
kesetimbangan, melinierkan model, menghitung nilai eigen model, menentukan
matriks Jacobian, dan mensimulasikan model ke dalam grafik.

Berdasarkan hasil analisis kestabilan dengan parameter yang sudah
ditentukan diperoleh dua titik kesetimbangan. Setelah memperoleh dua titik
kesetimbangan, perilaku model dapat dilihat melalui simulasi numeriknya.
Simulasi model dengan 0 < t < 5, maka dapat dilihat sistem awalnya berosilasi
sampai pada waktu tertentu kemudian sistem akhirnya stabil menuju titik
kesetimbangannya. Ketika t > 5 sistem akan terus berosilasi yang mengakibatkan
sistem tidak stabil.
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ABSTRACT

Wahyuning Tyas, Amalia. Stability Analysis of Dengue Fever Disease
Transmission Model without Immunity with Delay. Thesis.
Mathematics Department, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik lIbrahim State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr.
Usman Pagalay, M.Si. (1) Juhari, M.Si.

Keyword: Mathematical model, time delay, dengue fever, stability analysis.

The dengue fever model is a model that explains the process of dengue
fever caused by dengue virus. Dengue virus is carried and spread by mosquito
bites, namely Aedes Sp This model consists of non-linear differential equations
which contain delay. Stability analysis was carried out on the model to determine
the balance between mosquitoes infected with viruses and human populations
infected with the disease. The behavior of the model is known after finding
equilibrium points, linearizing the model, calculating the eigenvalue of the model,
determining the Jacobian matrix, and simulating the model into a graph.

Based on the results of the stability analysis with predetermined
parameters obtained two equilibrium points. Delay time in the model is in the host
or human variable, the virus incubation period in the human body. Simulation
model with 0 < t < 5 it can be seen that the system initially oscillates until a
certain time then the system finally stabilizes to the point of equilibrium.When
T > 5 the system will continue to oscillate resulting in an unstable system.

XVi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Demam berdarah merupakan penyakit yang menyerang manusia
disebabkan oleh infeksi virus yaitu virus dengue yang dibawa dan disebarkan
melalui gigitan nyamuk. Nyamuk yang menjadi vektor adalah nyamuk Aedes Sp.
Beberapa spesies Aedes yang berperan menjadi vektor di seluruh dunia
diantaranya adalah Ae. aegypti, Ae. albopictus, Ae. scutellaris, Ae. mediovittatus,
Ae. Polynesiensis. Akan tetapi nyamuk yang menjadi vektor di Indonesia adalah
Ae. aegypti, Ae. albopictus, dan Ae. Scutellaris. Terdapat tiga faktor penularan
infeksi virus dengue antara lain manusia, virus, dan vektor perantara. Proses
penularan penyakit demam berdarah dimulai dari nyamuk yang terinfeksi virus
dengue melalui pengisapan darah dari orang yang terkena penyakit demam
berdarah. Kemudian nyamuk tersebut menularkan virus dengue kepada manusia
dengan cara langsung yaitu setelah menggigit orang yang sedang dalam fase
viremia atau masa dimana virus sudah berada dalam aliran darah dan secara tidak
langsung yaitu setelah melewati masa inkubasi.

Virus yang sudah berada pada kelenjar liur nyamuk mengalami proses
perkembangbiakan selama 8-10 hari sebelum akhirnya nyamuk dapat menularkan
virus kepada manusia pada gigitan selanjutnya. Proses pekembangan penyakit
demam berdarah dimulai saat virus sudah masuk ke dalam tubuh manusia. Virus
mengalami masa inkubasi atau masa tunas virus selama 3-8 hari di sekitar gigitan.

Kemudian virus berkembang biak dan setelah itu masuk kedalam peredaran



2
darah menyebabkan viremia. Masa viremia dimulai dari 6-18 jam sebelum terjadi
sakit dan berlangsung sekitar 1-7 hari. Ketika virus mulai menghilang, tubuh akan
mengalami tanda-tanda dan gejala demam berdarah. Penularan virus dari manusia
kepada nyamuk terjadi ketika manusia mengalami masa viremia yaitu dua hari
sebelum panas dan lima hari setelah demam. Apabila virus sudah masuk kedalam
tubuh nyamuk dan berkembang biak, maka besar kemungkinan nyamuk tersebut
dapat menularkan virus selama masa hidupnya. Proses penularan ini terus
berlangsung setiap harinya sehingga menyebabkan banyak sekali masyarakat yang
terkena penyakit demam berdarah tersebut.

Firman Allah SWT dalam alquran surah as-Syu’araa’ 26:80 sebagai
berikut:
{Doidy 568 Cala yaldl

“Dan apabila aku sakit, Dia-lah yang menyembuhkan aku” (QS. al-
Syu’araa’/26:80)

Ayat di atas menyeru kepada manusia bahwa ketika manusia sakit,
janganlah berhenti berusaha, berdoa, dan mencari kesembuhan. Setiap penyakit
pasti mempunyai obat tersendiri tergantung bagaimana ikhtiar manusia tersebut
dalam mencari kesembuhan untuk penyakitnya, seperti halnya pada kasus
penyakit demam berdarah. Perlu diperhatikan bahwa kasus demam berdarah dapat
dikurangi atau dikontrol dengan cara menstabilkan jumlah nyamuk dan jumlah
penularan yang terjadi pada manusia. Upaya yang dilakukan untuk menangani
kasus demam berdarah tersebut akan dibahas dan dikaji pada penelitian ini.

Model matematika yang digunakan untuk menjelaskan proses penularan
penyakit demam berdarah dalam penelitian, berdasarkan penelitian Yusuf

Yaakob 2007 yang berjudul “Analysis of a Dengue Disease Transmission Model
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without Immunity”. Model ini menjelaskan tentang model penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dimana terdapat dua model yang telah direduksi
yaitu y(t) sebagai populasi manusia yang terkena gigitan nyamuk, dan z(t) yaitu
populasi nyamuk yang terkena virus dengue. Kedua model tersebut merupakan
persamaan diferensial biasa non-linier dengan satu waktu tunda yaitu durasi masa
inkubasi virus manusia (7). Karena populasi nyamuk yang terinfeksi virus dengue
dapat menyebarkan virus selama masa hidunya, maka ketika nyamuk tersebut
berkembang biak dengan bertelur menyebabkan semakin banyaknya peluang
nyamuk-nyamuk yang dapat tertular virus dengue. Artinya tingkat penularan
penyakit demam berdarah kepada manusia akan semakin tinggi.

Penelitian sebelumnya yang terkait dengan demam berdarah diantaranya
yaitu penelitian yang dilakukan oleh (ElI-Moneam, et al., 2019) menjelaskan
model matematika demam berdarah yang rentan, tidak efektif, dan pulih dari
epidemiologi matematika untuk menggambarkan penyebaran demam berdarah
berdasarkan kasus demam berdarah yang dirawat di rumah sakit di Jazanregion.
Penelitian ini membahas kestabilan dari tiga sistem persamaan hasil reduksi dari
model awal penularan penyakit demam berdarah. Penelitian selanjutnya dilakukan
oleh (Pagalay U. , 2003) menjelaskan analisis dinamik pada model penyebaran
penyakit demam berdarah dengue dengan proses penularan vertikal berupa
kestabilan titik kritis dan penentuan keadaan endemik yang berdasar pada
parameter ambang. Kemudian penelitian lainnya dilakukan oleh (Soewono &
Supriatna, 2001) menjelaskan tentang perilaku dinamik model matematika

penularan penyakit demam berdarah yang direduksi menjadi persamaan planar
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dua dimensi dengan hanya mempertimbangkan populasi manusia yang konstan
dan populasi vektor nyamuk.

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh (Javeed, Shmed, Shaukat Khan, &
Asif Javed, 2018) yang menjelaskan kestabilan model matematika penyakit
demam berdarah dan penyelesaian solusi numerik model menggunakan Homotopy
Perturbation Method (HPM) dan metode Runge Kutta of Order 4 (RKA4).
Kekurangan dari penelitian ini adalah model yang dibahas tidak diberikan waktu
tunda. Kemudian penelitian berikutnya dilakukan oleh (Metrikawati, 2014) yang
membahas mengenai model matematika transmisi virus dengue didalam tubuh
manusia dengan memperhatikan gambaran virus dengue yang menginfeksi sel
rentan di peredaran darah manusia. Penelitian ini hanya membahas mengenai
perilaku virus dengue yang sudah ada di dalam manusia dan tidak membahas
bagaimana penularan penyakit demam berdarah yang terjadi pada manusia yang
disebabkan oleh nyamuk dilihat dari jumlah manusia atau nyamuk yang tertular.

Berdasarakan penjelasan di atas, peneliti akan mengkaji proses penularan
virus dengue kepada manusia yang juga akan dihitung waktu penularannya
sebagai waktu tunda atau waktu perlambatan dan menganalisis stabilitas dari
proses penularan virus dengue kepada manusia jika ditambah waktu tunda apakah
mencapai kestabilan atau tidak. Sehingga nantinya dapat disimpulkan bagaimana
kondisi dari manusia yang terinfeksi lebih rendah dan populasi vektor dapat

berkurang.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah:
1. Bagaimana deskripsi model matematika pada proses penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda?
2. Bagaimana menganalisis kestabilan pada model penularan penyakit demam

berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut maka didapatkan tujuan penelitian
adalah:
1. Mendeskripsikan model matematika pada proses penularan penyakit demam
berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda.
2. Menganalisis kestabilan pada model penularan penyakit demam berdarah

tanpa kekebalan dengan waktu tunda.

1.4 Manfaat Penelitian
Sesuai dengan tujuan penelitian, manfaat yang diharapkan dari penelitian
ini adalah:

1. Dapat mengetahui gambaran secara rinci mengenai model matematika pada
proses penularan penyakit demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu
tunda.

2. Dapat memberikan kestabilan antara populasi nyamuk dengan dengan

populasi manusia yang terkena penyakit demam berdarah.



1.5 Batasan Masalah
Untuk lebih jelas dan lebih terarah pada sasaran yang diharapkan dalam
pembahasan, maka diperlukan adanya pembatasan masalah yang akan dibahas.
1. Waktu perlambatan yang digunakan dalam simulasi yaitu:
7 = 0 hari
T =5 hari
2. Analisis kestabilan yang akan dibahas adalah mengenai titik tetap, nilai eigen,

dan jenis kestabilan pada setiap titik tetap beserta simulasi model.

1.6 Metode Penelitian
Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah:
a) Mempelajari, mengkaji, dan menelaah buku-buku, jurnal, artikel yang
berhubungan dengan materi mengenai analisis kestabilan, persamaan
diferensial non-linier serta bagaimana proses penularan penyakit demam
berdarah pada manusia.
b) Menganalisis
Adapun langkah-langkah penulis dalam menganalisis model matematika
penularan penyakit demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda adalah:
1) Menjelaskan asal mula model matematika penularan penyakit demam
berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda secara diferensial.

2) Melakukan analisis kestabilan dari model matematika penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda. Tahapan yang
dilakukan dalam menganalis kestabilan adalah:

a. Menentukan titik tetap (fixed point).



b. Melakukan linearisasi terhadap model menggunakan deret Taylor.

c. Menentukan nilai eigen.

d. Melakukan simulasi terhadap model matematika penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dengan perlambatan atau waktu
tunda.

e. Menginterpretasi hasil simulasi model matematika penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dengan perlambatan atau waktu
tunda.

c) Membuat kesimpulan

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dan menelaah serta
memahami skripsi ini yang terdiri dari empat bab dan masing-masing bab
mempunyai subbab dengan rumusannya sebagai berikut:
Bab |  Pendahuluan
Pendahuluan terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penelitian.
Bab Il Kajian Pustaka
Kajian pustaka dalam bab ini menjelaskan mengenai teori-teori yang
berhubungan dengan pembahasan antara lain persamaan differensial
tundaan, titik kesetimbangan, linierisasi, nilai eigen, analisis kestabilan,

demam berdarah.
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Bab IV

Pembahasan

Pembahasan menjelaskan tentang deskripsi model matematika penularan
penyakit demam berdarah tanpa kekebalan dengan tundaan waktu.
Analisis kestabilan model yang terdiri dari menentukan nilai titip tetap,
linierisasi model, menentukan nilai eigen dan ditunjukkan dengan grafik

perilaku model terhadap waktu.

Penutup

Penutup berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penilitian yang

sudah dilakukan serta saran untuk penelitian selanjutnya.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Differensial
2.1.1 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang mengandung turunan
dari fungsi satu atau lebih variabel (lbnas, 2017). Persamaan diferensial
merupakan gabungan dari fungsi yang tidak diketahui dengan turunannya.
Persamaan diferensial dibedakan menjadi beberapa kategori, kategori pertama
adalah persamaan diferensial biasa. Persamaan diferensial biasa merupakan
persamaan diferensial yang memiliki satu variabel bebas (Sihombing & Dabhlia,
2018).

dy
— 2.1
o2, x+y ( )

Berdasarkan persamaan (2.1), x merupakan variabel bebas dan y merupakan
variabel terikat.
Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah persamaan berbentuk

F(x,y,y",y",-,y™) = 0 yang menyatakan hubungan antara variabel bebas x,

variabel terikat y(x) dan turunannya yaitu y’,y", ---,y™. Jadi suatu persamaan
diferensial disebut mempunyai orde n jika turunan yang tertinggi dalam
persamaan diferensial tersebut adalah turunan ke n (lbnas, 2017).

Kategori kedua adalah persamaan diferensial parsial, persamaan
diferensial parsial merupakan persamaan diferensial yang mempunyai lebih dari

satu peubah bebas dan memuat turunan-turunan parsial (Alfionita & Zulakmal,
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2012). Persamaan 3—1;+g—; = 0 merupakan persamaan diferensial parsial karena

variabel tak bebas u bergantung pada variabel bebas lebih dari satu yaitu x dan y.

Secara umum persamaan diferensial parsial dinyatakan dalam bentuk

F (x, y,u(x, ), uy(x, y), uy (x, y)) = F(x,y,u,u,,u,) = 0 (Strauss, 2007).

2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Non-linier
Persamaan diferensial biasa yang berbentuk F(x,y,y’,y",-,y™) =0

dikatakan linier jika F adalah linier dalam variabel-variabel x,y,y’,y", -,y
(Waluyo, 2006). Secara umum persamaan diferensial biasa linier dapat diberikan
sebagai berikut :
an()Y"™ + @y ()Y + e+ a ()Y + ap()y = £ (). (2.2)
Persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial orde ke-n. Persamaan (2.2)
menjadi persamaan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut:
a. Variabel terikat dan turunannya hanya berderajat satu
b. Tidak ada perkalian antara variabel terikat dan turunannya.
c. Variabel terikat bukan merupakan fungsi transeden.
Apabila suatu persamaan tidak memenuhi syarat dari ketiga syarat yang
menyatakan suatu persamaan tersebut linier, maka boleh dikatakan bahwa
persamaan tersebut adalah persamaan non-linier. Berikut adalah contoh

persamaan diferensial biasa non-linier.

dx
= x2 — 2.3
i x“ + 2y — 5xy. (2.3)
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Persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier karena terdapat

perkalian variabel terikat x(t) pada bentuk —5xy dengan variabel terikat lain

yaitu y(t).

2.1.3 Persamaan Diferensial Waktu Tunda

Persamaan differensial tundaan merupakan persamaan diferensial yang
digunakan untuk memodelkan suatu sistem dengan memperhatikan waktu di masa
lalu. Sehingga dapat diartikan bahwa persamaan ini menyatakan beberapa turunan
terhadap x pada waktu t dan pada beberapa waktu sebelumnya (t — 7), dengan t
menyatakan tundaan waktu. Menurut (Kuang, 993), persamaan differensial
tundaan waktu dinyatakan sebagai berikut:

x(t) = F(t,x(t), x(t — 1), ...x(t —1,), x(t)= %. (2.4)

Persamaan diferensial tundaan waktu digunakan dalam pemodelan
matematika di dunia nyata karena sebuah keputusan biasanya tidak hanya
memperhatikan waktu sekarang tapi juga memperhatikan waktu di masa lalu. Hal
ini penting untuk dipertimbangkan dalam memodelkan pertumbuhan populasi
karena laju pertumbuhan populasi tidak hanya bergantung pada jumlah populasi
pada waktu sekarang t tetapi juga bergantung pada jumlah populasi pada waktu
sebelumnya 7 (Arizona & Fuad, 2014).

Sistem persamaan diferensial dengan waktu tunda juga dapat dinyatakan

sebagai berikut:

dx;

E = fl(t!x(t)!x(t - T))
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d

% = f(t,x(®), x(t - 7))
dx

T~ b x (@1 = D)

2.2 Analisis Kestabilan
2.2.1 Titik Tetap (Titik Kesetimbangan)

Titik kesetimbangan atau titik tetap dari suatu sistem merupakan titik tetap
yang membuat sistem tidak mengalami perubahan sepanjang waktu (Sulisti,

Noviani, & Kusumastuti, 2014). Misal diberikan persamaan diferensial sebagai

berikut :
dx {,
== &)
(2.5)
dy
E = g(xr 3’)'

dengan f dan g adalah fungsi kontinu dari x dan y. Titik kritis dari sistem (2.5)
adalah titik (x*,y™) dari (x,y) sedemikian sehingga f(x*,y*) = g(x*,y*) = 0.
Titik tetap x* dan y*diperoleh jika % = 0 dan % = 0. Keadaan yang menyebakan

% = (0 dan % = 0 disebut keadaan seimbang, sehingga titik kritis tersebut disebut

titik tetap (Edwards & Penney, 2008).

2.2.2 Linierisasi
Menurut (Boyce & DiPrima, 2000) kestabilan titik tetap dari sistem
persamaan diferensial biasa non-linier ditentukan dengan terlebih dahulu

melakukan linierisasi disekitar titik tetapnya. Linierisasi merupakan proses
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pendekatan persamaan diferensial non linier dengan persamaan linier. Salah satu
metode yang bisa digunakan untuk melinierisasi adalah dengan deret Taylor.
Suatu sistem f(x,y) dan g(x,y) adalah sistem non-linier. Kemudian akan dicari
pedekatan sistem linier disekitar titik tetap (x*,y*) dengan melakukan ekspansi
deret Taylor disekitar (x*,y*) dan menghilangkan suku non-liniernya sebagai

berikut (Primbs, 2014):

fO,y) =fxy) + LG5y —x) + £,y —y7)
1
- Efxx(x*:y*)(x 3 x*)z + fxy(x*,y*)(x = x0)2

1
+ 5y Y =y 4
(2.6)
gx,y) =g y") + g.(x",y)(x —x7) + g, (", y )y — y*)

1
+ 5 G (7,7 = 27)% + gy (07, y) (o — 272

+ %gyy(x*,y*)(y S RF g
Kemudian subsitusikan dx =x —x*, dy=y—x", df = f(x,y) — f(x",y"),
dan dg = g(x,y) — g(x*,y*), sehinga deret Taylor dari persamaan (2.6) dapat
ditulis menjadi:

it 1
df = fedx + f,dy + Efxxdx2 + frydxdt + Efyydy2 + -
(2.7)

1 1
dg = gdx + g,dy + ngxolx2 + Grydxdt + Egyydy2 + -
Sistem (2.7) bisa ditulis menggunakan matriks yaitu

%G) =4, G) dimana 4, = 5; 5;]

’

Maka matriks di atas dapat disebut sebagai matriks Jacobian. Matriks Jacobian

merupakan matriks yang elemen-elemennya adalah turunan parsial pertama dari
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berbagai fungsi. Misalkan terdapat sistem x' = F(x,y),y’ = G(x,y) maka
matriks Jacobian dari sistem tersebut adalah: (Boyce & DiPrima, 2000)

|
G |

ayJ'

QO D | D
TIPS

\1
Il
e —

Misalkan diberikan sistem persamaan differensial nonlinier tundaan
x = h(x(t —1)), (2.8)

maka linierisasi dari sistem (2.8) di atas adalah x = ](h(x*))x.
Menurut (Ermentrout, 2017) bentuk umum persamaan differensial waktu

tunda adalah:

dX

=&

dimana U(t) = X(t — t)dan F: R?™ —» R™. Titik tetap yang memenuhi adalah:
0=F(X*XY.

Tittik tetap tersebut akan stabil asimtotik jika sistemnya stabil linier. Dari dua

bentuk matriks n X n sebagai berikut:

_oF, _ oF,

dimana semua dievaluasi pada titik tetap. Kemudian diperoleh hasil linier:

o AY BY
— = AY(®) = BY(t =)

Misalkan Y (t) = Ve?t dimana V adalah konstanta vektor. Jika bagian riil
A bernilai negatif, maka ini disebut solusi menurun, dna jika bernilai positif maka
disebut solusi menaik. Subsitusikan Y ke dalam persamaan sebelumnya sehingga
(Al —A— Be ")V =0,

merupakan sebuah persamaan linier dari V. Ini memiliki solusi jika dan hanya jika
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H(2) = det(Al —A — Be ™) = 0.
Oleh karena itu diharuskan menyelesaikan persamaan transendal ini. Jika terdapat
satu variabel waktu tunda maka:
H(A) = P(A) + Q(A)e™™,
yang merupakan bentuk eksak dari teorema Brauers di lain catatan. Perhatikan
bahwa terdapat berbagai macam teorema yang menjamin terdapat akar polinomial

mmpunyai bagian riil negatif.

2.2.3 Persamaan Karakteristik

Misal A adalah suatu matriks berordo n x n di dalam R™ . Suatu vektor tak
nol x disebut vektor Eigen (Eigen vektor) dari A jika Ax adalah suatu kelipatan
skalar dari x yakni Ax = Ax untuk sebarang skalar A. Skalar A disebut nilai Eigen
(Eigen value) dari A, dan x disebut sebagai vektor Eigen dari A yang bersesuaian
dengan A. Karena A adalah nilai Eigen dari A dan x adalah vektor Eigen dari A
maka Ax = Ax = AxI dimana [ adalah matriks identitas. Persamaan tersebut
mempunyai solusi taknol jika dan hanya jika det(4 — AI) = 0.

Atau dengan kata lain

ajp —4 5) o Qin
a Az — A o Agp
R o (2.9)
an1 an2 gy — A )

Persamaan det(A — AI) = 0 akan menghasilkan persamaan polinomial
dalam variabel A dan disebut persamaan karakteristik dari matriks A. Skalar-skalar

A yang memenuhi persamaan karakteristik ini tidak lain adalah nilai-nilai eigen
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dari matriks A (Anton & Rorres, 2004). Polinomial karakteristik p(x) dari sebuah
matriks n X n memiliki bentuk :

p(A) =det(A— A = A"+ ;A" 1 + - + ¢, (2.10)
Berdasarkan teorema dasar aljabar persamaan karakteristik dapat

didefinisikan sebagai

M4t e, =0, (2.11)
yang mampu memiliki solusi sebanyak n yang berbeda, sehingga matriks n X n
juga memiliki paling banyak n nilai Eigen yang berbeda. (Anton dan roses 2004)
Dari persamaan (2.8), untuk mencari persamaan karakteristik dari

persamaan diferensial tundaan yaitu

A4, 1) = det(J(h(x*)) — Al) = 0.

Untuk menganalisis kestabilan titik kesetimbangan, maka perlu diperiksa apakah
bagian riil dari semua nilai Eigen matriks Jacobiannya bernilai negatif. Salah satu
cara yang dapat digunakan adalah kriteria Routh-Hurwitz. Kriteria Routh-Hurwitz
merupakan suatu metode yang digunakan untuk menunjukkan kestabilan sistem
dengan memperhatikan koefisien dari persamaan karakterisik tanpa menghitung
akar-akar secara langsung (Handayani, Syafwan, & Efendi, 2013).

Misalkan a,,a,, ..., a, adalah bilangan asli dan a; = 0 jika j > n maka

semua akar polinomial:

fO=2"+a A" +a A" 2+ -+ a,_,2%2+a,_1A+a, =0. (2.12)
Nilai Eigen dari persamaan di atas akan mempunyai bagian real negatif jika dan

hanya jika determinan matriks M;,; untuk i = 1,2,3, ..., n dengan:
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a8, a; L oayy |
1 a a L a,,
M, - 0 & a L a,,
0 1 a L a,,
M M MO M
0 0 0L a |

bernilai positif. Menurut kriteria Routh-Hurwitz pada teorema di atas untuk suatu
nilai i (untuk i = 2,3,4), titik tetap x* akan stabil jika dan hanya jika:
i=2,a,>0, a, >0,

i=3,a,>0, az >0, aya, > as,

i=4;a,>0, az>0, a, >0, a;a,a; > a + aza,.

Berdasarkan persamaan karakteristik, cara yang digunakan untuk
mengetahui kemungkinan adanya akar real positif dari sebuah persamaan polinom
berderajat n adalah dengan menggunakan aturan tanda Descartes yang dinyatakan
sebagai berikut. Misalkan:

p(m) = agm®® + a;m?* + a,m?? + --- + a,m"", (2.13)
merupakan polinomial derajat n dengan koefisien real a; dan b; adalah bilangan
bulat yang memenuhi 0 < b, < b; < -- < b,,. Maka banyaknya akar real positif
dari p(m) sama dengan banyaknya variasi tanda koefisien polinomialnya

ag,Aq, ..., Ap.

2.2.4 Jenis Kestabilan

Penentuan kestabilan titik kesetimbangan dapat diperoleh dengan
memperhatikan nilai Eigen yaitu 4;,i = 1,2,3...,n dimana nilai eigen tersebut
diperoleh dari persamaan karasteristik dari A, yaitu det(4 — AI) = 0. Menurut

(Sulisti, Noviani, & Kusumastuti, 2014), secara umum kestabilan titik
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kesetimbangan terbagi menjadi tiga, yaitu stabil, stabil asimtotik, dan tidak stabil.
Berikut ini diberikan definisi mengenai kestabilan titik kesetimbangan:

Definisi kestabilan sebuah titik kesetimbangan dapat diklasifikasikan sebagai

berikut:

1. Suatu titik kesetimbangan x* dari suatu sistem dinamik x = f(x) dikatakan
stabil jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan & > 0 sedemikian
sehingga bila ||xg — x*|| < & maka [|x(t, xy) — x*|| < € untuk semua t > ¢,

2. Suatu titik kesetimbangan x* dari sistem dinamik x = f(x) dikatakan stabil
asimtotik jika x* stabil dan terdapat bilangan §; > 0 sedemikian hingga

tlimllx(t, Xo) — x*|| = 0 dengan syarat ||x, — x*|| < &;.

3. Suatu titik kesetimbangan dari sistem dinamik x = f(x) dikatakan tak stabil

jika x* tak stabil yaitu poin (1) tidak dipenuhi.

Tabel 2.1 Kestabilan Titik Ekuilibrium Sistem Dinamik (Boyce dan DiPrima, 2009, hal. 494)

No Nilai Eigen Kestabilan Jenis
Ad; €ER
1. A0 Tidak Stabil Node/Simpul
2. Ady, <0 Stabil Asimtotik Node/Simpul
St A, <0< Ay Tidak Stabil Saddle/Pelana
4. AA=21,>0 Tidak Stabil Node/Simpul
5. AM=21,<0 Stabil Asimtotik Node/Simpul
A, =a+bieC

6. a>0 Tidak Stabil Spiral

7. a<o0 Stabil Asimtotik Spiral

8. a=0 Stabil Terpusat

2.2.5 Nilai Kritis Waktu Tunda
Menurut (Forde & Nelson, 2004), ketika T + 0 akar karakteristik A
mengalami perubahan. Akan terdapat suatu nilai kritis t dimana akar-akar

karakteristik mengalami perubahan dari yang awalnya mempunyai nilai riil
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negatif menjadi nilai riil positif atau sebaliknya. Misalkan diberikan sistem

persamaan sebagai berikut (Kar, 2003):

dx
7t = (O~ By(©)
(2.14)
d
d—{ = —dy(t) + Bx(t) — 8y(t — 1),

dengan t > 0.
Persamaan (2.14) kemudian dilinerisasi disekitar titik tetap dan didapatkan
persamaan karakteristik sebagai berikut:
ALTD) =22 +al+c+ (bA+ fle ™ =0. (2.15)

Jika 1 = iw adalah akar persamaan dari persamaan (2.15), maka didapatkan:

(iw)? + aiw + ¢ + (biw + f)e™'*T = 0. (2.16)
Karena e““? = cos(wt) — i sin(wt) dan i? = —1, maka
—w? + aiw + ¢ + (biw + f)(cos(wt) — i sin(wt)) = 0. (2.17)

Kemudian dipisahkan bagian imajiner dan bagian real nya, sehingga didapatkan:
¢ — w? + bw sin(wt) + f cos(wt) =0
(2.18)
aw + bw sin(wt) — f cos(wt) = 0.
Selanjutnya mengkuadratkan kedua ruas kemudian dijumlahkan, sehingga
diperoleh:
w*+ (a®> —b? - 20)w?+c2—f%2=0. (2.19)
Kemudian subsitusikan w3 kedalam persamaan (2.17) untuk mencari nilai
tunda kritis T,;—’. Digunakan beberapa teorema dalam menentukan jenis kestabilan

titik kesetimbangan persamaan diferensial dengan waktu tunda sebagai berikut

(Kar, 2003):
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Teorema 1
Syarat dan kondisi perlu untuk tititk kesetimbangan (x*,y*) menjadi stabil
asimtotik untuk semua = > 0 adalah sebagai berikut:
1. Bagian real untuk setiap akar-akar dari A(4, 0) = 0 adalah negatif.
2. Untuk setiap real w dan 7 > 0, A(iw,7) # 0, dimana i = v—1.
Teorema 2

Jika nilai eigen dari sebuah persamaan karakteristik bernilai positif,
teorema 1 terpenuhi, dan persamaan karakteristik dalam polinom berderajat n
mempunyai akar real positif, maka titik kesetimbangan (x*,y*) adalah stabil
asimtotik untuk = > 0.

Menurut (Adimy, Mostafa, Crauste , & Ruan , 2006), misalkan A =n +
iw adalah persamaan Kkarakteristik, titik kesetimbangan (x*,y*) akan stabil jika
n < 0. Jika terdapat suatu nilai tundaan kritis T > 0 yang dapat menyebabkan
n(r) = 0 sehingga 7 = +iw(t) merupakan imajiner murni persamaan tersebut,
maka titik kesetimbangan (x*,y*) mengalami perubahan sifat kestabilan. Pada
kasus ini, disubtitusikan A = iw,w > 0, w € R ke dalam persamaan karakteristik
yang telah di dapatkan.

Setelah menemukan nilai waktu tunda kritis 7;¢ dan akar karakteristik yang
terdapat pada garis imajiner A = iw, kemudian akan diselidiki kondisi transversal.
Menurut (Kar, 2003), kondisi transversal adalah kondisi yang dapat menyebabkan
perubahan sifat kestabilan dari titik tetap ketika waktu tunda t berubah. Maka dari
itu perlu diketahui bahwa akar karakteristik akan bergerak menuju bidang

imajiner yang positif atau imajiner murni ketika waktu tunda t membesar

melebihi waktu tunda Kritis r;—” sehingga disebut dengan Bifurkasi Hopf. Menurut
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(Erneux, 2009) Bifurkasi Hopf menunjukkan solusi periodik pada lingkungan
stabil yang mengalami perubahan kestabilan dikarenakan berubahnya nilai eigen
pada akar-akar karakteristik yang akan bernilai imajiner murni saat titik kritis
tundaan t,. Proses identifikasi melalui kondisi transversal dilakukan sebagai
syarat terjadinya Bifurkasi Hopf.

Kondisi transversal menurut (Erneux, 2009) adalah sebagai berikut:

d(Relk) d(Red)

> 0 dan < 0.

dat T=T]t,/1=i(1) dat =T, A=lw

2.3 Pemodelan Matematika

Model adalah representasi suatu realitas dari seorang pemodel atau dengan
kata lain model adalah jembatan antara dunia nyata (real word) dengan dunia
berpikir (thinking) untuk memecahkan suatu masalah. Proses penjabaran atau
mempresentasikan ini disebut modelling atau pemodelan yang tak lain merupakan
proses berfikir melalui runtutan yang logis. Dalam membangun sebuah model
diperlukan beberapa tahapan agar dihasilkan model yang dapat dipercaya dan
konsisten. Secara umum tahapan-tahapan tersebut adalah mengidentifikasi
masalah, membangun asumsi-asumsi, membuat kontruksi model, menganalisis,
menginterpretasi model validasi model, dan mengimplementasi model (Pagalay
U., 2009).

Dalam skripsi ini, penulis akan membahas model penularan penyakit
demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda. Model ini juga
mengasumsikan bahwa populasi host konstan, model penularan demam berdarah
dengan mengasumsikan bahwa sekali seseorang sembuh dari penyakit, ia tidak

akan terinfeksi kembali oleh penyakit tersebut. Terdapat empat jenis virus yang
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telah diidentifikasi. Sembuh dari salah satu dari empat jenis virus tidak akan
menjamin bahwa seseorang akan kebal terhadap jenis lainnya. Oleh karena itu
model di bawah ini mengasumsikan bahwa subpopulasi imun dapat diabaikan

(YYaacob, 2007). Dengan asumsi bahwa subpopulasi kekebalan diabaikan :

dSy Bub
E = uyNy — ESHIV — UgSH,

dl Bub
d_tlj = NLHSHIV — (ug + vy,

(2.20)

Kemudian dari sistem persamaan (2.20) direduksi menjadi dua sistem persamaan

sebagai berikut:

dy
E=Of(1_3’)2_ﬁy
: (2.21)
/4
7 - rA-2y-dz
A I I bfyA
dlmanay=ﬁ,z=ﬁ,ﬁ =V¥u +tu, ¥ =bBy, 8 =y dana=ﬂf;’,H.

Berikut adalah proses terbentuknya model penularan penyakit demam
berdarah tanpa kekebalan setelah mengalami periode inkubasi yang menyebabkan

terjadinya tundaan waktu:
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ayz Yyz

Gambar 2.1 Diagaram Kompartemen Model

Misalkan y(t) adalah populasi manusia yang terkenal penyakit demam
berdarah, dan z(t) merupakan populasi nyamuk yang terinfeksi virus dengue.
Penyakit demam berdarah menyebar melalui gigitan nyamuk Aedes Aegypti yang
telah terinfeksi oleh virus dengue. az(t) merupakan laju pertumbuhan dari
nyamuk yang terkena virus dengue. Sedangkan &z(t) merupakan laju kematian
yang dialami oleh nyamuk Aedes Aegypti. Perubahan populasi manusia akan
berkurang ketika adanya interaksi antara manusia dengan gigitan nyamuk Aedes
Aegypti, tetapi terdapat waktu yang sebelumnya yang diperhatikan sehingga
menyebabkan terjadi tundaan waktu pada y(t — 7).

Berdasarkan definisi yang dipaparkan di atas, sistem yang
menggambarkan proses penularan penyakit demam berdarah dengan waktu tunda
yang dirumuskan oleh (YYaacob, 2007) adalah sebagai berikut:

y
¢ = 2z —az(Oy(t —7) = fy(t — 1) (222)

dz

= Yyt —1) —yz()y(t — 1) — 6z(0).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.3.1 Pengertian Penyakit Demam Berdarah

Menurut (Metrikawati, 2014), penyakit demam berdarah dengue (DBD)
merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh virus dengue. Penyakit DBD
merupakan penyakit dengan manifestasi klinis pendarah yang mampu
menyebabkan kematian. Salah satu dari empat serotype virus dari genus
Flavivirus keluarga dari Flaviviridae adalah penyebeb penyakit DBD. Setiap
serotype mempunyai fungsi berbeda, sehingga tidak terdapat proteksi silang dan
wabah yang disebabkan oleh setiap serotype dapat terjadi.

Virus dengue terdiri dari empat serotip dari genus Flavivirus keluarga
Flaviviridae yaitu Den-1, Den-2, Den-3, dan Den-4 dimana dengue tipe tiga
merupakan serotype virus yang sangat dominan menyebabkan kasus yang berat.
Nyamuk yang menjadi vektor adalah Aedes sp. Spesies Aedes yang menjadi
vektor di berbagai negara di dunia antara lain Ae. aegypti, Ae. albopictus, Ae.
scutellaris, Ae. mediovittatus, Ae.polynesiensis. Di Indonesia, vektor yang penting

adalah Aedes. aegypti, Aedes. albopictus, dan Aedes. scutellaris.

2.3.2 Proses Terjadinya Penyakit Demam Berdarah

Proses terjadinya penyakit DBD dimulai dari nyamuk Aedes aegypti yang
terinfeksi melalui pengisapan darah dari orang yang sakit dan dapat menularkan
virus dengue kepada manusia, baik secara langsung (setelah menggigit orang yang
sedang dalam fase viremia) maupun secara tidak langsung, setelah melewati masa
inkubasi dalam tubuhnya (masa inkubasi ekstrinsik/periode inkubasi ekstrinsik)

(Metrikawati, 2014).
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Terdapat tiga faktor yang berperan dalam penularan infeksi virus dengue,
yaitu manusia, virus, dan vektor perantara. Setelah nyamuk yang mengandung
virus dengue menggigit manusia yang telah mengalami viremia, virus yang berada
pada kelenjar liur berkembang biak selama 8-10 hari sebelum dapat ditularkan
kepada manusia pada gigitan nyamuk yang selanjutnya (A, 2014). Secara garis
besar patogenesis DBD adalah setelah virus dengue masuk ke tubuh manusia,
virus ini selama 3-8 hari berada dalam masa inkubasi di lokasi gigitan (sebagian
turut peredaran darah). Setelah berkembang biak virus akan masuk ke dalam
peredaran darah dan menyebabkan terjadinya viremia. Masa viremia dimulai dari
6-18 jam sebelum terjadi sakit dan berlangsung sekitar 1-7 hari atau masa
penularan dari manusia kepada nyamuk dapat terjadi apabila nyamuk menggigit
manusia yang sedang mengalami viremia. Fase viremia terjadi ketika pasien
mulai demam dan terinfeksi (Metrikawati, 2014).

Akibat infeksi kedua oleh tipe virus dengue yang berlainan pada seorang
penderita dengan kadar antibodi anti dengue yang rendah, respons antibodi
anamnestik yang akan terjadi dalam beberapa hari mengakibatkan proliferasi dan
transformasi limfosit imun dengan menghasilkan antibodi immunoglobulin G anti
dengue titer tinggi. Replikasi virus dengue terjadi dengan akibat terdapatnya virus
dalam jumlah yang banyak. Hal-hal ini semuanya akan mengakibatkan
terbentuknya kompleks anti gen antibodi yang selanjutnya akan mengaktivasi
sistem komplemen. Pelepasan C3a dan Cb5a akibat antivasi C3 dan C5
menyebabkan meningginya pelolosan sebuah partikel pada dinding pembuluh
darah dan merembesnya plasma melalui endotel dinding pembuluh darah. Pada

penderita renjatan berat, volume plasma dapat berkurang sampai lebih dari pada
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30% dan berlangsung selama 24-48 jam. Renjatan yang tidak ditanggulangi secara
kuat akan menimbulkan anoksia jaringan atau tubuh yang kehabisan oksigen,
asidosis metabolik atau gangguan ketika status asam basa bergeser ke asam
sehingga menimbulkan hiangnya basa dalam tubuh dan kematian. Tetapi dalam
penelitian kali ini, imunnologi diabaikan atau penelitian ini membahas mengenai
penularan penyakit DBD tanpa sel imun (A, 2014). Dari proses tersebut kemudian

dimodelkan menjadi model matematika penyakit demam berdarah.

2.3.3 Gejala Penyakit Demam Berdarah

Gejala penyakit demam berdarah adalah munculnya demam secara tiba-
tiba, disertai sakit kepala berat, sakit pada sendi dan otot (myalgia dan arthralgia)
dan ruam, ruam demam berdarah mempunyai ciri-ciri merah terang, dan biasanya
mucul dulu pada bagian bawah badan dan menyebar hingga menyelimuti hampir
seluruh tubuh. Selain itu, radang perut bisa juga muncul dengan kombinasi sakit
di perut, rasa mual, muntah-muntah atau diare. Penyebab demam berdarah
menunjukkan demam yang lebih tinggi, pendarahan, trombositopenia dan
hemokonsentrasi. Sejumlah kecil kasus bisa menyebabkan sindrom shock dengue
yang mempunyai tingkat kematian tinggi (T & R, 2010).

Pencegahan yang mampu dilakukan untuk menghindari penularan
penyakit dapat dilakukan dengan beberapa hal diantaranya adalah : (Yudhastuti &
Vidiyani, 2005)

1. Masyarakat mampu menerapkan 3M yaitu menguras tempat penampungan air

dengan menyikat dasar dan dindingnya secara teratur serta menaburkan bubuk
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abate atau bahan kimia kedalam bak atau tempat penampungan air yang tidak
dapat dikuras.

2. Melakukan pemeriksaan jentik-jentik secara teratur pada setiap daerah oleh
pihak-pihak kesehatan masyarakat sehingga mampu mengurangi kepadatan
jentik nyamuk Aedes Aegypti.

3. Memastikan keadaan lingkungan sekitar agar tetap bersih dengan cara
pengolahan sampah kembali atau Reduce, tersedianya tempat penampungan
sampah di setiap daerah agar tidak membuang sampah sembarangan.

4. Pemanfaatan musuh-musuh predator nyamuk yang ada di alam misalnya ikan
untuk dimasukkan ke dalam bak mandi atau tempat penampungan air lainnya

agar mampu memakan jentik-jentik didalam air tersebut.

2.4 Kestabilan dalam Perspektif Islam

Materi mengenai hewan, tumbuh-tumbuhan, manusia, amoeba, virus, dan
lain sebagainya yang berhubungan dengan makhluk hidup banyak dibahas dalam
ilmu biologi. Dimulai dari perkembang biakan, pertumbuhan, serta semua yang
terkandung di dalam makhluk hidup, pasti bisa diketahui dengan belajar ilmu
biologi. Semua makhluk hidup yang berada pada muka bumi ini diciptakan
dengan kelebihan dan kekurangan masing-masing. Semuanya pasti memiliki
manfaat untuk kehidupan disekelilinya. Seperti halnya Allah menciptakan hewan
dengan segala bentuk mulai dari yang besar seperti gajah, jerapah, dinosaurus dan
lain-lain hingga yang bentuknya kecil seperti nyamuk, lalat, kutu semuanya hidup

di muka bumi ini dengan berbagai kelebihan yang mampu menciptakan manfaat
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dan juga dengan berbagai kekurangan yang bisa menciptakan bahaya untuk
lingkungan disekitarnya.

Nyamuk misalnya ada yang berbahaya dan ada yang tidak berbahaya.
Nyamuk merupakan hewan sejenis serangga yang berkembangbiak dengan cara
bertelur dan tinggal di tempat yang lembab. Nyamuk yang berbahaya mampu
menyebarkan penyakit ke tubuh manusia, seperti nyamuk Aedes Sp. Nyamuk ini
mampu menyebarkan virus dengue ke dalam tubuh manusia melalui gigitan. Virus
dengue inilah yang nantinya penyebab terjadinya penyakit demam berdarah.
Ketika mengamati proses kehidupan nyamuk mulai dari lahir hingga mati
sangatlah rumit dan kompleks.

Berdasarkan Firman Allah dalam al-Qur’an Surat al-Bagarah ayat 26:

w\

-
T8

Ooalad 15T 2,00 BB E85s WS Asas L NEs o N PetA 6;
z - B BT A RV Hoat o2 . 45
4 SAes S 4 Had DR L A ST 5L Oslsid 15348 ol Ul w25 G G

(Y1) Gl V] 4 ft g 18
Artinya: “Sesungguhnya Allah tidak segan membuat perumpamaan seeokor
nyamuk atau yang lebih kecil dari itu. Adapun orang-orang yang beriman,
mereka tahu bahwa itu kebenaran dari Tuhan. Tetapi mereka yang kafir berkata,
“Apa maksud Allah dengan perumpamaan ini?” Dengan (perumpamaan) itu
banyak orang yang dibiarkan-Nya sesat, dan dengan itu banyak (pula) orang
yang diberi-Nya peutnjuk. Tetapi tidak ada yang Dia sesatkan dengan
(perumpamaan) itu selain orang-orang fasik,”

5
a

Tafsir Tbnu Katsir menjelaskan bahwa “sesungguhnya Allah tiada segan
membuat perumpamaan berupa nyamuk atau yang lebih rendah dari itu”. Abu
Ja’far Ar-Razi meriwayatkan dari Ar-Rabi’ ibnu Anas sehubungan dengan ayat
ini, bahwa hal ini merupakan perumpamaan yang dibuat oleh Allah untuk
menggambarkan dunia, yaitu nyamuk tetap hidup selagi dalam keadaan lapar,

tetapi bila telah gemuk (kekenyangan), maka ia mati.
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Nyamuk yang bentuk tubuhnya kecil ini dipilih Allah untuk dijadikan
perumpamaan dalam Al-Quran serta dijadikan contoh untuk memperlihatkan
betapa besar kuasa Allah. Meskipun tubuh nyamuk kecil, tetapi di dalam tubuhnya
mempunyai organ-organ yang sangat berperan dalam kehidupan. Apabila salah
satu saja organ tidak bekerja baik, maka nyamuk akan memperoleh kesulitan
dalam memperoleh pakannya serta meneruskan dan mempertahankan jenisnya.
Dengan rancangan tubuh yang demikian, walaupun hanya pada nyamuk yang

kecil, ini merupakan bukti akan penciptaan Allah yang luar biasa.
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PEMBAHASAN

3.1 Deskripsi Model Penularan Penyakit Demam Berdarah tanpa Kekebalan
dengan Waktu Tunda

Model matematika yang digunakan pada penelitian ini merupakan model
epidemi SIR host-vektor atau manusia-nyamuk dari penularan penyakit demam
berdarah. Populasi host terbagi menjadi tiga sub populasi yaitu sub populasi
manusia yang rentan Sy (susceptible), sub populasi manusia yang terinfeksi virus
degue I, (infected), dan sub populasi manusia yang sembuh atau pulih Ry
(recovered). Populasi vektor terbagi menjadi dua yaitu sub populasi nyamuk yang
rentan Sy (susceptible) dan sub populasi nyamuk yang terinfeksi I, (infected).
Asumsi-asumsi yang digunakan sebelum pembentukan model adalah sebagai
berikut (Yaacob, 2007):

1) Nyamuk menggigit selama beberapa waktu (ada kecenderungan untuk gigitan
berlipat ganda),

2) Masa hidup nyamuk selama 10 hari,

3) Jarak terbang dari nyamuk adalah 100 meter,

4) Nyamuk bertelur pada lingkungan air yang bersih (tempat bersarangnya berada
didalam rumah),

5) Telur nyamuk menetas 6-8 hari, tetapi mampu bertahan hidup lebih lama dan
setelah menetas kontak pertamanya dengan air,

6) Tingkat kelangsungan hidup telur sampai dewasa sangat rendah,

7) Periode inkubasi selama 14 hari,

8) Virus tinggal pada tubuh manusia selama 7 hari akan mati secara alami, dan

30
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9) Penularan vertikal pada nyamuk tidak signifikan.

Secara sistematis model penularan penyakit demam berdarah dapat digambarkan

dalam diagram kompartemen sebagai berikut:

U Ny
uy Ny
25 &
Sy
Hy 4
)
ﬁHb] {
Ny Y
Bub
< y =20
Ny
H i, )
Uy
Uy
YH
—/’ "
Ry )
Un \\ y S

Gambar 3.1 Diagram kompartemen model DBD

Berdasarkan diagram di atas diasumsikan laju pertumbuhan dan laju
kematian manusia sama yaitu sebesar uy. Perubahan populasi manusia yang
rentan secara alami akan bertambah dikarenakan oleh kelahiran sebesar uy,
kemudian akan berkurang karena adanya penginfeksian manusia yang rentan Sy
oleh nyamuk yang terinfeksi I, dengan memperhatikan perbandingan antara
peluang penularan virus dengue oleh nyamuk ke manusia sebesar Sy dengan

populasi manusia Ny dikalikan rata-rata jumlah gigitan nyamuk kepada manusia
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b, setelah itu populasi manusia rentan juga akan berkurang sebab adanya kematian
secara alami.

Manusia yang rentan kemudian berubah menjadi manusia yang terinfeksi
Iy. Perubahan populasi manusia yang terinfeksi bertambah dikarenakan semakin
banyaknya manusia yang rentan Sy oleh nyamuk yang terinfeksi I, dengan
memperhatikan perbandingan antara peluang penularan virus dengue oleh
nyamuk ke manusia sebesar Sy dengan populasi manusia Ny dikalikan rata-rata
jumlah gigitan nyamuk kepada manusia b, setelah manusia terinfeksi virus dengue
lama kelamaan akan mengalami kematian secara alami sebesar uy, selain
berkurang karena kematian secara alami, manusia yang terinfeksi juga berkurang
sebab adanya pengaruh kekebalan sebesar y, dalam tubuhnya yang menyebabkan
manusia terinfeksi menjadi semakin pulih. Kemudian manusia yang terinfeksi
akan berpindah menjadi manusia yang sembuh atau pulih dengan laju sebesar y,
dan bisa berkurang dikarenakan kematian secara alami sebesar uy.

Laju kelahiran dan kematian nyamuk juga diasumsikan sama yaitu uy.
Kelahiran nyamuk yang rentan secara alami akan bertambah dikarenakan
kelahiran, kemudian berkurang karena adanya penginfeksian nyamuk yang rentan
uy oleh manusia yang terinfeksi virus dengue dan pada masa viremia Iy dengan
memperhatikan perbandingan antara peluang penularan virus dengue oleh
nyamuk ke manusia sebesar fy dengan populasi manusia Ny dikalikan rata-rata
jumlah gigitan nyamuk kepada manusia b, nyamuk juga dapat berkurang karena
nyamuk akan mati secara alami.

Nyamuk yang rentan akan berubah menjadi nyamuk yang terinfeksi I .

Jumlah nyamuk yang terinfeksi akan bertambah dikarenakan adanya penularan
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atau penginfeksian nyamuk yang rentan u;, oleh manusia yang terinfeksi virus
dengue dan pada masa viremia Iy dengan memperhatikan perbandingan antara
peluang penularan virus dengue oleh nyamuk ke manusia sebesar [ dengan
populasi manusia Ny dikalikan rata-rata jumlah gigitan nyamuk kepada manusia
b, kemudian nyamuk juga dapat berkurang karena nyamuk akan mati secara
alami.

Berdasarkan diagram kompartmen di atas, dihasilkan model penularan
penyakit demam berdarah dimodelkan dalam bentuk persamaan differensial

sebagai berikut:

dSy(t ub
20 < N (8) = N, 0 SO (O = Sy (®
dl ub
20— SO (O — G + Vi)l
dR
cIl{t(t) = Yuly(t) — uuRu(t)
dSy(t vb
gt” y Ny (8) = Nﬁ Vo Sy Oln(® = wSy(®)
dl,(t vb
A N ORARKIORITZIO
dimana:
Su(®) + In(t) = Na(0),Sy(8) + Iy (8) = o, x(8) = 355, ¥ (6) =
220 = 52 @ = P B = vy v = BBy, dan & = py.

Dari model di atas kemudian direduksi menjadi tiga sistem persamaan %,

y dan sebagal berikut:

Subsitusikan Sy (t) = x(t)Ny(t), Iy(t) = yNy(t), Iy (t) = — kedalam dSH(t)
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Ny () ——= () = uy Ny (t) — Pub N (©) - 22— lx(ONa(©)
NH(t) Uy
bA
M (© 2 = i © = (228 x020) = N0
d bA
"0 - (Mﬁ 1) K070 = (@)
dx(t)
" = 1y (1= x(9) = ax(©2(0)

Kemudian  subsitusikan Sy (t) = x(£)Ny(t),Iy(t) = y()Ny (1), Iy (t) = i—A
14

kedalam d’;’ ©

dy(t)  Bub
dt Nyt

zA
x()Ny(t) ——= — (ug + Yu)yNy(t)

N (®) 0

dy(t) _ ( BrbA

A28 NH(t)uv) x(0)2(t) — (uy + Y)Y (E)

d
PO ax 020 - py©

z(t)A

Selanjutnya jika diketahui Sy (t) + Iy (t) = — dan Iy(t) = maka Sy (t) =
i_ > i_z(t)A
23 I, (t) 5 sehingga
dSy(t) d (A z(t)A>
AN Uy
dsy(t) A (d

i = a0 =)

ds,(t) A da(t)
dt  py de
Byvb A dz(t)

N ()SV(t)IH(t) pySy(t) = T, dt

subsitusikan Iy (t) = y(t)Ny(t) ke persamaan diatas
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Bub (A z(t)A A A\ Ada®)
4 Ny (t) <MV % >y(t)NH(t) v (IJV Hy ) T
_ Adx(®

A= By (1= 2(O)y(0) ~ A0~ 2(0) = =2,

d

~LD Ly Bub (1~ 2(E)y(©) ~ (1~ ()
d

70—y + Bob (L~ 2(O)Y(®) + (L~ 2(0))

( )

—— = Brb(1 —z())y(t) — uyz(t)
d

28 =y - 2@y(© - 520

Setelah melewati proses pereduksian di atas, model penularan penyakit demam
berdarah menjadi:

dx(t)
dt

d
PO ax ()20~ By

=ty (1 = x(t)) — ax(t)z(t)

dz(t)
i y(1 = z(£))y(t) — 6z(t).

Pemulihan satu dari empat tipe virus tidak membuktikan bahwa seseorang dapat
kebal terhadap virus lainnya. Sehingga dapat diasumsikan bahwa subpopulasi
kekebalan diabaikan. Asumsi sub populasi kekebalan diabaikan sehingga model

penularan penyakit demam berdarah menjadi:

ds b
Cll'lt(t) Ny () — I\ZH(t) Sy®) 1y (t) — upSy(t)

dl ub
Zt(t) I\,/i(t)SH(t)IV(t) (ug + ) lu(t)

dSy(t) _ Bvb
dt VNV(t) NH( )

—— Sy (O (&) — py Sy (t)
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dl, (t b
ZE ) = I\fiv(t) Sy () Iy(t) — uyly (t)
dimana Sy, (t) + I, (t) = Ny (¢t) dan Sy (t) + I, (¢) = Miv

Kemudian sistem di atas direduksi menjadi dua sistem persamaan seperti langkah

mereduksi sebelumnya sehingga menjadi:

dy(t
Zl(t ) ax®)2() - By(0)
dz(t)
—= = y(1 = 2(E)y(®) - 82(8)
Karena x(t) = f]:((?) y(t) = ;Z((tt)) maka
S I
2O +y() =2
) Ny (t)
Nyt (0)
=1

S x() =1-y(t)

2O = ax(t)z(t) — By(t) sehingga

Subsitusikan x(t) =1 — y(t) kedalam ”

menjadi

% = a(1 - y(®)z(t) — By(D)

dz(t)
dt

=y(@ = z(©)y(t) — 5z(D).

Kemudian karena laju penularan penyakit demam berdarah mengalami
masa inkubasi dalam tubuh manusia, sehingga menyebabkan terjadinya waktu
tunda. Oleh karena itu (‘Yaacob, 2007) memodifikasi model menjadi model
penularan penyakit demam berdarah tanpa kekebalan dengan waktu tunda.

Adapun model tersebut adalah sebagai berikut :



37

PO _ a0y -yt -1~ pye .
dz(tt) =yy(t—1)(1—2z(t)) — 62(0). (32)

Variabel-variabel yang digunakan dalam model adalah:

y(t) = Populasi host atau manusia yang terinfeksi virus dengue

z(t) = Populasi vektor atau nyamuk yang terinfeksi virus dengue

T = Waktu yang dibutuhkan virus selama periode inkubasi dalam tubuh manusia
(per hari)

Berikut ini merupakan parameter-parameter yang digunakan pada model

matematika penularan penyakit demam berdarah tanpa kekebalan:

Tabel 3.1 Definisi Parameter

No | Parameter Nilai
1 a 0.26
2 B 0.1
38 Y 1

4 1) 0.24

dengan a,B3,v,6 >0

Adapun interpretasi dari model penularan penyakit demam berdarah tanpa
kekebalan terdiri dari populasi manusia yang terinfeksi virus dengue y(t) dan
populasi vektor atau nyamuk yang terinfeksi virus dengue z(t) adalah sebagai

berikut:

28 = az()(1 - y(t =) — By(t - 7).

Perubahan populasi manusia yang terinfeksi virus dengue terhadap waktu
bertambah dengan pertambahan logistik yang berbanding lurus atau dipengaruhi
oleh populasi nyamuk. Pertambahan populasi manusia yang terinfeksi mengalami

perlambatan dengan laju sebesar «, apabila jumlah manusia telah mencapai
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kapasitas batas yaitu y = 1. Sehingga mengakibatkan tidak ada manusia pada
periode inkubasi T yang berinteraksi dengan nyamuk. Kemudian populasi manusia
berkurang dikarenakan oleh kematian secara alami dari manusia yang terinfeksi

pada periode inkubasi dengan laju mortalitas sebesar 3.

dz(t)
dt

= yy(t — T)(l — Z(t)) —6z(t).

Perubahan populasi nyamuk yang terinfeksi virus dengue terhadap waktu
bertambah dengan pertambahan logistik yang berbanding lurus atau dipengaruhi
dengan populasi manusia pada periode inkubasi. Pertambahan populasi nyamuk
yang terinfeksi mengalami perlambatan dengan laju sebesar y apabila populasi
nyamuk melebihi kapasitas batas yaitu z = 1. Sehingga mengakibatkan tidak ada
nyamuk yang berinteraksi dengan manusia pada periode inkubasi t. Kemudian
populasi nyamuk berkurang dikarenakan oleh kematian secara alami dari nyamuk

yang terinfeksi dengan laju mortalitas sebesar §.

3.2 Analisis Kestabilan Model Penularan Penyakit Demam Berdarah tanpa
Kekebalan

3.2.1 Titik Tetap Model Tanpa Waktu Tunda (t = 0)

Menurut definisi 2.2, titik kesetimbangan (3.1) dan (3.2) didapatkan dengan

dz(t)
dt

mendifinisikan dfl—(tt) = 0 dan

= 0, dan dengan mengasumsikan persamaan
(3.1) dan (3.2) berbentuk persamaan tanpa waktu tunda artinya T = 0, maka kedua
persamaan tersebut menjadi :

az(t) — az(®)y(t) — By(t) =0 3.3)
Yy (@) —yz(®)y(t) — 6z(¢) = 0. (3.4)

Kemudian dari persamaan (3.3) diperoleh y(t) sebagai berikut:
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_az) 35
YO =z + ) (39

Subsitusikan persamaan (3.5) kedalam persamaan (3.4) sehingga didapatkan:

V(wza—im)‘VZ(J—im)‘&=°'

ayz(t) — ayz(t)® — adz(t)® — Béz(t)
az(t)+ B =

z(6)(—z(t)(ay + ad) + (ay — B8)) = 0 (3.6)
dari persamaan (3.6) diperoleh :

ay—B4S

z(t) = 0 atau z(t) = g

Subsitusikan z(t) = 0 ke dalam persamaan (3.4) menjadi:
az(t) — ay(t)z(t) — By(t) = 0
a-0—ay()-0-pBy()=0
—By(t) =0
y() =0

selanjutnya subsitusikan z(t) = ke dalam persamaan (3.5) :

a —ay -

(a(y +ﬁ<56))
() =

T (e () )

ay — 6
y(a+pB)

a(y

y(t) =

Maka didapatkan dua hasil titik tetap, titik tetap yang pertama yaitu

w5 ay-40)

(vs,z5) = (0,0) dan titik tetap yang kedua yaitu (y;, z7) = (y(a+ 5 aio))
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3.2.2 Linierisasi Model Tanpa Waktu Tunda (t = 0)

Pada pembahasan sebelumnya telah diperoleh titik kesetimbangan pada
populasi manusia yang terkena gigitan nyamuk dan populasi vektor yang
terinfeksi virus dengue yaitu (v, zg) = (0,0). Untuk memperoleh kestabilan pada
titik-titik kesetimbangan tersebut, maka harus dilakukan analisis kestabilan
dengan melinierkan sistem persamaan (3.3) dan (3.4).

Linierisasi merupakan suatu metode yang digunakan untuk mengubah
persamaan differensial non linier menjadi persamaan differensial linier dengan
menggunakan ekspansi deret Taylor dan menghilangkan suku nonlinier di sekitar
titik kesetimbangan. Dari persamaan (3.1) dimisalkan sebagai berikut:

f,2) = az(t) — az()y(@) — By(t)

9, z) = yy(t) —yz()y(t) — 6z(¢).
Maka akan dilakukan linierisasi menggunakan ekspansi deret Taylor orde satu
berdasarkan (Primbs, 2014) sebagai berikut:
1. Proses linierisasi disekitar titik tetap yang pertama vyaitu (yg,zg) = (0,0)

sebagai berikut:

f.2)=f"z2)+,02)y—y) + ,(2°)(z —z7)

9 2) =gW"z) + g9,y 2y —y") + 9.y, 2*)(z — z") (3.7)
dimana

fy'z") =az" —az'y" — By", 9", z°) =yy" —yz'y" —éz",

L z") = —az" - B, gy(y",z") =y —yz", dan

Lohz) =a—ay’, 9:(y",2") = —yy" — 6.

Kemudian subsitusikan titik tetap kedalam persamaan (3.7) sehingga menjadi:
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f.2) = (az" —az'y" = By") + (maz" = B)(y = y") + (@ — ay")(z

— Z*)
fO.2) =)+ (AU -y) +az-z)
=By -y)+a@z-2") (3:8)

9. z2) =y —yz'y* =6z )+ (y —yz)(y —y*) + (=yy* — 8)(z - 27)
9,2) = 0) +y( -y) + (=8)(z-2")
=y —y)—-68(z—2") (3.9)
Berdasarkan (Primbs, 2014) subsitusikan Y (t) =y —y* dan Z(t) =
z — z* kedalam persamaan (3.8) dan (3.9) sehingga didapatkan sistem linier

dari persamaan (3.3) dan (3.4) dengan titik tetap pertama (yg,z5) = (0,0)

adalah
dy(t) . b
7——3 (t) + aZ(t)
dil (tt) Y () - 52(0) (3.10)

. Proses linierisasi disekitar titik tetap yang kedua vyaitu (y{,z{) =

(ay—ﬁ5 ay-ﬂ5)
v(a+B)’ a(y+6)

Dengan menggunakan cara yang sama, maka digunakan persamaan (3.7)

untuk melakukan linierisasi, dimana

fhz)=az" —az'y* — fy* gy z") =yy —yz'y" -6z
' z") =—az" = g,y z") =y —vyz
%2) =a—ay” 9.(y",z") =—yy =6

Kemudian subsitusikan titik tetap kedalam persamaan (3.7) sehingga menjadi:

f.2)=(az"—az'y" = By) + (—az" =)y —y") + (@ —ay)(z

— Z*)
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15 Gerp) re) * hap)

ay — B6 .
' ((—a) o) —ﬁ) & -7

+<a_a(;({;+§g)><z_z*>

_ verp) . apate) 3.11)
"o 0T @

F0.0 =«

gz) =@y —yz'y" =6z )+ (y —yz)(y—y) + (—yy" — 8)(z —z")

w15 " Gore) Gerp)  Goes)

+ (V -y (Z{y_f;))) -y
(o (ag) 8 e

B vé(a+ ) =) — aly + 6) (2—2") (3.12)
ey +0) Y YT @t p

9, 2) =V<

Subsitusikan Y(t) =y —y* dan Z(t) = z — z* kedalam persamaan (3.11) dan

(3.12) sehingga didapatkan sistem linier dari persamaan (3.3) dan (3.4) dengan

titik tetap pertama (y;, zi) = (%,%) adalah

ar®)  y(a+p) By +6)

T T R e R
dz(t) yé(a+p) aly +6) (3.13)
dat  aly+9) Y® - (a+pB) Z(®).
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3.2.3 Analisis Kestabilan Pada Titik Kesetimbangan Model tanpa Waktu
Tunda

Untuk menentukan kestabilan pada titik kesetimbangan, maka akan dihitung

nilai eigen dari titik kesetimbangan melalui matriks Jacobian. Matriks Jacobian

dari persamaan bentuk linier yang didapatkan yaitu:

A-1% 52lbw 319

Dari matriks Jacobian yang didapatkan maka dapat dianalisis kestabilan
berdasarkan titik tetap yang pertama (y,, z5) = (0,0) yaitu:

Pada titik tetap yang pertama disubsitukan kedalam persamaan (3.14) sehingga

didapatkan:
| V5 EdN 4 )
Vi ( VRLA o4
Dari matriks Jacobian diatas untuk mencari nilai eigennya sebagai berikut:
det(A—AI) =0
Ly ] A 07| _
det“ 5] =(30[ <o
—p =2 |-
det[ —s—al=

(B-MD(6-A)—ay=0
2+ B+)A+BS—ay)=0

Maka didapatkan nilai Eigen sebagai berikut:

—B — &+ \J4ay — % — 25 + 62
> :

Mz =

Berdasarkan dari hasil nilai Eigen tersebut jika (86 —ay) > 0 maka (yg,2g)

stabil, sedangkan ketika (86 — ay) < 0 atau (R > 1) maka (y;, zy) tidak stabil.
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Kemudian dari matriks Jacobian yang didapatkan maka dapat dianalisis

ay—pé aV—BS)
y(@+B)’ a(y+96)

kestabilannya berdasarkan titik tetap yang kedua (yj,z7) =(
yaitu:
Pada titik tetap yang kedua disubsitukan kedalam persamaan (3.14) sehingga

didapatkan:

/_ﬂa+m ap(y +8)
J= Bl TaDEIN

yé(a+pB) aly+46)

ka(y+6) of548

dari matriks Jacobian diatas untuk mencari nilai eigennya sebagai berikut:

det(A—AI) = 0

—

[ y@+B) aply+8)] |
y+46 V(a+ﬁ)'_[/1 O]Jzo

e yé6(a + B) _a(y+6) 0 A

L a(y +9) a+p

—

_Y@+p) . aBly+9)

vts T oy@+p | _,
VAL 4”& L
aly +6) a+p

F+ym+ﬂf+a®+yf
(@ +B)y+96)

berdasarkan dari hasil nilai Eigen tersebut mempunyai bagian real negatif

A+ (ay—p6)=0

sehingga menyebabkan (y;, z;) bersifat stabil asimtotik.
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3.2.4 Linierisasi Model dengan waktu tunda (t # 0)

Untuk menganalisis kesetimbangan disekitar titik kesetimbangan, maka
dilakukan proses linierisasi terlebih dahulu. Proses linierisasinya menggunakan
ekspansi deret Taylor orde satu berdasarkan (Primbs, 2014). Misalkan persamaan
(3.1) dan (3.2) sebagai berikut:

f.z,y(t—1)) = az(t) —az(®)y(t — 1) - Byt — 1)

9,2yt —1) = yy(t — 1) —yz@O)y(t — ) - 52(t)

Sehingga:
dil—(t) =f@.zy(t-1) (3.15)
t
dz(tt) = g(y, z,y(t — T)). (3.16)

Akan dicari pendekatan sistem linier disekitar titik kesetimbangan (0,0) dengan

menggunakan deret Taylor orde satu sehingga diperoleh sebagai berikut:

d
fOh25y" - = fy" 20y (t— 1) + @f(y*,z*,y*(t — D)) —y7)

0
+3F 0y = DO — )

fohz5y - -1 - y")
fO525y* (t—1)=0+0+ (a —ay*(t — 1)) (z(t) — z%)

t(—az" =)yt —1) - y)
fOhz5y (t-1) = (@=a-0)(z@t) = 0)+ (—a 0 - B)(y(t—1) - 0)
fOn 25y (t = 1) = az(t) = By(t — 1)

9
9072,y (t=m) ~ g0 20y (E =) + 5290720y (= D)G®) =y

0
+£g(y 25y (t —1)(z(t) — z7)
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+ g zhy (t -t —1)—y")

dy(t —1)
g5 2%y (t—1)) =0+ 0+ (—yy"(t —1) = 6)(z - z7)
T+ —yzH O —-1) -y
g5z Yy (t=1) =(=y - 0-8)z®) -0+ ¥ -y -0yt —-1)-0)
g,z y (t = 1)) = =6z(t) +yy(t = 1)
maka didapatkan persamaan linier:
fOon 2%y (t=1) = az(t) = By(t — 1) 517
g, z%y (t—1) = =6z(t) +yy(t — 1)
dengan mengikuti betuk Z—: = Ay(t) + By(t — 1), lalu subsitusikan persamaan

(3.17) ke dalam matriks Jacobian diperoleh:
diy]_10 a0 -8 0][y(t—1)
E[z]_ [0 —6] [Z(t)]+ y 0” ]
dengan
SN0 o _[-B O
A—[O —6] dan B = )/ 0]
Kemudian untuk persamaan karakteristik dari fungsi f(1) dapat

ditentukan melalui  f(1) =det(Al —A— Be %) =0, sehingga diperoleh

bentuk:
w((d 9= %)-(F §e)=o0
det ((g ?1) - <_y[ie_;;“ _a6>> =0

-t _
det A+ ﬁ: “l=o0
—ye ™t A+4+6
(A+ Be™)(A+6) —aye ™ =0

B +6A+ e ™™+ (BS—ay)e =0
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Selanjutnya dicari pendekatan sistem linier disekitar titik kesetimbangan (y*,z")

dengan menggunakan deret Taylor orde satu sehingga diperoleh sebagai berikut:

0
fohz5y (t—1) = fyhzy t—1) + @f(y*,z’*.y*(t - —y")

0
b f0 Y (= DE®) =2 b

fo5zy -0t —-1)—y")

fOhz,y (=) =0+ 0+ (a—ay"(t — 1) (1) — 2

N

i Faas PO 2)al )

0,2y =) = <a ~a (f{;@i)) Cc® -2+ (-e(25) - )
(=1 -y

Fo 7y (=) = (“ZV e (ya;“;)y u i 5) 2()
e

Fory o) = LD a0 - LDy - (3.19)

N

0
g zhy (t—1) =g,z y' (t—1) + @g(y*, zhy @t —1)@) —y)

+%g(y*,z*,y*(t — 1) (z(t) — z7)

+mg()’*,2*,y*(t )yt —-1) -y

g, zhy (t—=1) =0+0+ (—yy (t —1) = 8)(2(t) — z")
+@—yz) ot —1)—y")

ay — 6

y(a+p)

ay — 6 .
+<y—y(a(y+6))>(y(t—r)—y)

90", 7y =) = (—r (S ) = 8) ()~ 2)
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ay + B6 — ba —6p

gy 2y (t—1) =— z(t)

a+pf
via+yad —y?a+yps
2 £0) y(t—1)
1) o)
gz y (t—1) = - ag/:ﬁ )Z(t) + ya((::g)y(t - 1) (3.19)
maka didapatkan persamaan linier:
ot _aBy +9) _)/( +/3) B
fOohzy (t=1) = Y@+ h) z) ———<yt—1)
(3.20)
+4 S(a+
90y -0 = =520 + Dy e -,

dengan mengikuti betuk Z—: = Ay(t) + By(t — 1), lalu subsitusikan persamaan

(3.20) ke dalam matriks Jacobian diperoleh:

5 o af(y +6)11r o { y(a+B) 0} y(t — 1)
dlrf_ y(a+B) | rv+é |
dt| _ay+98) [)/6(06+B) OJ
a+p 1z a(y + 6) 0
dengan
Ty >0l {_ﬂa+ﬁ)01
y(a+pB) — | y+é6 |
4l _ay+9) danB_ly5(a+ﬁ) OJ
a+pf a(y +6)

Kemudian untuk persamaan Kkarakteristik dari fungsi f(4) dapat
ditentukan melalui  f(1) =det(Al —A—Be ") =0, sehingga diperoleh

bentuk:
//ﬂ O\ [o BarD\ [ yatp)

ot | _ vla+pB) | _ y+36 0\ e'“\i —0
k ) k" _a<y+a>) kya(aw) 0)
0 A a+p a(y = 6) /
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_V(CH',B)e_M ap(y +96)
_ y+46 v@+p) |1,

V6(a+B)e_M _ay+96)

\ / a(y +6) a+pf
/ v@+p) . _aBl+9)
RETE y(a+B)
det| yo@+p) +a(y+5)'
\ a(y+6) a+pf

y(a+p) oy a(y +9) ap(y +6)\ (vé(a+pB) _,.\ _
<A+ y+4 A><A+ a+p >_<y(a+ﬁ)><a(y+6) >_0

2 M 8l REa )

-t At -t
e A+ yae — e ™" =0
a+pf y+6 4 B

ol GRS N )

—At —At
e A+ (BS —ya)e ™™ =0
a+pf y+4 (B ve)

Maka diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

2+ +ne 1+ ne =0 (3.20)
dengan,

aly +96)
=T

a+p
- y(a+B)

: y+6
nz = (ya — o)

3.2.5 Titik Kritis pada Waktu Tunda

Berdasarkan persamaan karakteristik (3.20), titik kesetimbangan
(y1,z7) akan bersifat stabil jika akar persamaan dari persamaan karakteristik
(3.20) bernilai negatif. Kemudian asumsikan persamaan karakteristik (3.20)

mempunyai solusi imajiner murni. Misalkan akar persamaan karakteristik A =
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w > 0dan w <0 dimana i =+—1 adalah akar dari persamaan (3.20). Pandang

persamaan sebagai berikut:

(iw)? + nyiw + nyiwe 00T 4 nie=(@)T = 0 (3.21)
Dengan mengganti suku eksponensial menjadi trigonometri e~ (®)T =
cos(wt) — isin(wt) Maka persamaannya menjadi:
—w? + nyiw + nyiw(cos(wt) — i sin(wr))
(3.22)
+ ns(cos(wt) — isin(wt)) = 0.
Kemudian dipisahkan bagian riil dan bagian imajiner dari persamaan di atas.
Untuk bagian riil
—w? = —n,w sin(wt) — n5 cos(wT). (3.23a)
Untuk bagian imajiner
nyw = —Nn,w cos(wt) + ns sin(wr). (3.23b)
Eliminasi persamaan (3.23a) dan (3.23b) terhadap t dengan mengkuadratkan
masing-masing ruas persamaan sehingga menjadi:
(—w?)? = (—n,w sin(wt) — n3 cos(wt))?
(nyw)? = (—nyw cos(wt) + ns sin(wr))?.
Hasil pengkuadratan masing-masing ruas persamaan diperoleh:
w* = n3w? sin?(wt) + n3 cos?(wt) + 2n,w sin(wt) n; cos(wt)
nfw? = nZw? cos?(wt) + nZ sin?(wt) — 2n,w sin(wt) nz cos(wt).
Kemudian jumlahkan kedua ruas dan mengelompokkan sesuai pangkat w,
w* + n2w? = n2w? sin?(wt) + n3 cos?(wt) + nZw? cos?(wt) + n? sin?(wt)
w* + nfw? = nfw?(sin?(wt) + cos?(wt)) + n3(sin?(wt) + cos?(wr)).
Dengan menggunakan identitas trigonometri sin?(wt) + cos?(wt) = 1 maka

diperoleh:
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w* + nfw? = nfw? + ni.
Maka diperoleh polinomial derajat empat

w*— (n3 —n?H)w? —ni =0. (3.24)

Sehingga akar persamaan w. dari (3.24) diperoleh:

W} =5 ((F D) £ [(nF = nd)? — 4(-ny) (3:25)

Berdasarkan aturan tanda Descartes, persamaan (3.25) akan memiliki
paling tidak satu akar real positif jika variasi perubahan tanda koefisien
polinomnya lebih dari satu atau sama dengan satu. Sehingga dari persamaan
(3.25) dapat dilihat bahwa:

(n3 —n?)? —4(-n3) =0, (3.26)
menyebabkan persamaan polynomial (3.24) tidak mempunyai variasi perubahan
tanda koefisien sehingga persamaan (3.25) tidak mempunyai akar real positif.
Maka dalam hal ini akan ditinjau jika:

ng > 0,n2 —nZ < 0,dan (n3 —n?)? > 4(—ny), (3.27)
maka akan ada dua solusi positif dari persamaan (3.27). Sehingga persamaan
(3.26) akan memiliki akar imajiner murni iw. Kemudian persamaan (3.23a) dan
(3.23b) digunakan untuk mencari nilai waktu tunda.

Misalkan
e = ax + by
f=cx+dx
dimana
a=-n,w, e =—w?
b = —ns, f=no,

c=—-Nny,w, x = sin(wT), dan
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d = ns, y = cos(wT).
Dengan menggunakan kaidah sistem persamaan linier untuk mencari nilai x dan y

adalah dengan cara sebagai berikut:

e b
_if d
.. |a b
c dl
—w? -ng
2
() = nw N —Nzw* + nNnzw
M@ N3 _ponaw — NN
| 23 2MN3
—lea) Tl3
Serta
a e
B |c f|
] |a b
cad
|—n2w —w?
3
_ _nzw nlw il _nlnzw _an
o) = e M3 _pon.w — NN
| | 2N3 2M3
—lea) n3

Untuk mendapatkan nilai T maka dilakukan cara sebagai berikut:

sin(wt) —nzw? + nynzw

cos(wt)  —nyn,w? — nyw3

—nzw? + nynzw

tan(wt) = 3 3
_nlnz(l) _n3(l)

2
NnN3W — N3w
tan(wt) = — &

—NNy,w? — nyw3

NNz — Nyw?
(wT) = arctan > 3
—nyN,w? —nzw

w(nng —nzw) )

(w7) = arctan( > 3
—nyN,w? —nzw

1 w(nng —nzw
T) = —arctan (ns 30) k=012, .. (3.28)
1) —Nnn,w? — nyw?3
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Setelah menemukan titik kritis tundaan 7, yang memuat akar
karakteristik yang terdapat pada garis imajiner, maka dimungkinkan terjadi

bifurkasi pada titik tersebut, kemudian akan dipilih t; yang merupakan nilai dari

tak terhingga r,{ sebagai nilai kritis tundaan yang dinyatakan dalam bentuk:

« _ _Jo _ . j _
T = Ty = o in (%), 0k = @k (3.29)

Nilai kritis tundaan yang diperolenh dari persamaan (3.29) akan
mengakibatkan nilai eigen dari persamaan (3.20) mengalami perubahan sehingga
dapat mempengaruhi kestabilan. Jika perubahan ini terjadi maka akar-akar
karakteristik akan bernilai murni saat titik kritis tundaan t;. Kasus ini
mengindikasikan terjadinya bifurkasi Hopf. Syarat terjadinya bifurkasi yaitu akar-

akar persamaan (3.20) memenuhi kondisi tranversabilitas sebagai berikut:

d(Rel) d(Rel)

> 0 dan sign—— <0. (3.30)

T A=iw dt  A=iw

sign

Jika A merupakan fungsi dalam z, maka A = A(7), % dapat dicari dengan
menggunakan turunan dari persamaan karakteristik (3.20).
22(7) + g A(T) + npe 2OTU(1) + nge 27 = 0, (3.31)

Kemudian diturunkan terhadap t menjadi:

dA da —At da At —At da -t
ZAE +ny e + nye e + ny,A(—A)e ™" + nyA(—1)e i + nsz(—A)e
dA
- At T
+ nz(—1)e I 0

di
(22 + 1y +nye™ — 1(nyd + ng)e™7) =~ Al + ny)e™* =0

-2 _ar) 34 -2
(ZA +ny +nye ™ —t(nyd +ngde T)E = Ay +nz)e ™
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diA A(npd + ng)e ™
dt 21+ n, + nye 2" — t(nyd + ng)e=

Lalu menggunakan turunan fungsi invers menjadi:

1 20+n; + e —1(npd +ng)e™

(@) A(nyAd + ng)e4At
dt
(d/1>_1 B 20 +ny N nye 7 T(nyd + n3y)e ™
dt)  AmpA+ng)e 4 A(mpd 4+ ng)e T A(nyd + ng)e 4t
-1
(Q) r 2A(t) + ny h n, -, (3.32)
dt A (MuAd +nx)e 4 A(D)(nyd+n3) A7)
Kemudian dari persamaan (3.31) dapat diperoleh e =*7:
(@) + n,A@) + nye DT (7) +pge 1= g
(n2A(2) + nz)e @7 = —2%(7) — ny A(7)
Lau diperoleh e ~** sebagai berikut:
Mo
i - —A 0 — 1) (3.33)
nzl’l(‘[) + ns
Selanjutnya yaitu subsitusikan persamaan (3.33) kedalam persamaan (3.32):
<d,1>‘1 L 2A(7) + ny . n, T
dt) —22(7) — nl/l(r)) 2D +n3) AT
MDA +m5) (T
-1
(Q) _ 20(t) +ny n, T (3.34)
dt A0 (=2 =) A0 (A +n3) A1)

Dengan demikian untuk penjabaran fungsi sign pada persamaan (3.30)

_d(Red) . <d,1)‘1
sign e = signjRe e .
A=iw

A=iw
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. 22(1) + 1y
— sien {Re (;L(T)(—AZ — n1)1)>

A=iw

n -7
*Re (A(T) (n;l + n3)> *Re (7)A=iw}

A=iw

L {R ( 2iw + 1y )
— siehe iw(w? —nqiw)

Re (iw(nzirz + n3)) +Re (l__af)}

kemudian pada masing-masing suku akan digunakan cara memanipulasi aljabar

(3.35)

agar hanya mendapatkan bagian real saja untuk digunakan pada fungsi sign.

Perhatikan bagian Re (%)

iw(w2-nqiw)

ATkGe) A 1l

X
iw(w? —ngiw) —i

2w —nyl

T w(w? —nyiw)

20— w3+ njiw?

w3 —njiw? w3+ niw?

Qo —-ni)(w® +nin?)
(@32 = (miw?)?

20* + 2nyiw® — njiw® + nfw?

w6 + nZw*

20* + nfw? + 2nw3 — nwd)i 338
= w?(w* +n2w?) (3:36)

Pada persamaan (3.36) yang dibutuhkan hanya bagian realnya saja maka ambil
bagian realnya:

2w* + nfw?
2(% + 1202
w?(w* +njfw?)
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w?(2w? +n?)
— w?(w* + ndw?)

2 2 2
_ Lwmtny (3.37)

w* + n?w?

Perhatikan bagian Re (L)

ia)(nz iw +n3)

n, {

X_
iwnyiow +nz) i

n,l

 —w(nyiw + ng)

78 —Nnzw + nyiw?

—Nzw—Nyiw? —nzw + nyiw?

—Ny,nzwi — nw?

nZw? — nynzw3i + nynsw3i + niw*

—NyNzwi — nw?

nsw? + nsw*

_ —niw® — nynzwi (3.39)
w?(n3 + nZw?) '

Pada persamaan (3.38) yang dibutuhkan hanya bagian realnya saja maka ambil
bagian realnya:

—niw?
w?(n3 + nsw?)

—~— (3.39)
- n? + nZw? '

Setelah dihitung untuk mencari bagian real dari persamaan (3.35), maka

dihasilkan bagian realnya pada persamaan (3.37) dan (3.39) sebagai berikut:

d(Rel) + n? ns
= si _ 3.40
At aeie B0 {w‘* +nfw? ni+niw? (3.40)

sign

Dari persamaan (3.24), telah diketahui bahwa:
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wr— M3 -nHw?-ni=0
w* —niw?+nfw?—ni=0
w* + nfw? =ni + nsw? (3.41)

Subsitusikan persamaan (3.41) ke dalam persamaan (3.42) sehingga menjadi:

~d(Red) - 2w? +n? nz
SN T o SEM o7 + nfw? w*+nfw?
d(Rel) 2w?% +n? —n3
' = 3.42
sign—— N 51gn{ g (3.42)

Selanjutnya pada persamaan (3.42) akan dibahas pembilangnya saja dikarenakan
penyebutnya dalam bentuk kuadratik berderajat genap yang akan selalu bernilai
positif
sign{2w? + n? — n3}
= sign{2w? — (n — n{)}
Kondisi transversalitas positif pada persamaan (3.42) adalah

d(Rel)

dt  j-iw,

sign = sign{2w? — (n3 — n?)} (3.43)

Kondisi ini terletak pada persamaan (3.25) dan (3.43), cara menghitungnya

dengan mensubsitusikan persamaan (3.25) ke dalam persamaan (3.43)

= sign< 2 ((n2 —n?) + \/(nz —n%)? 4(—n3)> — (n3 —ni)

= sign {\/(n2 —n?)?2 4(—n3)} (3.44)

Akibatnya persamaan (3.44) disimpulkan menjadi:

d(Rel)

drt =1} A=iw

>0

Kondisi transversalitas negatif pada persamaan (3.42) adalah
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sign - =sign{20? — (n; —n)} (3.45)

Kondisi ini terletak pada persamaan (3.25) dan (3.45), cara menghitungnya

dengan mensubsitusikan persamaan (3.25) ke dalam persamaan (3.45)

= sign< 2 ((n2 —n?) - \/(nz —n? 4(—713)) — (n3 —n})

= sign {—\/(n% —n?)2 — 4(—n3)} (3.46)

Akibatnya persamaan (3.46) disimpulkan menjadi:

d(Rel)

<0.
dt T=Tf A=iw

Maka dari persamaan (3.45) dan (3.47) kondisi transversalitas terpenuhi, terjadi
perubahan nilai real akar persamaan karakteristik dari negatif ke positif yang
menyebabakan perubahan kestabilan sistem.

Selanjutnya adalah mencari titik kritis pada waktu tunda dengan
memasukkan parameter yang ada pada tabel (3.1). Jika parameter dimasukkan
pada persamaan karakteristik maka menjadi:

22 +0.89561 + 0.2903e~*71 + 0.236e 4 = 0. (3.47)

Misalkan akar persamaan karakteristik A =iw, w >0 dan w <0
dimana i =+/—1 adalah akar dari persamaan (3.20) maka pandang persamaan
sebagai berikut:

(iw)? + 0.8956 iw + 0.2903 iwe~ (7 + 0.236 ¢~ ()7 = 0, (3.48)
Dengan mengganti suku eksponensial menjadi trigonometri e~ (®)T =

cos(wt) — isin(wt) maka persamaannya menjadi:
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—w? + 0.89556 iw + 0.2903 iw(cos(wt) — i sin(wT)) +
(3.49)
0.236 (cos(wt) — i sin(wt)) = 0.
Persamaan di atas akan bernilai nol jika bagian imajiner dan bagian realnya sama
dengan nol, sehingga:
(—w? + 0.2903 w sin(wt) + 0.236 cos(wTt))
+ (0.8956w + 0.2903 w cos(wt) — 0.236 sin(wT))i = 0.

Kemudian persamaan di atas dipisahkan bagian riil dan imajinernya.
Untuk bagian riil
—w? = —0.2903 w sin(wt) — 0.236 cos(wT). (3.50a)
Untuk bagian imajiner
0.8956 w = —0.2903 w cos(wt) + 0.236 sin(wT). (3.50b)
Eliminasi persamaan (3.50a) dan (3.50b) terhadap t dengan mengkuadratkan
masing-masing ruas persamaan sehingga menjadi:
(—w?)? = (—0.2903 w sin(wTt) — 0.236 cos(wt))?
(0.8956 w)? = (—0.2903 w cos(wt) + 0.236 sin(wt))?.
Hasil pengkuadratan masing-masing ruas persamaan diperoleh:
w* = 0.0843 w? sin?(wt) + 0.0557 cos?(wt) + 0.1371 w sin(wt) cos(wt)
0.8020 w? = 0.0843 w? cos?(wt) + 0.0557 sin?(w7)
— 0.1371 w sin(wt) cos(wT).
Kemudian jumlahkan kedua ruas dan mengelompokkan sesuai pangkat w,
w* + 0.8020 w? = 0.0843 w? sin?(wt) + 0.0557 cos?(wt) + 0.0843 w?
cos?(wt) + 0.0557 sin?(wT)
w* +0.8020 w? = 0.0843w?(sin?(wt) + cos?(wt)) + 0.0557(sin?(wT)

+ cos?(wr).
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Dengan menggunakan identitas trigonometri sin?(wt) + cos?(wt) = 1 maka
diperoleh:
w* +0.8020 w? = 0.0843w? + 0.0557.
Maka diperoleh polinomial derajat empat

w* — (0.0843 — 0.8020 )w? — 0.0557 = 0

(3.51)
w* +0.7177w?% — 0.0557 = 0.
Sehingga persamaan akar persamaan w-. dari (3.51) diperoleh:
—0.7177 +v0.5151 — 0.2228
dige= £ . (3.52)

Z

Kemudian persamaan (3.50a) dan (3.50b) digunakan untuk mencari nilai waktu

tunda.
Misalkan:
e = ax + by
f=cx+dx
dimana
a=—0.2903 w, M —w?,
b=-0.236, f =0.8956 w,
¢ =—0.2903 w, x = sin(wT), dan
d = 0.236, y = cos(w1).

Dengan menggunakan kaidah sistem persamaan linier untuk mencari nilai x dan y

adalah dengan cara sebagai berikut:

e b
|f d
- |a b
c d
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-w®  —0.236
sin(wr) = 080560 0236 _ —0.2360 + 021140
—02903w —0.236] ~ —0.0685w — 0.06850'
~0.2903w  0.236
Serta
|a €|
_le f
-~ |a b
c d
—029030w  —?
cos(wt) = |—0-2903 w _0.8956 a)| _ —0.25999w? — 0.2903 w3
—02903w —0.236]  —0.0685w — 0.0685w

—0.2903 w 0.236

Untuk mendapatkan nilai T maka dilakukan cara sebagai berikut:

sin(wr)  —0.236w* + 0.2114w
cos(wt) —0.25999w?2 — 0.2903w3

—0.236w?% + 0.2114w
—0.25999w? — 0.2903w3

tan(wt) =

0.2114w — 0.236w?
—0.25999w?2 — 0.2903w3

tan(wt) =

0.2114w — 0.236w? )

= €
G e <—O.25999w2 ~0.29030°

w(0.2114 — 0.236w) )

= t
(g) = el (—0.2599%2 — 0290303

1 ( w(0.2114 — 0.236w) )

_ 353
T AN T e 59902 — 0.2903w3 (353)

Setelah  menemukan titik kritis tundaan 7, yang memuat akar
karakteristik yang terdapat pada garis imajiner maka dimungkinkan terjadi

bifurkasi pada titik tersebut, kemudian akan dipilih t; yang merupakan nilai dari

tak terhingga r,{ sebagai nilai kritis tundaan yang dinyatakan dalam bentuk:

— Jo — : J —
Tk = Ty = k=1,£r;lj121,2,...(Tk)’wk° = “k (3.54)
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Nilai kritis tundaan yang diperoleh dari persamaan (3.54) akan
mengakibatkan nilai Eigen dari persamaan (3.47) mengalami perubahan sehingga
dapat mempengaruhi kestabilan. Jika perubahan ini terjadi maka akar-akar
karakteristik akan bernilai murni saat titik kritis tundaan t;. Kasus ini
mengindikasikan terjadinya bifurkasi Hopf. Syarat terjadinya bifurkasi yaitu akar-

akar persamaan (3.47) memenuhi kondisi tranversabilitas sebagai berikut:

. d(Relk) . d(Red)
sign—_—. . > 0 dan sign—_— . <0 (3.55)

Jika A merupakan fungsi dalam z, maka A = A(7), % dapat dicari dengan

menggunakan turunan dari persamaan karakteristik (3.47).
22(1) + 0.8956A(7) + 0.2903e 27X (1) + 0.236e A7 = 0 (3.56)

Kemudian diturunkan terhadap t menjadi:

dA dA | dA 4
24—+ 0.8956 — + 0.2903e """ — + 0.2903 A(—A1)e " + 0.2903 A(—1)
dt dt drt

di dl
e —+0.236(—e " +0.236(-1)e H*—=0
dt drt

dA
(214 0.8956 + 0.2903e~*" — 7(0.29031 + 0.236)e—“)—T — 2(0.29032

d

4+0.236)e " =0
i e G4
(214 0.8956 + 0.2903e~** — 7(0.29031 + 0.236)e T)E = 1(0.29031

+0.236)e**

dd 1(0.29031 + 0.236)e~**
dt 21+ 0.8956 + 0.2903e~47 — 7(0.29031 + 0.236)e~*7

Lalu menggunakan turunan fungsi invers menjadi:

1 1
(@) B ( 1(0.29031 + 0.236)e 47 )
dr 21 + 0.8956 + 0.2903e~4" — 7(0.29031 + 0.236)e~**
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(dz)-l 214 0.8956 + 0.2903e ™47 — 7(0.29031 + 0.236)e~**

dr 2(0.29031 + 0.236)e=**
(dl)‘l _ 2+ 0.8956 N 0.2903e™*
dr/  2(0.29031 +0.236)e~** * 1(0.29031 + 0.236)e~**

7(0.29031 4 0.236)e 7
1(0.29031 + 0.236)e~**

<d,1)‘1 B 2A(7) + 0.8956 N 0.2903
dr) ~ A(1)(0.29031 + 0.236)e=** * A(1)(0.29031 + 0.236)
(3.57)
T
A(7)
Kemudian dari persamaan (3.56) dapat diperoleh e =%
22(1) + 0.89561(7) + 0.2903eAM7A(7) 4+ 0.236e A7 =
(0.29031(7) + 0.236)e 47 = —22(7) — 0.8956A(7)
Lau diperoleh e ~** sebagai berikut:
A 120 B
AT = A%(t) — 0.8956A(7) (3.58)
0.2903A(7) + 0.236
Selanjutnya yaitu subsitusikan persamaan (3.58) kedalam persamaan (3.57):
<d/1)‘1 B 2A(7) + 0.8956
dt) —22(1) — 0.8956/1(1)>
A(2)(0.29031 + O.236)< O O
. 0.2903 7
A(1)(0.29031 + 0.236)  A(7)
(d/1>‘1 B 2A(1) + 0.8956 - 0.2903
dr/)  Ar)(—22(r) — 0.8956A(r))  A(7)(0.29031 + 0.236) .59

T
O]

Dengan demikian untuk penjabaran fungsi sign pada persamaan (3.55)
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~ d(Re)) _ {R (cu)‘l}
sign = Sign e |\—
& dt  j=iw & dt Tie

) ( 2A(7) + 0.8956 )
= sign{Re
{ A(0)(—22(7) — 0.8956A(7)) i

0.2903 ) +R (— )
2029034+ 0.236)),_. " T\ 4

+Re (

2iw + 0.8956 )

— sion{R (
Slgn{ *\iw(w? — 0.8956im)

4R ( 0.2903 >+R (—T)}
¢ \i0(0.2903iw + 0.236)) T " \iw

~ d(Red) Y. {R ( 2iw + 0.8956 )
e e BN \iw(w? — 0.8956iw)
(3.60)
Lp ( 0.2903 )+R (—r)}
® \iw(0.2903iw + 0.236)/ ' \iw

kemudian pada masing-masing suku akan digunakan cara memanipulasi aljabar

agar hanya mendapatkan bagian real saja untuk digunakan pada fungsi sign.

Perhatikan bagian Re( 2iw+0.8956 )

iw(w?2-0.8956iw)

2iw + 0.8956 —i 2w —0.8956i
iw(w? —0.8956iw) —i w(w?— 0.8956iw)

_ 20 —0.8956i w®+0.8956iw?
w3 —0.8956iw? w3+ 0.8956iw?

_ (2w — 0.89560)(w* + 0.8956iw?)
= (03)2 — (0.8956iw?2)?

20"+ 1.7912i03 — 0.8956iw3 + 0.80200?
- w® + 0.8020w*

_ 2w* + 0.8020w?(0.1791w> — 0.8956iw3)i

3.61
w?(w* + 0.8020w2) (3.61)
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Pada persamaan (3.61) yang dibutuhkan hanya bagian realnya saja maka ambil
bagian realnya:

2w* + 0.8020w?
w?(w*+ 0.8020w?)

_ w?(2w* +0.8020)
"~ w2(w* + 0.8020w2)

2
_ 20 +0.8021 (3.62)
w* + 0.8020w?2
Perhatikan bagian Re - o
iw(0.2903iw+0.236)
0.2903 1a 0.2903i
iw(0.2903iw + 0.236) i —w(0.2903iw + 0.236)
B 0.2903i " —0.236w + 0.2903iw?
T —0.236w — 0.2903iw2 " —0.236w + 0.2903iw?
| —0.0685wi — 0.0843w?
"~ 0.0557w? — 0.0685w3i + 0.0685w3i + 0.0843w*
B —0.0685wi — 0.0843w?
"~ 0.0557w? + 0.0843w*
—0.0843w? — 0.0685wi
i, W wl (3.63)

w?(0.0557 + 0.0843w?)
Pada persamaan (3.63) yang dibutuhkan hanya bagian realnya saja maka ambil
bagian realnya:

- —0.0843w?
"~ w2(0.0557 + 0.0843w?)

B —0.0843
"~ 0.0557 + 0.0843w?2

(3.64)

Setelah dihitung untuk mencari bagian real dari persamaan (3.64), maka

dihasilkan bagian realnya pada persamaan (3.62) dan (3.64) sebagai berikut:

. d(Rel) 2w? + 0.8020 0.0843 } (3.65)
sign

At geiw O {w“ +0.8020w2  0.0557 + 0.0843w?
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Dari persamaan (3.51), telah diketahui bahwa:
w* — (0.0843 — 0.8020 )w? — 0.0557 = 0
w* —0.0843w? + 0.8020 w? — 0.0557 = 0
w* + 0.8020 w? = 0.0557 + 0.0843w? (3.66)

Subsitusikan persamaan (3.66) ke dalam persamaan (3.65) sehingga menjadi:

_d(Red) . ( 2w?+0.8020 0.0843
e L BN 0% 1 0.8020 w2 @ + 0.8020 w?
_dRed) (2w +0.7177 a7
e e B 0% 1+ 0.8020 w? '

Selanjutnya pada persamaan (3.67) akan dibahas pembilangnya saja dikarenakan
penyebutnya dalam bentuk kuadratik berderajat genap yang akan selalu berniali
positif

sign{2w? + 0.7177}
Kondisi transversalitas positif pada persamaan (3.67) adalah

d(Rel)

dT /1=ia)+

sign = sign{2w? + 0.7177} (3.68)

Kondisi ini terletak pada persamaan (3.25) dan (3.68), cara menghitungnya

dengan mensubsitusikan persamaan (3.25) ke dalam persamaan (3.68)

1
= sign {2 (E((0.7177) ++/0.5151 — 0.2228)> - (0.7177)}

= sign{VO.2923}
= sign{0.5406} (3.69)
Akibatnya persamaan (3.69) disimpulkan menjadi:

d(Rel)

>0
dt =1} A=iw

Kondisi transversalitas negative pada persamaan (3.67) adalah
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= sign{2w? + 0.7177} (3.70)

Kondisi ini terletak pada persamaan (3.52) dan (3.70), cara menghitungnya

dengan mensubsitusikan persamaan (3.52) ke dalam persamaan (3.70)

= sign {2 G ((0.7177) —+/05151 — 0.2228)) — (0.7177)}

= sign{—v0.2923}
= sign{—0.5406} (3.71)
Akibatnya persamaan (3.70) disimpulkan menjadi:

d(Rel)

<0
dt ‘r:‘rf{r,l:iw

3.2.6 Simulasi Model Matematika

Gambar 3.2 Model Populasi Manusia dan Vektor dengan 7 = 0

Berdasarkan grafik tersebut dengan 7 = 0 yang merupakan tidak adanya masa
inkubasi dalam tubuh manusia menyebabakan perubahan populasi manusia dan

populasi vektor mengalami kenaikan, dimana populasi manusia mengalami
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kenaikan secara perlahan sedangkan populasi vektor mengalami kenaikan secara

drastis yang kemudian konstan menuju 0.6555 dan 0.7320.

-

i

Gambar 3.3 Model Populasi Manusia dan Vektor dengan t = 5

Berdasarkan grafik diatas dengan waktu tunda T =5 atau pada masa inkubasi
dalam tubuh manusia selama 5 hari perubahan populasi manusia yang terinfeksi
dan nyamuk mengalami osilasi. Namun semakin lama simpangannya semakin
kecil, sehingga menyebabkan perubahan populasi manusia dan nyamuk semakin

lama semakin stabil.

Gambar 3.4 Fase Potret

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar (3.4) merupakan hasil dari fase potret model penularan demam berdarah
tanpa waktu tunda. Berdasarkan parameter pada tabel (3.1) di hasilkan nilai eigen
untuk titik tetap kedua 0.6555 dan 0.7320 sebesar A; = —0.252973,1, =
—0.932904, fase potret diatas bersifat stabil nodal sink karena mempunyai kedua

nilai eigen negatif.

3.3 Kajian Nilai-nilai Keislaman pada Model Penularan Penyakit Demam
Berdarah

Model matematika penularan penyakit demam berdarah tanpa kekebalan
dengan waktu tunda yang terdapat pada persamaan (3.1) dan (3.2) setelah
dianalisis kestabilannya, perilaku host dan vektor dapat dilihat melalu grafik (3.3).
Berdasarkan grafik tersebut populasi host (manusia) dan vektor (nyamuk)
mengalami kestabilan pada saat titik ketimbangan yang didapatkan. Kestabilan ini
menunjukkan bahwa jumlah nyamuk yang terinfeksi virus mempengaruhi jumlah
penularan penyakit pada manusia. Dalam hal ini perlu diperhatikan bahwa sangat
penting untuk menjaga lingkungan sekitar agar mengurangi penularan penyakit.

Berdasarkan Firman Allah dalam surah al-Anfal ayat (53) yang artinya:
“(Siksaan) yang demikian itu adalah karena sesungguhnya Allah sekali-kali tidak
akan mengubah sesuatu nikmat yang telah dianugerahkan-Nya kepada suatu
kaum, hingga kaum itu mengubah apa-apa yang ada pada diri mereka sendiri,
dan sesungguhnya Allah Maha Mendengar lagi Maha Mengetahui” menjelaskan
bahwa nikmat Allah Swt ada begitu banyaknya yang tidak dapat dihitung,
diantaranya yaitu nikmat sehat. Kesehatan seseorang rata-rata dipengaruhi oleh

lingkungan sekitar tempat tinggalnya. Apabila lingkungan sekitar kotor, maka



70
akan timbul beberapa penyakit yang bisa menimpa diri sendiri, salah satunya yaitu
penyakit demam berdarah. Penyakit demam berdarah disebarkan dan ditularkan
melalui gigitan nyamuk.

Adapun Firman Allah dalam surah al-Bagarah ayat (26) yang artinya
“Sesungguhnya Allah tidak segan membuat perumpamaan seeokor nyamuk atau
yang lebih kecil dari itu. Adapun orang-orang yang beriman, mereka tahu bahwa
itu kebenaran dari Tuhan. Tetapi mereka yang kafir berkata, “Apa maksud Allah
dengan perumpamaan ini?” menjelaskan mengenai perumpamaan seekor nyamuk
untuk menggambarkan dunia disekitar kita. Ketika Allah menciptakan makhluk di
muka bumi ini maka terdapat kelebihan dan kekurangan dari masing-masing
makhluk tersebut. Begitupun ketika Allah menciptakan nyamuk. Beberapa jenis
nyamuk mampu menimbulkan bahaya untuk kehidupan manusia, misalnya
nyamuk jenis Aedes Sp. Nyamuk ini menyebabkan penyakit demam berdarah.

Nyamuk-nyamuk tersebut suka dan bertahan dengan bertempat tinggal
pada lingkungan yang kotor serta kumuh. Semakin kotor tempat tersebut maka
semakin mudah penyakit menular pada diri kita. Oleh karena itu sudah sepatutnya
menjaga lingkungan agar selalu bersih dan meminimalisir pertumbuhan penyakit

disekitar kita.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan model penularan penyakit demam berdarah

tanpa kekebalan dengan waktu tunda, maka diperoleh kesimpulan bahwa:

1.

Model yang dibahas yaitu berasal dari model epidemi SIR host-vektor yang
berjumlah lima persamaan, kemudian direduksi menjadi dua persamaan.
Kedua persamaan ini menjelaskan model penularan penyakit demam
berdarah dengan waktu tunda yaitu masa inkubasi virus dalam diri manusia
yang menyebabkan perubahan kestabilan banyaknya populasi manusia atau
nyamuk yang tertular penyakit demam berdarah.

Berdasarkan penelitian yang dilakukan diperoleh dua titik kesetimbangan

ay—BS ay—p6

y o a(y+5)). Perubahan populasi

yaitu (5, 75) = (0,0) dan (vi,7) = (
host dan vektor yang tertular penyakit demam berdarah dipengaruhi oleh
adanya waktu tunda. Penundaan waktu inkubasi virus menyebabkan
perubahan kestabilan. Sistem pada model dengan kasus T > 0 menunjukkan
local stabil pada saat waktu tunda tertentu. Pada saat T = 5 grafik penularan
penyakit mengalami osilasi yang kemudian stabil menuju titik

kesetimbangannya.

4.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya disarankan kepada pembaca agar

menganalisis pada model penularan penyakit demam berdarah dengan

memperhatikan sistem imun atau kekebalan dengan menggunakan waktu tunda

dan meneliti adanya bifurkasinya.
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LAMPIRAN

Lampiran 1
Titik kestimbangan tanpa parameter

> vrestart : with(linalg) : with(LinearAlgebra) : with(plots) :

> dY:= alpha-Z — alpha-Z-Y — beta-¥; dZ :=y, Y —y,-Z-Y — delta-Z;
dY:=-YZa—YB + Zo
dZ:=-YZy, +Yy, —Z3%

> titik == solve({dY,dZ}, {Y, Z});

—Bo ay, —Bo
titik = {Y=0,Z=0}, { Y= N =
y, (o +B) (S—G—yl)oc

Lampiran 2

Fase portrait tanpa waktu tunda
> restart; with(DEtools) : with(plots) :
>

iniset = {seq(seq([0,i,j],i=-2.2),j=-2.2)};
sys2 ‘=06£i{2”0(1()t),t) =0.26-z(¢) - (1 = y(¢)) — 0.1-p(2), diff (2(¢), 1) = 1-p(¢) - (1 — =(¢2))
—0.24-z(¢);
DEplot([sys2], [y(¢),z(t) ], t ==-50..50, iniset, linecolor = blue, stepsize = 0.1,y =-2 .2, z=-2
.2, font = [ TIMES, ROMAN, 15]);
iniset = {[0, -2, -2]
[0, -1,0], [0, -1,
-2], [0, 1, [0,
2]}

, [0, ] [0, -2,0],[0,-2,1],[0, -2,2], [0, -1, -2], [0, -1, - 1],
1] [0 ,21,10,0, -2],[0,0,-1],[0,0,0], (0,0, 1], [0,0,2], [0, 1,
,0], [O, 1,1],[0,1,2],[0,2, -2],[0,2, -1],[0,2,0],[0,2,1],[0,2,

0,
],

L) =90 (1 = 2(2)) — 0.242(1)

i S ) = 0126 2( 4 =) e O LY .

de
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Lampiran 3

Program simulasi numerik model tanpa waktu tunda
function d=nodelay(~,Y)

d=zeros (2,1);
alpha=0.26;
beta=0.1;
gamma=1;
delta=0.24;

d(l)=alpha*Y (2) —alpha*Y (1) *Y (2) -beta*Y (1) ;
d(2)=gamma*Y (1) —~gamma*Y (1) *Y (2) -delta*Y (2) ;

end

options=odeset ('RelTol',le-4, 'AbsTol', [le-4 1le-5]);

[T,Y]=0de4d5 (@nodelay, [0 500],[0.5 0.5],options) ;
U=gradient (Y (:,1));

V=gradient (Y (:,2));

% quiver(Y(:,1),Y(:,2),U0,V,'r', 'LineWidth',5) ;hold on; grid on;
plot(T,Y(:,1),T,Y(:,2), 'LineWidth',2),legend('Q=host
population', 'W=vektor population')

xlabel ('t (Time) ") ;
ylabel ('Populasi vektor dan host');

Lampiran 3

Prgram simulasi numerik model dengan waktu tunda

function dydt=ddexlde (t,y,2)
vlagl=z(:);

dyl=0.26*y (2)* (1-ylagl(1))-0.1*ylagl (1) ;
dy2=ylagl (1) *(1-y(2))-0.24*y(2);

dydt=[dyl;dy2];
end

clc; clear all; close all;

tspan=[0 500]; % waktu perhitungan solusi
lags=5; % waktu tunda

sol = dde23(@ddexlde,lags, [0.5 0.5],tspan);
plot(sol.x,sol.y,'-0");

xlabel ('Time t');

ylabel ('Solution v');

legend('y 1','y 2");
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