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ABSTRAK

Maknun, Mahdiatul. 2018. Analisis Dinamik Model Matematika Interaksi
Host-Parasitoid. Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan
Teknologi. Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) Mohammad Jamhuri,
M.Si.

Kata kunci: Host-Parasitoid, Model populasi, Analisis Dinamik, Titik tetap,
Linierisasi, Kestabilan.

Sistem Dinamik merupakan formulasi dari suatu model matematis untuk
setiap aturan yang tetap dan menggambarkan tentang ketergantungan suatu titik
dalam ruang di sekitar parameter. Dalam hal ini parameter yang digunakan adalah
waktu. Suatu sistem dinamik dapat di analisis dengan melakukan analisis dinamik
yaitu dengan menentukan titik tetap, linierisasi, analisis kestabilan, menentukan
nilai Eigen dan vektor Eigen, dan membuat gambar grafik dinamik.

Terdapat banyak model interaksi antar makhluk hidup didalam suatu
ekosistem, salah satunya adalah model interaksi Host-Parasitoid. Model Host-
Parasitoid ini terdiri dari empat spesies, dua spesies host (pieris brassicae dan
pieris rapae), dan dua spesies Parasitoid (cotesia glomerata dan cotesia
rubecula). Cotesia glomerata merupakan generalis, karena merupakan spesies
yang menyerang kedua host. kemudian cotesia rubecula adalah spesies yang
menjadi parasit pada spesies host pieris rapae. Model dari persamaan Host-
Parasitoid ini termasuk dalam sistem persamaan diferensial nonlinier.

Berdasarkan dari permasalahan Host-Parasitoid, maka penelitian ini
bertujuan untuk mengetahui bagaimana analisis dinamik model matematika
interaksi Host-Parasitoid tersebut. Sehingga dapat mengetahui bagaimana
pengaruh antara spesies host dan spesies Parasitoid, serta dapat mengetahui
proses punahnya spesies host maupun spesies Parasitoid. Analisis dinamik dari
sistem persamaan diferensial Host-Parasitoid menghasilkan suatu titik tetap dan
hasil dari analisis kestabilan titik tetap tersebut adalah stabil.

Xiv
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ABSTRACT

Maknun, Mahdiatul. 2018. Dynamic Analysis of Mathematical Models Host-
Parasitoid Interaction. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, Islamic State University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisor: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (Il)
Mohammad Jamhuri, M.Si.

Keyword: Host-Parasitoid, Population model, dynamic analysis, fixed point,
linearization, stability.

Dynamic System is a formulation of a mathematical model for each fixed
rule and describes the dependence of a point in space around the parameters. In
this case the parameter used is time. A dynamic system can be analyzed by
performing dynamic analysis, namely by determining the point of reference,
linearization, stability analysis, determining the Eigen value and Eigen vector, and
drawing a dynamic graph image.

There are many models of interaction between living things in an
ecosystem, one of which is a model of Host-Parasitoid interactions. The Host-
Parasitoid model consists of four species, two host species (pieris brassicae and
pieris rapae), and two species of parasitoid (cotesia glomerata and cotesia
rubecula). Cotesia glomerata as a generalist that attacks both hosts. Then cotesia
rubecula is a parasitic species in the host species Pieris Rapae. The model of the
Host-Parasitoid is a system of nonlinier diferential equations.

Based on the problem of Host-Parasitoid, this research is aimed to know
how dynamic analysis of the mathematical models interaction Host-Parasitoid. So
that it can find out how the influence between host species and parasitoid species.
Then we can know the extinction process of host species or parasitoid species.
The dynamic analysis of the system of Host-Parasitoid differential equations
produces a fixed point and the results of the analysis of the fixed point stability
above are stable.

XV
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sistem dinamik adalah formalisasi matematis untuk setiap aturan yang
tetap (fungsi) yang menggambarkan ketergantungan posisi titik dalam beberapa
ruang di sekitar parameter. Parameter di sini sering disebut dengan “waktu” dan
dapat berbentuk diskrit yang dinyatakan dalam bilangan bulat dan kontinu yang
dinyatakan dalam suatu interval di R (Tohaneanu, 2014:1).

Penelitian ini membahas tentang analisis dinamik pada persamaan
diferensial Host-Parasitoid empat spesies yang dijabarkan secara sistematis
tentang persamaan diferensial dari model tersebut dan menganalisis sistem
persamaan diferensial tersebut sesuai dengan perilaku pada spesies Parasitoid
terhadap host. Model tersebut memiliki empat persamaan yaitu laju pertumbuhan
pada spesies host primary (host utama) yakni Pieris brassicae, laju pertumbuhan
pada spesies host kedua yakni Pieris rapae, laju pertumbuhan pada Parasitoid
general yakni cotesia glomerata, dan laju pertumbuhan pada Parasitoid kedua
yakni cotesia rubecula. Peneliti melakukan analisis untuk kestabilan pada model
persamaan tersebut dengan menentukan nilai Eigen, vektor Eigen, linierisasi, dan
titik tetap. Kemudian dari semua itu dapat dihasilkan gambaran dengan membuat
simulasi menggunakan matlab atau maple.

Parasitoid serangga adalah serangga yang stadia pradewasanya menjadi
parasit pada atau didalam tubuh serangga lain, sementara imago hidup bebas

mencari nektar dan embun madu sebagai makanannya (Purnomo, 2010:26).



2

Fase larva parasitoid hanya dapat hidup pada fase inang tertentu terutama
fase telur dan larva, sehingga kelanjutan hidup parasitoid hanya dapat ditentukan
oleh ketersediaan fase inangnya yang tepat (Maisyaroh, 2014:09-10).

Persamaan yang digunakan dalam penelitian ini merupakan persamaan
yang terdapat pada jurnal Pearce (2006) bahwa di dalam jurnal tersebut terdapat
model Host-Parasitoid. Berdasarkan jurnal tersebut peneliti mencoba untuk
melakukan analisis dinamik dari persamaan Host-Parasitoid tersebut. Model
tersebut memiliki peran yang penting dalam bidang ekologi, karena Host-
Parasitoid adalah salah satu contoh sederhana dari ekosistem didalam kehidupan
sehari-hari. Kehidupan yang saling bergantung satu sama lain. Sebagaimana yang
telah di jelaskan dalam QS. Al-Hijr ayat 20 yang artinya berbunyi “Dan Kami
telah menjadikan untukmu di bumi keperluan-keperluan hidup, dan (Kami
menciptakan pula) makhluk-makhluk yang kamu sekali-kali bukan pemberi rezeki

kepadanya” (OS. Al-Hijr: 20).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa ekosistem di bumi memiliki manfaat
masing-masing dan saling bergantung bagi makhluk hidup lainnya. Peneliti
berpendapat bahwa mempelajari tentang Host-Parasitoid akan mengetahui
pentingnya menjaga keharmonisan ekosistem termasuk rantai makanan pada
ekosistem agar terjaga dan selalu berkaitan erat.

Oleh karena itu, dalam penelitian pada kali ini peneliti mengambil judul
“Analisis Dinamik Model Matematika Interaksi Host-Parasitoid” yang akan
menganilisis model persamaan diferensial biasa Host-Parasitoid pada jurnal

Pearce.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan dalam penelitian
ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana analisis model matematika interaksi Host-Parasitoid?
2. Bagaimana analisis dinamik model matematika interaksi Host-Parasitoid?
3. Bagaimana simulasi model matematika interaksi Host-Parasitoid?
1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan permasalahan tersebut, maka tujuan penelitian ini adalah
sebagai berikut:
1. Mengetahui analisis dari model matematika interaksi Host-Parasitoid
2. Mengetahui analisis dinamik model matematika Host-Parasitoid
3. Dapat membuat simulasi model matematika interaksi Host-Parasitoid.
1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat dari dilakukannya penelitian ini adalah untuk menambah
wawasan kepada pembaca tentang pemodelan matematika, kehidupan parasitoid,
analisis dinamik tentang interaksi yang terjadi dalam host — Parasitoid.
1.5 Batasan Masalah
Sistem persamaan yang di gunakan dalam penelitian ini memiliki empat
persamaan diferensial. Sehingga penulis membuat batasan masalah penelitian
dalam pembahasan, yaitu :
1. Model yang digunakan dalam penelitian saat ini adalah model persamaan
diferensial biasa pada Host-Parasitoid yang diambil dari jurnal Pearce (2006)

dengan empat persamaan
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dt (L.2)

— ng(t)(l — e—PsM(t))

dizit) = c,P(t)(1 — e7P®) + ¢, P()(1 — e7P2MO) —  P(1) (13
d%gt) = c;Q(®)(1 — e™M®) — 1,0 (1) €4

2. Analisis model tersebut ditujukan kepada analisis kestabilan di sekitar titik
tetap dan simulasi model.
1.6 Metode Penelitian
Beberapa langkah yang dilakukan penulis dalam melakukan analisis
dinamik dan interpretasi pada penelitian tersebut :
1. Melakukan identifikasi pada model Host-Parasitoid
2. Melakukan analisis model Host-Parasitoid
3. Melakukan analisis perilaku Host-Parasitoid
4. Menentukan titik tetap.
5. Melakukan linierisasi sistem persamaan model Host-Parasitoid
6. Menentukan kestabilan
7. Menentukan nilai Eigen dan vektor Eigen
8. Membuat simulasi dengan menggunakan Matlab
9. Melakukan interpretasi gambar atau menganalisis hasil simulasi

10. Membuat kesimpulan



1.7 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan yang akan digunakan agar penulisan skripsi

ini lebih baik, terarah, mudah dipahami, dan mudah ditelaah adalah terdiri dari

empat bab yang masing-masing bab nya dibagi ke dalam beberapa subbab yaitu

sebagai berikut :

BAB |

BAB Il

BAB IlI

BAB IV

Pendahuluan

Pada bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian

dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab kedua ini berisi tentang kajian — kajian yang akan menjadi
landasan pada masalah yang dibahas, yaitu tentang sistem dinamik,
persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial linier dan
nonlinier, titik tetap, linierisasi, vektor Eigen dan nilai Eigen,

analisis kestabilan, dan parasitoid.

Pembahasan

Pada bab ketiga ini dibahas tentang analisa persamaan diferensial
pada interaksi Host-Parasitoid, linearisasi, titik tetap dan analisis
kestabilan pada model Host-Parasitoid, membuat simulasi model

dan interpretasi gambar.

Penutup

Berisi tentang kesimpulan dan saran



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah formalisasi matematis untuk setiap aturan yang tetap
(fungsi) yang menggambarkan ketergantungan posisi titik dalam beberapa ruang
di sekitar parameter. Parameter di sini sering disebut dengan “waktu” dan dapat
berbentuk diskrit yang dinyatakan dalam bilangan bulat dan kontinu yang
dinyatakan dalam suatu interval di R (Tohaneanu, 2014:1). Jika dikaji secara
geometri, sistem dinamik menggambarkan pergerakan titik-titik di dalam ruang
fase sepanjang kurva-kurva solusi dari sistem persamaan diferensialnya (Roat,

2012:7).

Suatu sistem dinamik terdiri dari satu himpunan dari variabel-variabel
yang menggambarkan keadaan dan aturan yang menjelaskan perubahan keadaan
dari suatu variabel-variabel terhadap waktu (yaitu, bagaimana keadaan dari sistem
di saat berikutnya yang tergantung waktu dan keadaan yang ada pada waktu

sebelumnya) (Izhikevich, 2007:8).

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Bergantung Waktu

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah
fungsi yang tidak diketahui. Sistem persamaan diferensial variabel bebas misalnya
(x4, X5, ..., Xn) Yang dimana masing-masing darinya merupakan sebuah fungsi

dari satu variabel bebas misal variabel t (Kartono, 2012).



dx
d_tl = fl(xl'xZ' v Xy t)
dx,
W = fZ(xlleI e Xy t)
@ 1)
dx,
W = fn(xl'xZ' vy Xny t)

dengan x,, x5, ..., x, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga
x; = x1(6), %, = x,(b), ..., X, = x,(t), dengan %“ merupakan derivatif fungsi
X, terhadap t (Kartono, 2012).

Kartono (2012) membahas metode penyelesaian pada sistem persamaan

diferensial dan menggunakan dua persamaan diferensial linier orde pertama

dx
— = 2.2
= F(t,x,y) (2.2)
dy
- = 2.3
It G(t,x,y) (2.3)

dimana persamaan linier pada masing-masing fungsi menyatakan dalam bentuk:

fiW)x + g, (W)y = s,(¢t) (2.4)

dengan operator W = %.

Waluya (2006) memberikan contoh pada sistem persamaan diferensial
tersebut. Contoh sederhana yang digunakan yaitu sistem dua massa pegas dengan
masing-masing massa m; dan m, diberikan gaya berturut-turut F; (t) dan F,(t).

Pada masa berlaku hukum Newton



ZFI m1 ™ L dan EFZ m2 dtz (2.5)

dengan ) F; dan ). F, adalah jumlah gaya pada m; dan m, berturut-turut. Pada
persamaan x,(t) dan x,(t) adalah pasangan karena dikaitkan dengan sebuah
pegas yang mempunyai konstanta pegas k,. Oleh karena itu sistem yang terbentuk

dinyatakan sebagai:

dZ
1 = kX k(g —x0) + Fy = —(ky + kp)xg + koxp + Fy (2. 6)
2
2 % = —ksxz + ky(x; —x1) + F, = —(ky + k3)x; + kyxz + F, (2.7)

2.3 Sistem Persamaan Linier dan Nonlinier

Sistem persamaan linier merupakan persamaan yang terdiri lebih dari satu
persamaan yang saling terkait. Sistem dari dua persamaan diferensial dengan dua
fungsi yang tak diketahui berbentuk:

X1 = a1 (0)x; + a(O)x; + a4 (t)

Xy = Ap1(0)x1 + az2(D)x; + f2(8)

Dimana koefisien ay1, a2, a1, ay, dan f;, f, merupakan fungsi t yang kontinu
pada suatu selang I dan x,, x, adalah fungsi t yang tidak diketahui (Finizio dan
Ladas,1988:132).

Suatu operator £ dikatakan linier jika memenuhi sifat superposition dan
homogeneity yaitu: L(u + v) = L(u) + L(v) dan L(cu) = cL(u). Untuk setiap
fungsi u dan v, dan konstanta c. Suatu persamaan diferensial berbentuk £L(u) = 0

dikatakan linier jika operator £ linier (Hedrick dan Girard, 2010:10).
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Adapun contoh sistem linier adalah sebagai berikut. Diberikan persamaan

diferensial linier orde dua: ¥ = —kx — bx.

Persamaan tersebut adalah model linier dari fungsi pegas. x mewakili % dan ¥

2

X
mewakili W.Untuk menghitung pergerakannya, harus diketahui posisi dari x

dan  kecepatan x. Diketahui posisi dan kecepatan adalah kuantitas untuk
menghitung gerak, jadi dapat menggunakan koordinatnya. Misal x; = x dan
X, = X, sehingga persamaan di atas dapat ditulis sebagai sistem persamaan

diferensial linier orde satu.
xlxl == xzxz = _kxl F bxz

atau dalam bentuk matriks sebagai berikut:

Untuk melihat sistem tersebut adalah linier, akan dibuktikan bahwa dapat

memenuhi definsi. Dari sistem di atas dapat diperoleh:

X1 — X ]

o5 = [5(2 + kx; + bx,

_ wu+v)—(p+q)
1. L(u+v'p+Q)_[(P+é[)+k(u+v)+b(p+q)
_ @-p)+ @ —-q) B
B [(p+ku+bp) + (q+kv+bq)] =L(up) +L(v,q)
cu+cv

2. Llew,cv) = [61'7 + kcu + bcv

] =cL(u,v)
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Terbukti bahwa sistem merupakan sistem linier. Generalisasi dari sistem linier

dengan n variabel dengan koefisien konstan dapat ditulis sebagai berikut:

561 = al‘lxl + allzxz + -+ al,nxn

5(2 = a2’1x1 + az’le “+eee + azlnxn
2.8)

0 = G XIS e XA It G X

dimana semua a;; adalah konstanta bilangan real. Dengan menggunakan notasi

matriks dapat ditulis sebagai:
x = Ax

dimana A adalah matriks ukuran n X n dengan konstanta real a;; di dalamnya,

X1
dan x adalah vektor kolom di ruang R®, x = (xq,...,x,)" = ( : ) (Robinson,
xn

2004:13-14).

Sistem persamaan diferensial tak linier adalah persamaan yang terdiri atas
lebih dari satu persamaan yang saling terkait. Sistem dari dua persamaan
diferensial tak linier dengan dua fungsi yang tak diketahui berbentuk :

Xx=ax+by+F(x,y)
y=cx+dy+G(x,y)

Dimana ad — bc # 0 (Aliyah, 2007:12).
Persamaan diferensial disebut sebagai persamaan diferensial nonlinear apabila
memenuhi paling sedikit satu dari kriteria berikut (Ross, 1984 : 6),

a. Memuat variabel tak bebas dan turunan-turunannya berpangkat selain satu.
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b. Terdapat perkalian dari variabel tak bebas dan/ atau turunan-turunannya.

2.4 Solusi Umum Sistem Persamaan Diferensial
Misalkan x;(t) adalah solusi persamaan dan c; adalah skalar real atau
kompleks untuk j =1,..,n. Dengan menggunakan sifat dari turunan dan

perkalian matriks maka diperoleh:
d : .
—2 (2 () + -+ Cuxn () = €131 (8) + -+ + ot (£)

= 1 AOx1 () + - + crA(E) X, (1)

= A(t)(clxl(t) . Cnxn(t))

Jadi kombinasi linier ¢ x;(t) + - cxx,(t) juga merupakan solusi. Sehingga

kombinasi linier dari solusi-solusi adalah solusi (Robinson, 2004:15).

Untuk kasus koefisien konstan , maka ada cara untuk memperoleh solusi
dari matriks menggunakan eksponensial dari matriks yang akan sama dengan
identitas ketika ¢ sama dengan 0. Eksponensial ini biasanya tidak mudah untuk

dihitung, tetapi sangat berguna sebagai solusi yang terkonsep.

Untuk suatu persamaan skalar x = ax, solusinya adalah x(t) = x,e®
untuk x, adalah sebarang konstanta. e’ dipertimbangkan sebagai solusi dari

matriks. Didefinisikan:

t2 tn = g
—A _|_..._|__An_|_...= — A"
2! n!

et =I1+tA+
n!

n=0

Untuk membuktikan bahwa e4t adalah solusi dari matriks, substitusikan e4t ke

persamaan, sehingga diperoleh:
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n-—1
L opar =0+ A+LA% 4ot

dt

A" + -

(n—1)!

= A(I+1:A+fA2 ey
2! (n-1)!

= A(e).

Karena e4% = I, e4¢ adalah solusi utama dari matriks yang akan sama dengan
identitas jika t sama dengan 0. Jika v adalah sebarang vektor, maka x(t) = e4tv

adalah solusi dengan x(0) = v (Robinson, 2004:17-18).

Teorema 2.1 Jika A adalah suatu matriks n X n dan 4 adalah suatu bilangan real,

maka pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen.

(@) A adalah nilai-nilai Eigen dari matriks A.

(b) Sistem persamaan (AI — A)x = 0 mempunyai selesaian tak trivial (non
trivial).

(c) Ada vektor x yang tidak nol dalam R™ sedemikian sehingga Ax = Ax.

(d) A adalah suatu selesaian real dari persamaan karakteristik |AI — A| = 0.

Bukti: Akan diperlihatkan bahwa (a), (b), (c) dan (d) ekuivalen satu sama

lainnya dengan membuktikan urutan implikasi (a) — (b) — (¢) = (d) - (a).

(a) = (b). Karena A adalah nilai-nilai Eigen dari matriks A, maka menurut

definisi nilai Eigen berlaku Ax = Ax dengan x tak nol.
AMx—-Ax =0

(Al —A)x =0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Karena x tak nol maka sistem persamaan linier homogen (AI — A)x = 0 harus

mempunyai selesaian non trivial.
(b) - (¢). Karena (AI — A)x = 0 maka

Ax = Ax

Ax = Ax
(¢) = (d). Karena Ax = Ax
Ax = Alx
(AI - A)x = 0.

Karena ada x tidak nol, maka sistem persamaan linier homogen (AI — A)x =0

haruslah det(AI — A) = 0 dengan A adalah suatu selesaian realnya.

(d) = (a). Karena A adalah selesaian real dari persamaan det(AI — A) = 0, maka
A adalah selesaian dari persamaan karakteristik det(AI — A) = 0 atau dengan kata

lain A adalah nilai Eigen dari matriks A (Karso, 2012:8-9).

Teorema 2.2 Misal matriks A merupakan matriks berukuran 2 x 2 dengan sebuah
sistem yang mempunyai nilai-nilai Eigen yang berbeda, maka solusi umum sistem

adalah:
x(t) = CyveMt + C ue’??

dengan v dan u adalah vektor-vektor Eigen yang bersesuaian dengan nilai Eigen

A, dan A, (Boyce dan DiPrima, 2009:487).
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Bukti: Dari persamaan diatas maka di peroleh:
x(t) = C Al vett + CAuet2t
Diketahui bahwa Av; = 1;v;, maka

x(t) = CiAvett + C,Aue’zt
x(t) = A(CveMt + Cue’zt)

x(t) = Ax(t).

Teorema 2.3 Misal matriks A dari sistem merupakan matriks berukuran 2 x 2
dan jika persamaan karakteristik dari sistem mempunyai akar kembar 4,, = 1,

dan diperoleh:

(@) Dua vektor Eigen, maka solusinya adalah:
x(t) = Cve?t + Cue?t
(b) Satu vektor Eigen, maka solusinya adalah:
x(t) = Cve?t + C, (vt — w)el

dengan (A — Dw = v.

Bukti: (a) Bukti analog dengan teorema 2.2. (b) Pada situasi ini (4 — AI(AI) =

(AI)(A — AI), AI adalah perkalian skalar dengan identitas, sehingga
Aty = e(AI+(A-2D)ty,, — (Dt 5 (A-ADty,,
— oADt[,(A-ADty,,
t2
= et <1w +t(A—ADw + - (A~ AD2w + - >

Misalkan (A — AI)w = v, dimana v adalah vektor Eigen dari A, maka

(A— AD?*w = (A — ADv jadi
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A-2D"w=(A—-2AD"vuntukn > 2
Sehingga diperoleh solusi kedua dari persamaan
x,(t) = e (w + tv)
(Boyce dan DiPrima, 2009:488 dan Robinson, 2004:35).
Teorema 2.4 Misalkan A suatu matriks n X n dengan entri-entri bilangan real.

(@) Asumsikan bahwa z(t) = x(t) + iy(t) adalah solusi kompleks dari z = Az,

dimana x(t) dan y(t) adalah real. Maka x(t) dan y(t) adalah solusi real dari

persamaan.
(b) Jika A;, =a +ib adalah nilai Eigen kompleks dengan vektor Eigen
kompleks v, , = u & iw, maka
x,(t) = e*(cos(bt) u — sin(bt) w) dan
x,(t) = e (sin(bt) u + cos(bt) w)

adalah masing-masing solusi dari x = Ax.

Bukti: (a) Dengan menggunakan aturan turunan dan perkalian matriks maka

diperoleh:

x(t) + iy(t) = z(t)
= Az(t)
= A(x(t) + iy(1))
= Ax(t) + iAy(t).

Dengan menghubungkan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks maka

diperoleh x(t) = Ax(t) dan y(t) = Ay(t).



16
(b) Untuk bagian kedua dari teorema mengikuti bagian pertama dan merupakan

penjabaran dari e* (u + iw) (Robinson, 2004:28).

2.5 Titik Tetap

Titik tetap dari suatu pemetaan T:M — M, dengan M merupakan suatu
himpunan sebarang, dan m € M yang dipetakan pada dirinya sendiri oleh
pemetaan tersebut. Dengan kata lain dibuat titik tetap oleh pemetaan tersebut T
dan dinotasikan sebagai berikut : T(m) = m.

Misal diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

dx_ ( )
i | e
dy
E_ g(x'}’»z)
dz
E—h(x,y,z)

Dengan f dan g merupakan fungi kontinyu dari x dan y, serta derivatif
parsial pertamanya juga kontinu. Titik kritis persamaan 2.12 adalah titik (x *,y *
,z *) dari (x,y,z) sedemikian hingga f(x *,y *,z*) = g(x *,y x,z *x) = h(x *
,y+z%) = 0. Titik tetap x+, y* dan z+ diperoleh jika == =0, < =0 dan

% — 0. Keadaan yang menyebabkan & = O,d—y = 0dan £ = 0 disebut keadaan
dt dt dt dt

setimbang, sehingga titik kritis tersebut disebut titik tetap.
2.6 Linierisasi

Linearisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinear
dengan persamaan diferensial linear untuk membantu memahami persamaan

diferensial nonlinear. Suatu sistem dimana f dan g adalah nonlinear.
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dx(t)

Pk f(xy)
d
% =g(x,y)

selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linear disekitar titik tetap
(x*,y*) dengan melakukan ekspansi menurut deret Taylor disekitar (x %,y *) dan

menghilangkan suku nonlinearnya sebagai berikut (Boyce & DiPrima, 2001).

dx

d d
=S Gny )+ LGy ) -5+ Lxmy 9=y 9

%=g(x*,y*)+Z—i(x*,y*)(x—x*)+Z—§(x*,y*)(y—;v*)

Pada keadaan setimbang f(x*,y=*)=0,g(x*y*)=0 sehingga diperoleh

persamaan linear sebagai berikut :

%=g(x*,y*)(x—x*)+%=(X*.y*)(y—y*)
C:l—:::;i—;gc(x*‘y*)(x—x*)+Z_i:g(x*ly*)(y_y*)

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

af df
d (X\ _ X\ _ |ax ay
% (y) = Ag (y) dimana 4, = g ag

dx dx

Dimana A, pada x = x %,y = y *. Matriks tersebut disebut matriks Jacobian.
Setelah didapatkan matriks Jacobian maka langkah selanjutnya akan menganalisis

mengenai kesetabilannya (BoycedanDiPrima, 2001).
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2.7 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika A adalah matriks berordo n x n. Vektor x € R™ dan x # 0 disebut
vektor Eigen jika terdapat A bilangan real, yang disebut nilai Eigen, sehingga
memenuhi persamaan:
Ax = Ax
Dari definisi diatas dapat diketahui peryaratan-persyaratan untuk nilai
Eigen maupun vektor Eigen. Nilai Eigen merupakan bilangan real, yang berarti
dapat bernilai nol, negatif maupun positif, sedangkan vektor Eigen x merupakan
bilangan anggota dari R™ untuk matriks A yang berukuran n X n dan x bukan
vektor nol. maka tulis kembali Ax = Ax sebagai Ax = Alx atau secara ekuivalen
(A — AIx = 0. Dengan mengingat vektor Eigenx # 0 maka persamaan di atas

harus mempunyai penyelesaian tak-trivial, dan didapatkan

det(A—AI) =0
atau dengan kata lain,
a1 — A ao Ain
az1 azz'_ A A2n
R

Persamaan di atas disebut persamaan karakteristik atau biasa disebut persamaan
penolong karena persamaan ini menolong menyederhanakan permasalahan
pencarian nilai Eigen menjadi lebih sederhana. Matriks skalar-skalar yang
memenuhi persamaan ini adalah nilai Eigen dari A. Jika diperluas, maka

det(A — AI) adalah sebuah polinomial p dalam variabel A yang disebut

polinomial karakteristik matriks A4 (Imrona, 2013).
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Dapat ditunjukkan bahwa jika A adalah matriks n X n, maka polinomial
karakteristik A memiliki derajat n dan koefisien variabel A™ adalah satu.
Polinomial karakteristik p(x) dari sebuah matriks n x n memiliki bentuk :
p(D) =det(A—AD) ="+ c, A1+ o ¢,
Berdasarkan teorema dasar Aljabar bahwa persamaan karakteristik adalah
M+ A4t =0
Memiliki sebanyak-banyaknya n solusi yang berbeda, sehingga matriks n x n
memiliki sebanyak-banyaknya n nilai Eigen yang berbeda (Anton & Rorres,
2004).

Contoh : Tentukan nilai-nilai Eigen dari

(s §A ¥ PO
A=1|0 O 1
4 —-17 8

Penyelesaian :Polinomial karakteristik A adalah

A -1 0
det(AI—A) =0 A -1 [=2-812+171-4
-4 17 1-8

Nilai-nilai Eigen dari A harus memenuhi persamaan
A —812+171—-4=0
A=4)A*-42+1) =0
(A—4)=0atau(A12—-41+1)=0
Sehingga nilai-nilai Eigen dari A adalah (Anton & Rorres, 2004).

A=0,1=2++V3,dan1=2-+3
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2.8 Kiriteria Routh-Hurwitz

Nilai-nilai Eigen suatu matriks dapat ditentukan melalui persamaan
karakteristiknya. Permasalahan ketika menentukan nilai Eigen untuk persamaan
orde tinggi sehingga di perlukan kriteria yang dapat menjamin bahwa akar-akar
persamaan karakteristiknya bernilai negatif atau ada yang bernilai positif. Kriteria

tersebut yaitu Routh-Hurwitz.

Misalkan diberikan persamaan karakteristik berderajat n dari sistem

autonomus berikut:
A+ A+ -+ A, 1 A+A,=0

Dengan A, merupakan koefisien bilangan riil n = 1,2,3,... dan persamaan
karakteristik nya merupakan polinomial pembuat nol yang mempunyai bagian riil
negatif dengan A; > 0,4, >0, ...,A, > 0. Berdasarkan persamaan diatas maka

diperoleh n matriks Routh-Hurwitz (H, ) yang di definisikan sebagai berikut:

F A4 1 0 0 0
As A, A4 ! 0
O o T
Ayn-3 An-4 Aon-s An-6 - An
lAon-1 An—2 Aon-3 Aan-4 o Ap |

2.9 Kestabilan Titik Tetap

Penentuan kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous dapat
diperoleh dengan melihat nilai-nilai Eigennya, yaitu A;,i = 1,2,3,...,nyang
diperoleh dari persamaan karakteristik dari A yaitu |A — AI| = 0. Secara umum

kestabilan titik tetap mempunyai tiga perilaku dengan syarat sebagai berikut.
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1. Stabil

Suatu titik tetap x* dari suatu sistem dikatakan stabil jika:

a. Setiap nilai Eigen real adalah negatif (1; < 0,i = 1,2, ...,n)

b. Setiap komponen nilai Eigen kompleks, bagian realnya lebih kecil atau sama
dengan nol, Re(4;) < 0,i = 1,2, ...,n).

2. Tidak Stabil

Suatu titik tetap x* dari suatu sistem dikatakan tidak stabil jika:

a. Setiap nilai Eigen real adalah positif (4; > 0,i =1,2,...,n)

b. Setiap komponen nilai Eigen kompleks, bagian realnya lebih besar dari nol,
Re(1; > 0,i=1,2,...,n.

3. Pelana (Saddle)
Suatu titik tetap x* dari suatu sistem adalah pelana jika perkalian dua nilai

Eigen real adalah negatif (4; - 4; < 0, untuk setiap i dan j sembarang) (Finizio,

1998).

Tabel 2 1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Dari Sistem Dinamik
Mendekati Sistem Linier

Akar persamaan karakteristik

Tipe titik tetap Stabilitas
rn>r>0 Improper Node Tidak Stabil
rn<1r,<o0 Improper Node Stabil Asimtotik
rn<i<n Saddle Point Tidak Stabil
=1, >0 Proper Node, Improper Tidak Stabil

Node, or Spiral Point

Proper Node, Improper L .
rn=r<0 ) . Stabil Asimtotik
Node, or Spiral Point

7'1 = TZ = A i l‘u
A>0 Spiral Point Tidak Stabil
A<0 Spiral Point Stabil Asimtotik
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r=iu 1, =—iu Center or Spiral Point Tidak Tetap

Sedangkan jenis kestabilan dari sistem yang disajikan dalam gambar adalah

sebagai berikut:
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(d) (€) ()

=
yd
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Xt

L
N
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Gambar 2.1 (a) Node Tidak Stabil, (b) Node Stabil asimtotik, (¢) Node Tidak Stabil, (d) Node
Stabil asimtotik, (e) Saddle Tidak Stabil, (f) Center Stabil, (g) Spiral Tidak Stabil, (h) Spiral Stabil
asimtotik (Dawkins, 2007)

Perhatikan perbedaan antara stabil dan stabil asimtotik, Pada kestabilan jenis node
stabil asimtotik atau spiral stabil asimtotik semua lintasan akan bergerak dalam
menuju titik kesetimbangan seiring bertambahnya t, sedangkan center (selalu
stabil) lintasan hanya akan bergerak di sekitar titik kesetimbangan tetapi tidak

pernah benar-benar bergerak ke arahnya (Dawkins, 2007:278).

2.10 Host-parasitoid

Parasitoid serangga adalah serangga yang stadia pradewasanya menjadi
parasit pada atau didalam tubuh serangga lain, sementara imago hidup bebas
mencari nektar dan embun madu sebagai makanannya. (Purnomo, 2010:26).
Parasitoid adalah serangga yang memparasiti serangga lain, dan bersifat parasit
pada fase pradewasa, sedangkan dewasanya hidup bebas dan tidak terikat pada
inangnya. Parasitoid ada yang hidup diluar tubuh inang dan seluruh siklus
hidupnya berada di luar tubuh inang yaitu dengan menempel pada tubuh inang
(ektoparasitoid), selain itu juga ada parasit yang hidup di dalam tubuh inang
(endoparasitoid).
2.11 Kajian Al-Qur’an tentang keseimbangan

Analisis kestabilan matematika yang akan dibahas pada penelitian ini,
terdapat beberapa sifat yang terdapat dalam persamaan yaitu sistem bersifat stabil
asimtotik, sistem bersifat stabil, dan sistem bersifat tidak stabil. Sistem akan
bersifat stabil apabila syarat yang telah diberikan telah dipenuhi, jika tidak
terpenuhi, maka sistem akan memenuhi persyaratan yang lainnya atau bisa jadi

memenuhi persyaratan untuk bersifat tidak stabil.
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Al-Quran telah menjelaskan bahwa alam ini diciptakan Allah dalam
keadaan seimbang, yakni dalam Q.S. Al-Mulk ayat 3 yang artinya berbunyi:

“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak
melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka
lihatlah berulang-ulang, Adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?” (Q.S. Al-
Mulk: 3).

Selain sebagai tempat tinggal, bumi juga menyediakan semua kebutuhan
makhluk di dalamnya. Oleh karena itu sudah sepatutnya manusia sebagai khalifah
fil Ardh menyukuri nikmat tersebut. Alam raya ini telah diciptakan oleh Allah Swt
dalam suatu sistem yang sangat serasi dan sesuai dengan kehidupan manusia
(Shihab, 2005).

Sebagaimana dalam Al-Qur’an Surat Al-Anfal ayat 53 yang artinya berbunyi:

“(Siksaan) yang demikian itu adalah karena sesungguhnya Allah sekali-kali tidak akan
mengubah sesuatu nikmat yang telah dianugerahkan-Nya kepada suatu kaum, hingga
kaum itu mengubah apa-apa yang ada pada diri mereka sendiri, dan sesungguhnya Allah
Maha Mendengar lagi Maha Mengetaiui” (Q.S. Al-Anfal/8:53).

Dalam ayat ini dijelaskan bahwa Allah tidak akan mengubah suatu kaum
apabila ia tidak berusaha untuk mengubah apa yang ada pada diri mereka sendiri.
Seperti pada analisis model matematika yaitu apabila sistem bernilai stabil, maka
populasi host juga akan bernilai stabil, begitu pula pada populasi Parasitoid,
karena sistem produksi tersebut saling berhubungan. Maka hendaknya kestabilan
itu harus dipertahankan, agar tidak mencapai suatu ketidak stabilan dan

menyebabkan hal yang tidak di inginkan.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Model Persamaan Diferensial Biasa Host — Parasitoid
Model yang digunakan dalam skripsi ini adalah model empat variable yang
merupakan bentuk persamaan diferensial biasa nonlinier dari Host-Parasitoid.

Adapun persamaan tersebut adalah sebagai berikut :

dzgt) = N(®)(1 = N(1)) — 5;P(£)(1 — e~P1n) S

O YM@®)(1— M) — s,P(t)(1 — e P2M®)
dt 3.2)

— S3Q(t)(1 A e—psM(t))

—dl;(tt) = P(t)(1 — e~#1®) + ¢, P(t)(1 — e772MO) — p P(t) 3-3)
d(flgt) = c3Q()(1 — e PM®) — 1, Q (1) (3.4)

3.1.1 Identifikasi Model Host-Parasitoid

Model Host-Parasitoid ini terdiri dari empat spesies, yaitu spesies host
pieris brassicae, host pieris rapae, Parasitoid cotesia glomerata, dan Parasitoid
cotesia rubecula. Dalam hal ini peneliti melakukan identifiasi terhadap model

Host-Parasitoid tersebut. Berikut merupakan hasil identifikasi model Host-

Parasitoid:
N(t) : banyaknya populasi host pieris brassicae terhadap t
M(t) : banyaknya populasi host pieris rapae terhadap t
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banyaknya populasi parasitoid cotesia glomerata terhadap t

banyaknya populasi parasitoid cotesia rubecula terhadap t

daya angkut parasitoid cotesia glomerata pada host pieris brassicae
efisiensi daya angkut parasitoid cotesia glomerata pada host pieris
rapae

efisiensi daya angkut parasitoid cotesia rubecula pada host pieris rapae
pertumbuhan instrinsik dari kedua host

pengaruh parasitoid cotesia glomerata pada host pieris brassicae
berbanding terbalik dengan pertumbuhan intrinsik dari host

pengaruh parasitoid cotesia glomerata pada host pieris rapae terhadap
daya angkut host pieris brassicae berbanding terbalik dengan daya
angkut host pieris rapae yang berpengaruh pada parasitoid cotesia
glomerata pada host pieris brassicae

pengaruh parasitoid cotesia rubecula pada host pieris rapae berbanding
terbalik dengan pertumbuhan intrinsik dari host

pengaruh konversi efisiensi dari parasitoid cotesia glomerata pada host
pieris brassicae terhadap pertumbuhan intrinsik host

pengaruh konversi efisiensi dari parasitoid cotesia glomerata pada host
pieris rapae terhadap pertumbuhan intrinsik host

pengaruh konversi efisiensi dari parasitoid cotesia rubecula pada host
piris rapae terhadap pertumbuhan intrinsik host

pengaruh kematian parasitoid cotesia glomerata pada pertumbuhan host

pengaruh kematian parasitoid cotesia rubecula pada pertumbuhan host
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3.1.2 Analisis Model Host-Parasitoid

a. Populasi host pieris brassicae

dN(t)
dt

= N@®)(1 = N(t)) — 5,P(t)(1 — e Pv®)

Persamaan di atas menjelaskan bahwa kejadian banyaknya populasi
(N(t)) pada spesies p.brassicae terhadap waktu ¢ yaitu mengalami pertumbuhan
logistik pada (N (t)) yang berkurang dari populasi awalnya sebesar (N?(t)) yang
kemudian berkurang akibat adanya pengaruh dari parasitoid c.glomerata pada

p.brassicae (s,) dan mengalami kematian akibat dari parasitisme (1 — e =PV ®),

b. Populasi host pieris rapae

dlz_it) = yM(£)(1 — M(t)) — 5,P(t)(1 — e P2M®) — 53Q() (1 — e~PsM®)

Persamaan diatas menjelaskan bahwa laju pertumbuhan populasi
(M(t))pada spesies p.rapae terhadap suatu waktu t mengalami pertumbuhan
logitsik (M(t)) yang berkurang dari populasi awalnya sebesar (M2(t))yang
kemudian mengalami kematian akibat pengaruh dari parasitoid c.glomerata
(s2P(®)(1 - e‘PiN(t))) dan kemudian mengalami kematian kembali akibat dari

parasitoid c.rubecula (s3Q(t)(1 — e PsM®),

c. Populasi parasitoid cotesia glomerata

dP(t)
dt

= c;P()(1 — e7PN®) + ¢, P(t)(1 — e P2M®) — u, P(t)
Persamaan tersebut menunjukkan tentang laju pertumbuhan populasi

(p(t)) spesies parasitoid cotesia glomerata pada suatu waktu t yang mengalami

pertumbuhan logistik akibat dari konversi efisiensi host p.brassicae dari
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parasitoid sebesar (c;P(t)(1 — e P2M®) dan bertumbuh kembali karena adanya
konversi efisienci host p.rapae dari parasitoid sebesar (c,P(t)(1—

e~P2M®Yyang kemudian mengalami kematian secara alami sebesar (i,).

d. Populasi parasitoid cotesia rubecula

d
iit) = C3Q(t)(1 ~ 9_p3M(t)) — u0(t)

Persamaan diatas menenjukkan tentang laju pertumbuhan pada populasi
(Q(t)) yaitu spesies parasitoid cotesia rubecula pada suatu waktu t yang
mengalami pertumbuhan logistik karena adanya konversi efisiensi host p.rapae
dari parasitoid c.rubecula sebesar (le(t)(l — e‘P3M(t)) dan kemudian
mengalami kematian secara alami sebesar (u,).

3.1.3 Analisis Perilaku Host-Parasitoid

Model Host-Parasitoid ini dipengaruhi oleh beberapa faktor baik itu
internal maupun eksternal. Sehingga dalam hal ini perlu diberikan asumsi-asumsi
yang dapat membatasi pemodelan tersebut. Berikut merupakan beberapa asumsi
yang digunakan dalam model Host-Parasitoid tersebut:

1. Model yang digunakan merupakan model Host-Parasitoid yang merupakan
salah satu model dari rantai makanan dan menggunakan empat spesies, yakni
spesies host pieris brassicae, spesies host pieris rapae, spesies Parasitoid
cotesia glomerata, dan spesies Parasitoid cotesia rubecula.

2. Parasitoid cotesia glomerata merupakan parasitisme utama yang menumpang
pada kedua inang, yaitu pada host pieris brassicae dan host pieris
rapae,sehingga parasitoid tersebut merupakan penyebab kematian pada kedua

host. Kemudian Parasitoid cotesia rubecula merupakan parasitisme yang
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menumpang pada tubuh host pieris rapae dan menyebabkan kematian pada
tubuh host. Pertumbuhan pada parasitoid berbanding terbalik dengan
kematian host. Kedua parasitoid tersebut juga mengalami kematian secara
alami.
3.1.4 Parameter
Nilai parameter yang digunakan dalam sistem persamaan diferensial
biasa nonlinier model Host-Parasitoid berdasarkan pada jurnal pearce (2006)

adalah sebagai berikut:

Tabel 3. 1 Nilai parameter persamaan diferensial biasa host — parasitoid

Parameter Nilai Parameter Nilai
01 285 S3 0.8
Dy 0.25 C1 0.3
03 2.5 Cy 0.004
y 0.8 C3 0.2
51 0.8 W 0.2
S, 0.2 Us 0.1

Tabel 3. 2 nilai awal persamaan host — Parasitoid

Variabel Nilai awal
N 0.75
M 0.75
p 0.075¢ 125"
Q 0.075e 125"

3.2 Analisis Dinamik Model Host—Parasitoid
3.2.1 Titik Tetap
Titik tetap dari keempat persamaan Host-Parasitoid dapat ditentukan

dengan perhitungan secara manual. Nilai dari titik tetap tersebut dapat diperoleh

dN _ am _ . dp _ dQ _ . . .
== 0, = 0, = 0, dan i 0. Sehingga diperoleh persamaan sebagai

berikut:
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N1 -=N@®)—s:P(O)(1 —e Pv®) =0 (3.5)

YM(6)(1— M) — s,P(t)(1 — e P2M®) — 53Q(t) (1 — e~P3MD)

(3.6)

=0
c P()(1 — e Pw®) + ¢, P(t)(1 — e P2M®O) — 1, P(t) = 0 (3.7)
c:Q()(1 — e7PM®D) — 1, Q(t) = 0 (3.8)

Kemudian yang pertama untuk mendapatkan nilai M(t) dapat diperoleh dengan

menggunakan persamaan 3.8, yaitu :

c3Q(t)(1 — e PM®) — 1, Q1) =0

c3Q(6)(1— e P3M®) = 1,0 (1)

1= e_p3M(t) = #ZQ(t)
c3Q(t)
1 — epsM@® — K2
C3
e_pSM(t) — 1 — &
C3

—p3M(t) =1In (1 - LCE)

3

n(550)
M(t)=< Cp3u> (3.9)

Ketika sudah mendapatkan nilai dari M(t) kita dapat menggunakannya untuk

menentukan nilai N(t) yang bisa diperoleh dengan menggunakan persamaan 3.7,

sehingga :
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G P()(1— e Pv®) + ¢, P(t)(1— e P2M®) — i, P(£) = 0
o P()(1— e Pv®) + ¢, P(t)(1 — e P2M®) =y, P(¢)
P(£)(c1(1 — e™P1N©®) + ¢, (1 — e P2M®D)) =, P(2)

p P(2)

c,(1 — e PN®) + c2(1 — e—pzM(t)) L 5

cre PIN® + e P2MO = ¢ ¢, — 4

—c1p1N(¢) = ln£ + cop,M(t)
€162

C1P1 (3. 10)

Setelah memiliki nilai dari M(t) dan N(t) kemudian kita dapat menentukan nilai
dari P(t) dengan menggunakan persamaan 3.5.

N(@®(1=N@®) - s;P()(1 — e P®) =0
s;P)(1 — e P1v®w) = N(t)(1 — N(©))

_N®O(A-N®D)

P(t) = 5.1 — e PG (3.11)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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1 (1—”—2) 1 (1—”—2)
Intl—c;p, e Intl—c;p, e
c1c2 p3 c1c2 p3
1

€1pP1 €1p1

P(t) = /

ln(l—ﬂ)
In-#1 —c2p2 _\ ¢/
€162 pP3

51| 1-¢ 1 c1P1

Kemudian yang keempat adalah menentukan nilai dari Q(t) dapat diperoleh

dengan menggunakan persamaan 3.6
YM(£)(1 = M(®)) — s,P()(1 — eP2M®) — 53Q(t)(1 — e=P3M®)

=0
s3Q(1) = yM(©)(1 — M(D)) — s,P(£)(1 — e P2M®)

YM(©)(1 = M(1)) — s,P(£)(1 — e P2mM®)
53(1 — e—P3M(t))

Q) = I/ = <ln(c3i3#2)>

Q) =

(3.12)

Sehingga berdasarkan persamaan 3.9 higga 3.12 dapat diketahui titik tetap dari

persamaan Host-Parasitoid yaitu (M*, N*, P*, Q™) dengan nilai sebagai berikut:

M* = (ln (Cs C_3M2)>
P3

)
L In (1 c3)
" €162 K P3

C1P1

N* =
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SN~—

p* =
)
ne 5 C2pP2 D3
sy i 1—e ™ c1p1 i
In(—%
G N[ n(es) o e2m)))
3 2 3 2 _ L 4
y o 1 s s;P(t)| 1—e )
- / 2 >>\
—ps 3" U2
P3
S3 | 1 e |

Setelah di dapatkan titik tetap (N*, M*, P*, Q™) kemudian substitusikan parameter pada
Tabel 3.1. sehingga didapatkan nilai dari keempat titik tetap yaitu sebagai berikut:

(N* = 0.43152386454, M* = 0.27725887222,)
P* = 0.46460420240, Q" = 0.3852162032

3.2.2 Linierisasi

Sistem peramaan diferensial yang digunakan dalam model Host-
Parasitoid ini merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinier,sehingga
perlu untuk melinierkan persamaan tersebut agar dapat dilakukan analisis
kestabilan disekitar titik tetap yang telah didapatkan. Linearisasi merupakan
proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier dengan persamaan diferensial
linier untuk membantu memahami persamaan diferensial nonlinier.
Berdasarkan persamaan 3.1 hingga 3.4 sehingga dapat didefinisikan sebagai

berikut:
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dN

—r =AWN.P) = N1 =N) = s;P(1 —e )

dmM ) -
E=f2(M'P’Q)=VM(1_M)_52P(1—€ PaM) — 55Q(1 — e~ P3™)
dP ) o
E:f3(N;M;P):C1P(1—e plN)"‘CzP(l—e D2 )—’LllP

d
2 = (M,0Q) = €201~ ) 1

Kemudian dapat dituliskan sebagai berikut:

dN _
E—fl(N'P) (3. 13)
M

E—fz(M'P'Q) (3. 14)
dP

- pdLM.P) (3.15)
dQ _

— = (M, Q) (3.16)

Deret taylor dari fungsi diatas dapat dituliskan sebagai berikut:

filN,P) = f(N*,P*) + fy(N*,P")(N = N*) + fp(N*, P*)(P — P*)

(M, P,Q) = f(M*,P*,Q") + fu(M", P*,Q")(M — M") + fp(M", P*,Q")(P —
P*) + fo(M",P*,Q)(Q — Q%)

fs(N,M,P) = f(N*,M*,P*) + fy(N*,M*,P*)(N — N*) + fy(N*,M*, P*)(M —
M*) + fp(N*,M*,P*)(P — P*)
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Kemudian dengan melakukan subtitusi dari nilai titik tetap beserta parameter yang
dimiliki dan dengan bantuan Maple maka diperoleh persamaan linier sebagai

berikut:

dN
i —0.7922561338N — 0.8630477290P (3.17)

M
= —0.6463487013M — 0.1386294361P — 0.5545177444
dt 0 (319

dP
7y 0.3484531518N + 0.0004646042024M + 0.1239201573P (3.19)

d
d—f = 0.1926081012M + 0.0386294361Q (3. 20)

Apabila dituliskan dalam bentuk Matriks Jacobian, persamaan linier tersebut

menjadi:
—0.7922561338 0 —0.8630477290 0
A 0 —0.6463487013 —0.1386294361 —0.5545177444 3 21
| 0.3484531518  0.000464042024 0.1239201573 0 (8. 21)
0 0.1926081012 0 0.0386294361

3.2.3 Analisis Kestabilan
Berdasarkan permisalan pada persamaan 3.13 hingga 3.16, kemudian
dapat dilakukan analisis kestabilan dengan membuat matriks Jacobian sebagai

berikut:
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0% 0fi O Ofy
N oM 9P 3Q
N oM 0P 0Q
A—% of of ofs (3.22)
oN oM 9P 3Q
Ofa Ofs Ofr Ofa
aN oM 9P 9Q.

Kemudian dengan melakukan perhitungan secara manual seperti yang terlampir,

lalu di formulasikan ke dalam bentuk matriks Jacobian dengan hasil sebagai

berikut:
1 - ZN T Slplp 0
x 0 Y —YM — s3p,P — 53p30
A(E") =
(E) —C1p1P C2p2P
0 C3p3Q (3 23)
—51p1N 0
—S2p2M —s3p3M
c1p1N + c2p2M — py 0
0 C3psM —

Jika titik kesetimbangan Ej di substitusikan pada A(Eg), maka di peroleh matriks
jacobian sebagai berikut:

E, 0 E, O
0 E; E, E
E, E, Eg O
0 Es 0 Ey

AE") = (3. 24)

Dengan
El == 1 - ZN _Slplp

E; = —c1p1P
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E3 =y —¥YM — s3p,P — 53p30Q
E, = —cyp,P
Es = —c3p30Q
Es = —s1(1 + p1N)
E; = —=5,(1 = p2 M)
Eg = c; —c1p1N + ¢; — c2po M — 1y
Eq = —s3 — p3M
Ejo =c3 —c3p3M —

Persamaan karakteristik yang diperoleh dari |A(Eg — AI)| = 0 yaitu

E,—2 0 Eq 0
. Tt =l YV E,
|A(Eg — AD| = E, o B P4 0 (3. 25)
0 E5 0 Elo - /1

Berdasarkan nilai |A(E; — Al)|, maka diperoleh persamaan karakteristik
M+ A B +A,12+A481+4,=0
Nilai akar-akar persamaan karakteristik det(A(Eg — AI)) = 0 dapat di selesaikan

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz jika memenuhi beberapa kriteria berikut:

a. A,>0
b. A3(A,.4, —A3) —A%.4, >0
Jadi dapat disimpulkan bahwa E; stabil apabila memenuhi syarat-syarat
Kriteria tersebut.
Kemudian di berikan suatu parameter dan titik tetap yang telah di dapatkan

sebelumnya, sehingga di dapatkan persamaan karasteristik sebagai berikut:
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0.7922561338 — 4 0
. 0 0.6463487013 — 1
IACEo —AD] = 0.3484531518 0.000464042024
0 0.1926081012
(3. 26)
—0.8630477290 0 fi 0
—0.1386294361 —0.5545177444 f21_10
0.1239201573 — A 0 ] |0
0 0.03866294361 — A1 \f, 0

Determinan dari matriks diatas berbentuk persamaan karakteristik, yang kemudian
dalam pengerjaannya penulis menggunakan bantuan program Maple, sehingga

diperoleh nial Eigen

Ay = —0.334135186143499 + 0.301480342774008]
A, = —0.334135186143499 — 0.301480342774008I
A3 = —0.1993564900056501 + 0.2240023940456231
Ay = —0.199356490056501 — 0.2240023940456231

Berdasarkan nilai Eigen tersebut dapat di ketahui bahwa A; = k + bl
dengan k < 0 maka sifat kestabilan titik tetapnya yaitu stabil asimtotik, A, = k +
bl dengan k > 0 maka sifat kestabilan titik tetapnya adalah yaitu tidak stabil,
A3 =k £ bl dengan k < 0 maka sifat kestabilan titik tetapnya adalah stabil
asimtotik, dan yang terakhir adalah A, = k + bl dengan k > 0 maka sifat
kestabilan titik tetapnya vyaitu tidak stabil. Namun jika di lihat secara

keseluruhanA,, 1,, 43, A1, < 0 maka sifat kestabilannya yaitu stabil asimtotik.
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Vektor Eigen dapat diperoleh dengan mensubstitusikan nilai Eigen (1) pada
persamaan 3.26, yaitu semua nilai Eigen yang didapatkan dari titik tetap yang
dimiliki dengan perhitungan sebagai berikut:
a. Nilai Eigen 1, = —0.334135186143499 + 0.301480342774008]

Jika nilai dari A,di masukkan pada persamaan karakteristik det(A(E{; -

/11)) = 0 menjadi sebagai berikut:

1.126391320 — 0.301480342774008/ 0
0 0.9804838874 — 0.3014803427740081
0.3484531518 0.000464042024
0 0.1926081012

A(E; = AD =

—0.1386294361 —0.5545177444 !
0.4580553434 — 0.301480342774008] 0 \ /l
fa

—0.8630477290 0 l /fl\

|

0 0.3727981297 — 0.3014803427740081

Sehingga diperoleh vektor Eigen pertama, yaitu:

fi 0.00695212530 — 0.000986189211
f2\_| —0.8723896244 + 1.1919743631

f3 | | —0.0045200324 + 0.00248190665]
fa —0.1070898630 — 0.86389786421

b. Nilai Eigen 1, = —0.334135186143499 — 0.301480342774008/
Jika nilai dari A,di masukkan pada persamaan karakteristik det(A(Eg; -

AI)) = 0 menjadi sebagai berikut:

1.126391320 + 0.3014803427740081 0
AGES — A1) = 0 0.9804838874 + 0.3014803427740081
0 0.3484531518 0.000464042024
0 0.1926081012

0.4580553434 + 0.301480342774008] 0
0 0.3727981297 + 0.3014803427740081

—0.8630477290 0 /f 1
-6

—0.1386294361 —0.5545177444
%
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Sehingga diperoleh vektor Eigen pertama, yaitu:

fi 0.00695212530 + 0.000986189211
f2)_| —0.8723896244 — 1.191974363I

f3 ] | —0.0045200324 — 0.002481906651
fa —0.1070898630 + 0.86389786421

c. Nilai Eigen A3 = —0.1993564900056501 + 0.2240023940456231

Jika nilai dari A,di masukkan pada persamaan karakteristikdet(A(Eg —

Al)) = 0 menjadi sebagai berikut:

0.9916126238 — 0.2240023940] 0
ACES — Al) = 0 0.8457051913 — 0.2240023940]
0.3484531518 0.000464042024
0 0.1926081012
—0.8630477290 0 f 0
—0.1386294361 —0.5545177444 f21_10
0.3232766473 — 0.22400239401 0 =i o
0 0.2380194336 — 0.22400239401] \f, 0

Sehingga diperoleh vektor Eigen pertama, yaitu:

fi —2.440001100 + 1.1724124531
f2| [ —0.07878591317 — 0.11028538421
fz ] | 0.8856477829 — 1.4746798201
" 0.05247315848 + 0.014545996071

d. Nilai Eigen 1, = —0.199356490056501 — 0.2240023940456231

Jika nilai dari 1,di masukkan pada persamaan karakteristik det(A(Eg; —

AI)) = 0 menjadi sebagai berikut:

0.9916126239 + 0.22400239401 0
AGEL — AI) = 0 0.8457051914 + 0.22400239401
0 0.3484531518 0.000464042024

0 0.1926081012
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—0.8630477290 0 fi 0
—0.1386294361 —0.5545177444 f21_1|o0
0.3232766474 + 0.22400239401 0 fz] |0
0 0.2380194337 + 0.224002394011 \f, 0

Sehingga diperoleh vektor Eigen nya, yaitu:

fi —2.440001100 — 1.1724124531
f2 | _ | —0.07878591317 + 0.1102853842]
fs | 0.8856477829 + 1.4746798201
fa 0.05247315848 — 0.014545996071

3.3 Simulai Model Matematika Host — Parasitoid

Simulasi model matematika Host — Parasitoid yang didapatkan dari
mensubtitusikan paramater pada Tabel 3.1 dan nilai awal pada Tabel 3.2 pada

persamaan (3.1) hingga (3.4) dengan nilai t = 700 adalah sebagai berikut:

density of host P.Brassicae

11 |4 |4 |4 |4 |4 |4
] { —<— N Pieris Brassicae {
] | A |
[} |
ﬂs | )
% ) | %
g 0.8 ‘ %Q
@ S
o i)
2 0.7 D -
‘0 )
2 8
S ¢
N
0.6 - f‘b i
g
0.5 (’) N
04
0 100 200 300 400 500 600 700

Waktu (hour)

Gambar 3. 1 Grafik simulasi host pieris brassicae, persamaan 3.1 dengan nilai awal N(0) = 0.75
dan t(0) = 700

Gambar diatas menunjukkan bahwa populasi host mengalami penurunan

pada saat waktu ke-n. Hal ini terjadi karena adanya kematian pada host pieris

brassicae yang disebabkan oleh parasitoid yang menumpang pada dirinya.
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density of host P.Rapae

1.1¢ T r

~— < M Pieris Rapae

0.7

0.6

0.5

density P.Rapae

0.4

0.3

0.2

0.1°F - ; ] i - - s
0 100 200 300 400 500 600 700
Waktu (hour)

Gambar 3. 2 Grafik simulasi host pieris rapae persamaan 3.2 dengan nilai awal M(0) =
0.75 dan nilai t = 700

Gambar diatas menunjukkan tentang populasi host pieris rapae setelah
mengalami peningkatan atau pertumbuhan logistik dalam beberapa jam pertama,
kemudian mengalami penurunan kepadatan atau mengalami kematian akibat

adanya pengaruh dari parasitoid yang menumpang pada tubuh host.
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density of parasitoid C.Glomerata

0.5 r r r r T r
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0.35 )

0.3
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Gambar 3. 3 Grafik simulasi parasitoid cotesia glomerata, persamaan 3.3 dengan nilai
awal P(0) = 0.075e~125** dan t = 700.

Berdasarkan gambar 3.3 maka dapat diketahui bahwa kepadatan populasi
dari parasitoid cotesia glomerata mengalami peningkatan seiring dengan
berjalannya waktu. Hal ini dapat dilihat dari titik awal grafik diatas, petumbuhan
logistik dari parasitoid ini bergantung pada kematian yang dialami host sebagai

tubuh yang ditumpanginya.
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density of parasitoid C.Rubecula
0.5¢ r : r ; I r
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Gambar 3. 4 Grafik simulasi parasitoid cotesia rubecula, persamaan 3.4 dengan nilai awal
Q(0) = 0.075e~25** dan nilai t = 700.

Berdasarkan gambar 3.4 terlihat bahwa kepadatan populasi dari parasitoid
tumbuh berkembang pada waktu ke-n. Hal ini menunjukkan bahwa populasi
parasitoid semakin mengalami pertumbuhan dan populasi parasitoid semakin
bertambah banyak dibanding pada waktu awal.

kemudian dengan menggambungkan keempat gambar tersebut, berdesarkan
dari empat persamaan host-parasitoid, maka didapatkan grafik simulasi sebagai

berikut:
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density of Host - Parasitoid

1.4¢ r r r r r r
O N Pieris Brassicae
O M Pieris Rapae

1.2 O P Cotesia Glomerata | |
©  Q Cotesia Rubecula

0 100 200 300 400 500 600 700
Waktu (hour)

Gambar 3. 5 Grafik simulasi interaksi host-parasitoid 4 persamaan dengan ¢t = 700.

Berdasarkan gambar 3.5 diatas, dapat dilihat bahwa terjadi interaksi antara
parasitoid cotesia glomerata dengan kedua host yang mengakibatkan kepadatan
dari populasi host berkurang, dan untuk parasitoid cotesia rubecula mengalami
interaksi dengan host pieris rapae, dimana hala tersebut juga mempengaruhi

penurunan kepadatan atau menyebabkan kematian pada tubuh host.
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diatas, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Hasil dari analisis model interaksi Host-Parasitoid adalah terjadinya
keterkaitan dan saling mempengaruhi antara kehidupan Parasitoid dengan
host sebagai tubuh inangnya.

2. Hasil analisis dinamik dari sistem persamaan diferensial Host-Parasitoid
adalah di dapatkannya nilai Eigen yang kemudian dilakukan analisis
kestabilan titik tetap dan menunjukkan bahwa titik tetap tersebut bersifat
stabil, karena dari kesulurahn niali Eigen bersifat negatif.

3. Kemudian pada gambar simulasi telah menunjukkan bahwa gambar model

tepat pada titik tetap dan menunjukkan bahwa titik tetap bersifat stabil.

4.2. Saran

Peneliti berharap pada penelitian selanjutnya dapat di lakukan analisis
dinamik model matematika Host-Parasitoid dalam bentuk sistem persamaan
diferensial parsial dan juga dapat dilakukan dengan menggunakan metode yang

lain.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN
Lampiran 1

Menghitung Nilai Eigen dan Vektor Eigen

restart;
rhol == 2.5:
rho2 = 0.25:
rho3 =25
gama = 0.8 :
sl :=0..8:
s2:=02:
s3:=1038:

cl =403

c2 = 0.004 :
c3:=02:
mul == 0.2:
mu2 = 0.1:
pl = diff (N(¢),t) =N(¢)-(1 — N(¢)) — sI-P(t)-(rhol-N(z)) :

VVVVVVVVVVVYVVYVY

p2 = diff (M(t),t) =gama-M(t)-(1 — M(t)) —s2-P(t)-(rho2-M(t)) — s3-Q(¢)-(rho3
M(1)) :

> p3 = diff (P(t),t) =cl-P(¢)-(thol-N(t)) + c2-P(¢)-(rho2-M(t)) — mul-P(t) :

> pd = diff(O1), 1) = c3-0(1) - (rho3-M(1)) — mu2-0(1) :

>

titikl == (N =0.43152386454, M = 0.27725887222, P = 0.46460420240, O = 0.3852162032 ) :
with(plots) :
with(linalg) :

jac = jacobian([ persl, pers2, pers3, pers4], [N, M, P, Q]) :
a_titikl := subs(titikl, evalm(jac)) :

nilaieigenl = eigenvals(a_titikl) :

vektoreigen = eigenvectors(a_titikl) :

VVVVVYV
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Lampiran 2
Perhitungan pada Matriks Jacobian

of, of, of, of,
ON oM 9P 0Q
of, of, of, of,
N oM 9P aQ
of, of, Of; Ofs
N oM 9P 0Q
of, of, of, of,
N oM P aQ.

Maka dapat dihitung

an,

o1 = 1-2N-2P
=0

Si= 2N ‘;—2 =0

£2=0

gih; = 0.8-1.6M-0.5P-2Q
% = -0.050M

Z—Z = -2M

% = 0.75P

% = 0.001P

% = 0.75N + 0.001M-0.2
‘;—fé =0

% =0

2t = 0.5Q

% =0

% — 0.50M-0.1

Q
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