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ABSTRAK

Azzam, Abdullah. 2018. Keterbatasan Operator Integral Fraksional dengan
Menggunakan Ketaksamaan Tipe-Hedberg.  Skripsi.  Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si.
(1) Evawati Alisah, M.Pd.

Kata kunci: Operator Integral Fraksional, Ketaksamaan Tipe-Hedberg

Pada penelitian ini, diberikan teorema mengenai sifat keterbatasan operator
integral fraksional yang disebut potensial Riesz pada ruang Lebesgue tak-homogen.
Teorema ini dibuktikan dengan menggunakan metode ketakasamaan Tipe-
Hedberg. Selain itu dibuktikan pula ketaksamaan tipe-lemah pada ruang Morrey
tak-homogen yang merupakan akibat dari keterbatasan tersebut. Berdasarkan
teorema tersebut, disimpulkan bahwa operator integral fraksional potensial Riesz
adalah operator yang terbatas dari ruang LP(R%) ke ruang L4(R%), dan juga
memenuhi ketaksamaan tipe lemah di ruang Lebesgue tak-homogen. Selain itu
disimpulkan pula bahwa kondisi growth dapat digantikan oleh kondisi yang lebih
lemah.
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ABSTRACT

Azzam, Abdullah. 2018. Boundedness of Fractional Integral Operator Using
Hedberg-Type Inequality. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty
of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University of Malang. Supervisor: (I) Hairur Rahman, M.Si. (lI) Evawati
Alisah, M.Pd.

Key words: Fractional Integral Operator, Hedberg-Type Inequality

In this research, the boundedness theorem of fractional integral operator,
which is called Riesz potential, on the non-homogeneous Lebesgue Spaces is given.
The proof of the theorem use Hedberg-Type inequality. Also the proof the weak-
type inequality on the non-homogeneous Morrey spaces as the consequence of the
main boundedness result is given. According to the main theorem, we conclude that
the Riesz potential fractional integral operator is bounded from LP (R%) spaces to
LY(R%) spaces, and that it satisfies the weak-inequality on non-homogeneous
spaces. Apart from that, we conclude also that the growth condition can be replaced
by weaker condition.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori operator integral fraksional merupakan salah satu kajian dalam analisis
harmonik. Di dalam penelitian ini, akan dipelajari salah satu operator integral
fraksional yang disebut sebagai potensial Riesz. Beberapa sifat dari operator ini
telah pertama kali dipelajari oleh Hardy, Littlewood dan Sobolev pada sekitar tahun
1930. Operator ini pada dasarnya adalah operator yang digunakan sebagai operator
balikan dari operator Laplace yang dapat diperoleh melalui transformasi Fourier
dari operator Laplace Fraksional.

Pada penelitian ini, ruang yang dijadikan subjek penelitian adalah ruang
Lebesgue, yaitu ruang yang terdiri dari fungsi-fungsi dengan domain riil
berdimensi-n yang konvergen terhadap norma Lebesgue.

Hardy, Littlewood dan Sobolev telah membuktikan bahwa operator integral
fraksional terbatas dari ruang Lebesgue-p ke ruang Lebesgue-q untuk suatu syarat
tertentu. Untuk menghormati jasa mereka, ketaksamaan keterbatasan tersebut diberi
nama ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Dari ketaksamaan ini, dapat dilihat
bahwa operator integral fraksional potensial Riesz memetakan suatu fungsi menjadi
fungsi lain yang kekonvergenannya terhadap norma Lebesgue adalah bergantung
pada kekonvergenannya pada ruang Lebesgue itu sendiri.

Sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, pada tahun 1938, C. Morrey
mendefinisikan suatu ruang fungsional yang saat ini disebut sebagai ruang Morrey

(lihat Bastos dan Lebre, 2014). Pada domain bilangan riil berdimensi-n, ruang
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Morrey adalah himpunan fungsi-fungsi dengan domain R™ yang konvergen
terhadap norma Morrey. Selanjutnya, Nakai, pada tahun 1994, memperkenalkan
ruang Morrey yang diperumum (generalized Morrey space) yang didefinisikan
sebagai ruang fungsi-fungsi yang terintegralkan lokal yang memenuhi norma
Morrey diperumum-(p,q) dan memenuhi kondisi penggandaan (doubling
condition) dengan konstanta penggandaan C.

Pada beberapa referensi penelitian yang membahas tentang sifat
keterbatasan operator integral fraksional, terdapat kondisi penggandaan untuk
ukuran yang muncul dalam integral fraksional. Namun, beberapa penelitian dalam
sepuluh tahun terakhir menunjukkan bahwa kondisi ini sewaktu-waktu dapat
diganti dengan kondisi lainnya yang disebut sebagai kondisi growth. Hal ini-lah
yang mendasari terciptanya istilah ruang tak-homogen. Ruang tak-homogen adalah
ruang R? yang dilengkapi dengan ukuran Borel tak-negatif x4 yang memenuhi
kondisi growth. Ini berbeda dengan ruang homogen yang dilengkapi oleh ukuran u
yang memenuhi kondisi penggandaan.

Dengan menggunakan pengertian ke-tak-homogenan tersebut, pada
kelanjutannya, diperkenalkan ruang Morrey diperumum untuk domain tak-
homogen yang merupakan ruang fungsi-fungsi terintegralkan lokal yang konvergen
terhadap norma Morrey diperumum tak-homogen.

Selain itu, operator integral fraksional yang didefinisikan pada ruang
fungsional dengan domain ruang metrik-ukur (R%,u) tak-homogen juga
mengalami perubahan. Untuk fungsi f yang didefinisikan pada ruang tak-homogen

potensial Riesz menyatakan inversi laplacian fraksional dari fungsi f.



3
Keterbatasan operator integral fraksional potensial Riesz pada ruang
Lebesgue dapat dibuktikan dengan berbagai cara, salah satunya adalah dengan
menggunakan ketaksamaan Hedberg. Pembuktian teorema mengenai keterbatasan
operator integral fraksional potensial Riesz tak-homogen pada ruang Lebesgue tak-
homogen dengan menggunakan ketaksamaan Hedberg pernah dilakukan oleh
Purbawanto Suryawan pada tahun 2008 dalam tesis magisternya (lihat Suryawan,
2008). Meskipun ketaksamaan dalam teorema tersebut merupakan ketaksamaan
yang sangat berguna, namun ketaksamaan tersebut hanya berlaku untuk ruang
Lebesgue sehingga tidak dapat digunakan untuk membuktikan keterbatasan
operator integral fraksional pada ruang Morrey diperumum tak-homogen. Sehingga
dibutuhkan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg yang berlaku pada ruang Morrey tak-
homogen. Sejalan dengan hal tersebut, pada tahun 2016, Hendra Gunawan dan Idha
Sihwaningrum memperkenalkan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg untuk ruang
Morrey (Gunawan, Sihwaningrum, 2016).
Idha, Suryawan, dan Hendra Gunawan (ldha dkk, 2008) dan Utoyo (Utoyo
2012) telah membuktikan syarat cukup dari keterbatasan operator integral
fraksional potensial Riesz tak-homogen pada ruang Morrey diperumum tak-
homogen dengan syarat kondisi growth. Sebagai pengembangan dari hasil-hasil
tersebut, pada penelitian ini, akan dibuktikan syarat cukup dari keterbatasan
operator integral fraksional potensial Riesz tak-homogen dari ruang Lebesgue tak-
homogen orde p ke ruang Lebesgue tak-homogen orde-q dengan syarat kondisi
growth dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg. Selain itu akan diberikan

juga beberapa akibat dari teorema tersebut.
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Pemahaman terkait keterbatasan operator integral fraksional pada ruang
Morrey diperumum tak-homogen memiliki signifikansi untuk mengetahui
keterbatasan dan regularitas dari solusi persamaan diferensial parsial Poisson yang
pada akhirnya akan menjawab apakah masalah-masalah dalam mekanika elastisitas
ataupun fluida yang berkaitan dengan persamaan Poisson.
Bagaimanapun, pada hakikatnya manusia sendiri adalah makhluk yang
terbatas akalnya, karena seluruh ilmu itu adalah dari Allah dan manusia hanya
mempelajari sebagian kecil dari ilmu Allah. Allah berfirman dalam surat Al-lsra

ayat 85 yang artinya:

“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah
Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit™. (QS' al-Isra":85)”

Ayat di atas jelas menunjukkan bagaimana akal manusia terbatas dan tidak
dapat digunakan untuk mengetahui berbagai hal yang berada di luar nalarnya.
Dengan demikian sudah sewajarnya kita untuk mengagumi kebesaran Allah atas

ilmu-ilmuNya.

1.2 Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah: Bagaimana sifat
keterbatasan dari operator fraksional 12 pada ruang Lebesgue tak-homogen LP (u)

ke ruang L1(u) dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg?



1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui sifat keterbatasan
dari operator fraksional I} pada ruang Lebesgue tak-homogen LP(u) ke ruang

L9(u) dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberag.

1.4 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, akan dibuktikan syarat perlu dari ketaksamaan tipe-
lemah operator integral fraksional pada ruang Lebesgue tak-homogen LP (i) ke
L9(u) dan bukan pada ruang lainnya serta, pembuktiannya akan menggunakan

ketaksamaan tipe-Hedberg dan bukan metode lainnya.

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut.

1. Memberikan informasi mengenai keterbatasan dari operator fraksional I} pada
ruang Lebesgue tak-homogen.
2. Memberikan informasi ketaksamaan tipe-lemah operator integral fraksional

pada ruang Morrey diperumum tak-homogen LP*(p).

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku analisis harmonik dan
teori ukuran. Kajian pada buku analisis harmonik dan jurnal terkait penelitian
dikhusukan pada kajian mengenai operator integral fraksional Riesz. Kajian pada

buku-buku teori ukuran berkaitan dengan topik ketak-homogenan, khususnya
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tentang teori keterbatasan operator integral fraksional pada ruang-ruang tak-

homogen.

Penelitian ini menggunakan metode pembuktian secara induktif, yaitu
dimulai pembuktian teorema yang umum menuju pada beberapa akibat khusus.
Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut.

1. Membuktikan keterbatasan operator maksimal pada ruang Morrey tak-
homogen;

2. Membuktikan ketaksamaan tipe-Hedberg pada ruang Morrey tak-homogen
dengan menggunakan hasil dari langkah 1;

3. Membuktikan keterbatasan dari operator integral fraksional pada ruang Morrey
tak-homogen dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg;

4. Membuktikan beberapa akibat dari keterbatasan operator integral fraksional
pada ruang Morrey tak-homogen; dan

5. Menulis laporan penelitian.

1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi lebih terarah dan mudah dipahami, digunakan
sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi
atas beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.



Bab Il Kajian Pustaka
Kajian Pustaka terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung
pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam
penelitian ini meliputi: transformasi Fourier, operator integral fraksional.
Ruang LP, ruang Morrey dan ruang Morrey diperumum, fungsi maksimal
Hardy-Littlewood, keterbatasan operator integral fraksional, ketaksamaan
Tipe-Hedberg, dan keutamaan berbagai macam ilmu dalam Islam.

Bab 11l Pembahasan
Pembahasan terdiri dari hasil utama penelitian yang menjawab rumusan
masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: keterbatasan operator
integral fraksional pada ruang Lebesgue, dan ketaksamaan tipe lemah, dan
kajian Islam.

Bab IV Penutup
Penutup terdiri dari kesimpulan terkait hasil pembahasan dan juga saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ukuran dan Integral

Ukuran adalah konsep yang digunakan untuk mendasari konsep tentang

integral dalam analisis, termasuk integral fraksional. Oleh karena itu pemahaman

mengenai konsep ukuran adalah sangat penting. Untuk memahami konsep dari

ukuran, terlebih dahulu diberikan definisi formal dari aljabar sigma sebagai berikut.

Definisi 2.1:

Misalkan X adalah suatu himpunan. Suatu koleksi A dari subhimpunan dari

X adalah aljabar-o jika:

1.

2.

X EA,

Untuk setiap himpunan A € A, maka A€ € A,

Untuk setiap barisan himpunan tak-hingga {4;} di A, maka U;2, 4; ada
di A.

Untuk setiap barisan himpunan tak-hingga {4;} di A, maka N;2, A; ada

di A.

(Cohn, 2013).

Untuk memahami konsep di atas diberikan contoh sebagai berikut:

Contoh 2.2:

Misalkan X := R, maka A = {U;(a; b;]: a; b; € R Vi € N} adalah aljabar-o

pada X. Apabila diambil a; = —i, dan b; = i, maka jelas bahwa

U(ai;bi] = U(—i, i] = (—00,0) = R



Selanjutnya, sebagai ilustrasi, ambil A = (1, 6] U (8,9] € A, maka diperoleh

=( U (r,1]>u(6,8]U< U (9,s]>

r<1,r€Z $>9,S€7.

= Jaunies

dimanaa; =i,b;=1untuki <1,a; =6, b; =8, untuk i € {1, ...,9}, dan a; =
9,b;, =i,untuki > 9.

Perlu diperhatikan bahwa kita juga dapat menulis

A=(1,6]uU(8,9] = U(ai:bi]

iEZ
dengan a; =1, b; = 6, untuk i < 0, dan a; = 8, b; =9, untuk i = 0. Karena Z
adalah himpunan tercacah, maka jelas bahwa terdapat pemetaan dari N menuju Z,
sehingga ilustrasi di atas adalah sah. Selanjutnya, untuk mengilutrasikan sifat 3,

maka dapat didefinisikan barisan himpunan

o= (021030362}

Jelas bahwa B; € A, untuk setiap i € N. diperoleh
1 _ 1
s =U(o1-3=pm(01-3]~or1e2
ieN ieN
Sifat ini berlaku untuk setiap barisan himpunan {B;} di A. Selanjutnya, untuk
mengilustrasikan sifat 4, kita peroleh
B; = 011—0'11—0123
(a=((01-5]= (omp{r-5] = (03]
ieN ieEN

Jadi, sifat 1-4 berlaku untuk aljabar-o A.
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Selanjutnya, pada konsep mengenai aljabar-o terdapat suatu fungsi khusus
yang disebut sebagai fungsi terjumlahkan-tercacah (countably additive measure).
Definisi dari fungsi terjumlahkan-tercacah adalah sebagai berikut.
Definisi 2.3:

Misalkan X adalah suatu himpunan, dan A adalah suatu aljabar-c pada X.

Suatu fungsi ¢ yang di mana domainnya adalah aljabar-o A, dan nilainya

ada di setengah garis bilangan riil diperluas (extended half-line) [0, 4-o0]

disebut terjumlahkan tercacah apabila memenuhi:

u (U Ai> r Z 1(4;)
i€l i€l

untuk {4;} c A, dan I adalah himpunan tercacah (Cohn, 2013).
Contoh untuk fungsi yang memenuhi kaidah terjumlahkan-tercacah adalah fungsi
u: A - R* U {0} yang didefinisikan sebagai berikut.

u(4) = 4]
di mana A € A, dan |A| menyatakan kardinalitas dari A, yaitu bernilai n apabila A
dapat dinyatakan sebagai himpunan dengan n elemen
A={ay,..,a,}

dan bernilai tak-hingga apabila A adalah himpunan tak-hingga atau tak-tercacah.
Sebagai ilustrasi, untuk A = {x € R : x irasional}, u(A) = +oco dan untuk 4 =
{xeRix € N,x <10} ={1,2,3,4,5,6,7,89}, diperoleh u(A)=9. Untuk
mengilustrasikan bagaimana fungsi ¢ memenuhi aksioma fungsi terjumlahkan-

tercacah, perhatikan perhitungan berikut. Misalkan I = {1,2,3,4,5}, dan diambil

2t 2141 2it1—1
4 ={

= 3T STy g } i € I, maka diperoleh:
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Pada sisi lain,

5

Zu(AL-) - z (2 - 1) - (2 - 1))

i€l i=1
=20 —2+1

= 62

Jadi u memenuhi persyaratan untuk menjadi fungsi tercacah-terjumlahkan.
Dengan menggunakan definisi di atas, maka dapat didefinisikan ukuran

sebagai berikut.

Definisi 2.4:
Ukuran pada aljabar-oc A adalah suatu fungsi p:A — [0, 4] yang
memenuhi u(@) = 0, dan bersifat terjumlahkan tercacah (Cohn, 2013).
Untuk memahami ukuran secara mendalam, diberikan beberapa contoh

sebagai berikut.

Contoh 2.5:
1. Misalkan X adalah himpunan bilangan riil R, A adalah koleksi dari himpunan-
himpunan Borel pada X, dan A € A.

B (1 ;jika0€A

Kita peroleh
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u(@) = x4(0) =0
karena 0 € @. Selanjutnya, misalkan A; ={x e R:ii—1<x < i}, i €N.
Maka {A;} adalah barisan himpunan yang disjoin satu sama lain, sehingga kita
peroleh
u(UAL) =u({xeR:0<x<ow})=1
1EN

Pada sisi lain,

Z,u(Ai)=z,u({xE]R{:i—1Sx<i})

1EN 1EN
= u([0,)) + u([1,2)) + u([2.3)) + -
=1+0+0+~--=1=M<UAi>
iEN
Jadi u: A - R* U {0} adalah ukuran.
Tinjau himpunan R. Dan misalkan A adalah suatu fungsi yang mengaitkan

setiap interval di R dengan panjangnya, yaitu

A(A) = lim supy,_,¢ Z hy,(kh)

kEZ

maka A adalah suatu ukuran. Ukuran ini disebut ukuran Lebesgue pada R.

Sebagai ilustrasi, misalkan A = [0,3] := {x € R: 0 < x < 3}, maka diperoleh
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A(4) = lim supy g ) hxjo1(kh)
k€EZ

= lim supp_o h(- + X[031(—R) + X[031(0) + x[031(R) + X[03(2R) + )

=limsuph_>0h<---+0+1 ~ - +---+1+0+--->
[3/h]

= timsupso [

= lim supy_, o

=h (§> =3
h
Selanjutnya, dengan definisi aljabar-c dan definisi ukuran di atas, maka dapat
didefinisikan suatu ruang ukur dan ruang terukur sebagai berikut.
Definisi 2.6:
Apabila X adalah himpunan, A adalah aljabar-c pada X, dan u adalah
ukuran pada A, maka triplet (X, A, u) disebut sebagai ruang ukur (measure
space). Sejalan dengan itu, (X,A) disebut sebagai ruang terukur
(measurable space) (Cohn, 2013).
Contoh 2.7:

Misalkan B adalah himpunan Borel yang didefinisikan sebagai

B = {U(ai, bi]l a;, bi eER VieN

i
Berdasarkan Contoh 2.2, B8 adalah aljabar-o. Sehingga (R, 8B) adalah ruang terukur
(measurable space). Selanjutnya, dengan menggunakan ukuran pada Contoh 2.5-3,
yaitu ukuran Lebesgue A, maka diperoleh bahwa (R, 8B, 1) adalah ruang ukur. Kita

akan menyebut ruang ukur (R, B, 1) sebagai ruang ukur Borel pada R.
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Dengan menggunakan konsep dari ukuran sebagaimana telah dijelaskan di

atas, maka akan dapat didefinsikan konsep tentang integral yang merupakan konsep
yang digunakan dalam membangun suatu operator integral fraksional. Sebelum
diberikan definisi mengenai integral akan diberikan terlebih dahulu definisi dari

fungsi terukur sebagai berikut.
Definisi 2.8:

Misalkan (X, A) adalah suatu ruang terukur, dan A adalah subhimpunan
dari X yang ada di A. Fungsi f: A — [—oo,4+00] disebut fungsi terukur

terhadap A apabila fungsi ini memenuhi salah satu dari kondisi-konsdisi:

(a). Untuk setiap bilangan riil ¢, himpunan {x € A: f(x) < t} ada di A,
(b). Untuk setiap bilangan riil t, himpunan {x € A: f(x) < t} ada di A,
(c). Untuk setiap bilangan riil t, himpunan {x € A: f(x) = t} ada di A, dan
(d). Untuk setiap bilangan riil t, himpunan {x € A: f(x) > t} ada di A.
(Cohm, 2013).

Contoh 2.9:

Pada ruang ukur Borel (R, B, 1), ambil f: R — [—oo, +00] sebagai

f(x) =e*
Selanjutnya, ambil sebarang t € R, maka
fxeRf(x)<t}={xeRe* <t}

={x €R:ix <Int}

=U(i,lnt]€58

Sebagai ilustrasi, misalkan A = {x € R: 0 < x < 3}, maka
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A(F(AD) = lim supy_g Y itpeay (kh) = lim supp g ) Ay o3 (kh)
k€EZ k€EZ

=limsuph_>0h<---+0+1+1+~-+1+0+-~>

[e3-1]

= h<e3h— 1) = e3— 1 ~ 19.0855
Dengan demikian disimpulkan bahwa f terukur terhadap 8B, yaitu f merupakan
fungsi terukur pada ruang ukur (R, B, 1).

Untuk ruang terukur (X, A), kita akan notasikan # untuk himpunan fungsi-
fungsi yang terukur--A (terukur terhadap <A), dan akan dinotasikan #, untuk
himpunan fungsi-fungsi bernilai tak-negatif di #. Dengan menggunakan definisi
fungsi terukur di atas, maka dapat didefinisikan integral sebagai berikut.

Definisi 2.10:

Misalkan u adalah ukuran pada ruang terukur (X,A). Apabila f adalah

fungsi di #, dan diberikan oleh f = i, a;x4,, di mana ay, ..., a,, adalah

bilangan-bilangan riil tak-negatif dan A,,...,A,, adalah subhimpunan-
subhimpunan dari X yang saling lepas dan termasuk ke dalam A, maka

[ f du, integral dari f terhadap ukuran g, didefinisikan sebagai

™ a;i(4;) (Cohn, 2013).

Dengan menggunakan definisi dari integral di atas, maka selanjutnya akan
dapat didefinisikan konsep-konsep mengenai operator integral dan operator
maksimal. Untuk membahas mengenai ruang tak-homogen (R%, ), maka ruang

yang dimaksud adalah ruang ukur (R%, A, ), di mana A adalah aljabar-o yang

dibangkitkan oleh himpunan Borel B(R%). Himpunan Borel B(R%) itu sendiri
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adalah suatu aljabar-o yang dibangkitkan oleh koleksi himpunan-himpunan terbuka

pada R<.

2.2 Supremum dan Infimum dari Fungsi
Jelas bahwa pendefinisian dari ruang Morrey diperumum dan norma dari
ruang tersebut tidak lepas dari notasi supremum dan infimum. Sebelumnya,

diberikan definisi mengenai keterbatasan dari suatu fungsi sebagai berikut.
Definisi 2.11:

Misalkan diberikan fungsi f: D — R, maka dikatakan bahwa f terbatas di
atas jika himpunan f(D) = {f(x):x € D} terbatas di atas, yaitu terdapat
B € R sedemikian sehingga f(x) < B untuk semua x di D (Bilangan riil B
ini disebut sebagai batas atas dari fungsi f). Dengan cara yang sama,
dikatakan bahwa f terbatas di bawah jika himpunan f(D) = {f (x):x € D}
terbatas di bawah. Kita katakan bahwa fungsi f terbatas apabila fungsi f
terbatas di atas dan terbatas di bawah (Bartle, 2000).
Untuk mengilustrasikan definisi di atas, diberikan contoh mengenai fungsi
terbatas sebagai berikut.
Contoh 2.12:
Misalkan fungsi f: R — R didefinisikan oleh
f(x) = e=@tD? _ o=(x-1)?
Maka, dapat diambil B, = 1, dan B; = —1. Dapat ditunjukkan dengan mudah
bahwa

—1 < e~ @D _ -1 < q
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untuk setiap x € R. Dengan demikian, kita katakan bahwa B,, adalah batas atas dari
f, dan B; adalah batas bawah dari f. Pada sisi lain, fungsi g: R - R yang
didefinisikan oleh

glx) = e*

bukan fungsi terbatas, karena untuk setiap B,, yang kita tetapkan sebagai batas atas,
kita dapat mengambil x = In B, + 1 yang menyebabkan g(x) = g(InB, + 1) =
el"Butl = ¢B > B,.

Dengan menggunakan Definisi 2.11, maka supremum dan infimum dari
fungsi bernilai riil dapat didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.13:

Apabila f:D — R adalah fungsi yang terbatas, maka u disebut sebagai

supremum dari f, ditulis u = sup f(x), apabila f memenuhi dua kondisi
X€D

berikut:

1. wu adalah batas atas dari f,

2. Jika x adalah sebarang batas atas dari f, maka x < u.

Serupa dengan itu, f adalah fungsi yang terbatas, maka v disebut sebagai

infimum dari f, ditulis ditulis v = iglf)f(x), apabila f memenuhi dua
X

kondisi berikut:

1. v adalah batas bawah dari f,

2. Jika v adalah sebarang batas bawah dari f, maka x > v.

Untuk mengilustrasikan definisi di atas, diberikan contoh untuk supremum

dari fungsi berikut.
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Contoh 2.14:

Misalkan fungsi f: R — R didefinisikan seperti pada contoh 2.12, maka,
sup f(x) = sup{e " +D* — g=(=D*} = 1
x€R x€R
dan
i =] —(x+1)? _ p-(x-1D?) = _
o f00 = fofle™™ —erH ) = 1
Pada definisi mengenai norma yang akan dibahas pada subbab selanjutnya

definisi supremum dan infimum dari fungsi akan digunakan untuk menghitung

supremum dan infimum dari suatu integral tentu.

2.3 Transformasi Fourier
Dalam analisis harmonik, salah satu konsep yang sangat penting sebagai
dasar dari teori operator integral fraksional adalah apa yang disebut sebagai
transformasi Fourier. Transformasi Fourier didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.15:
Apabila ¢(s) adalah fungsi yang terintegralkan mutlak pada (—oo, ),
maka transformasi Fourier langsung (direct Fourier transform) dari ¢(s),
F[¢], dan inversi trasformasi Fourier dari ¢(s), F~1[¢], adalah fungsi-
fungsi yang diberikan oleh

) j 2.
Flo]lx =f_ p(s)e /*ds (2.)

dan

T—l[(p]lx — %f_o;qb(x)ejxsdx (2.2)

(Poularikas, 2010:2-2)
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Selanjutnya, untuk fungsi-fungsi n-peubah dengan domain R™ dapat
didefinisikan transformasi Fourier berdimensi-n sebagai berikut.
Definisi 2.16:
Jika f € L, transformasi Fourier-nya adalah fungsi terbatas dan kontinu

FFE) =Ff@) = | flx)e ™ dx (2.3)

[RTL
Jika f juga bersifat integrable, maka rumus inversi Fourier memberikan

Feeide “9

o) B @ )

dengan kata lain, F2f(x) = (2n)"f(—x) (Adams, 1996:5).

Transformasi Fourier akan sangat sering digunakan dalam penelitian ini,
terutama sebagai jalan untuk menurunkan operator integral fraksional 1,. Untuk
kasus n = 1 dan n = 2, berikut diberikan contoh perhitungan transformasi Fourier
untuk fungsi-fungsi dengan domain himpunan R dan R?. Transformasi Fourier
untuk fungsi dengan domain himpunan R pada umumnya adalah transformasi
fungsi £(t) yang memiliki domain waktu menuju fungsi f(¢) dengan domain
frekwensi. Untuk mengilustrasikan transformasi Fourier pada himpunan R,
perhatikan contoh berikut.

Contoh 2.17:

Diketahui fungsi domain waktu f(t) yang didefinisikan sebagai berikut:

;i —1<t<1
;  tlainnya

o =1,

Transformasi fourier dari f(t) di atas adalah:

e—itfll e—ié
1

1
7@ = lef(t)e‘“fdt= j_lme-itfdt: [_if -
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Fungsi hasil transformasi Fourier di atas adalah fungsi peubah kompleks yang
menunjukkan bahwa transformasi Fourier dari suatu fungsi dengan domain R
dipetakan menuju suatu fungsi lain dengan domain C. Namun pada beberapa kasus
aplikasi riil, transformasi Fourier dari suatu fungsi hanya diambil bagian riilnya
saja, yaitu transformasi Fourier untuk fungsi pada contoh di atas dapat juga ditulis
sebagai

S sin(§)
f) = 3

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 2.16, transformasi Fourier kontinu 2

dimensi dari suatu fungsi spasial f(x;, x,) dapat ditulis sebagai berikut.

fG1,6) = f(x)e‘i"fdx=J f(x2, xp) e”abrtx282) d, dix,
R2

RZ
Dimana f(&;,&,) adalah fungsi dalam domain frekwensi, dan f(x;,x,) adalah
fungsi dalam domain spasial atau citra. Transformasi fourier yang digunakan dalam
pengolahan citra digital adalah transformasi fourier 2 dimensi, contohnya adalah
transformasi Fourier dalam contoh berikut.

Contoh 2.18:

Diketahui fungsi spasial f(x,y) yang didefinisikan sebagai berikut:

1, -1=sxy=<1
fCoy) = {0 ;  x,ylainnya

Transformasi fourier dari f(x, y) di atas adalah:
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Fnt) = || feyyenicmidaxay

1,1
=J f (1) e~ ix61+y8) dxdy
-1J-1

_sin(&)sin(&y)
£261

e~1%2Y dx

Perlu diperhatikan bahwa pada kedua contoh di atas, masing-masing fungsi
f ada dalam ruang L*(R) dan ruang L!(R?). Pada dasarnya transformasi Fourier
adalah transformasi yang hanya valid untuk fungsi yang berada dalam ruang L!(X)
di mana X adalah suatu himpunan tertentu. Transformasi Fourier berjalan dari satu
ruang fungsi ke ruang fungsi yang berbeda (fungsi yang memiliki domain definisi
yang berbeda). Transformasi Fourier dapat dipahami sebagai transformasi yang
memetakan fungsi-fungsi pada ruang L*(X) menuju ruang L*(X)* = L*(X) yang
merupakan dual Pontriagin dari ruang L'(X). Definisi ini dapat diperluas untuk
ruang fungsi lain seperti L?(X). Untuk ruang L?, transformasi Fourier mengambil

bentuk

Tf(f) = f(.f) = }%1_1;120 f(x)e—Zn'ixfdx (25)

x|<R
di mana limit pada notasi di atas adalah limit yang disesuaikan dengan limit pada
ruang L?.

Transformasi Fourier memiliki beberapa sifat penting yang dirangkum

dalam lemma berikut.
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Lemma 2.19:

Misalkan f € L', maka berlaku:

1.

Kontinuitas: £ — £(&) adalah fungsi yang kontinu seragam (uniformly
continuous function).
Kontraksi: Pemetaan f — f bersifat menurun secara norma (norm

decreasing) dari L' menuju L, dalam artian bahwa
|FFEOI< | fe)dx=Ifllx
RTL

Linearitas: Jika F; adalah transformasi Fourier dari f; dan F, adalah
transformasi Fourier dari f,, maka a,F; + a,F, adalah transformasi
Fourier dari a, f; + a,f, untuk setiap konstanta kompleks a4, a,.
Translasi dan Faktor Fase: Jika F adalah transformasi Fourier dari f,
maka e 2™ F (&) adalah transformasi Fourier dari f(x — a), dan
F (& + b) adalah transformasi Fourier dari e =2™% f (x).

Perkalian dan Konvolusi: Jika F; adalah transformasi Fourier dari f;,
dan F, adalah transformasi Fourier dari f,, maka F;F, adalah
transformasi Fourier dari (f; * f,)(x), di mana konvolusi dari dua buah

fungsi didefinsikan oleh:

1+ f2)(x) = Rnf1(y)f2(x —y)dy
Turunan dan Perkalian: Jika turunan (9f/dx;) ada dan berada dalam
L*(R™), maka 2mi;f(¢) adalah tranformasi Fourier dari (9f/dx;).

Selanjutnya, jika x;f € L*(R"), maka (9f/0¢;)(§) ada dan

merupakan transformasi Fourier dari —2mix;f(x).



23

7. Transformasi Fourier dari Fungsi Radial: Apabila f(x) = ¢(]|x|) untuk

suatu @ € LY(R*; 7™ 1dr), maka f(&) = ¥(|&]) untuk suatu €
C (R™). Dengan kata lain, transformasi Fourier dari fungsi radial adalah
juga fungsi radial.

Lemma di atas akan digunakan dalam penurunan operator integral
fraksional potensial Riesz I, menggunakan definisi operator Laplacian. Dalam
beberapa referensi lanjutan tentang teori integral hipersingular, transformasi
Fourier sering didefinisikan dengan cara yang berbeda, yaitu dengan menggunakan
konsep hasil kali dalam. Pada ruang hasil kali dalam (ineer product space) (X, {.,.))
yang bertumpu pada lapangan R™, atau pada umumnya dinotasikan sebagai X (R™)
pemetaan yang memetakan f € X menuju suatu nilai di lapangan R™ disebut
sebagai fungsional linear. Ruang untuk sekumpulan fungsional linear disebut
sebagai dual dari X, dan dinotasikan X*. Menurut (Samko, 2001), kita dapat
mendefinisikan transformasi Fourier dengan menggunakan konsep hasil kali dalam
sebagai berikut.

Definisi 2.20:

Misalkan ¥ = {f € S(R™):(D/¢)(0) =0, |j| =0,1,2,..}, dan &=

F(W¥). Transformasi Fourier untuk fungsi distribusi f € & didefinisikan

sebagai fungsional linear f = Ff sedemikian sehingga, untuk setiap ¢ € ¥,

(f,0) = (f, ) (26)
Dalam definisi di atas, S(R™) adalah ruang Schwartz yang didefinisikan

oleh

S(R™) := {f € C”(R™) : sup |x“Dﬁf| < oo,Va,p € N"}
XERN
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di mana D# = D®Bv-Bn) adalah operator diferensial multivariabel yang

didefinisikan oleh

gB1t+B2

——f (X1, .., Xp)
axf1 ...axf" ' "

D(ﬂlv"'vﬁn)f —
dengan f = (B4, ..., Bn) adalah multi-indeks, dan notasi |j| adalah norma Euclid

yang didefinisikan sebagai

1= JJ2 + -+

Contoh paling umum dari fungsi ¢ € ¥ adalam definisi di atas adalah
@(x) = exp(—|x|? — |x|72). Konsep dalam definisi ini diperlukan untuk
menurunkan rumus integral fraksional pada lemma selanjutnya pada subbab

selanjutnya.

2.4 Operator Integral Fraksional

Operator integral fraksional adalah salah satu kelas dari operator konvolusi.
Prilaku dari operator ini dalam ruang-ruang L? adalah kajian penelitian tersendiri
(Wheeden, 2015). Operator integral fraksional yang dipelajari dalam penelitian ini

adalah potensial Riesz yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.21:
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada R™, n > 1, dan misalkan
0 < a < n. Integral fraksional atau potensial Riesz dalam orde-a adalah
didefinisikan sebagai

1 2.7)

Iof(x) = Rnf(}’)mdy, x € R"

asalkan integral ini ada (Wheeden, 2015).
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Dengan membiarkan f untuk bervariasi, pemetaan yang didefinisikan
sebagai I,: f — I, f, yaitu, operator konvolusi dengan kernel |x|*~™, adalah disebut
sebagai operator integral fraksional dalam orde-a (Wheeden, 2015).

Untuk mendapatkan rumus operator integral fraksional 7, seperti pada
persamaan (2.7) di atas, maka terlebih dahulu kita harus mengenal operator
Laplacian fraksional (—A)~%/2. Operator Laplacian fraksional (—A)~%/?
merupakan perluasan dari operator Laplacian biasa AP (p € N) yang didefinisikan
secara rekursif oleh

APf = A(APTYS)

dengan A didefinisikan pada ruang R sebagai

in

Af(xq, oy i) = V2f (2, o0, Xp) = Z

k=1

DT e I 0?2 02
fO et O, OF
oxj, 0x; oxs;

Dengan menggunakan transformasi Fourier, kita peroleh sifat penting
berikut.
Lemma 2.22:
Operator Laplacian (—A)P (p € N) adalah operator pengali Fourier (Fourier
multiplier operator) dengan pengali |&|??, yaitu
(—0PF (o) = F7 (E12£(©)) )
di mana x = (x4, ...,x,) € R", dan & = (&4, ..., &,) € C™.

Bukti:

Dengan menggunakan definisi transformasi Fourier, kita peroleh

F(AF () (@) = f O o iGrbattnEn) o 4 o 4 j O*f itertrttntinlg
fe0)6) = Rnaxfe * Rnax,%e x

Untuk peubah ke-j, berdasarkan aturan Leibniz mengenai turunan parsial
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02 ) 0%u +26u 6v+ 0%v

— ) =——=v — = tu-—

0x} 0x} 0x; 0x; 0x}
yang dapat juga ditulis sebagai

0%u ( ) ou v d0%v
—v = uy) =2 ———u—
Osz 0x 2 0x; 0x; asz

maka, dengan memisalkan u = f, dan v = e~ {*181++xnén) diperoleh

a’f
e~ ix181++xnén) g
R™ ax

= .f axz (fe_l(xlfl‘l' +xnfn))dx — %% e_l(x1€1+"'+xn€n))dx
R™ R

— e_l(xlfl*' +xn€n))dx
axZ (
62 of .
~iCrafu b xndn) dyp — 2 f I (g VemiGrafit+xnEn) g

_j (—€7)fe-iCntt+nin) gy
]:Rn

]

92 of
=g [©+2] ShigenCibntodn + ()
]

Karena £ (¢) tidak bergantung pada x;, maka %f(é) = 0, sehingga hasil di atas
i
menjadi

2
f %e_i(xlfl+'“+xn€n)dx
R (2.8)

d . A
=2 f _fifje_l(x1fl+"'+xnfn)dx + E]zf(f)
rn 0%;

Pada sisi lain, dengan menggunakan aturan Leibniz untuk turunan parsial orde-1,

yaitu
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6( )_au N dav
ax]' w _anv uax]

yang dapat ditulis ulang sebagai

0 0 0
=y =—(uv) — had

maka, dengan memisalkan u = f, dan v = .fje‘i("151+"'+ann), diperoleh

:f a_(fl'fje—i(x1f1+“'+xnfn))dx_f
R

0

= — (fifje_i(x1€1+"'+xnfn))dx — J f(f}?)e—i(xlfl+-~-+xnfn)dx
Oxj R -

T X
= a—xjf(f) s &
Karena f (¢) tidak bergantung terhadap s maka% £(&) = 0, sehingga hasil diatas
j

menjadi

f O ¢ eiCastirtsutd dx = —£2f ()
R

n 0X;
Dengan mensubstitusikan hasil terakhir ini pada persamaan (2.8), diperoleh

, Y
R™ asz

e~ttadittiminldy = 2[-E2 (D] + &7 f () = —¢1f (D)

Dengan menjumlahkan hasil-hasil ini untuk seluruh j = 1,2, ...,n, maka diperoleh

0 )
— (ig.p~t(x1&1++xnén) d
Fa (i Jax

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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F(AF(0)) () = f O mitatarsmatw gy 4+ 4 ﬁfe—i<xls‘1+~~+xnfn>dx
rn 0% R 0X7;

= =51 (&) ==& ()

= -+ +&Df

=—1E17f(©)
di mana |¢| = /&2 + -+ &2 adalah norma Euclid dari &. Kita dapat menulis ulang
hasil di atas sebagai

(—0)f @) = F(IE2F(©) ()

Dengan menggunakan definisi rekursif dari operator Laplacian AP (p € N), maka

kita dapatkan hasil berikut.

F((~DPF@))E) = F ((—0P (-0 ®)) ()
= F <(_A)p-1 (7 (1g1/®) (x))) ©

= F (0P (F1UER) * £()) ©)
= F(FUER) « (- (F () (©)

= [EPF((=0)P f(0))(©)

Dengan menggunakan hubungan rekursif ini, diperoleh
F((D)P£()) () = [§1PF((-2)P~f (%))
= [§1*F((-2)P7*f(x))

= 1§17PF(f (%))
= [E177£(©)

Dengan demikian pembuktian untuk Lemma 2.21 telah lengkap.
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Dengan menggunakan Lemma 2.22 di atas, dengan substitusi p = /2, kita

peroleh operator Laplacian fraksional berikut.

02 f(x) =F* (IE1%F(9), a>0, fes (29)
di mana § adalah ruang fungsi Schwartz yang telah didefinisikan sebelumnya dan
(—A)%/? adalah operator laplacian fraksional.

Ruang fungsi Schwartz yang telah diterangkan pada definisi sebelumnya
dapat dipahami sebagai ruang yang memuat fungsi-fungsi pada C* yang menurun
secara drastis (rapidly decreasing). Selanjutnya, menurut (Adam, Hedberg, 2000),
potensial Riesz sendiri, untuk 0 < @ < n, dapat didefinisikan sebagai

Iof = (=8)"**f
sehingga, dengan menggunakan persamaan (2.9) dan dengan mengganti a dengan

—a, diperoleh

Iof () = (=0)7%2f = F~1 (1§79 (®)) = F~1 (F TR F @)
Untuk mengevaluasi ruas paling kanan pada persamaan di atas, kita perlu
mengetahui hasil inversi Fourier dari fungsi |&|~%. Berikut diberikan Lemma yang
menyatakan inversi transformasi Fourier dari fungsi |&|~¢.
Lemma 2.23:

Transformasi Fourier dari fungsi |x|~* diberikan oleh

[x|®—™ ; a#F=n+2k,a+ -2k
(Zn)"{ 1
-\ a—nm - . f—
F (|X| ) = yn(a) |X| In |x| H a=n+2k (210)
\(—A)—“/Zs ; a= -2k

di mana § = &(x) adalah fungsi delta Dirac, k € N, dan konstanta y,,(«)

adalah diberikan oleh
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zan%r(%)/r(n;a) ca#n+2ka#—2k
Ya(@) = 1 ; a=-2k (2.11)
S 1)z mz2e-1 (a . )'r(%) ; a=n+2k

di mana n adalah suatu bilangan bulat positif (Samko, 2001).

Bukti:

Misalkan 225 < Re{a} < n. Karena W adalah fungsi yang terintegralkan secara

lokal untuk kasus @ < n, maka dapat digunakan rumus Bochner

n (2.12)

ixy — (27‘[)2 ” n/2
e Yo(lyl) dy = — ©(P)P™ Jns2-1p(lx]) dp
R™ lx|27* Yo

untuk @(r) = r~%. Dengan menggunakan rumus di atas, di mana p(x) = r|x|,

maka ruas kiri adalah transformasi Fourier, sehingga diperoleh

[ee]

n n
F (1x]-%) = |x]*n(2m)? j %2,y dr

0
= [x|* "y ()
di mana hasil untuk y,, (a) diberikan oleh rumus Weber. Untuk kasus nilai lainnya
dari @, maka dapat digunakan representasi transformasi Fourier pada Definisi 2.20
pada persamaan (2.6), yaitu dengan menunjukkan bahwa

@m)" 1 1 (2.13)
@ e 9 = e @)

di mana notasi (.,.) menyatakan hasil kali dalam pada ruang ¥ ={f €

S(R™): (D/p)(0) =0, |j| =0,1,2, ...}, yaitu
(f.9) =1 fx)gx)dx
]Rn

Ketaksamaan di atas benar untuk setiap « dalam strip nT“ < Re{a} < n. Untuk

memeriksa kesamaan di atas untuk daerah yang berada di luar strip, maka hanya
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cukup dibuktikan bahwa ruas kiri dan ruas kanan adalah keduanya analitik terhadap
a. Untuk Re{a} < 0, maka ruas kanan persamaan di atas diberikan oleh

(2.14)

o
1 @(x) — Z|j|s[Re{a}]—nj—| (D79)(0)
f : dx
RTL

(W, ®) = x|

Hasil ini analitik untuk seluruh a € C terkecuali pada ¢ = —2k dan a = n + 2k.
Jelas bahwa ruas kiri adalah analitik untuk setiap « € C sehingga kesamaan di atas
terbukti.
Selanjutnya, hanya perlu membuktikan untuk kasus a« = —2k dan a = n + 2k.
Pada kasus @« = —2k kesamaan telah jelas dengan menggunakan relasi
—Ap =F Lx|*Fp, €S

Selanjutnya, untuk kasus @ = n + 2k, kita dapat menulis a; = n + 2k, sehingga
persamaan (2.13) dapat ditulis ulang sebagai

(@ — ai )(|x|7%, @) = )" u(a)(|x|“™", @)
di mana u(a) = (a — ay) /v, (a). Dengan demikian, diperoleh:

d a-— ! 1
e ) = o (KOO T )

Dengan menggunakan rumus

1
<| |a,<p> (9o @) +— (A"qo)(O)

m (ga» {ﬁ) <| |akﬂ(p)

maka diperoleh

a— ag
lx|®

1
—( P)={gau )+ (@ —a) - (ga,<p) <IxI“’(p)

untuk a — a;. Dengan demikian, maka diperoleh
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In|x|

1
(W'(p) = (2m)"u(ay) (W__“’"(p)

fungsi yang ortogonal terhadap ¢, maka (L, @) = 0, sehingga

x| %k

1
|| ¥k

Dan karena

diperoleh baris ke-tiga dari persamaan (2.10). Nilai dari konstanta u(ay) =
[—¥n(a,)]~ T dapat diperoleh dengan perhitungan yang mudah (Samko, 2001).
Dengan berdasarkan pada Lemma 2.23 di atas dan dengan menggunakan

sifat konvolusi dari Lemma 2.19 pada transformasi Fourier, diperoleh

e

P (F-TQRF9F©) = 7 (1) + F1C0)

| =y
= <—ymn f (y)>

1 J ()

Va,n R |x n yln—a

di mana * adalah notasi untuk operasi konvolusi yang didefinisikan oleh

) ) 2.15
(f xg)(x) = J fOglx —y)dy = f Flx—y)g()dy (2.15)
dan
r(3 (2.16)
Yan = (@) = nn/zza%
")

yang didapat dari Lemma 2.23, persamaan (2.11).

Dengan menggunakan semua hasil di atas maka diperoleh
lof = (=0)/f
=7 (FIQRTOF©)

1 J f()

ya',n R" Ix - yln—a
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Dengan mengganti y, ,, dengan 1 pada ekpresi integral di atas, maka ekspresi

integral di atas menjadi

1 f f()

R |x — yln—a

Iof =

" Yan
yang merupakan ekspresi untuk operator integral fraksional Riesz pada persamaan
(2.7) pada Definisi 2.21.

Untuk domain ruang tak-homogen (R%,u), maka definisi dari operator
integral fraksional di atas berubah menjadi sebagai berikut.
Definisi 2.24:

Pada konteks (ruang) tak-homogen, didefinisikan operator integral

fraksional I (untuk 0 < a < n < d) oleh

2.17
i = [ L9 217)

rd |x — y[*® i), xeR:
(Idha Sihwaningrum, 2010)
Untuk mengilustrasikan penggunakan dari operator integral fraksional
Riesz dari persamaan (2.17), berikut diberikan contoh pengaplikasian operator
integral fraksional pada fungsi yang sederhana.
Contoh 2.25:
Misalkan, untuk kasus d = 1,n =2, @« = 1, dan dengan menggunakan ukuran

Borel u(y) =A(y) (ukuran Lebesgue), diberikan fungsi f(x) = 6(x) yang

merupakan fungsi delta Dirac yang didefinisikan sebagai

s 1 _ x 2 (2.18)
6(x) = Ll{r(}lsl\/Ee ( )
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di mana limit pada (2.18) adalah limit dalam konteks teori distribusi. Dengan
domain himpunan R¢ =R, maka operator integral fraksional I? dapat

diaplikasikan sebagai berikut.

1)
reo = | O )

R4 |x — |~

:fw5w>@

—w X =Yl

Selanjutnya, berdasarkan sifat pencuplikan fungsi dari fungsi delta Dirac, yaitu

| 10380 -ndy = r)

maka, dengan substitusi variabel y = x — ¥, dan dengan fakta bahwa fungsi delta

Dirac adalah fungsi genap, diperoleh

= 806 ("6G=3) __ ("6G-% 1
fmu—yﬂy‘fm H dy‘fm 5 P TR

Pada contoh ini, h(x) adalah fungsi tangga satuan Heaviside yang didefinisikan
sebagai

1 ;x>0
h(x) :{0 ‘X <0

Pada penelitian ini, syarat perlu dari keterbatasan dari operator integral

fraksional (2.17) pada ruang Morrey tak-homogen akan dibuktikan.

2.5 Ruang L?

Ruang LP atau disebut juga sebagai ruang Lebesgue orde-p adalah salah satu
ruang fungsional terpenting dalam analisis fungsional, khususnya analisis
harmonik. Ruang L? sendiri merupakan generalisasi dari ruang fungsi-fungsi yang

terintegralkan L'. Dengan demikian, ruang L? dapat disebut sebagai ruang fungsi-
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fungsi yang terintegralkan p-kali (p-integrable). Untuk p = 1, ruang L*(R%) dapat
juga disebut sebagai ruang fungsi-fungsi terintegralkan (integrable functions space)
dengan domain R, dan untuk p = 2, ruang L?(R%) dapat juga disebut sebagai

ruang fungsi-fungsi terintegralkan-kuadrat (square-integrable functions space).

Ruang LP, yang diperkenalkan oleh Henry Lebesgue (1875-1941),
merupakan ruang lengkap terhadap norma LP. Definisi dari ruang LP dan norma L?

diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.26:
Untuk 0 < p < oo, LP(R%) adalah ruang fungsi Lebesgue dengan norma

(quasinorma untuk p < 1)

1/p
“f”LP(]Rd) = <J]Rd|f(X)|p dx) < 00

Untuk p = oo, ”f”Loo(Rd) adalah norma supremum esensial yang biasa

(essential supremum norm). Kita tulis LP untuk LP (R%) (Adam, 1996:2).
Pada penelitian ini, notasi ||f: LP (R%)|| akan sering (tetapi tidak selalu) digunakan

untuk menggantikan notasi ”f”Lp(]Rd).

Ruang Lebesgue yang paling sederhana adalah ruang Lebesgue orde-1,
yaitu L*(R%). Seperti yang telah kita bahas yang pada subbab sebelumnya, ruang
L'(R%) adalah ruang domain untuk transformasi Fourier, sehingga ruang ini akan
memainkan pernanan sangat penting dalam kajian teori ini. Untuk memahami ruang
Lebesgue, berikut diberikan contoh paling sederhana mengenai fungsi yang

termasuk ke dalam ruang Lebesgue L (R).
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Contoh 2.27:

Ambil fungsi Gaussian f(x)=e‘x2, maka jelas bahwa nilai dari norma

lf: L*(R)|| adalah

o [o9]

LY(R)|| = dx = | dx = - dx =
If: LR JRIf(x)I v= [l ax= [ e ax=vw

(0} — 00

Karena v/ < 400, maka dikatakan bahwa fungsi Gaussian f (x) = e™* € L*(R).
Selanjutnya, sebagai ilustrasi lanjutan untuk memahami ruang Lebesgue

orde-1, berikut diberikan contoh fungsi yang termasuk ke dalam ruang Lebesgue

LY(RD).

Contoh 2.28:

Misalkan f:R? - R didefinisikan oleh f(x) = e 2""° di mana x =

(xq1, ..., xg) € R% dan |x| = m adalah norma Euclid dari x, maka nilai

dari norma L*(R%) dari fungsi f adalah

If : L'RY|| = f IFGOldx
R

[

(ee] (o]
2 “es 2
=f f |e‘2”("1+ +xd)|dx1 .,
co co

(o] (o]

_ 2 _ 2

=f le™ 2™ |dx, J |e 2mxg
[ee] (00
(o]

(o]
— 2 _ 2
=J e 2™y, J e 2™ dx,
—0 —0

dxd

_ (J%_n)d W)

— 2—d/2
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Karena ||f : L*(RY)|| = 27%/? < +oo untuk setiap d € N, maka berarti f €
LY(RY).
Selanjutnya, untuk mengilustrasikan contoh dari ruang Lebesgue orde-2,
tinjau contoh berikut.
Contoh 2.29:

Misal diberikan f: R® — R yang didefinisikan oleh

X1 Xi0

d
1 1 1
F a1 210) = Az | [ = = g oo (= =)
k
k=1

di mana x € [1,0)!° hanya jika x; € [1, %) untuk setiap k € {1, ...,10}. Untuk

fungsi ini, norma ruang Lebesgue L?(R'?) dari fungsi f adalah

1/2
If = PR = (f |f(x)|2dx>
R10

2
A )
R10
= ) 3 x12 x120 X1 ...0Xq9
= f _del J _delo
1 X1 1 %10

=(1..1)?

( )(1 1 )
X[l,oo)d X X ...x10

=1
Jadi |If : L*(R')|| = 1 < +oo. Dengan demikian, f(x) = ¥y cyto (X) n}(glx—lk €
L?(R19).
Perhatikan bahwa fungsi f(x) pada Contoh 2.29 adalah anggota dari ruang

L?(R19), tetapi bukan anggota dari ruang L' (R?). Perhatikan perhitungan berikut.
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If + LR = f IFGoldx
]Rw

[ (-5l
= oo (x) [—...— )| dx
R A0 X1 X0
_fmld j‘wld

N 1 %1 = 1 %10 o

= 4o

Dari perhitungan di atas jelas bahwa ||f : L*(R%)]| bernilai tak-hingga sehingga
fungsi £ (x) = {30 (o) [Ties - € LA(R™),
Selanjutnya, sebagai perumuman pada konteks tak-homogen, notasi

LP(u) = LP(R%, 1) digunakan untuk menotasikan ruang Lebesgue tak-homogen

yang didefinisikan oleh norma

1/p
If: LP(uw)ll = (J IfO)IP du(y)) < o
]Rd

(Utoyo, et all, 2012).

Penggunakan ukuran du(y) menggantikan dy adalah sebagai salah satu
langkah perumuman bahwa ukuran yang digunakan kali ini adalah ukuran Borel
sebarang p dan bukan ukuran Lebesgue pada integral pada umumnya. Ruang dual

dari ruang lebesgue L? (R%) adalah L9(R%) di mana g memenuhi %+ é =1,1<

p,q < oo (Adam, 1996).
Definisi 2.30:
Untuk bilangan riil p > 1, ruang fungsi LP terdiri dari semua fungsi terukur-

Lebesgue dengan nilai norma-LP berhingga (Johnston, 2015).

Sebagai contoh, L' terdiri dari fungsi-fungsi terukur yang memiliki norma

berhingga, yang memetakan ||f:L|| - [|f] < oo. Karena fungsi-fungsi terukur
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memiliki integral Lebesgue yang berhingga tepat saat |f| memiliki sifat tersebut,
maka ruang L' yang didefinisikan dengan cara ini adalah termuat dalam ruang

fungsi-fungsi yang terintegralkan (Johnston, 2015).

2.6 Ruang Morrey dan Ruang Morrey Diperumum

Sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, pada tahun 1938, C. Morrey
mendefinisikan suatu ruang fungsional yang saat ini disebut sebagai ruang Morrey.
Ruang Morrey yang kita pakai sampai saat ini didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.31:

Ruang Morrey yang dinotasikan sebagai LP*(u) adalah himpunan fungsi-

P
loc

fungsi di L7 .(u) yang konvergen terhadap norma ||f:LP*(w)|| yang

didefinisikan sebagai

If: L] = sup %Jlf(y)l”du(y)
B:=B(x,r) ,u(B(x,Zr)) B

di mana B(x,r) € R% adalah bola pada ruang R¢ dengan jari-jari r dan

berpusat di x € R¢ (Sihwaningrum, et all, 2016).

Pada penelitian ini, himpunan acuan untuk Ruang Morrey adalah himpunan
R%, dan aljabar-o adalah B(R%), yaitu aljabar-oc yang dibangkitkan oleh
himpunan-himpunan terbuka pada R%. Dengan demikian, notasi ruang Morrey
LP*(u) mengacu pada ruang Morrey LPA(R%, ), yaitu ruang Morrey dengan
parameter-parameter p € N, dan 1 € R, dengan domain definisi fungsi R%, dan
ukuran yang digunakan adalah ukuran Borel u pada aljabar-c B(R%). Pada

beberapa sumber lain, seperti (Utoyo, et all, 2012) ruang yang didefinisikan dengan
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norma di atas disebut sebagai ruang Morrey Klasik. Sedangkan ruang Morrey
merujuk pada ruang Morrey yang diperumum (generalized Morrey space).

Untuk memahami ruang Morrey, berikut diberikan contoh mengenai fungsi
pada ruang Morrey.
Contoh 2.32:
Untuk kasus d = 1, bola B(x, 2r) adalah suatu interval terbuka (x — 2r, x + 2r).

Misal diberikan kasus p = 1, 4 = 1, dan ukuran yang digunakan adalah ukuran

Lebesgue dA(y) = dy. Apabila diberikan fungsi f(x) = e™*’, maka norma

Morrey dari f adalah bernilai

xX+2r

o ALl )
I L (R, Wl xE]Rr>0 <u((x—2r x+2r))] |e g |dy>

1 xX+2r
= su — e v d
xe[R{rp>0 <4T y>

ﬁ

=& sup <— erf(x + 2r) — erf(x — 27‘)])

XER,r>0 8

= sup (g [erf(2r) — erf(—ZT)]>

r>0

. \/El_ lerf(Zr) — erf(—=2r)

8 -0 r

i
8 Vu
=1
Karena ||f: L (u)]l = 1 < 400, maka berarti f(x) = e™*" € LY1(R, p).
Sebagai ilustrasi lanjutan untuk memahami ruang Morrey LPA(R%, 1) di

mana d > 1, berikut diberikan contoh fungsi yang termasuk ke dalam ruang Morrey

LMH(R?, ).
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Contoh 2.33:
Untuk kasus d = 2, bola B(x, 2r) adalah suatu daerah di dalam lingkaran x? +
y? = 4r?. Misal diberikan kasus p = 1, A = 1, dan ukuran yang digunakan adalah
ukuran Lebesgue dA(y) = dy,dy,. Apabila diberikan fungsi delta Dirac f(x) =
x8(x) yang telah dijelaskan pada contoh sebelumnya, maka norma Morrey dari f

adalah bernilai

1 X TR
LVL(R?, = Gl f S(x)| d >
If: LA R, ) XER,E’>0<M(<x—zr,x+zr>) lseoldy

1 X+2r
= su —- x6(x)d
xe[R{,rp>0 <47” —L—Zr ) y)

_ﬁ[ 2r

lim —
o

>0

_n

4

Perhatikan bahwa semua fungsi yang kita evaluasi sejauh ini sebagai
contoh-contoh tipikal fungsi pada ruang Morrey dan ruang Lebesgue adalah fungsi-
fungsi tipe-distribusi (distribution-type functions). Fungsi-fungsi tipe distribusi ini
adalah fungsi-fungsi yang menurun drastis saat x € R* menjauhi titik pusat 0 €
R®. Pada dasarnya, fakta ini menunjukkan bahwa ruang Morrey dan ruang
Lebesgue merupakan ruang yang sejenis. Ruang fungsi distribusi memiliki berbagai
tingkatan utuk mendeskripsikan tingkat kehalusan (smoothness) dari fungsi-fungsi
yang dimuatnya. Semakin tinggi tingkat kehalusan yang disyaratkan oleh ruang
fungsi tersebu maka semakin sedikit fungsi yang dapat termuat dalam ruang fungsi
tersebut. Ruang-ruang ini adalah superset dari suatu ruang fungsi distribusi yang

ideal yang memuat hanya fungsi-fungsi distribusi yang berkelakuan baik.
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Contohnya adalah ruang Schwartz § yang telah didefinisikan pada subbab
sebelumnya.

Ruang Morrey sendiri mengalami begitu banyak generalisasi, salah satunya
adalah pada ruang Morrey diperumum berikut yang mengganti fungsi r# pada
normanya menjadi fungsi sebarang ¢(r) yang lebih umum. Ruang Morrey
diperumum didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.34:
Ruang Morrey diperumum MP®(R%, u) = MP®(u) adalah ruang fungsi-

fungsi f € I¥ (R™) sedemikian sehingga norma

loc

If: PG| =

1/p
)¢(#(B))<,U(B) ] FCOIP dM(X)> <

(Sihwaningrum, et all, 2015).

Pada penelitian ini, Ruang Morrey diperumum tak-homogen dimaksudkan
sebagai sebagai ruang Morrey diperumum di atas ruang metrik ukur non-homogen.
Yaitu ruang Morrey diperumum tak-homogen adalah ruang MP¢(R%) pada
definisi 2.8 di mana R% di pasangkan dengan ukuran Borel tak-negatif u yang
memenuhi kondisi Growth orde-s, yaitu p(B(x,7)) < CrS untuk setiap bola

B(x,7) € R%. Dapat ditulis MP?(R%, u) = MP? ().

2.7 Fungsi Maksimal Hardy-L.ittlewood

Untuk membuktikan keterbatasan operator integral dalam ruang Lebesgue
maupun ruang lainnya, diperlukan konsep mengenai fungsi maksimal. Keterbatasan
dari fungsi maksimal akan mengimplikasikan keterbatasan dari operator integral

fraksional. Fungsi maksimal Hardy-Littlewood didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.35:
Operator maksimal Hardy-Littlewood pada ruang tak-homogen

didefinisikan sebagai

1 )
MG = sup— [ 1F o) duy) (2.19)

r>0 B (x,r)

di mana f € L} .(u) adalah himpunan semua fungsi-fungsi terukur f

sedemikian sehingga untuk setiap subhimpunan kompak K c R® berlaku

ﬁﬂwww<w
K

(Utoyo, et all, 2012).

Dari  definisi ini dapat disadari bahwa “ketaksamaan dasar”
mengimplikasikan apa yang kita kenal sebagai fungsi maksimal Hardy-L.ittlewood
tipe lemah (Christ, dkk, 2001). Untuk membuktikan syarat perlu dari keterbatasan
operator integral fraksional I} pada ruang Morrey diperumum tak-homogen, maka
harus dibuktikan terlebih dahulu syarat perlu dari keterbatasan dari operator fungsi
maksimal Hardy-L.ittlewood.

Lemma 2.36:
Operator maksimal M™ terbatas di ruang LP (i) (Utoyo, et all, 2012).

Fungsi maksimal ini akan diperluas menjadi fungsi maksimal untuk ruang
tak-homogen seperti yang telah diuraikan pada latar belakang. Perlu diperhatikan
bahwa fungsi maksimal biasa seperti pada Definisi 2.23 di atas tidak terbatas pada
ruang lebesgue tak-homogen LP (R%, ), sehingga juga tidak terbatas pada ruang

Morrey tak-homogen. Dengan demikian, terdapat definisi alternatif untuk
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mendefinisikan fungsi maksimal Hardy-Littlewood untuk ruang Morrey tak-

homogen, yaitu sebagai berikut.

2.8 Keterbatasan Operator Integral Fraksional

Keterbatasan dari operator integral fraksional I, pada ruang Lebesgue
pertama kali dibuktikan oleh Hardy, Littlewood dan Sobolev. Teorema keterbatasan
operator integral fraksional I, pada ruang Lebesgue homogen disebut juga sebagai
ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Berikut adalah teorema Hardy-
Littlewood-Sobolev.

Teorema 2.37:

Misalkan bahwa 0 < @ <n, 1 <p <§dan$=

< |-
3R

(i) Jika f € LP(R™) (1 < p < ), maka [I[f: L9]| < CIIf: L7 ;

(ii) Jika f € L*(R™), maka untuk setiap A > 0, |[{x € R™ : |I,f| > 1}| <

2.1%
(GlF L)

(Lu, Shanzen, dkk, 2007).
Bukti:

(i) Misalkan ditetapkan x € R™, untuk suatu r > 0,

UJ@nsf dx =)y + )

—yler X =

f(x) e _I_J |f Co)l
) -ylsr X = YI"77

Untuk J;, diperoleh



45

Ji= 2[ f(xl)n g dx

—J~lr<|x—y|s2— lrlx -

¢ 1
SE—[ x)|dx
Can ] )

)
<Cr Z (2—fr)"_“ IX—ylsz—frlf(x)ldx

< Cr*Mf (x)
Untuk J,, apabila p = 1, maka
Jo < e If LM

Jikal<p< g maka ketaksamaaan Holder mengimplikasikan bahwa

1/q
st<j |x—y|<“-nMdy> If: 7]
[x=y|>r

a2
Cr- PlIf:LP||

Dengan demikian, untuk 1 < p < g diperoleh bahwa, untuk setiap x € R",

lef @1 < € (rMf ) + 7Pl 171

Dengan mengambil r = (lsz( l)l) , diperoleh

a a_ﬂ ap 1_@
reMf(x) =7 PlIf:LP| = [If: LI Mf(x)"n
Sehingga, karena (1 - ‘;—p) q = p, maka, berdasarkan keterbatasan dari fungsi
maksimal Hardy-Littlewood, diperoleh
ap 1_%P
Wof COIl < Clf:LPIIm IMf (o): LP||7 7 < ClIf: LP|

(i) Selanjutnya dengan menggunakan keterbatasan lemah (1,1) dari operator fungsi

maksimal Hardy-Littlewood diperoleh
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n

{x € R™: |I,f(x)| > A} = Kx € R™: Mf(x) > (%)n—a
Cllf: L[~

n
1 a\ n—-a
Cllf: L

< n

I1f: L]

n

_ C L\
< (zlF:20)
(Lu, Shanzen, dkk, 2007).

Teorema ini telah diperumum dalam ruang Morrey diperumum tak-
homogen oleh Idha Sihwaningrum, H.P. Suryawan, dan Hendra Gunawan
(Sihwaningrum, dkk, 2010) dengan syarat kondisi growth u(B) < Cr™. Teorema
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey diperumum tak-
homogen adalah sebagai berikut.

Teorema 2.38:

n

Misalkan 1 < p < -, %z % - % Y: (0,0) — (0,00) memenuhi r*¢(r) <

a
Cy(r) di mana C tidak bergantung pada r, dan u(B) < Cr™ untuk setiap
bola B(x,r) c¢ R%, dan ¢ memenuhi kondisi doubling berikut:

1. Terdapat C; > 1 sedemikian sehingga, oS0 S

¢, di mana 1 <§<
2

2. Terdapat C, > 0 sedemikian sehingga, fr°° t* 1p(t)dt < Cor*p(r)
untuk r > 0;

maka

7 f: ¥ | < Cf|f: mPe |,

di mana f € MP?(u) (Sihwaningrum, dkk, 2010).
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Bukti:
Untuk a € R% dan r > 0, misalkan B = B(a,r) dan B = B(a, 2r). Selanjutnya,
didekomposisikan f € MP®(u) menjadi f = f, + f, == fx5 + fx5e. Sehingga

dapat diamati bahwa f; € LP (1), dengan norma

1/p
Ifi: 2P Gl = ( [ireor du(x))
B

B () sup— (i [1rcar (x)>1/,,
§p¢(r) " Jg :

< Crog(r)||f: PP (W) |

keterbatasan I pada LP (u)-L7(u) menghasilkan
1 1/q 1
(rn f [12£,(0)9 du(x)) <~ liafi Ll

C
< m”ﬁiq(ﬂ)”

< cro ag(||f: PP ()|
= Crog@)||f: MP# (W)

< Cy@)||f: M4 W)

Selanjutnya, untuk x € B, estimasi untuk I} f, adalah sebagai berikut.
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Aol < [ %dm)
Be yl
FO))
= f|x_y|2r|x—y|n-a )

lf ()
Z-fzqux y|<2k+1r|x_ |n- ad#(Y)

e 1
< ;W f oy OO

< c|lf: P Y @n)%p@H)
k=0

Karena ¢ (t) dan t* memenuhi kondisi doubling, maka diperoleh

2k+1.r.
kr)*p(2Fr) < Cj t* 1p(t)dt

2kr

untuk k = 0,1,2, ..., sehingga diperoleh estimasi titik-per-titik sebagai berikut.
21 < cllf:mre @]l [ e o
it

< cregp)||f: mPe |

< Cp@)||f: MPL@)||
Dengan mengambil pangkat ke-g dan mengintegralkan untuk B diperoleh

1/q

1 1/q
(o [Hahitan ) < eroglsae il (| due )
B B

= Cr™May(r)||f: MPP () ||u(B)*4

< Cp(@)||f: M ()|
dengan hasil ini dan hasil sebelumnya, maka keterbatasan operator integral
fraksional I? dari ruang Morrey diperumum tak-homogen MP®(u) ke M 4% (u)

terbukti.
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2.9 Ketaksamaan Tipe-Hedberg
Ketaksamaan lainnya yang secara eksplisit membahas tentang keterbatasan
operator integral fraksional I, adalah ketaksamaan Hedberg. Teorema mengenai
ketaksamaan Hedberg adalah sebagai berikut.

Teorema 2.39:

Apabilal <p <gq <oo,dan%:%—%, maka

()| < Ap,g[MuC)P/ull, ™, x € R™,
untuk setiap u € LP(R™, R), di mana 4, , adalah konstanta universal yang

tidak bergantung pada u (Ryan, Sprobig, 2000:96).

Sebagai perluasan dari hasil tersebut, Sihwaningrum dan H. Gunawan telah
membuktikan ketaksamaan Tipe Hedberg pada ruang Morrey dalam teorema
berikut.

Teorema 2.40:

Untuk 0 < a <n,dan 1 < p < g < oo, maka berlaku

s (2.20)

LPA(w)

laf ()] < C(MP£(x)) 7D )

dimana 0<4A<1 —% dan MP adalah suatu operator maksimal yang

didefinisikan sebagai

Joce | FONIP du(y)
MPE() = (MIFIP )P = B(xr)
f@) = (MIfIP(x)) Srlilo)( w(B0o20)

di mana u adalah ukuran Borel pada R™(Gunawan, Sihwaningrum, 2016).
Pada penelitian ini, akan dibuktikan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg yang

merupakan perluasan dari ketaksamaan (2.3) pada ruang Morrey diperumum tak-

homogen. Selanjutnya, akan dibuktikan syarat cukup dari keterbatasan operator
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integral fraksional I dengan menggunakan ketaksamaan tersebut. Serta akan
dibuktikan juga syarat perlu dari keterbatasan operator integral fraksional I} pada

ruang Morrey diperumum tak-homogen MP%(u) ke M4¥(u) dengan syarat

rq(n—a)
pa+p—q’

kondisi tipe-growth u(B(x,7)) < CrS dimanas =
2.10 Keterbatasan dalam Perspektif Agama
Berdasarkan kamus besar bahasa indonesia, kata ‘“keterbatasan™ dapat
dimaknai sebagai keadaan terbatas, yaitu suatu keadaan yang masih berada dalam
batasan. Keterbatasan adalah sifat yang selalu ditemukan di setiap ciptaan Allah

SWT, bahkan akal manusia adalah sesuatu yang terbatas.

Sebagaimana difirmankan dalam Alqur’an surat Al-Isra ayat 85 yang
artinya:

“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah
Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". (QS' al-Isra":85)”

Ayat di atas menunjukkan bahwa roh termasuk ilmu Allah SWT, dan kita
tidak mengetahuinya (Mahalli, 2008). Menurut Ibn As-Suyuti, ayat ini diturunkan
sebagai jawaban atas pertanyaan orang-orang yahudi tentang ruh. Imam Turmudzi
telah mengetengahkan sebuah hadits melalui lbn Abbas r.a. yang telah
menceritakan bahwa orang-orang Quraish telah berkata kepada orang-orang
yahudi: “Ajarkanlah kepada kami sesuatu yang akan kami tanyakan kepada lelaki
ini (Nabi Muhammad Sallallahu Aalaihi Wasallam)”, maka orang-orang yahudi itu

berkata kepada mereka: “Tanyakanlah keadanya tentang ruh”, lalu orang-orang
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Quraish itu menanyakannya kepada Nabi Sallallahu Alaihi Wasallam, maka Allah

menurunkan firmannya dalam surat tersebut (Mahalli, 2008).

Dalam ayat di atas jelas disiratkan bahwa ilmu manusia itu terbatas. Kita
sebagai manusia hanya mempelajari beberapa saja. Bahkan dengan segala daya dan
upaya manusia tidak dapat mengetahuai apa-apa yang tidak diizinkan oleh Allah
SWT untuk diketahui oleh manusia. Sama halnya dengan mata yang hanya dapat
melihat segala sesuatu yang disinari oleh cahaya, akal menusia tidak dapat
menampung ilmu-ilmu yang berada diluar jangkauannya seperti ilmu tentang segala

sesuatu yang gaib.

Namun seiring kemajuan zaman yang terjadi, dengan dikembangkannya
berbagai disiplin ilmu yang ada didunia, manusia sekarang justru merasa bahwa
melalui kemampuan pola fikirnya, seluruh hal yang ada didunia ini dapat
dirasionalisasikan dengan kaedah-kaedah teoritis yang dihasilkan oleh akalnya.
Bahkan hal yang paling naif adalah bagaimana seorang manusia dengan berbekal
kecerdasan yang ia miliki ingin mencoba menembus batas pengetahuan yang
selama ini tidak mungkin untuk terpecahkan oleh daya nalar manusia.

Pada dasarnya, tidak semua ciptaan Allah dapat dirasionalisasikan secara
utuh dengan pola fikir manusia yang sangat terbatas. Ada hal-hal tertentu yang
sebenarnya manusia tidak dapat mengkajinya dengan akal budi yang mereka miliki
karena kita telah sama-sama memahami bahwa ada batasan bagaimana seorang
manusia dapat mengoptimalkan segala kemampuannya untuk menggunakan daya

nalarnya.
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PEMBAHASAN

3.1 Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada Ruang Lebesgue

Berikut akan dibuktikan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev pada
ruang Lebesgue tak-homogen. Teorema yang dibuktikan pada subbab ini adalah
teorema mengenai syarat cukup dan syarat perlu dari keterbatasan operator integral
17} pada ruang Lebesgue dengan syarat kondisi u(B) < Cr*s. Hasil ini memberikan
perumuman dari teorema-teorema sebelumnya dalam (Sihwaningrum, 2010).
Berikut adalah teorema mengenai ketaksamaan Hardy-Littlewood Sobolev pada
ruang Lebesgue tak-homogen dengan syarat u(B) < Cr>.
Teorema 3.1: (Ketaksamaan HLS)

Misalkan1 < p < g < o0, 0 < a < n, maka operator I} terbatas dari L? (i)

q . _ pa(n-a)
ke L9(u) jika u € GC(s), s X oy

Bukti:
Misalkan bahwa u(B) < Cr* suatu konstanta C > 0, maka berlaku juga untuk 1 <
r < oo, sehingga dapat diestimasi I, f (x) sebagai berikut.

f &du(y)‘
R

alx —y|n@

If I
< JR ———du(y)

alx —y|ne

SJ lf I du(y)+J lf I ()
B

) [X =y RA\B(xr) 1X — Y["E

[z f (Ol =

= lgfi(xX) + 1z fo(x)

52
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di mana fi(y) = f(W)xs@n (@), dan fo(¥) = fF(Xra\pn(¥). Selanjutnya,

diperoleh

e = [ AT

B(x,1) Ix - yln_a

-1
lf I
; i g U
j=ZOO L(xr2j+1r)\3(x’2jr) |x — yln—a .U(Y)
-1
Z f : %dum
jo=6 YB(x2741r) y

4]
N 1
¢ Y @) swp s | o O 840

2/+1r>0

IA

IA

Jj=—00

-1
=C Z (27r) M f (x)

Jj=—00

< Cr*M™f(x)
dan

mheo = | i) AP

RA\B(x,r) |lx — yln—a

3 FO)
= Z f : = du(y)
=0 B(x,2J+17r)\B(x,2/1) |x — y|

y oL [ roau
j=0 @) Jp(eivin)

IA

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder, kita peroleh
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Z(er)" a fB 121r) [f Wldu(y)

o0 1 _1
< (2"“r)“‘"< F)IPd ),,( ) ’
Jz JyompyrOP@O ([ au)
- . a-n -2
<> @) I LGl (B(x,27%r)) 7
=0

= clif ol Yy (@) eyt
Jj=0

<clf < @l y @) )
=0

(
< clf =L”(u)llz(21+1 yerhisa ()
"1 1-5)

= Clif ’Lp(ll)||2(2j+1r) 47
=0

oo a—n+(n-a) 1— Lem?
= ClIf 1P ) (27*17) ( (q+1-%)>
j=0
~cllf =Lp(ﬂ)||2(2“1r) e

= Clif LGl Y (27417)
J=0

= cralf Pl Z(ziﬂ)‘%
j=0
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Jelas bahwa —2 < 0, sehingga ¥.72,(2/*) @ konvergen, dan dengan demikian,

diperoleh
s O S s
CrIalf @Il ) (234)7 = crTallf < PGl
j=0

Dengan mengkombinasikan kedua estimasi di atas, maka diperoleh

12£COl < Cre (MPFGO + 77l = 12 Gl
dengan memilih r = (”]Ic"zfp((?)”)ﬁ diperoleh
| B
n RE v M"f (x) .
e < (g7 ) (760 + (77 ) V< o)

] _q
< C(Mn () RO f 1P (e

< Cllf () : PN E= I« 1 [aas
< Cllf () = Pl
Dengan demikian, Teorema 3.1 telah terbukti.
Untuk mengilustrasikan teorema di atas, maka diberikan contoh berikut.

Contoh 3.2:

Ambil fungsi f(x) = (—A)%/2(e~*"/7). Maka diperoleh
IRf(x) = I2[(~8)¥2(e™*"/P)]
= (=02 [(=0)*/*(e=*"/P)]
= o~ X*/P

Dengan demikian,
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M2 () : Pl = |le™ /P : 1P|

1/p
= (j |e—xz/p|p du(x))
R
1/p
= <f e d,u(x))
R

\/E 1/p
&

Di mana €, adalah suatu kosntanta. Pada sisi lain, jelas bahwa (—A)*/2(e™**/P) =~

x*/2g=**/P € [P (u), sehingga

If () = LP()]l < o0

Gi

————— maka
lf () :LP (]I’

Dengan demikian, maka jelas bahwa, apabila diambil C =

diperoleh

e f(x) : Pl < ClIf (x) = LP)l

3.2 Ketaksamaan Tipe Lemah
Teorema mengenai ketaksamaan tipe-lemah operator integral fraksional I3}

pada ruang Morrey klasik tak-homogen LP*(u) diberikan sebagai berikut berikut.

Teorema 3.3:

Misalkan0<a<n,1spsq<oo,0<)l<§,dan %’1—1=§(§+a),

Maka

u{x € Blan): Izf ()] > vH < Crt

(IIf: Lm(u)n)q
Y
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Jikau(B(a,r)) < Crs,dimanas = % dan untuk setiap y > 0.

Bukti:

Untuk setiap x € B(a,r) diperoleh

" If )l lf )l
G f ()] < L e du(y) + fRd\B(x’R) = ye 1)
=A, + 4,

Estimasi untuk A, adalah sebagai berikut:

4, < fl | L@l Sy

x—y|2R |x - yln f

e F»I
= Z f | e k()
‘=0 /B2 R\B(x,2/R) |x — vl

Z (ZJR)n a J1‘3(x 21+1R)|f(y)|d'u(y)

IA

—1 d
R f g FOO)

IA
"MS

Dengan menggunakan kondisi tipe Growth u(B) < Cr*® maka, dengan menotasikan

B := B(x, 2/*1R), diperoleh:
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- d
Ay < ;@1 i . oy OO

1

"
< f , du(y)>
B(x,2J+1R)

S

C 1
14
< ;(zf Ry« ( JB (x'szR)lf 2] du(y))

z >
= B(x ZJR) 1 L1
= ; IfIPduy) | wB) P
Z (2/R) m (B(x, ZJR)) g L(x,21+1R)
1
. &4.1_1 p
- ,u(B(x, ZJR))p 2 1
=C S ; IfOIPduly)
Z < Iz (B(x, 2 R)) ¢ L(xrzmk)
4 _1
<c||f: wwnZ(m)“ "u(B(x, z’r>)
< c||f: LMW Z(sz)“‘”(sz)s(%“‘%)
j=0
< C”f: Lp,/l(‘u) ”Ra—n+s(%+1—%) Z(Zj)a—n+s(%+1—%)
Selanjutnya, Karena A < s, maka
A 1 n—\a A 1
s(E+1-2) =T (C+1-1)
p P (1 o 5) P P
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. 2 1 o
Sehingga a—n —s(;+ 1 —;) <a-n+n—a=0. Dengan demikian

a—n+s(%+1—%)

20(27)

kovergen. Sehingga diperoleh

11— 11
to <l D S @y
j=0

a—n+s(g+1—%)

< CR f: L w||

Selanjutnya, estimasi untuk A; adalah:

1

il
IfFIP P IfF)IP %
S (Jl‘x—ykR lx =y~ dpt(y)) <-£x—y|<R |x —y[n=® d,u(y))

1 1_1
so[ | AOP ) (HEEDY)
|

x—y|<R |x — yln—a Rn—a

<c([, ) () |

a—n+s(§

T

“_1) pA
< CR P|f: LA

a—n+s(&+1——)
p

Misalkan bahwa CR V|f: AW =% Maka karena A, <L Kita

peroleh {x € B(a,r): A, > g} = @ yang berarti bahwa H({x € B(a,r): A, > g} =

0. Selanjutnya, kita gunakan fakta bahwa

{x € B(a,r): |I}f(x)| >y} c {x € B(a,r):A; > g} U {x € B(a,r):A, > g}

Sehingga dapat diestimasi sebagai berikut:
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u(lx € Bam: 2@l >v) < u(fx € B4, > )

2
<u <{e B(a,r): oI du(y) > g})

B(x,R) |x — yln—a

2 F
— d d
< fB o L u(y) dp(x)

Ry X — Y| %

2 IF)I
== fx f P2l 113 ary () du()

@R 1X =y ¢

2 Xo(an @)
<> fX FO)l ( fB N du(x)> du(y)

1
2 1
e == 4 ¥ a0 d d
= folf(y)l (J.Zoo R ™ -L(x,zjﬂR)\B(x,sz) Bl M(}’)) i

-1
J j+1p)\% 1
< ;LV(}’N <j_zoo(21 R) <(2j+1R)n L(mHlR) XB(ar)(X) dy(y))) du(y)

C
<= [ 1O R ary 0 9)
Y Jx

(ﬂ (B(x'lsz)) A L("'Z"“R)lf ol d“(y)) (L(a,r) d.u(y)> ’
|
J

S

1

s|e

IA
IO
=

S

1

—
U (B(x, sz)) 4 B(x,2/*1R)

s|L

e

uB)'?

In
<o
~

lfIP du(y)

A
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OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



61

a+s(i+1—l) 21 Y 1-1 1(n
Karena  CR™™"#||f: 12(w)]| =7, dan dengan syarat —=—1 = —(;+ a),

N

yang setara dengan a + s (% +1- %) = —2, maka diperoleh CR_§||f: mPe || =

4 n _ (P2 oo
> atau CR —( y ) Sehingga

R o Y ppm s sy (LGOI
(7||f. W(u)ll) = CR" =r°¢(r )<7>

Terbukti.

3.3 Keterbatasan Akal Manusia Menurut Alqur’an

Manusia adalah makhluk ciptaan Allah dengan akal yang terbatas. Oleh
karena itu manusia tidak dapat mengetahui hal-hal yang ada diluar jangkauan
akalnya. Sekalipun manusia telah membangun ilmu pengetahuan dengan sangat
tekun, ilmu pengetahuan tersebut masih belum mampu untuk mengungkap seluruh
misteri yang ada di alam semesta.

Sebagaimana difirmankan dalam Alqur’an surat Al-Isra ayat 85 yang
artinya:
“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah
Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". (QS' al-Isra":85)”

Menurut Tafsir yang disusun oleh lbn As-Suyuti, ayat di atas menunjukkan
bahwa roh termasuk ilmu Allah SWT, dan kita tidak mengetahuinya. Menahan diri
untuk tidak mendefinisikannya adalah hal yang utama. Oleh karena itu Syekh

Tajuddin As-Subukiy di dalam kitab Jam’ul Jawami mengatakan: “masalah roh
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tidak pernah dibicarakan oleh Nabi Sallallahu Alaihi Wasallam, maka kami

menahan diri” (Mabhalli, 2008).

Inilah salah satu bukti akal manusia terbatas. Sesuatu yang gaib yang ada
dalam tubuhnya saja tidak ada yang mengetahui, kecuali Allah subhanahu wa
ta'ala saja. Lalu bagaimana halnya dengan perkara gaib selainnya? Sehingga
manusia sangat butuh kepada petunjuk dari Allah 'azza wa jalla dalam menjalani
kehidupan yang fana ini agar menjadi bekal kelak di hari kiamat. Apabila tidak

mendapatkan petunjuk, maka nasibnya akan seperti mata di dalam kegelapan.

Demikian pula halnya dengan akal, ketika tidak mendapatkan cahaya dan
rahmat dari Allah azza jalla, maka akal akan berjalan dengan serampangan dan
tidak terarah. Terlebih ketika si pemilik akal bukan orang yang memiliki kehati-
hatian, sifat wara', tidak takut kepada Allah Yang Maha Perkasa, tidak memiliki
perhatian kepada dirinya. Maka yang muncul dari orang seperti ini hanyalah
pendapat, perkataan, atau pikiran-pikiran “nyeleneh” yang hanya akan membuat

dirinya sengsara dan rusak sebelum membuat orang lain sengsara dan rusak.

Berkata al-lmam asy-Syafii rahimahullah: “Sebagaimana mata memiliki
keterbatasan yang ia pasti berhenti padanya, maka akal juga memiliki keterbatasan
yang ia harus berhenti padanya”

Sangat benar apa yang dinyatakan oleh al-Imam asy-Syafii di atas. Masing-
masing dari kita telah merasakan keterbatasan mata kita. Bagaimana ketika di
malam hari ketika tiba-tiba listrik padam? Itulah keterbatasan mata kita. Seketika
itu pula kita tidak bisa melihat apapun. Demikianlah ketika mata tidak mendapatkan

cahaya, maka kita tidak dapat melihat apapun. Ketika ada setitik cahaya ia bisa
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melihat dengan remang-remang. Sebagaimana tubuh manusia yang serba terbatas,
akal juga memiliki keterbatasan yang ia harus berhenti ketika mendapati hal-hal

yang berada di luar jangkauannya.

Karena indra dan akal manusia terbatas, maka manusia membangun ilmu
pengetahuan dan teknologi untuk menjangkau segala hal yang berada diluar
jangkauan indranya. Selain itu manusia juga membangun kerangka berfikir
matematika untuk membantu memahami berbagai hal yang berada di luar akal dan
nalarnya. Tetapi, sama halnya seperti manusia, seluruh benda dan makhluk yang
ada di alam semesta juga memiliki keterbatasan, termasuk ilmu pengetahuan dan
teknologi yang digunakan oleh manusia untuk memperpanjang jangkauan indranya.
Sehingga seluruh usaha manusia untuk mengetahui segala yang ada di alam semesta
sesungguhnya tidak pernah dapat melingkupi seluruh ciptaan Allah SWT.
Berdasarkan fakta hal tersebut, Sudah seharusnya bagi kita untuk menjauhkan diri
dari sifat sombong karena sesungguhnya kebesaran dan kekuatan itu hanyalah milik

Allah SWT.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya, maka
diperoleh beberapa simpulan sebagai berikut:
1. Apabila konstanta-konstanta p, g adalah positif dan berhingga, serta konstanta

a < n, maka berlaku implikasi: jika ukuran x memenuhi kondisi tipe-growth

—pq(”_“), maka 17 terbatas dari ruang Lebesgue tak-
pq+p—q

u(B) < Cr?s dengan s =
homogen LP (1) ke ruang L7 (u).

2. Kondisi tipe-growth u(B) < Cr® yang lebih lemah dari pada kondisi growth
biasa u(B) < Cr™ masih tetap mengakibatkan keterbatasan operator integral
fraksional Riesz I} pada ruang Lebesgue tah-homogen LP (1) ke ruang L7 (u),
dengan demikian, maka berarti kita telah menemukan syarat yang lebih lemah
untuk keterbatasan operator integral fraksional Riesz I} pada ruang Lebesgue
tak-homogen.

3. Keterbatasan operator integral fraksional I} pada ruang Lebesgue tak-homogen

dengan syarat kondisi tipe-growth u(B) < Cr® mengakibatkan ketaksamaan

tipe-lemah dari operator intersebut pada ruang Morrey klasik.

4.2 Saran

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya, maka

diperoleh beberapa saran sebagai berikut:

64
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1. Karena telah dibuktikan bahwa kondisi yang cukup lemah bahwa tipe-growth

u(B) < Cr’ masih dapat mengakibatkan Kketerbatasan operator integral

fraksional I} dari ruang Lebesgue tak-homogen LP (u) ke ruang L9(u), maka

peneliti selanjutnya dapat mencari syarat yang lebih lemah dari pada kondisi

tipe-growth tersebut yang masih dapat mengakibatkan keterbatasan operator
integral fraksional 17} pada ruang Lebesgue tak-homogen.

2. Peneliti selanjutnya dapat mencari akibat-akibat lain dari keterbatasan operator

integral fraksional I7} pada ruang Lebesgue tak-homogen dengan syarat kondisi

tipe-growth u(B) < Crs maupun syarat yang lebih lemah.
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