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ABSTRAK 

 

Azzam, Abdullah. 2018. Keterbatasan Operator Integral Fraksional dengan 

Menggunakan Ketaksamaan Tipe-Hedberg. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. 

(II) Evawati Alisah, M.Pd. 

 

Kata kunci: Operator Integral Fraksional, Ketaksamaan Tipe-Hedberg 

 

Pada penelitian ini, diberikan teorema mengenai sifat keterbatasan operator 

integral fraksional yang disebut potensial Riesz pada ruang Lebesgue tak-homogen. 

Teorema ini dibuktikan dengan menggunakan metode ketakasamaan Tipe-

Hedberg. Selain itu dibuktikan pula ketaksamaan tipe-lemah pada ruang Morrey 

tak-homogen yang merupakan akibat dari keterbatasan tersebut. Berdasarkan 

teorema tersebut, disimpulkan bahwa operator integral fraksional potensial Riesz 

adalah operator yang terbatas dari ruang 𝐿𝑝(ℝ𝑑) ke ruang 𝐿𝑞(ℝ𝑑), dan juga 

memenuhi ketaksamaan tipe lemah di ruang Lebesgue tak-homogen. Selain itu 

disimpulkan pula bahwa kondisi growth dapat digantikan oleh kondisi yang lebih 

lemah. 
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ABSTRACT 

 

Azzam, Abdullah. 2018. Boundedness of Fractional Integral Operator Using 

Hedberg-Type Inequality. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty 

of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic 

University of Malang. Supervisor: (I) Hairur Rahman, M.Si. (II) Evawati 

Alisah, M.Pd. 

 

Key words: Fractional Integral Operator, Hedberg-Type Inequality 

 

In this research, the boundedness theorem of fractional integral operator, 

which is called Riesz potential, on the non-homogeneous Lebesgue Spaces is given. 

The proof of the theorem use Hedberg-Type inequality. Also the proof the weak-

type inequality on the non-homogeneous Morrey spaces as the consequence of the 

main boundedness result is given. According to the main theorem, we conclude that 

the Riesz potential fractional integral operator is bounded from 𝐿𝑝(ℝ𝑑) spaces to 

𝐿𝑞(ℝ𝑑) spaces, and that it satisfies the weak-inequality on non-homogeneous 

spaces. Apart from that, we conclude also that the growth condition can be replaced 

by weaker condition.   
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 ملخص

 

المتباينةستخدام عدم لبا Fractional Integral Operator حدود. 8102 عبدالله.، عزام

Hedberg-Type . والتكنولوجيا العلوم كلية .الرياضيات قسم .جامعيبحث. 

خير ( 0). المشرف: الإسلامية الحكومية مالانج إبراهيم جامعة مولانا مالكال

  .الماجستيرالالسه  ايفاواتي( 8) ،الماجستير الرحمن
 

 Hedberg-Type تباينةعدم الم Fractional Integral Operator ,:المفتاحية ةالكلم

 

في هذا البحث ، يتم إعطاء نظرية حدود المشغل المتكامل الكسري، والذي 

غير المتجانسة. دليل على نظرية  Lebesgue صناءفلاالمحتملة، على  Rieszبـ  يسمى

من  تباينةالم . كما يتم تقديم دليل على عدمHedberg-Type تباينةالماستخدام عدم 

غير المتجانسة نتيجة لنتيجة التقييد الرئيسية.  Morrey صناءفالنوع الضعيف على 

محصور من  Rieszوفقاً للنظرية الرئيسية، نستنتج أن المشغل التكاملي المحتمل 

الضعيفة في  تباينةالم يرضي عدم، وأنه 𝐿𝑞(ℝ𝑑) صناءالف إلى 𝐿𝑝(ℝ𝑑) صناءالف

غير المتجانسة. بصرف النظر عن ذلك، نخلص أيضًا إلى أن حالة النمو  صناءفال

 .يمكن استبدالها بحالة أضعف
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BAB I 

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang 

Teori operator integral fraksional merupakan salah satu kajian dalam analisis 

harmonik. Di dalam penelitian ini, akan dipelajari salah satu operator integral 

fraksional yang disebut sebagai potensial Riesz. Beberapa sifat dari operator ini 

telah pertama kali dipelajari oleh Hardy, Littlewood dan Sobolev pada sekitar tahun 

1930. Operator ini pada dasarnya adalah operator yang digunakan sebagai operator 

balikan dari operator Laplace yang dapat diperoleh melalui transformasi Fourier 

dari operator Laplace Fraksional. 

Pada penelitian ini, ruang yang dijadikan subjek penelitian adalah ruang 

Lebesgue, yaitu ruang yang terdiri dari fungsi-fungsi dengan domain riil 

berdimensi-𝑛 yang konvergen terhadap norma Lebesgue.  

Hardy, Littlewood dan Sobolev telah membuktikan bahwa operator integral 

fraksional terbatas dari ruang Lebesgue-𝑝 ke ruang Lebesgue-𝑞 untuk suatu syarat 

tertentu. Untuk menghormati jasa mereka, ketaksamaan keterbatasan tersebut diberi 

nama ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Dari ketaksamaan ini, dapat dilihat 

bahwa operator integral fraksional potensial Riesz memetakan suatu fungsi menjadi 

fungsi lain yang kekonvergenannya terhadap norma Lebesgue adalah bergantung 

pada kekonvergenannya pada ruang Lebesgue itu sendiri. 

Sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, pada tahun 1938, C. Morrey 

mendefinisikan suatu ruang fungsional yang saat ini disebut sebagai ruang Morrey 

(lihat Bastos dan Lebre, 2014). Pada domain bilangan riil berdimensi-𝑛, ruang 
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Morrey adalah himpunan fungsi-fungsi dengan domain ℝ𝑛 yang konvergen 

terhadap norma Morrey. Selanjutnya, Nakai, pada tahun 1994, memperkenalkan 

ruang Morrey yang diperumum (generalized Morrey space) yang didefinisikan 

sebagai ruang fungsi-fungsi yang terintegralkan lokal yang memenuhi norma 

Morrey diperumum-(𝑝, 𝑞) dan memenuhi kondisi penggandaan (doubling 

condition) dengan konstanta penggandaan 𝐶. 

Pada beberapa referensi penelitian yang membahas tentang sifat 

keterbatasan operator integral fraksional, terdapat kondisi penggandaan untuk 

ukuran yang muncul dalam integral fraksional. Namun, beberapa penelitian dalam 

sepuluh tahun terakhir menunjukkan bahwa kondisi ini sewaktu-waktu dapat 

diganti dengan kondisi lainnya yang disebut sebagai kondisi growth. Hal ini-lah 

yang mendasari terciptanya istilah ruang tak-homogen. Ruang tak-homogen adalah 

ruang ℝ𝑑 yang dilengkapi dengan ukuran Borel tak-negatif 𝜇 yang memenuhi 

kondisi growth. Ini berbeda dengan ruang homogen yang dilengkapi oleh ukuran 𝜇 

yang memenuhi kondisi penggandaan. 

 Dengan menggunakan pengertian ke-tak-homogenan tersebut, pada 

kelanjutannya, diperkenalkan ruang Morrey diperumum untuk domain tak-

homogen yang merupakan ruang fungsi-fungsi terintegralkan lokal yang konvergen 

terhadap norma Morrey diperumum tak-homogen. 

Selain itu, operator integral fraksional yang didefinisikan pada ruang 

fungsional dengan domain ruang metrik-ukur (ℝ𝑑 , 𝜇) tak-homogen juga 

mengalami perubahan. Untuk fungsi 𝑓 yang didefinisikan pada ruang tak-homogen 

potensial Riesz menyatakan inversi laplacian fraksional dari fungsi 𝑓. 
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Keterbatasan operator integral fraksional potensial Riesz pada ruang 

Lebesgue dapat dibuktikan dengan berbagai cara, salah satunya adalah dengan 

menggunakan ketaksamaan Hedberg. Pembuktian teorema mengenai keterbatasan 

operator integral fraksional potensial Riesz tak-homogen pada ruang Lebesgue tak-

homogen dengan menggunakan ketaksamaan Hedberg pernah dilakukan oleh 

Purbawanto Suryawan pada tahun 2008 dalam tesis magisternya (lihat Suryawan, 

2008). Meskipun ketaksamaan dalam teorema tersebut merupakan ketaksamaan 

yang sangat berguna, namun ketaksamaan tersebut hanya berlaku untuk ruang 

Lebesgue sehingga tidak dapat digunakan untuk membuktikan keterbatasan 

operator integral fraksional pada ruang Morrey diperumum tak-homogen. Sehingga 

dibutuhkan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg yang berlaku pada ruang Morrey tak-

homogen. Sejalan dengan hal tersebut, pada tahun 2016, Hendra Gunawan dan Idha 

Sihwaningrum  memperkenalkan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg untuk ruang 

Morrey (Gunawan, Sihwaningrum, 2016). 

 Idha, Suryawan, dan Hendra Gunawan (Idha dkk, 2008) dan Utoyo (Utoyo 

2012) telah membuktikan syarat cukup dari keterbatasan operator integral 

fraksional potensial Riesz tak-homogen pada ruang Morrey diperumum tak-

homogen dengan syarat kondisi growth. Sebagai pengembangan dari hasil-hasil 

tersebut, pada penelitian ini, akan dibuktikan syarat cukup dari keterbatasan 

operator integral fraksional potensial Riesz tak-homogen dari ruang Lebesgue tak-

homogen orde 𝑝 ke ruang Lebesgue tak-homogen orde-𝑞 dengan syarat kondisi 

growth dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg. Selain itu akan diberikan 

juga beberapa akibat dari teorema tersebut. 
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Pemahaman terkait keterbatasan operator integral fraksional pada ruang 

Morrey diperumum tak-homogen memiliki signifikansi untuk mengetahui 

keterbatasan dan regularitas dari solusi persamaan diferensial parsial Poisson yang 

pada akhirnya akan menjawab apakah masalah-masalah dalam mekanika elastisitas 

ataupun fluida yang berkaitan dengan persamaan Poisson. 

 Bagaimanapun, pada hakikatnya manusia sendiri adalah makhluk yang 

terbatas akalnya, karena seluruh ilmu itu adalah dari Allah dan manusia hanya 

mempelajari sebagian kecil dari ilmu Allah. Allah berfirman dalam surat Al-Isra 

ayat 85 yang artinya: 

“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah 

Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". (QS' al-Isra':85)” 

 

Ayat di atas jelas menunjukkan bagaimana akal manusia terbatas dan tidak 

dapat digunakan untuk mengetahui berbagai hal yang berada di luar nalarnya. 

Dengan demikian sudah sewajarnya kita untuk mengagumi kebesaran Allah atas 

ilmu-ilmuNya. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah: Bagaimana sifat 

keterbatasan dari operator fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tak-homogen 𝐿𝑝(𝜇) 

ke ruang 𝐿𝑞(𝜇) dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui sifat keterbatasan 

dari operator fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tak-homogen 𝐿𝑝(𝜇) ke ruang 

𝐿𝑞(𝜇) dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg. 

1.4 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, akan dibuktikan syarat perlu dari ketaksamaan tipe-

lemah operator integral fraksional pada ruang Lebesgue tak-homogen 𝐿𝑝(𝜇) ke 

𝐿𝑞(𝜇) dan bukan pada ruang lainnya serta, pembuktiannya akan menggunakan 

ketaksamaan tipe-Hedberg dan bukan metode lainnya. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut. 

1. Memberikan informasi mengenai keterbatasan dari operator fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada 

ruang Lebesgue tak-homogen. 

2. Memberikan informasi ketaksamaan tipe-lemah operator integral fraksional 

pada ruang Morrey diperumum tak-homogen 𝐿𝑝,𝜆(𝜇). 

 

1.6 Metode Penelitian 

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian 

dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku analisis harmonik dan 

teori ukuran. Kajian pada buku analisis harmonik dan jurnal terkait penelitian 

dikhusukan pada kajian mengenai operator integral fraksional Riesz. Kajian pada 

buku-buku teori ukuran berkaitan dengan topik ketak-homogenan, khususnya 
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tentang teori keterbatasan operator integral fraksional pada ruang-ruang tak-

homogen.  

Penelitian ini menggunakan metode pembuktian secara induktif, yaitu 

dimulai pembuktian teorema yang umum menuju pada beberapa akibat khusus. 

Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut. 

1. Membuktikan keterbatasan operator maksimal pada ruang Morrey tak-

homogen; 

2. Membuktikan ketaksamaan tipe-Hedberg pada ruang Morrey tak-homogen 

dengan menggunakan hasil dari langkah 1; 

3. Membuktikan keterbatasan dari operator integral fraksional pada ruang Morrey 

tak-homogen dengan menggunakan ketaksamaan tipe-Hedberg; 

4. Membuktikan beberapa akibat dari keterbatasan operator integral fraksional 

pada ruang Morrey tak-homogen; dan 

5. Menulis laporan penelitian. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

 Agar penulisan skripsi lebih terarah dan mudah dipahami, digunakan 

sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi 

atas beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan 

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

batasan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 
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Bab II  Kajian Pustaka 

Kajian Pustaka terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung 

pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam 

penelitian ini meliputi: transformasi Fourier, operator integral fraksional. 

Ruang 𝐿𝑝, ruang Morrey dan ruang Morrey diperumum, fungsi maksimal 

Hardy-Littlewood, keterbatasan operator integral fraksional, ketaksamaan 

Tipe-Hedberg, dan keutamaan berbagai macam ilmu dalam Islam. 

Bab III  Pembahasan  

Pembahasan terdiri dari hasil utama penelitian yang menjawab rumusan 

masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: keterbatasan operator 

integral fraksional pada ruang Lebesgue, dan ketaksamaan tipe lemah, dan 

kajian Islam. 

Bab IV  Penutup 

Penutup terdiri dari kesimpulan terkait hasil pembahasan dan juga saran 

untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Ukuran dan Integral 

 Ukuran adalah konsep yang digunakan untuk mendasari konsep tentang 

integral dalam analisis, termasuk integral fraksional. Oleh karena itu pemahaman 

mengenai konsep ukuran adalah sangat penting. Untuk memahami konsep dari 

ukuran, terlebih dahulu diberikan definisi formal dari aljabar sigma sebagai berikut. 

Definisi 2.1: 

Misalkan 𝑋 adalah suatu himpunan. Suatu koleksi 𝒜 dari subhimpunan dari 

𝑋 adalah aljabar-𝜎 jika: 

1. 𝑋 ∈ 𝒜, 

2. Untuk setiap himpunan 𝐴 ∈ 𝒜, maka 𝐴𝑐 ∈ 𝒜, 

3. Untuk setiap barisan himpunan tak-hingga {𝐴𝑖} di 𝒜, maka ⋃ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1  ada 

di 𝒜. 

4. Untuk setiap barisan himpunan tak-hingga {𝐴𝑖} di 𝒜, maka ⋂ 𝐴𝑖
∞
𝑖=1  ada 

di 𝒜. 

(Cohn, 2013). 

Untuk memahami konsep di atas diberikan contoh sebagai berikut: 

Contoh 2.2:  

Misalkan 𝑋 ≔ ℝ, maka 𝒜 ≔ {⋃ (𝑎𝑖, 𝑏𝑖]
 
𝑖 :  𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ ℝ  ∀𝑖 ∈ ℕ} adalah aljabar-𝜎 

pada 𝑋. Apabila diambil 𝑎𝑖 = −𝑖, dan 𝑏𝑖 = 𝑖, maka jelas bahwa  

⋃(𝑎𝑖, 𝑏𝑖]

 

𝑖

=⋃(−𝑖, 𝑖]

 

𝑖

= (−∞,∞) =  ℝ 
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Selanjutnya, sebagai ilustrasi, ambil 𝐴 = (1, 6] ∪ (8, 9] ∈ 𝒜, maka diperoleh 

𝐴𝑐 = (−∞,1] ∪ (6,8] ∪ (9,+∞)

= ( ⋃ (𝑟, 1]

 

𝑟<1,𝑟∈ℤ

) ∪ (6,8] ∪ ( ⋃ (9, 𝑠]

 

𝑠>9,𝑠∈ℤ

)

=⋃(𝑎𝑖, 𝑏𝑖]

 

𝑖∈ℤ

∈ 𝔅 

di mana 𝑎𝑖 = 𝑖, 𝑏𝑖 = 1 untuk 𝑖 < 1, 𝑎𝑖 = 6, 𝑏𝑖 = 8, untuk 𝑖 ∈ {1,… ,9}, dan 𝑎𝑖 =

9, 𝑏𝑖 = 𝑖, untuk 𝑖 > 9.  

Perlu diperhatikan bahwa kita juga dapat menulis  

𝐴 = (1, 6] ∪ (8, 9] =⋃(𝑎𝑖, 𝑏𝑖]

 

𝑖∈ℤ

 

dengan 𝑎𝑖 = 1, 𝑏𝑖 = 6, untuk 𝑖 < 0, dan 𝑎𝑖 = 8, 𝑏𝑖 = 9, untuk 𝑖 ≥ 0. Karena ℤ 

adalah himpunan tercacah, maka jelas bahwa terdapat pemetaan dari ℕ menuju ℤ, 

sehingga ilustrasi di atas adalah sah. Selanjutnya, untuk mengilutrasikan sifat 3, 

maka dapat didefinisikan barisan himpunan  

{𝐵𝑖} = {(0,
1

2
] , (0,

3

4
] , (0,

7

8
] , (0,

15

16
] , … },  

Jelas bahwa 𝐵𝑖 ∈ 𝒜, untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ. diperoleh 

⋃𝐵𝑖

 

𝑖∈ℕ

=⋃(0, 1 −
1

2𝑖
]

 

𝑖∈ℕ

= lim
𝑖→∞

(0, 1 −
1

2𝑖
] = (0, 1] ∈ 𝔅 

Sifat ini berlaku untuk setiap barisan himpunan {𝐵𝑖} di 𝒜. Selanjutnya, untuk 

mengilustrasikan sifat 4, kita peroleh 

⋂𝐵𝑖

 

𝑖∈ℕ

=⋂(0, 1 −
1

2𝑖
]

 

𝑖∈ℕ

=  (0,min
𝑖∈ℕ

{1 −
1

2𝑖
}] = (0,

1

2
] ∈ 𝔅 

Jadi, sifat 1-4 berlaku untuk aljabar-𝜎 𝒜. 
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Selanjutnya, pada konsep mengenai aljabar-𝜎 terdapat suatu fungsi khusus 

yang disebut sebagai fungsi terjumlahkan-tercacah (countably additive measure). 

Definisi dari fungsi terjumlahkan-tercacah adalah sebagai berikut. 

Definisi 2.3: 

Misalkan 𝑋 adalah suatu himpunan, dan 𝒜 adalah suatu aljabar-𝜎 pada 𝑋. 

Suatu fungsi 𝜇 yang di mana domainnya adalah aljabar-𝜎 𝒜, dan nilainya 

ada di setengah garis bilangan riil diperluas (extended half-line) [0, +∞] 

disebut terjumlahkan tercacah apabila memenuhi: 

𝜇 (⋃𝐴𝑖

 

𝑖∈𝐼

) =∑𝜇(𝐴𝑖)

 

𝑖∈𝐼

 

untuk {𝐴𝑖} ⊂ 𝒜, dan 𝐼 adalah himpunan tercacah (Cohn, 2013). 

Contoh untuk fungsi yang memenuhi kaidah terjumlahkan-tercacah adalah fungsi 

𝜇:𝒜 → ℝ+ ∪ {0} yang didefinisikan sebagai berikut. 

𝜇(𝐴) = |𝐴| 

di mana 𝐴 ∈ 𝒜, dan |𝐴| menyatakan kardinalitas dari 𝐴, yaitu bernilai 𝑛 apabila 𝐴 

dapat dinyatakan sebagai himpunan dengan 𝑛 elemen 

𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛} 

dan bernilai tak-hingga apabila 𝐴 adalah himpunan tak-hingga atau tak-tercacah. 

Sebagai ilustrasi, untuk 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑥 irasional}, 𝜇(𝐴) = +∞ dan untuk 𝐴 =

{𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 < 10} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, diperoleh 𝜇(𝐴) = 9. Untuk 

mengilustrasikan bagaimana fungsi 𝜇 memenuhi aksioma fungsi terjumlahkan-

tercacah, perhatikan perhitungan berikut. Misalkan 𝐼 = {1,2,3,4,5}, dan diambil 

𝐴𝑖 ≔ {
2𝑖

2𝑖+1
,
2𝑖+1

2𝑖+2
, … ,

2𝑖+1−1

2𝑖+1
}, 𝑖 ∈ 𝐼,  maka diperoleh: 
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𝜇 (⋃𝐴𝑖

 

𝑖

) = 𝜇 (⋃{
2𝑖

2𝑖 + 1
,… ,

2𝑖+1 − 1

2𝑖+1
}

 

𝑖∈𝐼

)

= 𝜇 ({
2

3
,
3

4
… ,
63

64
})

= 62 

Pada sisi lain,  

∑𝜇(𝐴𝑖)

 

𝑖∈𝐼

=∑((2𝑖+1 − 1) − (2𝑖 − 1))

5 

𝑖=1

= 26 − 1 − 2 + 1

= 62 

Jadi 𝜇 memenuhi persyaratan untuk menjadi fungsi tercacah-terjumlahkan. 

Dengan menggunakan definisi di atas, maka dapat didefinisikan ukuran 

sebagai berikut. 

Definisi 2.4: 

Ukuran pada aljabar-𝜎 𝒜 adalah suatu fungsi 𝜇:𝒜 → [0,+∞] yang 

memenuhi 𝜇(∅) = 0, dan bersifat terjumlahkan tercacah (Cohn, 2013). 

Untuk memahami ukuran secara mendalam, diberikan beberapa contoh 

sebagai berikut. 

Contoh 2.5: 

1. Misalkan 𝑋 adalah himpunan bilangan riil ℝ, 𝒜 adalah koleksi dari himpunan-

himpunan Borel pada 𝑋, dan 𝐴 ∈ 𝒜.  

𝜇(𝐴) = 𝜒𝐴(0) ≔ {
1       ; jika 0 ∈ A
0       ; jika 0 ∉ A

 

Kita peroleh 
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𝜇(∅) = 𝜒∅(0) = 0 

karena 0 ∉ ∅. Selanjutnya, misalkan 𝐴𝑖 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑖 − 1 ≤ 𝑥 < 𝑖}, 𝑖 ∈ ℕ. 

Maka {𝐴𝑖} adalah barisan himpunan yang disjoin satu sama lain, sehingga kita 

peroleh 

𝜇 (⋃𝐴𝑖

 

𝑖∈ℕ

) = 𝜇({𝑥 ∈ ℝ: 0 ≤ 𝑥 < ∞}) = 1 

Pada sisi lain,  

∑𝜇(𝐴𝑖)

 

𝑖∈ℕ

=∑𝜇({𝑥 ∈ ℝ: 𝑖 − 1 ≤ 𝑥 < 𝑖})

 

𝑖∈ℕ

= 𝜇([0,1)) + 𝜇([1,2)) + 𝜇([2,3)) + ⋯

= 1 + 0 + 0 +⋯ = 1 = 𝜇 (⋃𝐴𝑖

 

𝑖∈ℕ

) 

Jadi 𝜇:𝒜 → ℝ+ ∪ {0} adalah ukuran. 

2. Tinjau himpunan ℝ. Dan misalkan 𝜆 adalah suatu fungsi yang mengaitkan 

setiap interval di ℝ dengan panjangnya, yaitu 

𝜆(𝐴) = lim supℎ→0∑ℎ𝜒𝐴(𝑘ℎ)

 

𝑘∈ℤ

 

maka 𝜆 adalah suatu ukuran. Ukuran ini disebut ukuran Lebesgue pada ℝ. 

Sebagai ilustrasi, misalkan 𝐴 = [0,3] ≔ {𝑥 ∈ ℝ: 0 ≤ 𝑥 < 3}, maka diperoleh 
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𝜆(𝐴) = lim supℎ→0∑ℎ𝜒[0,3](𝑘ℎ)

 

𝑘∈ℤ

= lim supℎ→0 ℎ(⋯+ 𝜒[0,3](−ℎ) + 𝜒[0,3](0)  + 𝜒[0,3](ℎ) + 𝜒[0,3](2ℎ) + ⋯)

= lim supℎ→0 ℎ (⋯+ 0 + 1 + 1 + ⋯+ 1⏟          
⌈3/ℎ⌉

+ 0 +⋯)

= lim supℎ→0 ℎ (⌊
3

ℎ
⌋)

= ℎ (
3

ℎ
) = 3  

Selanjutnya, dengan definisi aljabar-𝜎 dan definisi ukuran di atas, maka dapat 

didefinisikan suatu ruang ukur dan ruang terukur sebagai berikut. 

Definisi 2.6: 

Apabila 𝑋 adalah himpunan, 𝒜 adalah aljabar-𝜎 pada 𝑋, dan 𝜇 adalah 

ukuran pada 𝒜, maka triplet (𝑋,𝒜, 𝜇) disebut sebagai ruang ukur (measure 

space). Sejalan dengan itu, (𝑋,𝒜) disebut sebagai ruang terukur 

(measurable space) (Cohn, 2013).  

Contoh 2.7: 

Misalkan 𝔅 adalah himpunan Borel yang didefinisikan sebagai 

𝔅 ≔ {⋃(𝑎𝑖, 𝑏𝑖]

 

𝑖

:  𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ ℝ  ∀𝑖 ∈ ℕ} 

Berdasarkan Contoh 2.2, 𝔅 adalah aljabar-𝜎. Sehingga (ℝ,𝔅) adalah ruang terukur 

(measurable space). Selanjutnya, dengan menggunakan ukuran pada Contoh 2.5-3, 

yaitu ukuran Lebesgue 𝜆, maka diperoleh bahwa (ℝ, 𝔅, 𝜆) adalah ruang ukur. Kita 

akan menyebut ruang ukur (ℝ,𝔅, 𝜆) sebagai ruang ukur Borel pada ℝ. 
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Dengan menggunakan konsep dari ukuran sebagaimana telah dijelaskan di 

atas, maka akan dapat didefinsikan konsep tentang integral yang merupakan konsep 

yang digunakan dalam membangun suatu operator integral fraksional. Sebelum 

diberikan definisi mengenai integral akan diberikan terlebih dahulu definisi dari 

fungsi terukur sebagai berikut. 

Definisi 2.8: 

Misalkan (𝑋, 𝒜) adalah suatu ruang terukur, dan 𝐴 adalah subhimpunan 

dari 𝑋 yang ada di 𝒜. Fungsi 𝑓: 𝐴 → [−∞,+∞] disebut fungsi terukur 

terhadap 𝒜 apabila fungsi ini memenuhi salah satu dari kondisi-konsdisi: 

(a). Untuk setiap bilangan riil 𝑡, himpunan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑡} ada di 𝒜,  

(b). Untuk setiap bilangan riil 𝑡, himpunan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑡} ada di 𝒜, 

(c). Untuk setiap bilangan riil 𝑡, himpunan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑡} ada di 𝒜, dan 

(d). Untuk setiap bilangan riil 𝑡, himpunan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) > 𝑡} ada di 𝒜. 

(Cohm, 2013). 

Contoh 2.9: 

Pada ruang ukur Borel (ℝ,𝔅, 𝜆), ambil 𝑓:ℝ → [−∞,+∞] sebagai  

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

Selanjutnya, ambil sebarang 𝑡 ∈ ℝ, maka 

{𝑥 ∈ ℝ: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑡} = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑒𝑥 ≤ 𝑡}

= {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≤ ln 𝑡}

=⋃(𝑖, ln 𝑡]

 

𝑖

∈ 𝔅 

Sebagai ilustrasi, misalkan 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ: 0 < 𝑥 < 3}, maka 
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𝜆(𝑓(𝐴)) = lim supℎ→0∑ℎ𝜒𝑓(𝐴)(𝑘ℎ)

 

𝑘∈ℤ

= lim supℎ→0∑ℎ𝜒[1,𝑒3](𝑘ℎ)

 

𝑘∈ℤ

= lim supℎ→0 ℎ (⋯+ 0 + 1 + 1 +⋯+ 1⏟        
⌈𝑒3−1⌉

+ 0 +⋯)  

= ℎ (
𝑒3 − 1

ℎ
) = 𝑒3 − 1 ≈ 19.0855 

Dengan demikian disimpulkan bahwa 𝑓 terukur terhadap 𝔅, yaitu 𝑓 merupakan 

fungsi terukur pada ruang ukur (ℝ,𝔅, 𝜆). 

Untuk ruang terukur (𝑋,𝒜), kita akan notasikan 𝒻 untuk himpunan fungsi-

fungsi yang terukur-𝒜 (terukur terhadap 𝒜), dan akan dinotasikan 𝒻+ untuk 

himpunan fungsi-fungsi bernilai tak-negatif di 𝒻. Dengan menggunakan definisi 

fungsi terukur di atas, maka dapat didefinisikan integral sebagai berikut. 

Definisi 2.10: 

Misalkan 𝜇 adalah ukuran pada ruang terukur (𝑋,𝒜). Apabila 𝑓 adalah 

fungsi di 𝒻+ dan diberikan oleh 𝑓 = ∑ 𝑎𝑖𝜒𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1 , di mana 𝑎1, … , 𝑎𝑚 adalah 

bilangan-bilangan riil tak-negatif dan 𝐴1, … , 𝐴𝑚 adalah subhimpunan-

subhimpunan dari 𝑋 yang saling lepas dan termasuk ke dalam 𝒜, maka 

∫ 𝑓  𝑑𝜇, integral dari 𝑓 terhadap ukuran 𝜇, didefinisikan sebagai 

∑ 𝑎𝑖𝜇(𝐴𝑖)
𝑚
𝑖=1  (Cohn, 2013). 

Dengan menggunakan definisi dari integral di atas, maka selanjutnya akan 

dapat didefinisikan konsep-konsep mengenai operator integral dan operator 

maksimal. Untuk membahas mengenai ruang tak-homogen (ℝ𝑑 , 𝜇), maka ruang 

yang dimaksud adalah ruang ukur (ℝ𝑑 , 𝒜, 𝜇), di mana 𝒜 adalah aljabar-𝜎 yang 

dibangkitkan oleh himpunan Borel 𝔅(ℝ𝑑). Himpunan Borel 𝔅(ℝ𝑑) itu sendiri 
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adalah suatu aljabar-𝜎 yang dibangkitkan oleh koleksi himpunan-himpunan terbuka 

pada ℝ𝑑. 

 

2.2 Supremum dan Infimum dari Fungsi 

Jelas bahwa pendefinisian dari ruang Morrey diperumum dan norma dari 

ruang tersebut tidak lepas dari notasi supremum dan infimum. Sebelumnya, 

diberikan definisi mengenai keterbatasan dari suatu fungsi sebagai berikut. 

Definisi 2.11: 

Misalkan diberikan fungsi 𝑓: 𝐷 → ℝ, maka dikatakan bahwa 𝑓 terbatas di 

atas jika himpunan 𝑓(𝐷) = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐷} terbatas di atas, yaitu terdapat 

𝐵 ∈ ℝ sedemikian sehingga 𝑓(𝑥) ≤ 𝐵 untuk semua 𝑥 di 𝐷 (Bilangan riil 𝐵 

ini disebut sebagai batas atas dari fungsi 𝑓). Dengan cara yang sama, 

dikatakan bahwa 𝑓 terbatas di bawah jika himpunan 𝑓(𝐷) = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐷} 

terbatas di bawah. Kita katakan bahwa fungsi 𝑓 terbatas apabila fungsi 𝑓 

terbatas di atas dan terbatas di bawah (Bartle, 2000). 

Untuk mengilustrasikan definisi di atas, diberikan contoh mengenai fungsi 

terbatas sebagai berikut. 

Contoh 2.12: 

Misalkan fungsi 𝑓: ℝ → ℝ didefinisikan oleh 

𝑓(𝑥) = 𝑒−(𝑥+1)
2
− 𝑒−(𝑥−1)

2
 

Maka, dapat diambil 𝐵𝑢 = 1, dan 𝐵𝑙 = −1. Dapat ditunjukkan dengan mudah 

bahwa 

−1 ≤ 𝑒−(𝑥+1)
2
− 𝑒−(𝑥−1)

2
≤ 1 
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untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ. Dengan demikian, kita katakan bahwa 𝐵𝑢 adalah batas atas dari 

𝑓, dan 𝐵𝑙 adalah batas bawah dari 𝑓. Pada sisi lain, fungsi 𝑔: ℝ → ℝ yang 

didefinisikan oleh 

𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 

bukan fungsi terbatas, karena untuk setiap 𝐵𝑢 yang kita tetapkan sebagai batas atas, 

kita dapat mengambil 𝑥 = ln𝐵𝑢 + 1 yang menyebabkan 𝑔(𝑥) = 𝑔(ln𝐵𝑢 + 1) =

𝑒ln𝐵𝑢+1 = 𝑒𝐵𝑢 > 𝐵𝑢.  

 Dengan menggunakan Definisi 2.11, maka supremum dan infimum dari 

fungsi bernilai riil dapat didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.13: 

Apabila 𝑓: 𝐷 → ℝ adalah fungsi yang terbatas, maka 𝑢 disebut sebagai 

supremum dari 𝑓, ditulis 𝑢 = sup
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥), apabila 𝑓 memenuhi dua kondisi 

berikut: 

1. 𝑢 adalah batas atas dari 𝑓, 

2. Jika 𝑥 adalah sebarang batas atas dari 𝑓, maka 𝑥 ≤ 𝑢. 

Serupa dengan itu, 𝑓 adalah fungsi yang terbatas, maka 𝑣 disebut sebagai 

infimum dari 𝑓, ditulis ditulis 𝑣 = inf
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥), apabila 𝑓 memenuhi dua 

kondisi berikut: 

1. 𝑣 adalah batas bawah dari 𝑓, 

2. Jika 𝑣 adalah sebarang batas bawah dari 𝑓, maka 𝑥 ≥ 𝑣. 

Untuk mengilustrasikan definisi di atas, diberikan contoh untuk supremum 

dari fungsi berikut. 

 

 



18 

 

Contoh 2.14:  

Misalkan fungsi 𝑓: ℝ → ℝ didefinisikan seperti pada contoh 2.12, maka,  

sup
𝑥∈ℝ

𝑓(𝑥) = sup
𝑥∈ℝ

{𝑒−(𝑥+1)
2
− 𝑒−(𝑥−1)

2
} = 1 

dan 

inf
𝑥∈ℝ

𝑓(𝑥) = inf
𝑥∈ℝ
{𝑒−(𝑥+1)

2
− 𝑒−(𝑥−1)

2
} = −1 

Pada definisi mengenai norma yang akan dibahas pada subbab selanjutnya 

definisi supremum dan infimum dari fungsi akan digunakan untuk menghitung 

supremum dan infimum dari suatu integral tentu. 

 

2.3 Transformasi Fourier 

 Dalam analisis harmonik, salah satu konsep yang sangat penting sebagai 

dasar dari teori operator integral fraksional adalah apa yang disebut sebagai 

transformasi Fourier. Transformasi Fourier didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.15: 

Apabila 𝜙(𝑠) adalah fungsi yang terintegralkan mutlak pada (−∞,∞), 

maka transformasi Fourier langsung (direct Fourier transform) dari 𝜙(𝑠), 

ℱ[𝜙], dan inversi trasformasi Fourier dari  𝜙(𝑠), ℱ−1[𝜙], adalah fungsi-

fungsi yang diberikan oleh 

 
ℱ[𝜙]|𝑥 = ∫ 𝜙(𝑠)𝑒−𝑗𝑥𝑠𝑑𝑠

∞

−∞

 
(2.1) 

dan 

 
ℱ−1[𝜙]|𝑥 =

1

2𝜋
∫ 𝜙(𝑥)𝑒𝑗𝑥𝑠𝑑𝑥
∞

−∞

 
(2.2) 

 (Poularikas, 2010:2-2) 
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 Selanjutnya, untuk fungsi-fungsi 𝑛-peubah dengan domain ℝ𝑛 dapat 

didefinisikan transformasi Fourier berdimensi-𝑛 sebagai berikut. 

Definisi 2.16: 

Jika 𝑓 ∈ 𝐿1, transformasi Fourier-nya adalah fungsi terbatas dan kontinu 

 
ℱ𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝑥

 

ℝ𝑛
  

(2.3) 

Jika 𝑓 juga bersifat integrable, maka rumus inversi Fourier memberikan 

 
𝑓(𝑥) =

1

(2𝜋)𝑛
∫ 𝑓(𝜉)𝑒𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉
 

ℝ𝑛
  , 

(2.4) 

dengan kata lain, ℱ2𝑓(𝑥) = (2𝜋)𝑛𝑓(−𝑥) (Adams, 1996:5). 

 Transformasi Fourier akan sangat sering digunakan dalam penelitian ini, 

terutama sebagai jalan untuk menurunkan operator integral fraksional 𝐼𝛼. Untuk 

kasus 𝑛 = 1 dan 𝑛 = 2, berikut diberikan contoh perhitungan transformasi Fourier 

untuk fungsi-fungsi dengan domain himpunan ℝ dan ℝ2. Transformasi Fourier 

untuk fungsi dengan domain himpunan ℝ pada umumnya adalah transformasi 

fungsi 𝑓(𝑡) yang memiliki domain waktu menuju fungsi 𝑓(𝜉 ) dengan domain 

frekwensi. Untuk mengilustrasikan transformasi Fourier pada himpunan ℝ, 

perhatikan contoh berikut. 

Contoh 2.17: 

Diketahui fungsi domain waktu 𝑓(𝑡) yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑓(𝑡) ≔ {
1      ; −1 ≤ 𝑡 ≤ 1
0      ;      𝑡 lainnya

 

Transformasi fourier dari 𝑓(𝑡) di atas adalah: 

𝑓(𝜉) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡
 

ℝ1
= ∫ (1)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

1

−1

= [
𝑒−𝑖𝑡𝜉

−𝑖𝜉
]
−1

1

=
𝑒−𝑖𝜉

−𝑖𝜉
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Fungsi hasil transformasi Fourier di atas adalah fungsi peubah kompleks yang 

menunjukkan bahwa transformasi Fourier dari suatu fungsi dengan domain ℝ 

dipetakan menuju suatu fungsi lain dengan domain ℂ. Namun pada beberapa kasus 

aplikasi riil, transformasi Fourier dari suatu fungsi hanya diambil bagian riilnya 

saja, yaitu transformasi Fourier untuk fungsi pada contoh di atas dapat juga ditulis 

sebagai 

𝑓(𝜉) =
sin(𝜉)

𝜉
 

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 2.16, transformasi Fourier kontinu 2 

dimensi dari suatu fungsi spasial 𝑓(𝑥1, 𝑥2) dapat ditulis sebagai berikut. 

𝑓(𝜉1, 𝜉2) ≔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝑥
 

ℝ2
=∬ 𝑓(𝑥2, 𝑥2)

 

ℝ2
𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+𝑥2𝜉2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 

Dimana 𝑓(𝜉1, 𝜉2) adalah fungsi dalam domain frekwensi, dan 𝑓(𝑥1, 𝑥2) adalah 

fungsi dalam domain spasial atau citra. Transformasi fourier yang digunakan dalam 

pengolahan citra digital adalah transformasi fourier 2 dimensi, contohnya adalah 

transformasi Fourier dalam contoh berikut. 

Contoh 2.18: 

Diketahui fungsi spasial 𝑓(𝑥, 𝑦) yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ {
1 ; −1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1
0 ;      𝑥, 𝑦 lainnya 

 

Transformasi fourier dari 𝑓(𝑥, 𝑦) di atas adalah: 
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𝑓(𝜉1, 𝜉2) = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
 

ℝ2
𝑒−𝑖(𝑥𝜉1+𝑦𝜉2)𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∫ ∫ (1)
 1

−1

𝑒−𝑖(𝑥𝜉1+𝑦𝜉2)𝑑𝑥𝑑𝑦
1

−1

= ∫
sin(𝜉2)

𝜉2
𝑒−𝑖𝜉2𝑦 𝑑𝑥

1

−1

=
sin(𝜉2) sin(𝜉1)

𝜉2𝜉1
 

Perlu diperhatikan bahwa pada kedua contoh di atas, masing-masing fungsi 

𝑓 ada dalam ruang 𝐿1(ℝ) dan ruang 𝐿1(ℝ2). Pada dasarnya transformasi Fourier 

adalah transformasi yang hanya valid untuk fungsi yang berada dalam ruang 𝐿1(𝑋) 

di mana 𝑋 adalah suatu himpunan tertentu. Transformasi Fourier berjalan dari satu 

ruang fungsi ke ruang fungsi yang berbeda (fungsi yang memiliki domain definisi 

yang berbeda). Transformasi Fourier dapat dipahami sebagai transformasi yang 

memetakan fungsi-fungsi pada ruang 𝐿1(𝑋) menuju ruang 𝐿1(𝑋)∗ = 𝐿∞(𝑋) yang 

merupakan dual Pontriagin dari ruang 𝐿1(𝑋). Definisi ini dapat diperluas untuk 

ruang fungsi lain seperti 𝐿2(𝑋). Untuk ruang 𝐿2, transformasi Fourier mengambil 

bentuk  

 
ℱ𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉) = lim

𝑅→∞
∫ 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉𝑑𝑥
 

|𝑥|<𝑅

 
(2.5) 

di mana limit pada notasi di atas adalah limit yang disesuaikan dengan limit pada 

ruang 𝐿2.  

Transformasi Fourier memiliki beberapa sifat penting yang dirangkum 

dalam lemma berikut. 
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Lemma 2.19: 

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿1, maka berlaku: 

1. Kontinuitas: 𝜉 → 𝑓(𝜉) adalah fungsi yang kontinu seragam (uniformly 

continuous function). 

2. Kontraksi: Pemetaan 𝑓 → 𝑓 bersifat menurun secara norma (norm 

decreasing) dari 𝐿1 menuju 𝐿∞, dalam artian bahwa 

|ℱ𝑓(𝜉)| ≤ ∫ 𝑓(𝑥)
 

ℝ𝑛
𝑑𝑥 ≔ ‖𝑓‖𝐿1 

3. Linearitas: Jika 𝐹1 adalah transformasi Fourier dari 𝑓1 dan 𝐹2 adalah 

transformasi Fourier dari 𝑓2, maka 𝑎1𝐹1 + 𝑎2𝐹2 adalah transformasi 

Fourier dari 𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 untuk setiap konstanta kompleks  𝑎1, 𝑎2. 

4. Translasi dan Faktor Fase: Jika 𝐹 adalah transformasi Fourier dari 𝑓, 

maka 𝑒−2𝜋𝑖𝑎𝜉𝐹(𝜉) adalah transformasi Fourier dari 𝑓(𝑥 − 𝑎), dan 

𝐹(𝜉 + 𝑏) adalah transformasi Fourier dari 𝑒−2𝜋𝑖𝑏𝑥𝑓(𝑥). 

5. Perkalian dan Konvolusi: Jika 𝐹1 adalah transformasi Fourier dari 𝑓1, 

dan 𝐹2 adalah transformasi Fourier dari 𝑓2, maka 𝐹1𝐹2 adalah 

transformasi Fourier dari (𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑥), di mana konvolusi dari dua buah 

fungsi didefinsikan oleh: 

(𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑥) ≔ ∫ 𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑥 − 𝑦)
 

ℝ𝑛
 𝑑𝑦 

6. Turunan dan Perkalian: Jika turunan (𝜕𝑓 𝜕𝑥𝑗⁄ ) ada dan berada dalam 

𝐿1(ℝ𝑛), maka  2𝜋𝑖𝜉𝑗𝑓(𝜉) adalah tranformasi Fourier dari (𝜕𝑓 𝜕𝑥𝑗⁄ ). 

Selanjutnya, jika 𝑥𝑖𝑓 ∈ 𝐿
1(ℝ𝑛), maka (𝜕𝑓 𝜕𝜉𝑗⁄ )(𝜉) ada dan 

merupakan transformasi Fourier dari −2𝜋𝑖𝑥𝑗𝑓(𝑥). 
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7. Transformasi Fourier dari Fungsi Radial: Apabila 𝑓(𝑥) = 𝜑(|𝑥|) untuk 

suatu 𝜑 ∈ 𝐿1(ℝ+; 𝑟𝑛−1𝑑𝑟), maka 𝑓(𝜉) = 𝜓(|𝜉|) untuk suatu 𝜓 ∈

𝐶(ℝ+). Dengan kata lain, transformasi Fourier dari fungsi radial adalah 

juga fungsi radial. 

Lemma di atas akan digunakan dalam penurunan operator integral 

fraksional potensial Riesz 𝐼𝛼 menggunakan definisi operator Laplacian. Dalam 

beberapa referensi lanjutan tentang teori integral hipersingular, transformasi 

Fourier sering didefinisikan dengan cara yang berbeda, yaitu dengan menggunakan 

konsep hasil kali dalam. Pada ruang hasil kali dalam (ineer product space) (𝑋, 〈. , . 〉) 

yang bertumpu pada lapangan ℝ𝑛, atau pada umumnya dinotasikan sebagai 𝑋(ℝ𝑛) 

pemetaan yang memetakan 𝑓 ∈ 𝑋 menuju suatu nilai di lapangan ℝ𝑛 disebut 

sebagai fungsional linear. Ruang untuk sekumpulan fungsional linear disebut 

sebagai dual dari 𝑋, dan dinotasikan 𝑋∗. Menurut (Samko, 2001), kita dapat 

mendefinisikan transformasi Fourier dengan menggunakan konsep hasil kali dalam 

sebagai berikut. 

Definisi 2.20: 

Misalkan Ψ = {𝑓 ∈ 𝒮(ℝ𝑛): (𝐷𝑗𝜑)(0) = 0, |𝑗| = 0,1,2, … }, dan Φ =

ℱ(Ψ). Transformasi Fourier untuk fungsi distribusi 𝑓 ∈ Φ didefinisikan 

sebagai fungsional linear 𝑓 = ℱ𝑓 sedemikian sehingga, untuk setiap 𝜑 ∈ Ψ, 

 〈𝑓, 𝜑〉 = 〈𝑓, �̂�〉 (2.6) 

Dalam definisi di atas, 𝒮(ℝ𝑛) adalah ruang Schwartz yang didefinisikan 

oleh 

𝒮(ℝ𝑛) ≔ {𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛) ∶ sup
𝑥∈ℝ𝑛

|𝑥𝛼𝐷𝛽𝑓| < ∞, ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℕ𝑛} 
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di mana 𝐷𝛽 = 𝐷(𝛽1,…,𝛽𝑛) adalah operator diferensial multivariabel yang 

didefinisikan oleh 

𝐷(𝛽1,…,𝛽𝑛)𝑓 =
𝜕𝛽1+⋯+𝛽2

𝜕𝑥1
𝛽1…𝜕𝑥𝑛

𝛽𝑛
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

dengan 𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝑛) adalah multi-indeks, dan notasi |𝑗| adalah norma Euclid 

yang didefinisikan sebagai 

|𝑗| = √𝑗1
2 +⋯+ 𝑗𝑛2 

 Contoh paling umum dari fungsi 𝜑 ∈ Ψ adalam definisi di atas adalah 

𝜑(𝑥) = exp(−|𝑥|2 − |𝑥|−2). Konsep dalam definisi ini diperlukan untuk 

menurunkan rumus integral fraksional pada lemma selanjutnya pada subbab 

selanjutnya. 

 

2.4 Operator Integral Fraksional 

Operator integral fraksional adalah salah satu kelas dari operator konvolusi. 

Prilaku dari operator ini dalam ruang-ruang 𝐿𝑝 adalah kajian penelitian tersendiri 

(Wheeden, 2015). Operator integral fraksional yang dipelajari dalam penelitian ini 

adalah potensial Riesz yang didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.21: 

Misalkan 𝑓 adalah fungsi terukur bernilai riil pada ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 1, dan misalkan 

0 < 𝛼 < 𝑛. Integral fraksional atau potensial Riesz dalam orde-𝛼 adalah 

didefinisikan sebagai 

 
𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)

1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦

 

ℝ𝑛
,         𝑥 ∈ ℝ𝑛 

(2.7) 

asalkan integral ini ada (Wheeden, 2015). 



25 

 

Dengan membiarkan 𝑓 untuk bervariasi, pemetaan yang didefinisikan 

sebagai 𝐼𝛼: 𝑓 → 𝐼𝛼𝑓, yaitu, operator konvolusi dengan kernel |𝑥|𝛼−𝑛, adalah disebut 

sebagai operator integral fraksional dalam orde-𝛼 (Wheeden, 2015). 

 Untuk mendapatkan rumus operator integral fraksional 𝐼𝛼 seperti pada 

persamaan (2.7) di atas, maka terlebih dahulu kita harus mengenal operator 

Laplacian fraksional (−Δ)−𝛼/2. Operator Laplacian fraksional (−Δ)−𝛼/2 

merupakan perluasan dari operator Laplacian biasa ∆𝑝 (𝑝 ∈ ℕ) yang didefinisikan 

secara rekursif oleh 

∆𝑝𝑓 ≔ Δ(∆𝑝−1𝑓) 

dengan Δ didefinisikan pada ruang ℝ𝑛 sebagai 

Δ𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘) = ∇
2𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘) ≔∑

𝜕2𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘
2

𝑛

𝑘=1

=
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 +⋯+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛2
 

 Dengan menggunakan transformasi Fourier, kita peroleh sifat penting 

berikut. 

Lemma 2.22: 

Operator Laplacian (−∆)𝑝 (𝑝 ∈ ℕ) adalah operator pengali Fourier (Fourier 

multiplier operator) dengan pengali |𝜉|2𝑝, yaitu 

(−∆)𝑝𝑓(𝑥) = ℱ−1 (|𝜉|2𝑝𝑓(𝜉)) (𝑥) 

di mana 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛, dan 𝜉 = (𝜉1, … , 𝜉𝑛) ∈ ℂ

𝑛. 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi transformasi Fourier, kita peroleh 

ℱ(∆𝑓(𝑥))(𝜉)  = ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
+⋯+∫

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛2
𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥

 

ℝ𝑛
 

Untuk peubah ke-𝑗, berdasarkan aturan Leibniz mengenai turunan parsial 



26 

 

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2
(𝑢𝑣) =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗
2 𝑣 + 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑢

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝑗
2 

yang dapat juga ditulis sebagai 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗
2 𝑣 =

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2
(𝑢𝑣) − 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
− 𝑢

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝑗
2 

maka, dengan memisalkan 𝑢 = 𝑓, dan 𝑣 = 𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛), diperoleh 

∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗
2 𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

= ∫
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2 (𝑓𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
− 2∫

𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 

𝜕  

𝜕𝑥𝑗
 (𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

−∫ 𝑓
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2 (𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

=
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2∫ 𝑓𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥

 

ℝ𝑛
− 2∫

𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 (−𝑖𝜉𝑗)𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

−∫ (−𝜉𝑗
2)𝑓𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥

 

ℝ𝑛

=
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2 𝑓(𝜉) + 2∫

𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
+ 𝜉𝑗

2𝑓(𝜉) 

Karena 𝑓(𝜉) tidak bergantung pada 𝑥𝑗, maka 
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2 𝑓(𝜉) = 0, sehingga hasil di atas 

menjadi 

 
∫

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗
2 𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

= 2∫
𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
+ 𝜉𝑗

2𝑓(𝜉) 

 

(2.8) 

Pada sisi lain, dengan menggunakan aturan Leibniz untuk turunan parsial orde-1, 

yaitu 
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𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑢𝑣) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝑣 + 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
 

yang dapat ditulis ulang sebagai 

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝑣 =

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑢𝑣) −  𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
 

maka, dengan memisalkan 𝑢 = 𝑓, dan 𝑣 = 𝜉
𝑗
𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛), diperoleh 

 
∫

𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

= ∫
𝜕  

𝜕𝑥𝑗
 (𝑓𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
−∫ 𝑓

𝜕  

𝜕𝑥𝑗
 (𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

=
𝜕  

𝜕𝑥𝑗
 ∫ (𝑓𝑖𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛))𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
−∫ 𝑓(𝜉𝑗

2)𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛

=
𝜕  

𝜕𝑥𝑗
 𝑓(𝜉) − 𝜉𝑗

2𝑓(𝜉) 

 

Karena 𝑓(𝜉) tidak bergantung terhadap 𝑥𝑗, maka 
𝜕 

𝜕𝑥𝑗
 𝑓(𝜉) = 0, sehingga hasil diatas 

menjadi 

∫
𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑗
 𝜉𝑗𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
= −𝜉𝑗

2𝑓(𝜉) 

Dengan mensubstitusikan hasil terakhir ini pada persamaan (2.8), diperoleh 

∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗
2 𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
= 2[−𝜉𝑗

2𝑓(𝜉)] + 𝜉𝑗
2𝑓(𝜉) = −𝜉𝑗

2𝑓(𝜉) 

Dengan menjumlahkan hasil-hasil ini untuk seluruh 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 , maka diperoleh 
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ℱ(∆𝑓(𝑥))(𝜉) = ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 𝑒

−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
+⋯+∫

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛2
𝑒−𝑖(𝑥1𝜉1+⋯+𝑥𝑛𝜉𝑛)𝑑𝑥

 

ℝ𝑛

= −𝜉1
2𝑓(𝜉) − ⋯− 𝜉𝑛

2𝑓(𝜉)

= −(𝜉1
2 +⋯+ 𝜉𝑛

2)𝑓(𝜉)

= −|𝜉|2𝑓(𝜉) 

di mana |𝜉| = √𝜉1
2 +⋯+ 𝜉𝑛2 adalah norma Euclid dari 𝜉. Kita dapat menulis ulang 

hasil di atas sebagai 

(−∆)𝑓(𝑥) = ℱ−1 (|𝜉|2𝑓(𝜉)) (𝑥) 

Dengan menggunakan definisi rekursif dari operator Laplacian ∆𝑝 (𝑝 ∈ ℕ), maka 

kita dapatkan hasil berikut. 

ℱ((−∆)𝑝𝑓(𝑥))(𝜉) = ℱ ((−∆)𝑝−1((−∆)𝑓(𝑥))) (𝜉)

= ℱ ((−∆)𝑝−1 (ℱ−1 (|𝜉|2𝑓(𝜉)) (𝑥))) (𝜉)

= ℱ ((−∆)𝑝−1(ℱ−1(|𝜉|2) ∗ 𝑓(𝑥))) (𝜉)

= ℱ (ℱ−1(|𝜉|2) ∗ (−∆)𝑝−1(𝑓(𝑥))) (𝜉)

= |𝜉|2ℱ((−∆)𝑝−1𝑓(𝑥))(𝜉) 

Dengan menggunakan hubungan rekursif ini, diperoleh 

ℱ((−∆)𝑝𝑓(𝑥))(𝜉) = |𝜉|2ℱ((−Δ)𝑝−1𝑓(𝑥))

= |𝜉|4ℱ((−Δ)𝑝−2𝑓(𝑥))

⋮

= |𝜉|2𝑝ℱ(𝑓(𝑥))

= |𝜉|2𝑝𝑓(𝜉) 

Dengan demikian pembuktian untuk Lemma 2.21 telah lengkap. 



29 

 

Dengan menggunakan Lemma 2.22 di atas, dengan substitusi 𝑝 = 𝛼/2, kita 

peroleh operator Laplacian fraksional berikut. 

 (−∆)𝛼/2𝑓(𝑥) = ℱ−1 (|𝜉|𝛼𝑓(𝜉)) ,       𝛼 > 0,   𝑓 ∈ 𝒮 (2.9) 

di mana 𝒮 adalah ruang fungsi Schwartz yang telah didefinisikan sebelumnya dan 

(−∆)𝛼/2 adalah operator laplacian fraksional.  

  Ruang fungsi Schwartz yang telah diterangkan pada definisi sebelumnya 

dapat dipahami sebagai ruang yang memuat fungsi-fungsi pada 𝐶∞ yang menurun 

secara drastis (rapidly decreasing). Selanjutnya, menurut (Adam, Hedberg, 2000), 

potensial Riesz sendiri, untuk 0 < 𝛼 < 𝑛, dapat didefinisikan sebagai 

𝐼𝛼𝑓 = (−∆)
−𝛼/2𝑓 

sehingga, dengan menggunakan persamaan (2.9) dan dengan mengganti 𝛼 dengan 

−𝛼, diperoleh 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = (−∆)
−𝛼/2𝑓 = ℱ−1 (|𝜉|−𝛼𝑓(𝜉)) = ℱ−1 (ℱ−1(|𝜉|−𝛼)̂ 𝑓(𝜉)) 

Untuk mengevaluasi ruas paling kanan pada persamaan di atas, kita perlu 

mengetahui hasil inversi Fourier dari fungsi |𝜉|−𝛼. Berikut diberikan Lemma yang 

menyatakan inversi transformasi Fourier dari fungsi |𝜉|−𝛼. 

Lemma 2.23: 

Transformasi Fourier dari fungsi |𝑥|−𝛼 diberikan oleh 

 

ℱ  (|𝑥|−𝛼) =
(2𝜋)𝑛

𝛾𝑛(𝛼)

{
 

 
|𝑥|𝛼−𝑛    ;    𝛼 ≠ 𝑛 + 2𝑘, 𝛼 ≠ −2𝑘

|𝑥|𝛼−𝑛 ln
1

|𝑥|
;                       𝛼 = 𝑛 + 2𝑘

(−Δ)−𝛼/2𝛿 ;                            𝛼 = −2𝑘

 

 

(2.10) 

di mana 𝛿 = 𝛿(𝑥) adalah fungsi delta Dirac, 𝑘 ∈ ℕ0, dan konstanta 𝛾𝑛(𝛼) 

adalah diberikan oleh 
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𝛾𝑛(𝛼) =

{
 
 

 
 2𝛼𝜋

𝑛
2Γ (

𝛼

2
) Γ (

𝑛 − 𝛼

2
)⁄ ; 𝛼 ≠ 𝑛 + 2𝑘, 𝛼 ≠ −2𝑘

1 ;                         𝛼 = −2𝑘

(−1)
𝑛−𝛼
2 𝜋

𝑛
22𝛼−1 (

𝛼 − 𝑛

2
) ! Γ (

𝛼

2
) ;                    𝛼 = 𝑛 + 2𝑘

 

 

(2.11) 

di mana 𝑛 adalah suatu bilangan bulat positif (Samko, 2001). 

Bukti:  

Misalkan 
𝑛+1

2
< 𝑅𝑒{𝛼} < 𝑛. Karena 

1

|𝑥|𝛼
 adalah fungsi yang terintegralkan secara 

lokal untuk kasus 𝛼 < 𝑛, maka dapat digunakan rumus Bochner 

 

∫ 𝑒𝑖𝑥∙𝑦𝜑(|𝑦|) 𝑑𝑦
 

ℝ𝑛
=
(2𝜋)

𝑛
2

|𝑥|
𝑛
2
−1
∫ 𝜑(𝜌)𝜌𝑛/2𝐽𝑛/2−1𝜌(|𝑥|) 𝑑𝜌
∞

0

 

(2.12) 

untuk 𝜑(𝑟) = 𝑟−𝛼. Dengan menggunakan rumus di atas, di mana 𝜌(𝑥)  = 𝑟|𝑥|, 

maka ruas kiri adalah transformasi Fourier, sehingga diperoleh  

ℱ  (|𝑥|−𝛼) = |𝑥|𝛼−𝑛(2𝜋)
𝑛
2∫ 𝑟−𝛼+

𝑛
2𝐽𝑛/2−1 𝑑𝑟

∞

0

= |𝑥|𝛼−𝑛𝛾𝑛(𝛼) 

di mana hasil untuk 𝛾𝑛(𝛼) diberikan oleh rumus Weber. Untuk kasus nilai lainnya 

dari 𝛼, maka dapat digunakan representasi transformasi Fourier pada Definisi 2.20 

pada persamaan (2.6), yaitu dengan menunjukkan bahwa  

 (2𝜋)𝑛

𝛾𝑛(𝛼)
〈
1

|𝑥|𝑛−𝛼
, 𝜑〉 = 〈

1

|𝑥|𝛼
,  �̂�〉  

(2.13) 

di mana notasi 〈. , . 〉 menyatakan hasil kali dalam pada ruang Ψ = {𝑓 ∈

𝒮(ℝ𝑛): (𝐷𝑗𝜑)(0) = 0, |𝑗| = 0,1,2, … }, yaitu 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
 

ℝ𝑛
 

Ketaksamaan di atas benar untuk setiap 𝛼 dalam strip 
𝑛+1

2
< 𝑅𝑒{𝛼} < 𝑛. Untuk 

memeriksa kesamaan di atas untuk daerah yang berada di luar strip, maka hanya 
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cukup dibuktikan bahwa ruas kiri dan ruas kanan adalah keduanya analitik terhadap 

𝛼. Untuk 𝑅𝑒{𝛼} < 0, maka ruas kanan persamaan di atas diberikan oleh 

 

〈
1

|𝑥|𝛼
,  �̂�〉 = ∫

𝜑(𝑥) − ∑
𝑥𝑗

𝑗!
 
|𝑗|≤[𝑅𝑒{𝛼}]−𝑛 (𝐷𝑗𝜑)(0)

|𝑥|𝛼

 

ℝ𝑛
𝑑𝑥 

(2.14) 

Hasil ini analitik untuk seluruh 𝛼 ∈ ℂ terkecuali pada 𝛼 = −2𝑘 dan 𝛼 = 𝑛 + 2𝑘. 

Jelas bahwa ruas kiri adalah analitik untuk setiap 𝛼 ∈ ℂ sehingga kesamaan di atas 

terbukti. 

Selanjutnya, hanya perlu membuktikan untuk kasus 𝛼 = −2𝑘 dan 𝛼 = 𝑛 + 2𝑘. 

Pada kasus 𝛼 = −2𝑘 kesamaan telah jelas dengan menggunakan relasi 

−Δ𝜑 = ℱ−1 |𝑥|2ℱ𝜑,    𝜑 ∈ 𝒮 

Selanjutnya, untuk kasus 𝛼 = 𝑛 + 2𝑘, kita dapat menulis 𝛼𝑘 = 𝑛 + 2𝑘, sehingga 

persamaan (2.13) dapat ditulis ulang sebagai 

(𝛼 − 𝛼𝑘)〈|𝑥|
−𝛼,  �̂�〉 = (2𝜋)𝑛𝜇(𝛼)〈|𝑥|𝛼−𝑛, 𝜑〉 

di mana 𝜇(𝛼) = (𝛼 − 𝛼𝑘)/𝛾𝑛(𝛼). Dengan demikian, diperoleh: 

𝑑

𝑑𝛼
〈
𝛼 − 𝛼𝑘
|𝑥|𝛼

, �̂�〉 = (2𝜋)𝑛 〈
𝜇′(𝛼) + 𝜇(𝛼) + ln|𝑥|

|𝑥|𝑛−𝛼
, 𝜑〉 

Dengan menggunakan rumus 

〈
1

|𝑥|𝛼
, 𝜑〉 = 〈𝑔𝛼, 𝜑〉 +

𝑐𝑘
𝛼 − 𝛼𝑘

(Δ𝑘𝜑)(0) 

dan sifat  

lim
𝛼→𝛼𝑘

〈𝑔𝛼, 𝜑〉 = 〈
1

|𝑥|𝛼𝑘
, 𝜑〉 

maka diperoleh  

𝑑

𝑑𝛼
〈
𝛼 − 𝛼𝑘
|𝑥|𝛼

, �̂�〉 = 〈𝑔𝛼, 𝜑〉 + (𝛼 − 𝛼𝑘)
𝑑

𝑑𝛼
〈𝑔𝛼, 𝜑〉 → 〈

1

|𝑥|𝛼
, 𝜑〉 

untuk 𝛼 → 𝛼𝑘. Dengan demikian, maka diperoleh 
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〈
1

|𝑥|𝛼𝑘
, 𝜑〉 = (2𝜋)𝑛𝜇(𝛼𝑘) 〈

ln|𝑥|

|𝑥|𝑛−𝛼𝑘
, 𝜑〉 

Dan karena  
1

|𝑥|𝛼𝑘
 fungsi yang ortogonal terhadap 𝜑, maka 〈

1

|𝑥|𝛼𝑘
, 𝜑〉 = 0, sehingga 

diperoleh baris ke-tiga dari persamaan (2.10).  Nilai dari konstanta 𝜇(𝛼𝑘) =

[−𝛾𝑛(𝛼𝑘)]
−1 dapat diperoleh dengan perhitungan yang mudah (Samko, 2001). 

Dengan berdasarkan pada Lemma 2.23 di atas dan dengan menggunakan 

sifat konvolusi dari Lemma 2.19 pada transformasi Fourier, diperoleh 

ℱ−1 (ℱ−1(|𝜉|−𝛼)̂ 𝑓(𝜉)) = [ℱ−1 (|𝜉|−𝛼) ∗ 𝑓](𝑥)

= (
|𝑥 − 𝑦|−(𝑛−𝛼)

𝛾𝛼,𝑛
 ∗ 𝑓(𝑦))

=
1

𝛾𝛼,𝑛
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦

 

ℝ𝑛
 

di mana ∗ adalah notasi untuk operasi konvolusi yang didefinisikan oleh 

 
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑦)𝑔(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

∞ 

−∞

= ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝑦
∞ 

−∞

 
(2.15) 

dan 

 

𝛾𝛼,𝑛 = 𝛾𝑛(𝛼) = 𝜋
𝑛/22𝛼

Г (
𝛼
2)

Г (
𝑛 − 𝛼
2 )

  

(2.16) 

yang didapat dari Lemma 2.23, persamaan (2.11). 

 Dengan menggunakan semua hasil di atas maka diperoleh 

𝐼𝛼𝑓 = (−∆)
−𝛼/2𝑓

= ℱ−1 (ℱ−1(|𝜉|−𝛼)̂ 𝑓(𝜉))

=
1

𝛾𝛼,𝑛
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦

 

ℝ𝑛
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Dengan mengganti 𝛾𝛼,𝑛 dengan 1 pada ekpresi integral di atas, maka ekspresi 

integral di atas menjadi 

𝐼𝛼𝑓 =
1

𝛾𝛼,𝑛
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦

 

ℝ𝑛
 

yang merupakan ekspresi untuk operator integral fraksional Riesz pada persamaan 

(2.7) pada Definisi 2.21. 

Untuk domain ruang tak-homogen (ℝ𝑑 , 𝜇), maka definisi dari operator 

integral fraksional di atas berubah menjadi sebagai berikut. 

Definisi 2.24: 

Pada konteks (ruang) tak-homogen, didefinisikan operator integral 

fraksional 𝐼𝛼
𝑛 (untuk 0 < 𝛼 < 𝑛 ≤ 𝑑) oleh 

 
𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥) ≔ ∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑
,     𝑥 ∈ ℝ𝑑 

(2.17) 

 (Idha Sihwaningrum, 2010) 

Untuk mengilustrasikan penggunakan dari operator integral fraksional 

Riesz dari persamaan (2.17), berikut diberikan contoh pengaplikasian operator 

integral fraksional pada fungsi yang sederhana. 

Contoh 2.25: 

Misalkan, untuk kasus 𝑑 = 1,𝑛 = 2, 𝛼 = 1, dan dengan menggunakan ukuran 

Borel 𝜇(𝑦) = 𝜆(𝑦) (ukuran Lebesgue), diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥) yang 

merupakan fungsi delta Dirac yang didefinisikan sebagai  

 
𝛿(𝑥) ≔ lim

𝜀−0

1

|𝜀|√𝜋
𝑒−(

𝑥
𝜀
)
2

 
(2.18) 
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di mana limit pada (2.18) adalah limit dalam konteks teori distribusi. Dengan 

domain himpunan ℝ𝑑 = ℝ, maka operator integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 dapat 

diaplikasikan sebagai berikut. 

𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥) = ∫

𝛿(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑

= ∫
𝛿(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|
𝑑𝑦

∞ 

−∞

 

Selanjutnya, berdasarkan sifat pencuplikan fungsi dari fungsi delta Dirac, yaitu 

∫ 𝑓(𝑦)𝛿(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦
∞

−∞

= 𝑓(𝑥) 

maka, dengan substitusi variabel 𝑦 = 𝑥 − �̃�, dan dengan fakta bahwa fungsi delta 

Dirac adalah fungsi genap, diperoleh 

∫
𝛿(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|
𝑑𝑦

∞ 

−∞

= ∫
𝛿(𝑥 − �̃�)

|�̃�|
𝑑�̃�

∞ 

−∞

= ∫
𝛿(�̃� − 𝑥)

|�̃�|
𝑑�̃�

∞ 

−∞

=
1

|𝑥|
 

Pada contoh ini, ℎ(𝑥) adalah fungsi tangga satuan Heaviside yang didefinisikan 

sebagai 

ℎ(𝑥) ≔ {
1      ; 𝑥 > 0
0      ; 𝑥 ≤ 0

 

Pada penelitian ini, syarat perlu dari keterbatasan dari operator integral 

fraksional (2.17) pada ruang Morrey tak-homogen akan dibuktikan. 

 

2.5 Ruang 𝑳𝒑  

Ruang 𝐿𝑝 atau disebut juga sebagai ruang Lebesgue orde-𝑝 adalah salah satu 

ruang fungsional terpenting dalam analisis fungsional, khususnya analisis 

harmonik. Ruang 𝐿𝑝 sendiri merupakan generalisasi dari ruang fungsi-fungsi yang 

terintegralkan 𝐿1. Dengan demikian, ruang 𝐿𝑝 dapat disebut sebagai ruang fungsi-
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fungsi yang terintegralkan p-kali (p-integrable). Untuk 𝑝 = 1, ruang 𝐿1(ℝ𝑑) dapat 

juga disebut sebagai ruang fungsi-fungsi terintegralkan (integrable functions space) 

dengan domain ℝ𝑑, dan untuk 𝑝 = 2, ruang 𝐿2(ℝ𝑑) dapat juga disebut sebagai 

ruang fungsi-fungsi terintegralkan-kuadrat (square-integrable functions space). 

Ruang 𝐿𝑝, yang diperkenalkan oleh Henry Lebesgue (1875-1941), 

merupakan ruang lengkap terhadap norma 𝐿𝑝. Definisi dari ruang 𝐿𝑝 dan norma 𝐿𝑝 

diberikan sebagai berikut. 

Definisi 2.26: 

Untuk 0 < 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝(ℝ𝑑) adalah ruang fungsi Lebesgue dengan norma 

(quasinorma untuk 𝑝 < 1) 

‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑑) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
 

ℝ𝑑
𝑑𝑥)

1/𝑝

< ∞ 

Untuk 𝑝 = ∞, ‖𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑑) adalah norma supremum esensial yang biasa 

(essential supremum norm). Kita tulis 𝐿𝑝 untuk 𝐿𝑝(ℝ𝑑) (Adam, 1996:2). 

Pada penelitian ini, notasi ‖𝑓: 𝐿𝑝(ℝ𝑑)‖ akan sering (tetapi tidak selalu) digunakan 

untuk menggantikan notasi ‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑑).  

Ruang Lebesgue yang paling sederhana adalah ruang Lebesgue orde-1, 

yaitu 𝐿1(ℝ𝑑). Seperti yang telah kita bahas yang pada subbab sebelumnya, ruang 

𝐿1(ℝ𝑑) adalah ruang domain untuk transformasi Fourier, sehingga ruang ini akan 

memainkan pernanan sangat penting dalam kajian teori ini. Untuk memahami ruang 

Lebesgue, berikut diberikan contoh paling sederhana mengenai fungsi yang 

termasuk ke dalam ruang Lebesgue 𝐿1(ℝ). 
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Contoh 2.27: 

Ambil fungsi Gaussian 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
, maka jelas bahwa nilai dari norma 

‖𝑓: 𝐿1(ℝ)‖ adalah 

‖𝑓: 𝐿1(ℝ)‖ = ∫ |𝑓(𝑥)|
 

ℝ

 𝑑𝑥 = ∫ |𝑒−𝑥
2
|

 ∞

−∞

 𝑑𝑥 = ∫ 𝑒−𝑥
2

 ∞

−∞

 𝑑𝑥 = √𝜋 

Karena √𝜋 < +∞, maka dikatakan bahwa fungsi Gaussian 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
∈ 𝐿1(ℝ). 

 Selanjutnya, sebagai ilustrasi lanjutan untuk memahami ruang Lebesgue 

orde-1, berikut diberikan contoh fungsi yang termasuk ke dalam ruang Lebesgue 

𝐿1(ℝ𝑑). 

Contoh 2.28: 

Misalkan 𝑓:ℝ𝑑 → ℝ didefinisikan oleh 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝜋|𝑥|
2
, di mana 𝑥 =

(𝑥1, … , 𝑥𝑑) ∈ ℝ
𝑑, dan |𝑥| = √𝑥1

2 +⋯+ 𝑥𝑑
2 adalah norma Euclid dari 𝑥, maka nilai 

dari norma 𝐿1(ℝ𝑑) dari fungsi 𝑓 adalah 

‖𝑓 ∶  𝐿1(ℝ𝑑)‖ = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
 

ℝ𝑑

= ∫ |𝑒−2𝜋|𝑥|
2
|𝑑𝑥

 

ℝ𝑑

= ∫ …∫ |𝑒−2𝜋(𝑥1
2+⋯+ 𝑥𝑑

2)|
∞

∞

𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑑

∞ 

∞

= ∫ |𝑒−2𝜋𝑥1
2
|𝑑𝑥1…∫ |𝑒−2𝜋𝑥𝑑

2
|

∞

∞

𝑑𝑥𝑑

∞ 

∞

= ∫ 𝑒−2𝜋𝑥1
2
𝑑𝑥1…∫ 𝑒−2𝜋𝑥𝑑

2
∞

−∞

𝑑𝑥𝑑

∞ 

−∞

= (
1

√2𝜋
)
𝑑

(√𝜋)
𝑑

= 2−𝑑/2 
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Karena ‖𝑓 ∶  𝐿1(ℝ𝑑)‖ = 2−𝑑/2 < +∞ untuk setiap 𝑑 ∈ ℕ, maka berarti 𝑓 ∈

𝐿1(ℝ𝑑).  

 Selanjutnya, untuk mengilustrasikan contoh dari ruang Lebesgue orde-2, 

tinjau contoh berikut. 

Contoh 2.29: 

Misal diberikan 𝑓:ℝ10 → ℝ yang didefinisikan oleh  

𝑓(𝑥1, … , 𝑥10) = 𝜒[1,∞)10(𝑥)∏
1

𝑥𝑘

𝑑

𝑘=1

= 𝜒[1,∞)10(𝑥) (
1

𝑥1
…
1

𝑥10
) 

di mana 𝑥 ∈ [1,∞)10 hanya jika 𝑥𝑘 ∈ [1,∞) untuk setiap 𝑘 ∈ {1,… ,10}. Untuk 

fungsi ini, norma ruang Lebesgue 𝐿2(ℝ10) dari fungsi 𝑓 adalah 

‖𝑓 ∶  𝐿2(ℝ10)‖ = (∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
 

ℝ10
)

1/2

= (∫ |𝜒[1,∞)𝑑(𝑥) (
1

𝑥1
…
1

𝑥10
)|
2

𝑑𝑥
 

ℝ10
)

1/2

= (∫ …∫
1

𝑥1
2…

1

𝑥10
2 𝑑𝑥1

∞

1

…𝑑𝑥10

∞ 

1

)

1/2

= (∫
1

𝑥1
2 𝑑𝑥1…∫

1

𝑥10
2 𝑑𝑥10

∞

1

∞ 

1

)

1/2

= (1…1)1/2

= 1 

Jadi ‖𝑓 ∶  𝐿2(ℝ10)‖ = 1 < +∞. Dengan demikian, 𝑓(𝑥) = 𝜒[1,∞)10(𝑥)∏
1

𝑥𝑘

10
𝑘=1 ∈

𝐿2(ℝ10). 

 Perhatikan bahwa fungsi 𝑓(𝑥) pada Contoh 2.29 adalah anggota dari ruang 

𝐿2(ℝ10), tetapi bukan anggota dari ruang 𝐿1(ℝ10). Perhatikan perhitungan berikut. 
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‖𝑓 ∶  𝐿1(ℝ10)‖ = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
 

ℝ10

= ∫ |𝜒[1,∞)10(𝑥) (
1

𝑥1
…
1

𝑥10
)| 𝑑𝑥

 

ℝ𝑑

= ∫
1

𝑥1
 𝑑𝑥1…∫

1

𝑥10
 𝑑𝑥10

∞

1

∞ 

1

= +∞ 

Dari perhitungan di atas jelas bahwa ‖𝑓 ∶  𝐿1(ℝ10)‖ bernilai tak-hingga sehingga 

fungsi 𝑓(𝑥) = 𝜒[1,∞)10(𝑥)∏
1

𝑥𝑘

𝑑
𝑘=1 ∉ 𝐿1(ℝ10). 

Selanjutnya, sebagai perumuman pada konteks tak-homogen, notasi 

𝐿𝑝(𝜇) = 𝐿𝑝(ℝ𝑑, 𝜇 ) digunakan untuk menotasikan ruang Lebesgue tak-homogen 

yang didefinisikan oleh norma 

‖𝑓: 𝐿𝑝(𝜇)‖ = (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝 𝑑𝜇(𝑦)
 

ℝ𝑑
)

1/𝑝

< ∞ 

(Utoyo, et all, 2012). 

Penggunakan ukuran 𝑑𝜇(𝑦) menggantikan 𝑑𝑦 adalah sebagai salah satu 

langkah perumuman bahwa ukuran yang digunakan kali ini adalah ukuran Borel 

sebarang 𝜇 dan bukan ukuran Lebesgue pada integral pada umumnya. Ruang dual 

dari ruang lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑑) adalah 𝐿𝑞(ℝ𝑑) di mana 𝑞 memenuhi 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1, 1 <

𝑝, 𝑞 < ∞ (Adam, 1996). 

Definisi 2.30: 

Untuk bilangan riil 𝑝 ≥ 1, ruang fungsi 𝐿𝑝 terdiri dari semua fungsi terukur-

Lebesgue dengan nilai norma-𝐿𝑝 berhingga (Johnston, 2015). 

Sebagai contoh, 𝐿1 terdiri dari fungsi-fungsi terukur yang memiliki norma 

berhingga, yang memetakan ‖𝑓: 𝐿1‖ → ∫|𝑓| < ∞. Karena fungsi-fungsi terukur 
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memiliki integral Lebesgue yang berhingga tepat saat |𝑓| memiliki sifat tersebut, 

maka ruang 𝐿1 yang didefinisikan dengan cara ini adalah termuat dalam ruang 

fungsi-fungsi yang terintegralkan (Johnston, 2015). 

 

2.6 Ruang Morrey dan Ruang Morrey Diperumum 

 Sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, pada tahun 1938, C. Morrey 

mendefinisikan suatu ruang fungsional yang saat ini disebut sebagai ruang Morrey. 

Ruang Morrey yang kita pakai sampai saat ini didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.31: 

Ruang Morrey yang dinotasikan sebagai 𝐿𝑝,𝜆(𝜇) adalah himpunan fungsi-

fungsi di 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇) yang konvergen terhadap norma ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ yang 

didefinisikan sebagai 

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ ≔ sup
B≔B(𝑥,𝑟)

(
1

𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑟))
 𝜆
∫|𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵

𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

 

di mana 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 adalah bola pada ruang ℝ𝑑 dengan jari-jari 𝑟 dan 

berpusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑 (Sihwaningrum, et all, 2016).  

 Pada penelitian ini, himpunan acuan untuk Ruang Morrey adalah himpunan 

ℝ𝑑, dan aljabar-𝜎 adalah 𝔅(ℝ𝑑), yaitu aljabar-𝜎 yang dibangkitkan oleh 

himpunan-himpunan terbuka pada ℝ𝑑. Dengan demikian, notasi ruang Morrey 

𝐿𝑝,𝜆(𝜇) mengacu pada ruang Morrey 𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑑, 𝜇), yaitu ruang Morrey dengan 

parameter-parameter 𝑝 ∈ ℕ, dan 𝜆 ∈ ℝ, dengan domain definisi fungsi ℝ𝑑, dan 

ukuran yang digunakan adalah ukuran Borel 𝜇 pada aljabar-𝜎 𝔅(ℝ𝑑). Pada 

beberapa sumber lain, seperti (Utoyo, et all, 2012) ruang yang didefinisikan dengan 
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norma di atas disebut sebagai ruang Morrey Klasik. Sedangkan ruang Morrey 

merujuk pada ruang Morrey yang diperumum (generalized Morrey space).  

 Untuk memahami ruang Morrey, berikut diberikan contoh mengenai fungsi 

pada ruang Morrey. 

Contoh 2.32: 

Untuk kasus 𝑑 = 1, bola 𝐵(𝑥, 2𝑟) adalah suatu interval terbuka (𝑥 − 2𝑟, 𝑥 + 2𝑟). 

Misal diberikan kasus 𝑝 = 1, 𝜆 = 1, dan ukuran yang digunakan adalah ukuran 

Lebesgue 𝑑𝜆(𝑦) = 𝑑𝑦. Apabila diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
, maka norma 

Morrey dari 𝑓 adalah bernilai 

‖𝑓: 𝐿1,1(ℝ, 𝜇)‖ = sup
x∈ℝ,r>0

(
1

𝜇((𝑥 − 2𝑟, 𝑥 + 2𝑟))
∫ |𝑒−𝑦

2
|

 𝑥+2𝑟

𝑥−2𝑟

𝑑𝑦)

= sup
x∈ℝ,r>0

(
1

4𝑟
∫ 𝑒−𝑦

2
𝑥+2𝑟 

𝑥−2𝑟

𝑑𝑦)

= sup
x∈ℝ,r>0

(
√𝜋

8𝑟
[erf(𝑥 + 2𝑟) − erf(𝑥 − 2𝑟)])

= sup
r>0

(
√𝜋

8𝑟
[erf(2𝑟) − erf(−2𝑟)])

=
√𝜋

8
lim
𝑟→0

[
erf(2𝑟) − erf(−2𝑟)

𝑟
]

=
√𝜋

8

8

√𝜋

= 1 

Karena ‖𝑓: 𝐿1,1(𝜇)‖ = 1 < +∞, maka berarti 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
∈ 𝐿1,1(ℝ, 𝜇). 

 Sebagai ilustrasi lanjutan untuk memahami ruang Morrey 𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑑, 𝜇)  di 

mana 𝑑 > 1, berikut diberikan contoh fungsi yang termasuk ke dalam ruang Morrey 

𝐿1,1(ℝ2, 𝜇). 
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Contoh 2.33:  

Untuk kasus 𝑑 = 2, bola 𝐵(𝑥, 2𝑟) adalah suatu daerah di dalam lingkaran 𝑥2 +

𝑦2 = 4𝑟2. Misal diberikan kasus 𝑝 = 1, 𝜆 = 1, dan ukuran yang digunakan adalah 

ukuran Lebesgue 𝑑𝜆(𝑦) = 𝑑𝑦1𝑑𝑦2. Apabila diberikan fungsi delta Dirac 𝑓(𝑥) =

𝑥δ(𝑥) yang telah dijelaskan pada contoh sebelumnya, maka norma Morrey dari 𝑓 

adalah bernilai 

‖𝑓: 𝐿1,1(ℝ2, 𝜇)‖ = sup
x∈ℝ,r>0

(
1

𝜇((𝑥 − 2𝑟, 𝑥 + 2𝑟))
∫ |𝛿(𝑥)|
 𝑥+2𝑟

𝑥−2𝑟

𝑑𝑦)

= sup
x∈ℝ,r>0

(
1

4𝑟
∫ 𝑥𝛿(𝑥)
𝑥+2𝑟 

𝑥−2𝑟

𝑑𝑦)

=
√𝜋

8
[ lim
𝑟→∞

2𝑟

𝑟
]

=
√𝜋

4
 

Perhatikan bahwa semua fungsi yang kita evaluasi sejauh ini sebagai 

contoh-contoh tipikal fungsi pada ruang Morrey dan ruang Lebesgue adalah fungsi-

fungsi tipe-distribusi (distribution-type functions). Fungsi-fungsi tipe distribusi ini 

adalah fungsi-fungsi yang menurun drastis saat 𝑥 ∈ ℝ𝑑 menjauhi titik pusat 0 ∈

ℝ𝑑. Pada dasarnya, fakta ini menunjukkan bahwa ruang Morrey dan ruang 

Lebesgue merupakan ruang yang sejenis. Ruang fungsi distribusi memiliki berbagai 

tingkatan utuk mendeskripsikan tingkat kehalusan (smoothness) dari fungsi-fungsi 

yang dimuatnya. Semakin tinggi tingkat kehalusan yang disyaratkan oleh ruang 

fungsi tersebu maka semakin sedikit fungsi yang dapat termuat dalam ruang fungsi 

tersebut. Ruang-ruang ini adalah superset dari suatu ruang fungsi distribusi yang 

ideal yang memuat hanya fungsi-fungsi distribusi yang berkelakuan baik. 
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Contohnya adalah ruang Schwartz 𝒮 yang telah didefinisikan pada subbab 

sebelumnya.  

Ruang Morrey sendiri mengalami begitu banyak generalisasi, salah satunya 

adalah pada ruang Morrey diperumum berikut yang mengganti fungsi 𝑟𝜆 pada 

normanya menjadi fungsi sebarang 𝜙(𝑟) yang lebih umum. Ruang Morrey 

diperumum didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.34: 

Ruang Morrey diperumum ℳ𝑝,𝜙(ℝ𝑑, 𝜇) = ℳ𝑝,𝜙(𝜇) adalah ruang fungsi-

fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛) sedemikian sehingga norma 

‖𝑓:ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ = sup
B=B(𝑎,𝑟)

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(
1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇(𝑥)
 

𝐵

)

1/𝑝

< ∞ 

(Sihwaningrum, et all, 2015). 

 Pada penelitian ini, Ruang Morrey diperumum tak-homogen dimaksudkan 

sebagai sebagai ruang Morrey diperumum di atas ruang metrik ukur non-homogen. 

Yaitu ruang Morrey diperumum tak-homogen adalah ruang ℳ𝑝,𝜙(ℝ𝑑) pada 

definisi 2.8 di mana ℝ𝑑 di pasangkan dengan ukuran Borel tak-negatif 𝜇 yang 

memenuhi kondisi Growth orde-s, yaitu 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑟𝑠 untuk setiap bola 

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑. Dapat ditulis ℳ𝑝,𝜙(ℝ𝑑, 𝜇) = ℳ𝑝,𝜙(𝜇). 

 

2.7 Fungsi Maksimal Hardy-Littlewood 

 Untuk membuktikan keterbatasan operator integral dalam ruang Lebesgue 

maupun ruang lainnya, diperlukan konsep mengenai fungsi maksimal. Keterbatasan 

dari fungsi maksimal akan mengimplikasikan keterbatasan dari operator integral 

fraksional. Fungsi maksimal Hardy-Littlewood didefinisikan sebagai berikut.  
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Definisi 2.35: 

Operator maksimal Hardy-Littlewood pada ruang tak-homogen 

didefinisikan sebagai 

 
𝑀𝑛𝑓(𝑥) = sup

r>0

1

𝑟𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|
 

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑𝜇(𝑦) 
(2.19) 

di mana 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇) adalah himpunan semua fungsi-fungsi terukur 𝑓 

sedemikian sehingga untuk setiap subhimpunan kompak 𝐾 ⊂ ℝ𝑑 berlaku  

∫|𝑓(𝑥)|𝑝
 

𝐾

𝑑𝑥 < ∞ 

(Utoyo, et all, 2012). 

Dari definisi ini dapat disadari bahwa “ketaksamaan dasar” 

mengimplikasikan apa yang kita kenal sebagai fungsi maksimal Hardy-Littlewood 

tipe lemah (Christ, dkk, 2001). Untuk membuktikan syarat perlu dari keterbatasan 

operator integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Morrey diperumum tak-homogen, maka 

harus dibuktikan terlebih dahulu syarat perlu dari keterbatasan dari operator fungsi 

maksimal Hardy-Littlewood. 

Lemma 2.36: 

Operator maksimal 𝑀𝑛 terbatas di ruang 𝐿𝑝(𝜇) (Utoyo, et all, 2012). 

Fungsi maksimal ini akan diperluas menjadi fungsi maksimal untuk ruang 

tak-homogen seperti yang telah diuraikan pada latar belakang. Perlu diperhatikan 

bahwa fungsi maksimal biasa seperti pada Definisi 2.23 di atas tidak terbatas pada 

ruang lebesgue tak-homogen 𝐿𝑝(ℝ𝑑 , 𝜇), sehingga juga tidak terbatas pada ruang 

Morrey tak-homogen. Dengan demikian, terdapat definisi alternatif untuk 



44 

 

mendefinisikan fungsi maksimal Hardy-Littlewood untuk ruang Morrey tak-

homogen, yaitu sebagai berikut. 

 

2.8 Keterbatasan Operator Integral Fraksional 

 Keterbatasan dari operator integral fraksional 𝐼𝛼 pada ruang Lebesgue 

pertama kali dibuktikan oleh Hardy, Littlewood dan Sobolev. Teorema keterbatasan 

operator integral fraksional 𝐼𝛼 pada ruang Lebesgue homogen disebut juga sebagai 

ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Berikut adalah teorema Hardy-

Littlewood-Sobolev. 

Teorema 2.37: 

Misalkan bahwa 0 < 𝛼 < 𝑛, 1 ≤ 𝑝 <
𝑛

𝛼
 dan 

1

𝑞
=

1

𝑝
−
𝛼

𝑛
. 

(i) Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) (1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
), maka ‖𝐼𝛼𝑓: 𝐿

𝑞‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿
𝑝‖ ; 

(ii) Jika 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), maka untuk setiap 𝜆 > 0, |{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝐼𝛼𝑓| > 𝜆}| ≤

(
𝐶

𝜆
‖𝑓: 𝐿1‖ )

𝑛

𝑛−𝛼
. 

 (Lu, Shanzen, dkk, 2007). 

Bukti: 

(i)   Misalkan ditetapkan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, untuk suatu 𝑟 > 0,  

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ ∫
𝑓(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑥

 

|𝑥−𝑦|≤𝑟

+∫
|𝑓(𝑥)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑥

 

|𝑥−𝑦|≤𝑟

≔ 𝐽1 + 𝐽2 

Untuk 𝐽1, diperoleh 
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𝐽1 =∑∫
𝑓(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑥

 

2−𝑗−1𝑟<|𝑥−𝑦|≤2−𝑗𝑟

∞

𝑗=0

≤∑
1

(2−𝑗−1𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
 

2−𝑗−1𝑟<|𝑥−𝑦|≤2−𝑗𝑟

∞

𝑗=0

≤ 𝐶𝑟𝛼∑
(2−𝑗)

𝛼

(2−𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
 

|𝑥−𝑦|≤2−𝑗𝑟

∞

𝑗=0

≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) 

Untuk 𝐽2, apabila 𝑝 = 1, maka 

𝐽2 ≤ 𝑟
𝛼−𝑛‖𝑓: 𝐿1‖  

Jika 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, maka ketaksamaaan Holder mengimplikasikan bahwa  

𝐽2 ≤ (∫ |𝑥 − 𝑦|(𝛼−𝑛)𝑞𝑑𝑦
 

|𝑥−𝑦|>𝑟

)

1/𝑞

‖𝑓: 𝐿𝑝‖ 

≤ 𝐶𝑟
𝛼−
𝑛
𝑝‖𝑓: 𝐿𝑝‖  

Dengan demikian, untuk 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, diperoleh bahwa, untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 (𝑟
𝛼𝑀𝑓(𝑥) + 𝑟

𝛼−
𝑛
𝑝‖𝑓: 𝐿𝑝‖ ) 

Dengan mengambil 𝑟 = (
‖𝑓:𝐿𝑝‖ 

𝑀𝑓(𝑥)
)
𝑝/𝑛

, diperoleh 

𝑟𝛼𝑀𝑓(𝑥) = 𝑟
𝛼−
𝑛
𝑝‖𝑓: 𝐿𝑝‖ = ‖𝑓: 𝐿𝑝‖

𝛼𝑝
𝑛 𝑀𝑓(𝑥)1−

𝛼𝑝
𝑛  

Sehingga, karena (1 −
𝛼𝑝

𝑛
) 𝑞 = 𝑝, maka, berdasarkan keterbatasan dari fungsi 

maksimal Hardy-Littlewood, diperoleh 

‖𝐼𝛼𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿
𝑝‖

𝛼𝑝
𝑛 ‖𝑀𝑓(𝑥): 𝐿𝑝‖1−

𝛼𝑝
𝑛 ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝‖  

(ii) Selanjutnya dengan menggunakan keterbatasan lemah (1,1) dari operator fungsi 

maksimal Hardy-Littlewood diperoleh 



46 

 

|{𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆}| = |{𝑥 ∈ ℝ
𝑛: 𝑀𝑓(𝑥) > (

𝜆

𝐶‖𝑓: 𝐿1‖
𝛼
𝑛

)

𝑛
𝑛−𝛼

}|

≤ 𝐶1(
𝐶‖𝑓: 𝐿1‖

𝛼
𝑛

𝜆
)

𝑛
𝑛−𝛼

‖𝑓: 𝐿1‖

≤ (
𝐶

𝜆
‖𝑓: 𝐿1‖ )

𝑛
𝑛−𝛼

 

(Lu, Shanzen, dkk, 2007). 

 Teorema ini telah diperumum dalam ruang Morrey diperumum tak-

homogen oleh Idha Sihwaningrum, H.P. Suryawan, dan Hendra Gunawan 

(Sihwaningrum, dkk, 2010) dengan syarat kondisi growth 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑛. Teorema 

keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey diperumum tak-

homogen adalah sebagai berikut. 

Teorema 2.38: 

Misalkan 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, 
1

𝑞
=

1

𝑝
−
𝛼

𝑛
, 𝜓: (0,∞) → (0,∞) memenuhi 𝑟𝛼𝜙(𝑟) ≤

𝐶𝜓(𝑟) di mana 𝐶 tidak bergantung pada 𝑟, dan 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑛 untuk setiap 

bola  𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂  ℝ𝑑  , dan 𝜙 memenuhi kondisi doubling berikut: 

1. Terdapat 𝐶1 > 1 sedemikian sehingga, 
1

𝐶1
≤
𝜙(𝑠)

𝜙(𝑡)
≤ 𝐶1 di mana 1 <

𝑠

𝑡
<

2; 

2. Terdapat 𝐶2 > 0 sedemikian sehingga, ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑟
≤ 𝐶2𝑟

𝛼𝜙(𝑟) 

untuk 𝑟 > 0; 

maka 

‖𝐼𝛼
𝑛𝑓:ℳ𝑞,𝜓(𝜇)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖, 

di mana 𝑓 ∈ ℳ𝑝,𝜙(𝜇) (Sihwaningrum, dkk, 2010). 
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Bukti: 

Untuk 𝑎 ∈ ℝ𝑑 dan 𝑟 > 0, misalkan 𝐵 = 𝐵(𝑎, 𝑟) dan �̃� = 𝐵(𝑎, 2𝑟). Selanjutnya, 

didekomposisikan 𝑓 ∈ ℳ𝑝,𝜙(𝜇) menjadi 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 ≔ 𝑓𝜒�̃� + 𝑓𝜒�̃�𝑐. Sehingga 

dapat diamati bahwa 𝑓1 ∈ 𝐿
𝑝(𝜇), dengan norma 

‖𝑓1: 𝐿
𝑝(𝜇)‖ = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇(𝑥)

 

�̃�

)

1/𝑝

= 𝑟
𝑛
𝑝𝜙(𝑟) {sup

�̃�

1

𝜙(𝑟)
(
1

𝑟𝑛
∫|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇(𝑥)
 

�̃�

)

1/𝑝

}

≤ 𝐶𝑟
𝑛
𝑝𝜙(𝑟)‖𝑓:ℳ𝑝,𝜙(𝜇) ‖ 

keterbatasan 𝐼𝛼
𝑛 pada 𝐿𝑝(𝜇)-𝐿𝑞(𝜇) menghasilkan 

(
1

𝑟𝑛
∫|𝐼𝛼

𝑛𝑓1(𝑥)|
𝑞 𝑑𝜇(𝑥)

 

𝐵

)

1/𝑞

≤
1

𝑟𝑛/𝑞
‖𝐼𝛼
𝑛𝑓1: 𝐿

𝑞(𝜇)‖

≤
𝐶

𝑟𝑛/𝑞
‖𝑓1: 𝐿

𝑞(𝜇)‖

≤ 𝐶𝑟
𝑛
𝑝
−
𝑛
𝑞𝜙(𝑟)‖𝑓:ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖

= 𝐶𝑟𝛼𝜙(𝑟)‖𝑓:ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖

≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓:ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ 

Selanjutnya, untuk 𝑥 ∈ 𝐵, estimasi untuk 𝐼𝛼
𝑛𝑓2 adalah sebagai berikut. 
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|𝐼𝛼
𝑛𝑓2(𝑥)| ≤ ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

�̃�𝑐

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|≥𝑟

=∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑘𝑟≤|𝑥−𝑦|≤2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=0

≤∑
1

(2𝑘𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑘+1𝑟)

∞

𝑘=0

≤ 𝐶‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖∑(2𝑘𝑟)𝛼𝜙(2𝑘𝑟)

∞

𝑘=0

 

Karena 𝜙(𝑡) dan 𝑡𝛼  memenuhi kondisi doubling, maka diperoleh 

(2𝑘𝑟)𝛼𝜙(2𝑘𝑟) ≤ 𝐶 ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡
2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 

untuk 𝑘 = 0,1,2,…, sehingga diperoleh estimasi titik-per-titik sebagai berikut. 

|𝐼𝛼
𝑛𝑓2(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓: ℳ

𝑝,𝜙(𝜇)‖∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑟

≤ 𝐶𝑟𝛼𝜙(𝑟)‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖

≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ 

Dengan mengambil pangkat ke-𝑞 dan mengintegralkan untuk 𝐵 diperoleh 

(
1

𝑟𝑛
∫|𝐼𝛼

𝑛𝑓2(𝑥)|
𝑞𝑑𝜇(𝑥)

 

𝐵

)

1/𝑞

≤ 𝐶𝑟−𝑛/𝑞𝜓(𝑟)‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ (∫𝑑𝜇(𝑥)
 

𝐵

)

1/𝑞

= 𝐶𝑟−𝑛/𝑞𝜓(𝑟)‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖𝜇(𝐵)1/𝑞

≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ 

dengan hasil ini dan hasil sebelumnya, maka keterbatasan operator integral 

fraksional 𝐼𝛼
𝑛 dari ruang Morrey diperumum tak-homogen ℳ𝑝,𝜙(𝜇) ke ℳ𝑞,𝜓(𝜇) 

terbukti. 
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2.9 Ketaksamaan Tipe-Hedberg 

Ketaksamaan lainnya yang secara eksplisit membahas tentang keterbatasan 

operator integral fraksional 𝐼𝛼 adalah ketaksamaan Hedberg. Teorema mengenai 

ketaksamaan Hedberg adalah sebagai berikut. 

Teorema 2.39: 

Apabila 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, dan 
1

𝑞
=

1

𝑝
−
𝛼

𝑛
, maka 

|𝐼𝛼𝑢(𝑥)| ≤ 𝐴𝑝,𝑞[𝑀𝑢(𝑥)]
𝑝/𝑞‖𝑢‖𝑝

1−𝑝/𝑞
,   𝑥 ∈ ℝ𝑛, 

untuk setiap 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛, ℝ), di mana 𝐴𝑝,𝑞 adalah konstanta universal yang 

tidak bergantung pada 𝑢 (Ryan, Sprobig, 2000:96). 

 Sebagai perluasan dari hasil tersebut, Sihwaningrum dan H. Gunawan telah 

membuktikan ketaksamaan Tipe Hedberg pada ruang Morrey dalam teorema 

berikut. 

Teorema 2.40: 

Untuk 0 < 𝛼 < 𝑛, dan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, maka berlaku 

 
|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶(𝑀

𝑝𝑓(𝑥))
1−

𝛼𝑝
𝑛(𝜆−1)‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜆(𝜇)

𝛼𝑝
𝑛(𝜆−1)

 
(2.20) 

di mana 0 ≤ 𝜆 < 1 −
𝛼𝑝

𝑛
 dan 𝑀𝑝 adalah suatu operator maksimal yang 

didefinisikan sebagai 

𝑀𝑝𝑓(𝑥) ≔ (𝑀|𝑓|𝑝(𝑥))
1/𝑝

= sup
r>0

(
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵(𝑥,𝑟)
𝑑𝜇(𝑦)

𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑟))
) 

di mana 𝜇 adalah ukuran Borel pada ℝ𝑛(Gunawan, Sihwaningrum, 2016). 

 Pada penelitian ini, akan dibuktikan suatu ketaksamaan tipe-Hedberg yang 

merupakan perluasan dari ketaksamaan (2.3) pada ruang Morrey diperumum tak-

homogen. Selanjutnya, akan dibuktikan syarat cukup dari keterbatasan operator 
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integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 dengan menggunakan ketaksamaan tersebut. Serta akan 

dibuktikan juga syarat perlu dari keterbatasan operator integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada 

ruang Morrey diperumum tak-homogen ℳ𝑝,𝜙(𝜇) ke ℳ𝑞,𝜓(𝜇) dengan syarat 

kondisi tipe-growth 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑟𝑠 di mana 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
. 

 

2.10 Keterbatasan dalam Perspektif Agama 

 Berdasarkan kamus besar bahasa indonesia, kata “keterbatasan” dapat 

dimaknai sebagai keadaan terbatas, yaitu suatu keadaan yang masih berada dalam 

batasan. Keterbatasan adalah sifat yang selalu ditemukan di setiap ciptaan Allah 

SWT, bahkan akal manusia adalah sesuatu yang terbatas.  

Sebagaimana difirmankan dalam Alqur’an surat Al-Isra ayat 85 yang 

artinya:  

“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah 

Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". (QS' al-Isra':85)” 

 

Ayat di atas menunjukkan bahwa roh termasuk ilmu Allah SWT, dan kita 

tidak mengetahuinya (Mahalli, 2008). Menurut Ibn As-Suyuti, ayat ini diturunkan 

sebagai jawaban atas pertanyaan orang-orang yahudi tentang ruh. Imam Turmudzi 

telah mengetengahkan sebuah hadits melalui Ibn Abbas r.a. yang telah 

menceritakan bahwa orang-orang Quraish telah berkata kepada orang-orang 

yahudi: “Ajarkanlah kepada kami sesuatu yang akan kami tanyakan kepada lelaki 

ini (Nabi Muhammad Sallallahu Aalaihi Wasallam)”, maka orang-orang yahudi itu 

berkata kepada mereka: “Tanyakanlah keadanya tentang ruh”, lalu orang-orang 
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Quraish itu menanyakannya kepada Nabi Sallallahu Alaihi Wasallam, maka Allah 

menurunkan firmannya dalam surat tersebut (Mahalli, 2008).  

Dalam ayat di atas jelas disiratkan bahwa ilmu manusia itu terbatas. Kita 

sebagai manusia hanya mempelajari beberapa saja. Bahkan dengan segala daya dan 

upaya manusia tidak dapat mengetahuai apa-apa yang tidak diizinkan oleh Allah 

SWT untuk diketahui oleh manusia. Sama halnya dengan mata yang hanya dapat 

melihat segala sesuatu yang disinari oleh cahaya, akal menusia tidak dapat 

menampung ilmu-ilmu yang berada diluar jangkauannya seperti ilmu tentang segala 

sesuatu yang gaib. 

Namun seiring kemajuan zaman yang terjadi, dengan dikembangkannya 

berbagai disiplin ilmu yang ada didunia, manusia sekarang justru merasa bahwa 

melalui kemampuan pola fikirnya, seluruh hal yang ada didunia ini dapat 

dirasionalisasikan dengan kaedah-kaedah teoritis yang dihasilkan oleh akalnya. 

Bahkan hal yang paling naif adalah bagaimana seorang manusia dengan berbekal 

kecerdasan yang ia miliki ingin mencoba menembus batas pengetahuan yang 

selama ini tidak mungkin untuk terpecahkan oleh daya nalar manusia. 

Pada dasarnya, tidak semua ciptaan Allah dapat dirasionalisasikan secara 

utuh dengan pola fikir manusia yang sangat terbatas. Ada hal-hal tertentu yang 

sebenarnya manusia tidak dapat mengkajinya dengan akal budi yang mereka miliki 

karena kita telah sama-sama memahami bahwa ada batasan bagaimana seorang 

manusia dapat mengoptimalkan segala kemampuannya untuk menggunakan daya 

nalarnya.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada Ruang Lebesgue 

 Berikut akan dibuktikan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev pada 

ruang Lebesgue tak-homogen. Teorema yang dibuktikan pada subbab ini adalah 

teorema mengenai syarat cukup dan syarat perlu dari keterbatasan operator integral 

𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue dengan syarat kondisi 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠. Hasil ini memberikan 

perumuman dari teorema-teorema sebelumnya dalam (Sihwaningrum, 2010). 

Berikut adalah teorema mengenai ketaksamaan Hardy-Littlewood Sobolev pada 

ruang Lebesgue tak-homogen dengan syarat 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠. 

Teorema 3.1: (Ketaksamaan HLS) 

Misalkan 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 𝑛, maka operator 𝐼𝛼
𝑛 terbatas dari 𝐿𝑝(𝜇) 

ke 𝐿𝑞(𝜇) jika 𝜇 ∈ 𝐺𝐶(𝑠), 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
. 

Bukti: 

Misalkan bahwa 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠 suatu konstanta 𝐶 > 0, maka berlaku juga untuk 1 <

𝑟 < ∞, sehingga dapat diestimasi 𝐼𝛼𝑓(𝑥) sebagai berikut. 

|𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| = |∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑
|

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑

≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,𝑟)

+∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑟) 

= 𝐼𝛼
𝑛𝑓1(𝑥) + 𝐼𝛼

𝑛𝑓2(𝑥) 
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di mana 𝑓1(𝑦) = 𝑓(𝑦)𝜒𝐵(𝑥,𝑟)(𝑦), dan 𝑓2(𝑦) = 𝑓(𝑦)𝜒ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑟)(𝑦). Selanjutnya, 

diperoleh 

𝐼𝛼
𝑛𝑓1(𝑥) = ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,𝑟)

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑟)

−1

𝑗=−∞

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

−1

𝑗=−∞

≤  𝐶 ∑ (2𝑗𝑟)
𝛼
sup

2𝑗+1𝑟>0

1

(2𝑗+1𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

= 𝐶 ∑ (2𝑗𝑟)
𝛼
𝑀𝑛𝑓(𝑥)

−1

𝑗=−∞

≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝑛𝑓(𝑥) 

dan 

𝐼𝛼
𝑛𝑓2(𝑥) = ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑟) 

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑟)

∞

𝑗=0

≤∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

∞

𝑗=0

 

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder, kita peroleh 
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∑
1

(2𝑗𝑟)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

∞

𝑗=0

≤∑(2𝑗+1𝑟)
𝛼−𝑛

(∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

)

1
𝑝

(∫ 𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑟)

)

1−
1
𝑝

∞

𝑗=0

≤∑(2𝑗+1𝑟)
𝛼−𝑛

‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑟))
1−
1
𝑝

∞

𝑗=0

= 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)
𝛼−𝑛

𝐶(2𝑗+1𝑟)
𝑠(1−

1
𝑝
)

∞

𝑗=0

≤ 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)
𝛼−𝑛+𝑠(1−

1
𝑝
)
 ∞

𝑗=0

≤ 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)
𝛼−𝑛+

𝑝𝑞(𝑛−𝛼)
𝑝𝑞+𝑝−𝑞

(1−
1
𝑝
)
 ∞

𝑗=0

= 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)

𝛼−𝑛+
(𝑛−𝛼)

1+
1
𝑞
−
1
𝑝

(1−
1
𝑝
)
 

∞

𝑗=0

= 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)

𝛼−𝑛+(𝑛−𝛼)(1−
1

(𝑞+1−
𝑞
𝑝
)
)

 

∞

𝑗=0

= 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)
−
𝑝(𝑛−𝛼)
𝑝𝑞+𝑝−𝑞

 ∞

𝑗=0

= 𝐶‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1𝑟)
−
𝑠
𝑞

 ∞

𝑗=0

= 𝐶𝑟
−
𝑠
𝑞‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1)

−
𝑠
𝑞

 ∞

𝑗=0
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Jelas bahwa −
𝑠

𝑞
< 0, sehingga ∑ (2𝑗+1)

−
𝑠

𝑞

 
∞
𝑗=0  konvergen, dan dengan demikian, 

diperoleh 

𝐶𝑟
−
𝑠
𝑞‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖∑(2𝑗+1)

−
𝑠
𝑞

 ∞

𝑗=0

= 𝐶𝑟
−
𝑠
𝑞‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ 

Dengan mengkombinasikan kedua estimasi di atas, maka diperoleh 

|𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑟𝛼 (𝑀𝑛𝑓(𝑥) + 𝑟

−𝛼−
𝑠
𝑞‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖) 

dengan memilih 𝑟 = (
𝑀𝑛𝑓(𝑥)

‖𝑓 ∶𝐿𝑝(𝜇)‖
)

−𝑞

𝛼𝑞+𝑠
, diperoleh 

|𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 (

𝑀𝑛𝑓(𝑥)

‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖
)

−𝛼𝑞
𝛼𝑞+𝑠

(𝑀𝑛𝑓(𝑥) + (
𝑀𝑛𝑓(𝑥)

‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖
)

 

‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖)

≤ 𝐶(𝑀𝑛𝑓(𝑥))
1−

𝛼𝑞
𝛼𝑞+𝑠‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖

𝛼𝑞
𝛼𝑞+𝑠

≤ 𝐶‖𝑓(𝑥) ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖
1−

𝛼𝑞
𝛼𝑞+𝑠‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖

𝛼𝑞
𝛼𝑞+𝑠

≤ 𝐶‖𝑓(𝑥)  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ 

Dengan demikian, Teorema 3.1 telah terbukti. 

 Untuk mengilustrasikan teorema di atas, maka diberikan contoh berikut. 

Contoh 3.2: 

Ambil fungsi 𝑓(𝑥) = (−∆)𝛼/2(𝑒−𝑥
2/𝑝). Maka diperoleh 

𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼

𝑛[(−∆)𝛼/2(𝑒−𝑥
2/𝑝)]

= (−∆)−𝛼/2[(−∆)𝛼/2(𝑒−𝑥
2/𝑝)]

= 𝑒−𝑥
2/𝑝  

Dengan demikian,  
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‖𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ = ‖𝑒−𝑥

2/𝑝  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖

= (∫ |𝑒−𝑥
2/𝑝|

𝑝
 

ℝ 
𝑑𝜇(𝑥))

1/𝑝

= (∫  𝑒−𝑥
2

 

ℝ 
𝑑𝜇(𝑥))

1/𝑝

= (
√𝜋

2
)

1/𝑝

 

Di mana 𝐶1 adalah suatu kosntanta. Pada sisi lain, jelas bahwa (−∆)𝛼/2(𝑒−𝑥
2/𝑝)

 
≈

𝑥𝛼/2𝑒−𝑥
2/𝑝  ∈ 𝐿𝑝(𝜇), sehingga   

‖𝑓(𝑥)  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ < ∞ 

Dengan demikian, maka jelas bahwa, apabila diambil 𝐶 =
(
√𝜋

2
)

1
𝑝

‖𝑓(𝑥) ∶𝐿𝑝(𝜇)‖
, maka 

diperoleh 

‖𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ ≤ 𝐶‖𝑓(𝑥)  ∶ 𝐿𝑝(𝜇)‖ 

 

3.2 Ketaksamaan Tipe Lemah 

Teorema mengenai ketaksamaan tipe-lemah operator integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 

pada ruang Morrey klasik tak-homogen 𝐿𝑝,𝜆(𝜇) diberikan sebagai berikut berikut. 

Teorema 3.3: 

Misalkan 0 < 𝛼 < 𝑛, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, 0 < 𝜆 <
𝑝

𝑞
, dan  

1−𝜆

𝑝
− 1 =

1

𝑠
(
𝑛

𝑞
+ 𝛼). 

Maka  

𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶𝑟𝑠𝜆 (

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖

𝛾
)

𝑞
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Jika 𝜇(𝐵(𝑎, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑟𝑠, di mana 𝑠 =
𝑝𝑞(𝛼−𝑛)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
 dan untuk setiap 𝛾 > 0. 

Bukti: 

Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) diperoleh 

|𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| ≤ ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) + ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

= 𝐴1 + 𝐴2 

Estimasi untuk 𝐴2 adalah sebagai berikut: 

𝐴2 ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|≥𝑅

≤∑∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

∞

𝑗=0

≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

 

Dengan menggunakan kondisi tipe Growth 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠 maka, dengan menotasikan 

𝐵 ≔ 𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅), diperoleh: 
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𝐴2 ≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

∞

𝑗=0

≤∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼
(∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦))

1
𝑝

(∫  
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦))

1−
1
𝑝∞

𝑗=0

≤ 𝐶∑
𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))

𝜆
𝑝

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼

(

 
 1

𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))
 𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

)

 
 

1
𝑝

𝜇(𝐵)
1−
1
𝑝
 

∞

𝑗=0

≤ 𝐶∑
𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))

𝜆
𝑝+1−

1
𝑝

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼

(

 
 1

𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))
 𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

)

 
 

1
𝑝

∞

𝑗=0

≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖∑(2𝑗𝑅)
𝛼−𝑛
𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑟))

𝜆
𝑝+1−

1
𝑝

∞

𝑗=0

≤ 𝐶‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖∑(2𝑗𝑅)
𝛼−𝑛

(2𝑗𝑅)
𝑠(
𝜆
𝑝+1−

1
𝑝)

∞

𝑗=0

≤ 𝐶‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖𝑅
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)
∑(2𝑗)

𝛼−𝑛+𝑠(
𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)

∞

𝑗=0

 

Selanjutnya, Karena 𝜆 <
𝑝

𝑞
, maka  

𝑠 (
𝜆

𝑝
+ 1 −

1

𝑝
) =

𝑛 − 𝛼

(1 +
1
𝑞 −

1
𝑝)
(
𝜆

𝑝
+ 1 −

1

𝑝
)

<
𝑛 − 𝛼

(1 +
1
𝑞 −

1
𝑝)
(
1

𝑞
+ 1 −

1

𝑝
)

= 𝑛 − 𝛼 
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Sehingga 𝛼 − 𝑛 − 𝑠 (
𝜆

𝑝
+ 1 −

1

𝑝
) < 𝛼 − 𝑛 + 𝑛 − 𝛼 = 0. Dengan demikian 

∑ (2𝑗)
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆

𝑝
+1−

1

𝑝
)∞

𝑗=0  kovergen. Sehingga diperoleh 

𝐴2 ≤ 𝐶‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖𝑅
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)
∑(2𝑗)

𝛼−𝑛+𝑠(
𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)

∞

𝑗=0

≤ 𝐶𝑅
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)
‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ 

Selanjutnya, estimasi untuk 𝐴1 adalah: 

𝐴1 ≤ (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|<𝑅

)

1
𝑝

(∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|<𝑅

)

1−
1
𝑝

≤ 𝐶 (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|<𝑅

)

1
𝑝

(
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑅))

𝑅𝑛−𝛼
)

1−
1
𝑝

≤ 𝐶 (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

|𝑥−𝑦|<𝑅

)

1
𝑝

(
𝐶𝑅𝑠

𝑅𝑛−𝛼
)

1−
1
𝑝

≤ 𝐶𝑅
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)
‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ 

Misalkan bahwa 𝐶𝑅
𝛼−𝑛+𝑠(

𝜆

𝑝
+1−

1

𝑝
)
‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖≔

𝛾

2
. Maka karena 𝐴2 ≤

𝛾

2
. Kita 

peroleh {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): 𝐴2 >
𝛾

2
} = ∅ yang berarti bahwa 𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): 𝐴1 >

𝛾

2
} =

0. Selanjutnya, kita gunakan fakta bahwa 

{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| > 𝛾} ⊂ {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): 𝐴1 >

𝛾

2
} ∪ {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): 𝐴2 >

𝛾

2
} 

Sehingga dapat diestimasi sebagai berikut: 
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    𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): |𝐼𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟): 𝐴1 >

𝛾

2
})

≤ 𝜇 ({∈ 𝐵(𝑎, 𝑟):∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) >
𝛾

2
})

≤
2

𝛾
∫ ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵(𝑎,𝑟)

𝑑𝜇(𝑥)

=
2

𝛾
∫ ∫

|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)
 

𝑋

𝑑𝜇(𝑥)

≤
2

𝛾
∫ |𝑓(𝑦)| (∫

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼

 

𝐵(𝑦,𝑅)

𝑑𝜇(𝑥))
 

𝑋

𝑑𝜇(𝑦)

≤
2

𝛾
∫ |𝑓(𝑦)| ( ∑

1

(2𝑗+1𝑅)𝑛−𝛼
∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

𝑑𝜇(𝑦))
 

𝑋

𝑑𝜇(𝑦)

≤
𝐶

𝛾
∫|𝑓(𝑦)| ( ∑ (2𝑗+1𝑅)

𝛼
(

1

(2𝑗+1𝑅)𝑛
∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦))

−1

𝑗=−∞

)
 

𝑋

𝑑𝜇(𝑦)

≤
𝐶

𝛾
∫|𝑓(𝑦)|
 

𝑋

𝑅𝛼𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)

≤
𝐶

𝛾
𝑅
𝛼+
𝑠𝜆
𝑝

(

 
 1

𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))
 𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

)

 
 

1
𝑝

(∫  
 

𝐵(𝑎,𝑟)

𝑑𝜇(𝑦))

1−
1
𝑝

≤
𝐶

𝛾
𝑅
𝛼+
𝑠𝜆
𝑝

(

 
 1

𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗𝑅))
 𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝
 

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

)

 
 

1
𝑝

𝜇(𝐵)
1−
1
𝑝

≤
𝐶

𝛾
𝑅
𝛼+𝑠(

𝜆
𝑝
+1−

1
𝑝
)
‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ 
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Karena   𝐶𝑅
𝛼+𝑠(

𝜆

𝑝
+1−

1

𝑝
)
‖𝑓:  𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ ≔

𝛾

2
, dan dengan syarat 

1−𝜆

𝑝
− 1 =

1

𝑠
(
𝑛

𝑞
+ 𝛼), 

yang setara dengan 𝛼 + 𝑠 (
𝜆

𝑝
+ 1 −

1

𝑝
) = −

𝑛

𝑞
, maka diperoleh 𝐶𝑅

−
𝑛

𝑞‖𝑓: ℳ𝑝,𝜙(𝜇)‖ =

𝛾

2
 , atau 𝐶𝑅𝑛 = (

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖

𝛾
)
𝑞

 Sehingga  

(
𝑅𝛼

𝛾
‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖)

𝑝

= 𝐶𝑅𝑛 = 𝑟𝑠𝜙(𝑟𝑠) (
‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖

𝛾
)

𝑞

 

Terbukti. 

 

3.3 Keterbatasan Akal Manusia Menurut Alqur’an 

Manusia adalah makhluk ciptaan Allah dengan akal yang terbatas. Oleh 

karena itu manusia tidak dapat mengetahui hal-hal yang ada diluar jangkauan 

akalnya. Sekalipun manusia telah membangun ilmu pengetahuan dengan sangat 

tekun, ilmu pengetahuan tersebut masih belum mampu untuk mengungkap seluruh 

misteri yang ada di alam semesta. 

Sebagaimana difirmankan dalam Alqur’an surat Al-Isra ayat 85 yang 

artinya:  

“Dan mereka bertanya kepadamu tentang ruh. Katakanlah: "Ruh itu termasuk perintah 

Rabb-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". (QS' al-Isra':85)” 

 

Menurut Tafsir yang disusun oleh Ibn As-Suyuti, ayat di atas menunjukkan 

bahwa roh termasuk ilmu Allah SWT, dan kita tidak mengetahuinya. Menahan diri 

untuk tidak mendefinisikannya adalah hal yang utama. Oleh karena itu Syekh 

Tajuddin As-Subukiy di dalam kitab Jam’ul Jawami mengatakan: “masalah roh 
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tidak pernah dibicarakan oleh Nabi Sallallahu Alaihi Wasallam, maka kami 

menahan diri” (Mahalli, 2008).  

Inilah salah satu bukti akal manusia terbatas. Sesuatu yang gaib yang ada 

dalam tubuhnya saja tidak ada yang mengetahui, kecuali Allah subhanahu wa 

ta'ala saja. Lalu bagaimana halnya dengan perkara gaib selainnya? Sehingga 

manusia sangat butuh kepada petunjuk dari Allah 'azza wa jalla dalam menjalani 

kehidupan yang fana ini agar menjadi bekal kelak di hari kiamat. Apabila tidak 

mendapatkan petunjuk, maka nasibnya akan seperti mata di dalam kegelapan. 

Demikian pula halnya dengan akal, ketika tidak mendapatkan cahaya dan 

rahmat dari Allah azza jalla, maka akal akan berjalan dengan serampangan dan 

tidak terarah. Terlebih ketika si pemilik akal bukan orang yang memiliki kehati-

hatian, sifat wara', tidak takut kepada Allah Yang Maha Perkasa, tidak memiliki 

perhatian kepada dirinya. Maka yang muncul dari orang seperti ini hanyalah 

pendapat, perkataan, atau pikiran-pikiran “nyeleneh” yang hanya akan membuat 

dirinya sengsara dan rusak sebelum membuat orang lain sengsara dan rusak. 

Berkata al-Imam asy-Syafii rahimahullah: “Sebagaimana mata memiliki 

keterbatasan yang ia pasti berhenti padanya, maka akal juga memiliki keterbatasan 

yang ia harus berhenti padanya” 

Sangat benar apa yang dinyatakan oleh al-Imam asy-Syafii di atas. Masing-

masing dari kita telah merasakan keterbatasan mata kita. Bagaimana ketika di 

malam hari ketika tiba-tiba listrik padam? Itulah keterbatasan mata kita. Seketika 

itu pula kita tidak bisa melihat apapun. Demikianlah ketika mata tidak mendapatkan 

cahaya, maka kita tidak dapat melihat apapun. Ketika ada setitik cahaya ia bisa 



63 

 

 

melihat dengan remang-remang. Sebagaimana tubuh manusia yang serba terbatas, 

akal juga memiliki keterbatasan yang ia harus berhenti ketika mendapati hal-hal 

yang berada di luar jangkauannya.  

Karena indra dan akal manusia terbatas, maka manusia membangun ilmu 

pengetahuan dan teknologi untuk menjangkau segala hal yang berada diluar 

jangkauan indranya. Selain itu manusia juga membangun kerangka berfikir 

matematika untuk membantu memahami berbagai hal yang berada di luar akal dan 

nalarnya. Tetapi, sama halnya seperti manusia, seluruh benda dan makhluk yang 

ada di alam semesta juga memiliki keterbatasan, termasuk ilmu pengetahuan dan 

teknologi yang digunakan oleh manusia untuk memperpanjang jangkauan indranya. 

Sehingga seluruh usaha manusia untuk mengetahui segala yang ada di alam semesta 

sesungguhnya tidak pernah dapat melingkupi seluruh ciptaan Allah SWT. 

Berdasarkan fakta hal tersebut, Sudah seharusnya bagi kita untuk menjauhkan diri 

dari sifat sombong karena sesungguhnya kebesaran dan kekuatan itu hanyalah milik 

Allah SWT. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya, maka 

diperoleh beberapa simpulan sebagai berikut: 

1. Apabila konstanta-konstanta 𝑝, 𝑞 adalah positif dan berhingga, serta konstanta 

𝛼 < 𝑛, maka berlaku implikasi: jika ukuran 𝜇 memenuhi kondisi tipe-growth 

𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑠 dengan 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
, maka 𝐼𝛼

𝑛 terbatas dari ruang Lebesgue tak-

homogen 𝐿𝑝(𝜇) ke ruang 𝐿𝑞(𝜇). 

2. Kondisi tipe-growth 𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑠 yang lebih lemah dari pada kondisi growth 

biasa 𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑛 masih tetap mengakibatkan keterbatasan operator integral 

fraksional Riesz 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tah-homogen 𝐿𝑝(𝜇) ke ruang 𝐿𝑞(𝜇), 

dengan demikian, maka berarti kita telah menemukan syarat yang lebih lemah 

untuk keterbatasan operator integral fraksional Riesz 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue 

tak-homogen. 

3. Keterbatasan operator integral fraksional  𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tak-homogen 

dengan syarat kondisi tipe-growth 𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑠 mengakibatkan ketaksamaan 

tipe-lemah dari operator intersebut pada ruang Morrey klasik. 

 

4.2 Saran 

 Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya, maka 

diperoleh beberapa saran sebagai berikut: 
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1. Karena telah dibuktikan bahwa kondisi yang cukup lemah bahwa tipe-growth 

𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑠 masih dapat mengakibatkan keterbatasan operator integral 

fraksional 𝐼𝛼
𝑛 dari ruang Lebesgue tak-homogen 𝐿𝑝(𝜇) ke ruang 𝐿𝑞(𝜇), maka 

peneliti selanjutnya dapat mencari syarat yang lebih lemah dari pada kondisi 

tipe-growth tersebut yang masih dapat mengakibatkan keterbatasan operator 

integral fraksional 𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tak-homogen. 

2. Peneliti selanjutnya dapat mencari akibat-akibat lain dari keterbatasan operator 

integral fraksional  𝐼𝛼
𝑛 pada ruang Lebesgue tak-homogen dengan syarat kondisi 

tipe-growth 𝜇(𝐵) < 𝐶𝑟𝑠 maupun syarat yang lebih lemah.
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