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ABSTRAK

Puspitasari, Lila Aryani. 2019. Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity
Index dari Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr.
Abdussakir, M.Pd. (I1) M. Nafie Jauhari, M.Si.

Kata kunci: eccentric connectivity index, graf identitas, ring komutatif dengan
unsur kesatuan, total eccentricity

Misalkan G = (V, E') adalah graf terhubung sederhana. Total eccentricity dari
graf G didefinisikan sebagai &(G) = Xyey(g) e(v),dengan e(v) adalah
eksentrisitas dari titik v di G. Eccentric connectivity index dari graf G didefinisikan
sebagai $(G) = Yyev () e(v)deg(v), dengan deg(v) merupakan derajat dari titik
v di G. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan total eccentricity dan eccentric
connectivity index dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
modulo Z5,, Z3p, Z4y, Zsp, Zep, dengan p prima. Hasil penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Misalkan (Z,,, +, -) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada bilangan bulat modulo 2p, maka:

(@) ¢ (I(Zzp)) = 2 dan &° (l(zzp)) =2, untuk p = 2 atau p = 3
(b) ¢ (1(Z2)) = 2p — 3 dan £ (1(Zz,)) = 5p — 12, untuk p = 5

2. Misalkan (Zsp,, +, ) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada bilangan bulat modulo 3p, maka:

@) 5(1(Z3p)) = 2 dan &° (I(ng)) =2, untuk p = 2
(b) 5(1(23,0)) = 11 dan &° (1(23,,)) = 23, untuk p = 3
(©) ¢ (1(Zsp)) = 4p — 5 dan ¢ (1(Z3,)) = 10p — 21, untuk p = 5

3. Misalkan (Z,p,,+, *)untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada bilangan bulat modulo 4p, maka:

(a) ¢ (1(Zsp)) = 7 dan ¢ (1(Z3)) = 9, untuk p = 2 ataup = 3
(b) ¢ (1(Z3p)) = 4p — 2 dan £° (1(Zs,)) = 10p — 21, untuk p = 5
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4. Misalkan (Zs,,+, *)untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada bilangan bulat modulo 5p, maka:

(8) ¢ (1(Zsp)) = 7 dan ¢ (1(Zs) ) = 13, untuk p = 2

(b) & (I(Zsp)) = 15 dan &€ (I(ZSp)) =29 untuk p = 3

(©) f(I(Zsp)) = 39 dan &€ (I(Z5p)) =93,untukp =5

(d) ¢ (1(Zsp)) = 8p — 9 dan £ (1(Zs)) = 20p = 31, untuk p > 7

5. Misalkan (Zgp, +, ) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada bilangan bulat modulo 6p, maka:

(@ ¢ (1(Zep)) = 7 dan §¢ (1(Zep) ) = 9, untuk p = 2
(b) ¢ (1(Zep)) = 11 dan &° (1(Z6,)) = 23, untuk p = 3
(©) ¢ (1(Zep)) = 4p — 5 dan £° (1(Zsp)) = 10p — 21, untuk p = 5
Penulis menyarankan bahwa dari graf identitas ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada modulo Z,y,, Z3y,, Zsp, Zep UNtuK p = 5 dan Zs, untuk p = 7, dengan

p prima perlu dikaji lebih lanjut mengenai pola keterhubungan setiap dua titik yang
berderajat 2 (pasangan unit).
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ABTRACT

Puspitasari, Lila Aryani. 2019. Total Eccentricity and Eccentric Connectivity
Index of Identity Graph of a Finite Commutative Ring with Unity. Thesis.
Departement of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr.
Abdussakir, M.Pd. (11) M. Nafie Jauhari, M.Si.

Keyword: commutative ring with unity, eccentric connectivity index, identity
graph, total eccentricity

Let G = (V,E) is a simple connected graph. The total eccentricity of graph
G defined as £(G) = Yyev(g) e(v), where e(v) is eccentricity of vertex v in G. The
eccentric connectivity index of graph G defined as £°(G) = Yyev gy e(v)deg(v),
where deg(v) is degree of vertex v in G. This study determined total eccentricity
and eccentric connectivity index of identity graph of finite commutative ring with
unity of Zy,, Z3p, Zayp, Zsp, Zep- The results of this study are as follows:

1. Let (Z3p,+, ) be a commutative ring with unity of integer modulo 2p, for a
prime p. Then,

() & (I(Zzp)) = 2and £° (l(zzp)) =2, forp=20rp=3
(b) & (I(Zzp)) = 2p —3and &° (I(Zzp)) =5p—12,forp =5

2. Let (Z3p, +, +) be a commutative ring with unity of integer modulo 3p, for a
prime p. Then,

(a) & (I(Z3p)) = 2 and &°¢ (I(Z3p)) = DR )
(b) ¢ (1(Zsp)) = 11 and §¢ (1(Zs,)) = 23, forp = 3
(©) ¢ (1(Zsp)) = 4p = 5 and §¢ (1(Zs,)) = 10p — 21, forp = 5

3. Let (Z4p, +, +) be a commutative ring with unity of integer modulo 4p, for a
prime p. Then,

(@) ¢ (1(23,,)) = 7and &€ (1(23,,)) =9,forp=20rp=3
(b) ¢ (1(Z3p)) = 4p — 2and £ (1(Zs,)) = 10p — 21, for p = 5

4. Let (Zsp, +, +) be a commutative ring with unity of integer modulo 5p, for a
prime p. Then,

@) & (I(Zsp)) = 7and &° (I(Z5p)) =13, forp =2
(b) ¢ (1(Zsp)) = 15 and &° (1(2s,)) = 29, for p = 3
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(©) £ (1(Zsp)) = 39 and ¢ (1(Zs,) ) = 93, forp = 5
(&) § (1(Zsp)) = 8p — 9 and & (1(Zs,)) = 20p — 31, forp = 7

5. Let (Zgp, +, +) be a commutative ring with unity of integer modulo 6p, for a
prime p. Then,

(@) ¢ (1(Zep)) = 72nd ¢ (1(Zep) ) = 9, for p = 2
(b) & (I(Zﬁp)) =11 and &° (1(z6p)) =23, forp =3
(©) ¢ (I(Zey)) = 4p — S and £ (1(Zp)) = 10p — 21, for p = 5
The author suggests from the commutative ring of identity graph with the
unity of modulo Z;,, Z3,, Z4,, Ze, for p = 5 and Zs,, for p = 7, with p prime need

to be studied further regarding the pattern of connectivity of every two vertices with
the degree 2 (pair of units).
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf merupakan salah satu topik bahasan dalam penelitian matematika
abstrak. Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah
himpunan berhingga dan tidak kosong dari objek-objek yang disebut titik dan E
adalah himpunan yang mungkin kosong dari 2-elemen subhimpunan pada titik V
yang disebut sisi. Himpunan titik dan sisi dinotasikan dengan V(G) dan E(G). Jika
v adalah titik pada graf G, maka banyak banyak titik di G yang terhubung langsung
ke v disebut derajat titik v dan dinotasikan deg(v) (Chartrand, dkk, 2016).

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung (connected), jika terdapat lintasan u—v di G. Jika untuk setiap dua titik
berbeda di G adalah terhubung, maka G disebut graf terhubung. Sebaliknya jika ada
dua titik u dan v di G, tetapi tidak terdapat lintasan u—v di G, maka G dikatakan
tak terhubung (disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009).

Misalkan G graf terhubung, untuk setiap u, v € V(G) terdapat jarak antara
u dan v yang didefinisikan sebagai titik terpendek antara u dan v di G dan
dinotasikan dengan d(u, v). Jarak maksimal dari titik u dan suatu titik lain di G
yang disimbolkan oleh e(u) disebut eksentrisitas (Kusmayadi dan Sudibyo, 2011).

Total eccentricity dari graf G dinotasikan dengan &(G) yang didefinisikan
sebagai (G) = Xyev(c)e(v) merupakan jumlah semua eksentrisitas titik v di G
(Fathalikhani, dkk, 2014). Penelitian mengenai total eccentricity sebelumnya telah

dikaji oleh Fathalikhani, dkk (2014) pada beberapa operasi graf, De, dkk (2015)
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meneliti pada produk generalized Hierarchical dari graf, De, dkk (2015) juga
meneliti pada beberapa graf komposit, serta Hua dan Miao (2017) meneliti pada
pasangan titik yang tidak terhubung di graf.

Eccentric connectivity index pada graf juga menarik untuk diteliti. Eccentric
connectivity index dari graf G yang dinotasikan dengan &€ (G) didefinisikan sebagai
§°(G) = Xvev(e)e(v) deg(v) adalah jumlah hasil kali eksentrisitas titik v yang
disimbolkan e(v) dan derajat titik v yang disimbolkan deg(v) (Sharma, dkk,
1997). Sebelumnya terdapat beberapa penelitian mengenai eccentric connectivity
index di antaranya Zhou dan Du (2010) telah meneliti mengenai eccentric
connectivity index, Morgan, dkk (2011) pada eccentric connectivity index dari
sebuah graf, Eskender dan Vumar (2013) pada eccentric connectivity index dan
eccentric distance sum dari beberapa operasi graf, Doslic dan Saheli (2014) pada
eccentric connectivity index dari graf komposit, dan Nacaroglu dan Maden (2018)
pada eccentric connectivity index dari graf unicyclic.

Graf juga diperoleh dari struktur aljabar grup dan ring. Graf yang diperoleh
dari struktur aljabar grup yaitu graf Cayley (Heydemann, 1997), graf konjugasi
(Abdussakir dan Khasanah, 2018), graf non-commuting (Abdussakir, Putri, dan
Fadhillah, 2018), graf subgrup (Kakeri dan Erfanian, 2015), graf invers (Alfuraidan
dan Zakariya, 2017), graf non-centralizer (Tolue, 2015), dan graf identitas
(Kandasamy dan Smarandache, 2009). Sedangkan graf dari struktur aljabar ring
seperti graf pembagi nol (Anderson dan Livingston, 1999), graf annihilator
(Badawi, 2014), graf co-maximal ideal (Wang, 2008), dan graf identitas

(Kandasamy dan Smarandache, 2009).
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Misalkan (R, +, -) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan. Suatu
unsur x di R dikatakan unit di R jika terdapat suatu unsur y di R sedemikian
sehingga xy = yx = 1. Himpunan unit di R dinotasikan dengan I(R) (Dummit dan
Foote, 2004). Kemudian unsur-unsur dari 7(R) akan membentuk titik pada graf
sederhana. Dua unsur x dan y di R terhubung langsung jika dan hanya jika x - y =
1. Diasumsikan bahwa 1 terhubung langsung dengan setiap unit di R. Sehingga graf
dengan himpunan titik I(R) tersebut adalah graf identitas atau graf unit dari R
(Kandasamy dan Smarandache, 2009). Graf identitas sebelumnya telah diteliti oleh
Leihitu dan Patty (2016) tetapi pembahasannya mengenai struktur graf di grup
bukan di ring.

Graf identitas pada penelitian ini diperoleh dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan. Misalkan (R,+, -) adalah ring, didefinisikan sebagai grup abel yang
memiliki sifat tertutup pada operasi perkalian, asosiatif pada operasi perkalian, dan
distributif operasi perkalian terhadap operasi penjumlahan. Ring R memiliki unsur
kesatuan pada operasi kedua dan perkalian di R komutatif. Sehingga, R adalah ring
komutatif dengan unsur kesatuan (Gilbert dan Gilbert, 2015).

Allah Swt berfirman dalam surah al-Insyirah ayat 7-8, yaitu:
© HEIS I calieing

“Maka apabila kamu telah selesai (dari sesuatu urusan), kerjakanlah dengan sungguh-
sungguh (urusan) yang lain, dan hanya kepada Tuhanmulah hendaknya kamu berharap ”
(Qs. al-Insyirah/94:7-8).

Maka apabila engkau telah selesai dari suatu urusan, tetaplah bekerja keras
untuk urusan yang lain. Apabila engkau menyelesaikan suatu urusan dunia atau
berdakwah, bergegaslah bersimpuh di hadapan Tuhanmu. Begitu engkau selesai

beribadah, bersungguh-sungguhlah dalam berdoa, demikian seterusnya. Hanya
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kepada Tuhanmulah engkau patut berharap dengan selalu bertawakal serta
mengharap rahmat dan ridha-Nya (Agama, 1985).

Hal tersebut juga berlaku bagi para peneliti, ketika satu penelitian telah
dilakukan maka lakukanlah penelitian yang lainnya. Penelitian mengenai eccentric
connectivity index telah banyak diteliti di berbagai bidang. Gupta, Singh, dan
Madan (2002) dalam penelitiannya menyatakan bahwa eccentric connectivity index
jauh lebih efektif dalam mendesain obat pembengkakan pada cacar dibandingkan
Wiener’s index. Gutman (2011) menunjukkan bahwa eccentric connectivity index
bermanfaat pada struktur kimia broom. Ashrafi, Doslic, dan Saheli, (2011) juga
menemukan manfaatnya pada formulasi TUC4C8 (R) nanotubes. Doslic, Graovac,
dan Ori (2011) menemukan formulasi eksplisit rantai hexagonal. Hal ini
menunjukkan bahwa satu topik pembahasan memiliki manfaat diberbagai bidang.
Hal tersebut merupakan bentuk dedikasi yang dilakukan peneliti setelah selesali
dalam satu penelitiannya. Oleh sebab itu jika kita telah menyelesaikan suatu
penelitian, maka lakukanlah penelitian yang lainnya untuk menemukan solusi dari
permasalahan yang ada.

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya maka topik
mengenai “Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari graf identitas
ring komutatif dengan unsur kesatuan” belum pernah diteliti. Jadi penulis akan

menelitinya sebagai judul baru dalam skripsi.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah pada penelitian

ini yaitu:

1.

Bagaimana rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,?
Bagaimana rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs,?
Bagaimana rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,,?
Bagaimana rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs,?
Bagaimana rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini di antaranya sebagai berikut:
Menemukan rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,.
Menemukan rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs,.
Menemukan rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zy,.
Menemukan rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs,.



6
5. Menemukan rumus umum total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang dapat dicapai dengan adanya penelitian ini yaitu untuk
memberikan informasi mengenai rumus umum dari total eccentricity dan eccentric
connectivity index dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

Zops Z3ps Zaps Zsp, Zep, dengan p prima.

1.5 Batasan Masalah
Penelitian ini akan memfokuskan pembahasannya pada total eccentricity
dan eccentric connectivity index dari graf identitas ring komutatif dengan unsur

kesatuan modulo 2p, 3p, 4p, 5p, dan 6p, dengan p bilangan prima.

1.6 Metode Penelitian

Berdasarkan latar belakang tersebut maka penelitian ini akan menggunakan
jenis penelitian kepustakaan (library research). Penelitian ini dilakukan dengan
mengkaji buku-buku serta jurnal-jurnal yang membahas mengenai topik teori graf
dan aljabar abstrak yang berkaitan dengan tema penelitian.

Pada penelitian ini digunakan pendekatan kualitatif. Pola pembahasannya
dimulai dari hal-hal khusus yang diperumum dan bersifat deduktif. Adapun
langkah-langkah untuk mengetahui total eccentricity dan eccentric connectivity

index dari graf identitas ring komutatif pada modulo Z,,, Z3,, Z4y, Zs, dan Zgy,

sebagai berikut:
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1. Menentukan anggota dari Z,, dengan menggunakan tabel Cayley operasi
perkalian.

2. Menentukan himpunan titik /(R) dari anggota Z,,,.

3. Menggambar graf identitas dengan menghubungkan setiap elemen unit dengan
unsur kesatuan.

4. Menentukan eksentrisitas dan derajat titik pada graf identitas ring komutatif
dengan unsur kesatuan Z,,.

5. Menetukan total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf
identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,.

6. Mengulangi langkah 1, 2, 3, 4, dan 5 untuk ring komutatif dengan unsur
kKesatuan Zs,, Zsy, Zsy, Zep-

7. Membuat dugaan (konjektur) total eccentricity dan eccentric connectivity
index berdasarkan pola yang ditemukan untuk masing-masing kasus pada
Z2p) Z3ps Zap, Zsp, dan Zgy,.

8. Merumuskan konjektur tentang total eccentricity dan eccentric connectivity
index sebagai suatu teorema.

9. Menghasilkan teorema-teorema total eccentricity dan eccentric connectivity

index yang dilengkapi dengan bukti secara deduktif.

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan pada penelitian ini dibagi menjadi empat bab dan setiap bab
terdiri dari beberapa subbab. Sistematika tersebut dimaksudkan agar penulisan

lebih terarah dan mudah dipahami. Adapun sistematika tersebut yaitu:



Bab I

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan berisi mengenai latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka berisi mengenai teori-teori yang berkaitan dengan
permasalah. Pada penelitian ini teori yang digunakan meliputi: graf yang
terdiri dari derajat titik, graf terhubung, dan eksentrisitas. Selain itu
terdapat kajian mengenai ring, graf identitas ring komutatif dengan unsur
kesatuan, total eccentricity dan eccentric connectivity index, serta anjuran
untuk selalu berpikir dalam al-Quran.

Pembahasan

Pembahasan berisi mengenai penyelesaian terhadap permasalan total
eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas ring
komutatif dengan unsur kesatuan, serta kajian agama mengenai tanda bagi
orang yang berilmu.

Penutup

Penutup berisi kesimpulan dari hasil pembahasan dan saran untuk

penelitian selanjutnya.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah
himpunan berhingga dan tidak kosong dari objek-objek yang disebut titik dan E
adalah himpunan yang mungkin kosong dari 2-elemen subhimpunan pada titik V
yang disebut sisi. Himpunan titik dan sisi dinotasikan dengan V(G) dan E(G)
(Chartrand, dkk, 2016). Banyak unsur di V(G) disebut order dari G yang
dilambangkan dengan p(G) dan banyak unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan
dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dimaksudkan hanya graf G maka order
dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk, 2009).

Jika e = (u,v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung
langsung (adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan
titik u dan v disebut ujung dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung
langsung (adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir,
dkk, 2009).

Contoh:

Vs €y Vg
€s 2g €3
@
21 € L €2 V3

Gambar 2.1 Graf G Berorder 5
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Berdasarkan Gambar 2.1 dapat diketahui bahwa graf G memiliki lima titik
yang terhimpun pada V(G) = {vy, v,, v3, vy, Us}. Serta terdiri dari 6 sisi, E(G) =

{elf €3, €3, €y, €x, e6}'

2.1.1 Derajat Titik

Derajat titik v pada graf G merupakan banyak titik di G yang terhubung
langsung ke v. Sehingga, himpunan derajat titik v di G disebut lingkungan dari v
dan ditulis N(v). Selain itu derajat titik v juga diartikan sebagai banyaknya sisi
yang terkait langsung dengan v. Derajat titik v dinotasikan dengan deg, v atau
lebih sederhana disimbolkan dengan deg(v). Titik dengan derajat O atau
deg(v) = 0 disebut titik terasing (terisolasi). Titik dengan derajat 1 atau deg(v) =
1 disebut titik ujung (akhir). Titik yang memiliki derajat paling besar atau
maksimum di G dinotasikan dengan A(G). Sedangkan titik dengan derajat
minimum di G dinotasikan dengan §(G). Dengan demikian, jika v adalah titik dari
graf G pada order n, maka

0<46(G)<deg(v) <A(G)<n-—-1
(Chartrand, dkk, 2016).

Contoh:

@
V1 Vs VU3

Gambar 2.2 Graf G Berorder 6
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Berdasarkan Gambar 2.2 maka diperoleh derajat pada masing-masing titik
yaitu deg(v,) = 1,deg(v;) = 5,deg(vs3) = 1,deg(vy) = 1,deg(vs) =1,

deg(ve) = 1. Sehingga didapatkan A(G) = 5 dan §(G) = 1.

2.1.2 Graf Terhubung

Misalkan u dan v adalah titik di G yang mungkin sama. Deretan berbatas
dan berselang-seling pada graf G disebut jalan u-v dan dinotasikan sebagai berikut

W:u = vy, eq,V1,€3, Vs, e, , Uy =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan

e = V;_1V; = 187 B1.8 7
adalah sisi di G, v, disebut titik awal, dan v,, disebut titik akhir, titik v,, v, ..., V1
disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # v,, maka W
disebut jalan terbuka. Jika v, = v,,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak
mempunyai sisi disebut jalan trivial. Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut
trail. Jalan terbuka yang semua titik berbeda disebut lintasan (Abdussakir, dkk,
2009).

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung (connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G juga dikatakan
graf terhubung, jika untuk setiap titik w dan v yang berbeda di G terhubung.
Sebaliknya jika ada dua titik u dan v di G, tetapi tidak terdapat lintasan u-v di G,

maka G dikatakan tak terhubung (disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009).
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Contoh:

v v
4 3 A V3

G: Gy:

v v
1 2 vy v,

Gambar 2.3 Graf G Berorder 4 dan Graf G, Berorder 4

Pada Gambar 2.3 graf G setiap titik terhubung langsung dengan titik yang
lainnya yaitu v; dan v,, v, dan v,, v, dan v, v, dan v,, serta v; dan v,. Sehingga
graf G merupakan graf terhubung. Sedangkan pada graf G, terdapat satu titik

terasing yaitu titik 3, sehingga graf G, bukan merupakan graf terhubung.

2.1.3 Eksentrisitas

Jarak (distance) merupakan lintasan terpendek dari banyaknya sisi yang
dilalui suatu titik u ke v di G dinotasikan dengan d(u, v). Jumlah semua d(u, v)
dari titik u di G dinotasikan dengan D (u). Apabila tidak ditemukan lintasan yang
terhubung pada titik u dan v, maka d(u, v) = c. Eksentrisitas dari titik u pada G
merupakan jarak maksimal dari titik u ke titik lain pada G yang dinotasikan dengan
e(u). Sehingga, e(u) = max{d(u,v)|lu,v € V(G)}. Titik yang memiliki
eksentrisitas terbesar disebut diameter, dinotasikan dengan diam(G). Sedangkan,
titik yang memiliki eksentrisitas terkecil disebut radius, dinotasikan dengan rad(G)

(Kusmayadi dan Sudibyo, 2011).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Contoh:

Gambar 2.4 Graf H Berorder 5

Berdasarkan Gambar 2.4 diperoleh eksentrisitas pada masing-masing titik

sebagai berikut
e(1) = max{d(u,v)|u,v € H(G)}

= max{d(v,, v;), d(vy,v3),d(vy,v,),d(vy, v5)}

= max{1,2,1,2}

=2
Dengan cara yang sama maka akan diperoleh nilai eksentrisitas titik lainya yaitu
e(vy) = 2,e(v3) = 2,e(vy) = 2,e(vs) = 2. Berdasarkan data tersebut didapatkan

diam(H) = 2 dan rad(H) = 2.

2.2 Ring

Definisi Ring:

Ring R merupakan suatu himpunan tak kosong dengan dua operasi biner,
operasi penjumlahan (dinotasikan oleh a + b) dan operasi perkalian (dinotasikan
oleh a - b), sedemikian sehingga untuk setiap a, b, c € R, maka:

1. a+b=b+a.

2. (a+b)+c=a+(b+0).
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3. Terdapat identitas pada operasi penjumlahan yaitu 0. Sedemikian
sehingga a + 0 = a untuk semua a di R.
4.  Terdapat suatu elemen - a di R sedemikian sehingga a + (—a) = 0.
5 a-(b-c)=(a-b)-c

6. a-(b+c)=a*b+a-cdan(b+c)ra=a-b+c-a
Jadi, ring adalah suatu grup Abelian di bawah operasi penjumlahan, serta
asosiatif terhadap operasi perkalian pada distributif kiri dan kanannya atas operasi

penjumlahan (Gallian, 2013).

2.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan

Misalkan (R,+, -) adalah ring. Jika terdapat suatu unsur e di R
sedemikian sehingga x - e = e - x = x untuk setiap x di R, maka 1 disebut unsur
kesatuan dan R adalah ring dengan unsur kesatuan. Jika R komutatif terhadap
operasi perkalian, maka R disebut ring komutatif. Sehingga, R yang komutatif dan
mempunyai unsur kesatuan terhadap operasi perkalian disebut ring komutatif
dengan unsur kesatuan (Gilbert dan Gilbert, 2015).

Misalkan (R, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan yaitu e
dan x € R. Jika terdapat suatu unsur y di R sedemikian sehingga xy = yx = e,
maka y merupakan invers pada operasi perkalian dari x dan x disebut unit
(invertible element) di R (Gilbert dan Gilbert, 2015). Himpunan dari unit di R
dinotasikan dengan I(R). Jika himpunan I(R) memenuhi aksioma grup maka I (R)

disebut grup unit.
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2.3 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan 1. Diambil I(R)
sebagai himpunan unit di R (Jelas I(R) # @ sebagaimana 1 € I(R)). Kemudian
unsur-unsur dari I(R) akan membentuk titik pada graf sederhana. Dua unsur x dan
y di R terhubung langsung jika dan hanya jika x - y = 1. Diasumsikan bahwa 1
terhubung langsung dengan setiap unit di R. Sehingga graf dengan himpunan titik
I(R) tersebut adalah graf identitas atau graf unit dari R. Jika R tidak memiliki unsur
selain 1, misalnya I(R) = {1} maka graf identitasnya hanya satu titik (Kandasamy
dan Smarandache, 2009).

Contoh:

Diberikan (Zg,+, - ) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

ditunjukkan tabel Cayley (Zg, +, -) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 2.1 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

NI OV G| WL N =

N ONM| G| W QO DN =2 =2
QM| 1[N DI O > | NI NI
U1 | DN | B =21 OV O1 9
=l E =l k=l
W OV I ST NI G| Gl
NI | OV DI NI 1| OV O
=N QI A OT | O NN

Didefinisikan graf identitas yaitu dua unsur x dan y di Zg terhubung
langsung jika dan hanya jika x -y = 1 (Kandasamy dan Smarandache, 2009).
Sehingga berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh unit dari Zg adalah

1-1=1 3:3=1
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&
Ul
I
Rl
~
N
I
Rl

Maka himpunan unit dari Zg yaitu I1(Zg) = {1,3,5,7}. Setiap unit di Zg akan
terhubung langsung dengan 1. Jadi graf identitas ring komutatif dengan unsur

kesatuan dari Zg sebagai berikut

Gambar 2.5 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

Berikut akan ditunjukkan perbandingan dari graf identitas Zg dan graf zero Zg

[ 1

ey Y
‘ i
I

o@

Gambar 2.6 Graf Identitas dan Graf Zero Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

Berdasarkan Gambar 2.5 dan Gambar 2.6 dapat diketahui graf zero divisor dari

modulo 8 sebagai berikut
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Gambar 2.7 Graf Zero Divisor Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

2.4 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index
Total eccentricity dari graf G didefinisikan sebagai jumlah eksentrisitas

pada semua titik di G, dinotasikan dengan &(G) dan dituliskan sebagai berikut

€@=), e

(Fathalikhani, dkk, 2014).

Contoh:

Ve

Vs
V7 vy

1 V2 VU3

Gambar 2.8 Graf G Berorder 7

Berdasarkan Gambar 2.8 diperoleh eksentrisitas pada masing-masing titik

sebagai berikut



18
e(1) = max{d(u,v)|u,v € H(G)}
= max{d(vy, v;), d(vy,v3), d(vy,vs), d(vy,v5), d(vy,v6), d(vy,v7)}
=max{2,2,2,1,2,2}
=2
Dengan cara yang sama maka akan diperoleh nilai eksentrisitas titik yang lainya
yaitu e(vy) =2,e(v3) =2,e(vy) = 2,e(vg) =1,e(vg) = 2,e(vy) = 2.
Sehingga nilai total eccentricity dari graf G berorder 7, yaitu
§(G) = Zyeve(w)
=e(v) +e(vy) +e(vy) +e(vy) + e(vg) + e(vg) + e(v;)
=T 222 1 E 20 ) 2
=13
Jadi, total eccentricity graf G adalah 13.

Eccentric connectivity index merupakan jumlah hasil kali eksentrisitas titik
dan derajat titik pada semua titik di G yang dinotasikan dengan &£¢(G). Eccentric
connectivity index pada graf G dituliskan:

§°(6) = Zypeye(v)deg(v)
(Sharma, dkk, 1997).

Contoh:

Ve

Vs
V7 Vy

(21 V3 V3

Gambar 2.9 Graf H Berorder 7
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Berdasarkan Gambar 2.9 diperoleh eksentrisitas pada masing-masing titik
sebagai berikut
e(1) = max{d(u,v)|u,v € H(G)}
= max{d(vy, v;), d(vy,v3), d(vy, 1), d(vy, V5), d(vy, V), d(v4, v7)}
=max{1,2,2,1,2,2}
=2
Dengan cara yang sama maka akan diperoleh nilai eksentrisitas titik lainya
yaitu e(v,) = 2,e(v3) = 2,e(vy) = 2,e(vs) = 1,e(vg) = 2,e(v;) = 2. Selain
itu, juga diperoleh nilai derajat titik yaitu deg(v;) = 2,deg(v,) = 2,deg(v;) =
2,deg(v,) = 2,deg(vs) = 6,deg(ve) = 2,deg(v,) = 2. Sehingga diperoleh
nilai eccentric connectivity index dari graf H yaitu
§C(H) = Zyeve(v)deg(v)
= e(vy)deg(v,) + e(v,) deg(v,) + e(v3) deg(vs)

+e(vy) deg(vy) + e(vs) deg(vs) + e(ve) deg(ve)

+ e(vy) deg(v;)
=2X2+2X24+2X24+2X24+41X6+2X2+2X%X2
=4+44+4+4+6+4+4
=30

Jadi, eccentric connectivity index dari graf H adalah 30.
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2.5 Anjuran untuk Selalu Berpikir dalam Al-Quran

Allah berfirman dalam surah ali-Imran ayat 190-191:

Sl @ VT 5Y e m@ JA 2T ua;‘w?@f ol gls 3 &)

>

655 2l sl FE & 538085 Lot U85 5,455 s A 5585
® LT olie s dass m/ AEUSCR A

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam dan siang
terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal, (yaitu) orang-orang yang mengingat
Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan mereka memikirkan
tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan kami, tiadalah Engkau
menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka peliharalah kami dari siksa
neraka” (Qs. ali-Imran/3:190-191).

Syaikh Imam al-Qurthubi mentafsirkan bahwa Allah Swt memerintahkan
kita untuk melihat, merenung, dan mengambil kesimpulan pada tanda-tanda ke-
Tuhanan. Tanda-tanda tersebut tidak mungkin ada kecuali diciptakan oleh Yang
Maha Hidup, Yang Maha Suci, Maha Menyelamatkan, Maha Kaya dan tidak
membutuhkan apapun yang ada di alam semesta. Sehinga, keimanan mereka

bersandarkan atas keyakinan yang benar dan bukan hanya sekedar ikut-ikutan

dengan menyakini hal tersebut. Pada lafadz p&JY“\’ Jj\z g;g:,ﬁf “Terdapat tanda-

tanda bagi orang-orang yang berakal . Inilah salah satu fungsi akal yang diberikan
kepada seluruh manusia, yaitu agar mereka dapat menggunakan akal tersebut untuk
merenungi tanda-tanda yang telah diberikan oleh Allah Swt (Qurthubi, 2008).
Langit dan bumi dijadikan oleh sang khalig, sangat indah dengan tersusun
tertib dan sesuai aturan. Silih berganti malam dengan siang, betapa besar
pengaruhnya terhadap kehidupan segala yang bernyawa. Terkadang malamnya
pendek, siangnya panjang atau sebaliknya. Terdapat musim panas, musim dingin,

musim hujan, musim gugur, musim semi, bahkan musim salju selamanya seperti
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yang terjadi di kutub. Semua ini menjadi ayat, tanda bagi orang yang berpikir,
bahwa tidaklah semuanya ini terjadi dengan sendirinya (Hamka, 2015).

Orang yang melihat dan mempergunakan pikiran meninjaunya, masing-
masing sesuai bakat pikirannya. Entah seorang ahli ilmu alam, ahli ilmu binatang,
ahli ilmu tumbuh-tumbuhan, ahli pertambangan, ahli filosof, ataupun seorang
penyair dan seniman sekalipun. Semuanya akan dipesona oleh keteraturan alam
semesta yang luar biasa. Terasa kecil dihadapan keajaiban alam, terasa kecil alam
dihadapan kebesaran penciptanya. Pada akhirnya tiada arti diri, tiada arti alam, yang
ada hanyalah Dia. Karena kita manusia (al-hayawan an-nathiq) kita berpikir.
Layaknya ulul-albab memiliki intisari, mempunyai pikiran. Mempunyai biji akal
(potensi) yang bila ditanam dengan baik akan tumbuh (Hamka, 2015).

Orang yang berpikir artinya orang yang tidak pernah lepas dari mengingat
Allah Swt, baik dalam keadaan berdiri, duduk atau berbaring. Kata yadzkuriina
berarti ingat berpokok pada kata dzikir. Disebutkan pula, bahwasanya dzikir
hendaklah bertali diantara sebutan dan ingatan. Kita mampu menyebut Asma Allah
dengan mulut karena telah teringat terlebih dahulu dalam hati. Sesudah
pengelihatan atas kejadian langit dan bumi, atau pergantian siang dan malam,
langsungkan ingatan kepada yang menciptakannya. Jelaslah dengan sebab ilmu
pengetahuan bahwa semuanya itu tidaklah ada yang terjadi sia-sia atau secara
kebetulan. Kegiatan mengingat (tadzakkur) itu berhubungan dengan kegiatan
memikirkan (tafakkur) (Shihab, 2002).

Berdasarkan beberapa penafsiran yang diberikan oleh para mufassir, dapat
dipahami bahwa manusia diberikan hidayah berupa akal untuk digunakan sebaik-

baiknya. Diantara tugas atau kegiatan akal yang disebutkan dalam ayat tersebut
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adalah bertafakur memikirkan ciptaan Allah. Merekalah yang dalam al-Quran
disebut orang yang berakal (Ulul- albab), yang memiliki akal kuat untuk digunakan
mengingat dan memikirkan ciptaan di alam semesta.

Sedangkan berpikir, bisa dengan membaca, merenungi dan memahami
segala yang ada di langit dan bumi yang berisi rahasia-rahasia llahi. Terdapat
berbagai manfaat dan hikmah-hikmah yang menunjukkan kebesaran, kekuasaan,
ilmu, serta rahmat sang Khalik yang patut disyukuri dan dijaga.

Hal ini juga berlaku pada penelitian, sebuah penelitian tidak akan ada
habiskan apabila manusia senantiasa berpikir dan menemukan hal baru. Pada
penelitian eccentric connectivity index pun sedemikian, pada tahun 1997 telah
ditemukan konsep ini oleh 3 orang peneliti, Sharma, Goswami, dan Madan. Mereka
menghubungkan teori graf dengan struktur kimia dan biologi. Sebelumnya telah
digunakan teori graf lainnya untuk menyelesaikan permasalahan tersebut.
Penelitian ini menunjukkan korelasi yang baik antara eccentric connectivity index
dengan aktifitas dari analogi piperidinyl methyl ester dan methylene methyl ester.
Hasil tersebut menunjukkan bahwa eccentric connectivity index memberikan
korelasi yang sangat baik secara kimia maupun biologi.

Gupta, dkk (2002) juga meneliti mengenai hubungan eccentric connectivity
index dan Wiener’s index dengan aktivitas anti-inflamasi. Anti-inflamasi
merupakan suatu zat yang dugunakan untuk mengurangi peradangan atau
pembengkakan. Pada penelitiannya Gupta, dkk memberikan anti-inflamasi untuk
pembengkakan cacar. Perbandingan hasil penelitiannya pada eccentric connectivity
index dan Wiener’s index menunjukkan bahwa eccentric connectivity index jauh

lebih baik untuk mengaktifkan anti-inflamasi.
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Berbagai penelitian tersebut merupakan hasil berpikir dan merenungi
peristiwa-peristiwa di sekitar kehidupan kita. Sehingga dengan berbekal akal yang
telah Allah berikan, manusia bisa membaca, mengetahui, memikirkan, meneliti,
serta menelaah fenomena-fenomena yang ada, kemudian menghasilkan suatu
pengetahuan atau ilmu. Penemuan dalam berbagai ilmu pengetahuan dan teknologi
tersebut mengantarkan orang yang berakal untuk mensyukuri dan meyakini segala
ciptaan Allah amat bermanfaat dan tidak ada yang sia-sia. Allah juga
memerintahkan kita untuk senantiasa berpikir dan melakukan urusan yang lain
apabila telah selesai dari suatu urusan, seperti firman-Nya dalam surah al-Insyirah

ayat 7-8:
SRS S TR SHLE

“Maka apabila kamu telah selesai (dari sesuatu urusan), kerjakanlah dengan sungguh-
sungguh (urusan) yang lain, dan hanya kepada Tuhanmulah hendaknya kamu berharap”
(Qs. al-Insyirah/94:7-8).
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3.1 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas
Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,,

3.1.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,
Diberikan (Z,,+, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 4 dengan Z, = {0,1,2,3}. Berikut akan

ditunjukkan tabel Cayley (Z,, +, -) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.1 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,

NI O NI DI NI
=1 N W Ol W

WI NI =] Ol =1

Ql| Dl |l D

WI NI =D -

Didefinisikan graf identitas yaitu dua unsur x dan y yang berbeda di Z,
terhubung langsung jika dan hanya jika x - y = 1 (Kandasamy dan Smarandache,

2009). Sehingga berdasarkan Tabel 3.1 diperoleh unit dari Z, adalah

1-

=
Il
=

3-

wl
Il
I

Maka himpunan unit dari Z, yaitu 1(Z,) = {1, 3}. Setiap unit di Z, akan terhubung
langsung dengan 1. Jadi diperoleh graf identitas ring komutatif dengan unsur

kesatuan dari Z, sebagai berikut

24
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3

Gambar 3.1 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur kesatuan Z,

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan
Gambar 3.1.
Derajat titik :deg(1) = 1,deg(3) =1
Eksentrisitas titik : e(1) = max{d(1,3)} =1
e(3) =max{d(3, 1)} =1

a) Total eccentricity

@) =) o)

VeV (I(24))
=1+1
=2

b) Eccentric connectivity index

£1E) =) e(v) deg(®)

veV(1(Zy))
=(1x1)+(1x1)
=2
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z, adalah 2 dan 2.
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3.1.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z
Diberikan (Zg, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan semua kelas bilangan modulo 6 dengan Z, = {0,1,2,...,5}. Berikut

akan ditunjukkan tabel Cayley (Z;, +, -) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.2 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z

NI B O NI ]| O W
= DN WL Ul Ol U

WI| Ol WI| DIl WI| DI Wl

BN Ol N O NI

Ul B I NI 2 O =

Ol Q| Ol Q| Dl | 2l

Ul B 1 NI R D -

Berdasarkan Tabel 3.2, maka diperoleh I(Z;) = {1,5}. Sehingga graf

identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z, adalah

5

Gambar 3.2 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan

Gambar 3.3.
Derajat titik :deg(1) = 1,deg(5) = 1
Eksentrisitas titik : e(1) = max{d(1,5)} =1,
e(5) = max{d(5,1)} =1
a) Total eccentricity

E(I(ZG)) = ZUEV(I(Z6)) e(v)
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=1+1=2

b) Eccentric connectivity index

£(1)) =) e(w)deg®)

veV(I(Ze))
=(1x1)+@@x1)
=2
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z, adalah 2 dan 2.

3.1.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,
Diberikan (Z,,, +, ) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan semua kelas bilangan modulo 10 dengan Z;, = {0, 1, 2,...,9}. Berikut

akan ditunjukkan tabel Cayley (Z,,, +, - ) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.3 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Ol Ol Ol Ol Ol Dl | Ol Ol | D | | D
OI[OO1| 1| OV | U | | I NI 21| DI | =
COI{ O 1| NI I Ol O | W1 NI DI NI
N | =] 001 U N[ O | O | W | DI | Wl
OM DI OOI| | DI ON | NI OOl | Wi | DI | W
ull| Ol ul| Ol Ul DIl Ul | DI Ul | DI Ul
B[ 001 NI OV | DI A 001 NI OV | DI O
WI OV O NI U] QO | W | |
NI 1| OV | Q01| DI N | 1| OV | OOI| DI | O3l
D1 I | Ul OV | 1| 001 | Ol | DI \OlI

OI[ 001 1| OV | U | | WL NI = | | -

Berdasarkan Tabel 3.3, maka diperoleh I(Z,,) = {1, 3,7, 9}. Sehingga graf

identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah
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Ol

7 3
Gambar 3.3 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z;,

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan
Gambar 3.3.
Derajat titik :deg(1) = 3,deg(3) = 2,deg(7) = 2,deg(9) = 1
Eksentrisitas titik: e(1) = max{d(1,3),d(1,7),d(1,9)}
= WEAEE 1Y 371
e(3) =2,e(7) =209 =2

a) Total eccentricity

5(1(210)) = Z e(v)

veV(1(Z49))
=1+4+2+2+2
=14+ (2x%3)
=7

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vEV(1(Z10))
=(1x3)+2x1D)+2x2)+(2x%x2)
=3+@2x1D+((2x2)x2)

=13
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Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 7 dan 13.

3.1.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z4,
Diberikan (Z,4,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan semua kelas bilangan modulo 14 dengan Z;, = {0, 1, 2,..., 13}. Berikut

akan ditunjukkan tabel Cayley (Z4, +, -) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.4 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

- |0|1]2|3]4|5|6|7/8|9]|10|11]12|13
0 |0/ 0|/0|0O|0O|O|O|ODJO|O|O|O|O]|D
1101 |23 |4|5|6|7|8]|9|10]|11|12|13
2 10| 2|46 |8|10/12|/0|2|4|6|8|10]|12
BN 0 |3 |6 |9 |12 # |7(|10|13| 2 [ 518 |1T
4 |0|4|8|12| 2|6 |10/0| 4|8 12|22 |6 |10
5 |0|5/10|1|6|11|2|7|12|3 |8 |13| 4|9
6 |0|6|12| 4|10 2 |8 |0|6|12| 4 |10| 2 | 8
B 0 | 7 |07 07070017 0|7 005
8 |0|8|2|10/4|12|6|0|8|2|10| 4 |12| 6
9 |0[9|4|13| 8|3 |12|7|2|11|6 |1 |10|5
10 |0 |10/ 6 | 2 (12| 8 | 4|0/10| 6 |2 |12| 8 | 4
11 |0 |11 (8| 5|2 |13]|10|7 |4 |1 |12|9 |6 |3
12 |0|12(10| 8 | 6 |4 | 2 |0|12|10| 8 | 6 | 4 | 2
13 |0 |13|12]|11]10|9 |8 |7 |6 |5 |4 |3 ]2 |1

Berdasarkan Tabel 3.4, maka diperoleh I1(Z,,) ={1,3,5,9,11,13}.

Sehingga graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah
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Gambar 3.4 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan
Gambar 3.4.
Derajat titik :deg(1) = 5,deg(3) = 2,deg(5) = 2,deg(9) = 2,
deg(11) = 2,deg(13) = 1
Eksentrisitas titik: e(1) = max{d(,3),d(1,5),d(1,9),d(1,11),d(1,13)}
=max{1,1,1,1,1} =1
e(3) =2,e(5) =2,e(9) =2,e(11) = 2,e(13) =2

a) Total eccentricity

5(1(214)) — z e(v)

veV(1(Z14))
=1424+2+2+2+2
=1+ (2x5)
=11

b)  Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vEV(1(Z14))
=(1x5+2x1D)+2x2)+2x2)+2x2)+(2x%x2)
=5+2x1)+((2%x2)x4)

=23
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Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 11 dan 23.

3.1.5 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,
Diberikan (Z,,, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan semua kelas bilangan modulo 22 dengan Z,, = {0, 1, 2,...,21}. Berikut

akan ditunjukkan tabel Cayley (Z,,, +, *) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.5 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

- | 0] T ) 2] 3| 4|5 |6 | 7|8 |9 |10|11|127)|13|14|75| 716|137 18| 19|20 21
o|0|OD|0O0| 00| O0O|OD| 0|0 |OC|O0|0O|0O|0O|O|0T|0|0|0)|0|0]|T7d
i1|/0|1| 32| 3|34 | 5| 6| 7| 8|9 |T0|11T|7T2|13|7T4|75| 16|17 |18 | 19|20 | 2T
2 |0| 2| 4| 6|8 |T0|12|1#|T6|T68 |20 0D | 2| % | & |8 |T0|12|14|16|18 |20
3 |0)3 (6| 8§ |T2|75|18|21| 2 |5 |8 |17 |7 |17 |20 | T | % |7 |T0)| 13|76 |15
4 | 0| 42 | 8 |12|T5| 20| 2 | 5 |T0|[TF |18 |0 | % | B |T2|1T6|20| 2 | & |T0| 14|18
5|1 0|5 [T0|15(20| 3|8 |13|18| 1 |6 |11 |76 |21 | 4 [§ [T4|19| 2 | 7 |12 |17
6 | 0| 6 |T2|78| 2 | 8 |T4|20| 4 [0 |T6| O | 6 |12 | T8 | 2 | 8 |14 |20 | & | T0 | 16
7 | 0|7 14|27 | 6 | 13|20| 5 | 12|19 | % |17 |78 | 3 |T0 |17 | 2 | 5 |T6| 1 | 8 | I§
8 | 0|8 |76| 2 |10 18| 2 |12 20| & |12 | 0 | B8 |[T6| 2 |T0| 18| 3 |12 | 20| & | 1% |
9 | 0|9 |18| 5 |T¢| 1 |T0|19| 6 (15| 2 |1T|20| 7 |T6| 3 |T2|2T| 8 |17 | & |13

10 | 0|10 (20| B8 [ 18| & | 16| 4 | 14| 2 |12 | 0 |10 |20 | B8 (18| 6 (16| 4 [ 14| 2 | 12
11| 0|7 | 0|77 0 | IT| 0 |IT| 0 [TT| 0 [T1T| 0 |TT| 0 [TT| 0 [TT| 0 [T1T]| 0 |IT
12 | 0|17 | 2 | 14| 4 | T6| & | 18| 8 | 20 |10 | 0 |12 | 2 |14 | 4 |16 | & |18 | B | 20 | 10
13| 0|13 | & |17 | 8 | 21| 12| 3 |16 | 7 |20| 11| 2 |15 | & |19 |10 | 1 |14 | 5 |18 | B
i¢ | 0 | T4 | 6 | 20| 12| 4 | 18| 10| 2 |T6 | 8 | 0 | T4 | 6 |20 |12 | 4 |18 |10 | 2 |16 | B
is| 0|75 | 8| 1 |1s| 9| 2 |17|10| 3 |T18|T1| & |19 |12 |5 |20|13| & |21 |14 | 7
16 | 0 |16 (10| 4 [ 20| 14| 8 | 2 |18 (12| 6 | O |16 |T0| 4 [ 20| 14| B8 | 2 [ 18|12 | &
7| 0|17 | 12| 7 | 2 | 79| 14| 9 | 4 |21 |16 |11 | & | 1 | T8 |13 | B | 3 |20 |15 | T0 | §
i8 | 0|18 | 12| T0| & | 2 | 20| 16| 12 | 8 | 2 | O |18 |14 |T0 | & | 2 |20 |16 |12 | B | &
19| 0|19 | 16| 13| 70| 7 | 2 | 1|20|77 |18 |T1| 8 |5 | 2 |2T |18 |15 |12 | 9 | & | 3
20 | 0|20 | 18| 16| 14| 12| T0| 8 | 6 | % | 2 | 0 |20 |18 |16 |14 |12 |10 | & | & | & | 2
21| 0|21 (20| 19|18 | 17| 16| 75| 14 (13 |12 |11 | 10| 9 | 8 [ 7 | 6 [ 5 | 4 |3 ]2 |1

Berdasarkan Tabel 3.5, maka diperoleh 1(Z,,) = {1,3,5,7,9,13,15,17,19, 21}.

Sehingga graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah
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Gambar 3.5 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan

Gambar 3.5.

Derajat titik :deg(1) = 9,deg(3) = 2,deg(5) = 2,deg(7) = 2,
deg(9) = 2,deg(13) = 2,deg(15) = 2,deg(17) = 2,
deg(19) = 2,deg(21) = 1

Eksentrisitas titik: e(1) = max{d(1,3),d(1,5),d(1,7),d(1,9),d(1,13),

d(1,15),d(1,17),d(1,19),d(1,21)}
= max{1,1,1,1,1,1,1,1,1}=1

e(3) =2,e(5) =2,e(7) =2,e(9) =2,e(13) =2,
e(15) = 2,e(17) = 2,e(19) = 2,e(21) = 2

a) Total eccentricity

§(1Z2) = e()

veV(I(Z22))
=14+24+2+4+2+2+24+2+2+24+2
=1+(2x%x9)

=19
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b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

veV(1(Z,2))
=(1x9)4+2x1D)+2x2)+(2x2)+(2x2)+(2x%x2)
+2x2)+(2x2)+(2x%x2)+(2%x2)
=9+ (2x1)+((2x2)x8)
]
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 41 dan 76.

3.1.6 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,
Diberikan (Z,¢, +, +) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan semua kelas bilangan modulo 26 dengan Z,, = {0,1, 2,..., 25}. Berikut

akan ditunjukkan tabel Cayley (Z,4, +, -) terhadap operasi perkalian yaitu

Tabel 3.6 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,

- | 0| T|2]|3|4|5|68|7|8|9|10|11|72|13|14|75|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
o|0|0|0O|0O|0O|0O|O|O|0|O|O|0O|O|0O|O[O|0|0O|0O|0|0|0D0|0D|[D|0|0D
1| 0(31|2)3|4|5|6|7|8|9|T0|11|72|13|14|75|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25
2 (0|2 |%|6|8|T0|12(T4|7T6(18|20|22(24|0 |2 |4 |6 |8 |T0|12|T4|T6|T8(20|22|724
3| 0|53|6|9|12|15|18(21|24| 1|4 |7 |10|13|16(19|22|25|2 |5 |8 |11|14|17|20|23
4| 0| 4|8 |12|16(20|24| 2 |6 |10|7T4|18(22|0 |4 |8 |12|16|20|24| 2 |6 |10|14|18|322
5|0|5|70(715|20|25| 4|9 |14|19|24|3 |8 |13|18(23|32 |7 |T2|17|22|1 |6 [T1|7T6|321
6| 0|6 |T2|18(24| 4 |10(T6|22| 2 |8 |14|20| 0 |6 |[T2|18(24| % |10|T6|72| 2 |8 |14|20
70 0|7 |T4|27| 2|9 |16(23| #|17|78|25( 6 |13|20| 1|8 [15|22|3 |T0|17[24|5 |12|19
B| 0|8 |Te|24| 6 |14|22| % |12|20| 2 |10(168| 0 |8 [Te|2%4| 6 |T4|22| % |12|20( 2 |10|18
5| 0|9 |18| 1|T0|19| 2 |11|20| 3 |12|21| 4 |13|22|5 |14|23|6 |15|24| 7 |16|25| 8 |17
10| 0 |70|20| 4 |T4|24| 8 |18 2 |12|22| & (16| 0 |10(20| 4 |14|24| 8 |18| 2 [12(22| & |16
11| 0 |11|22| 7 |18| 3 |14|25|10|21| 6 |17| 2 |13|24| 9 |20| 5 |16| 1 [12|23| 8B (19| 4 |15
12| 0|72|24|T0(22| 8 |20| 5 (18| % |T6| 2 |T4| 0 |T2(24|10|22| B |20| & |18| % |T6| 2 |14 |
13| 0|73/ 0 [13| 0|73/ 0 [13| 0 (13| 0 |13| 0 |13| 0 [T3| 0 (13| 0 |13[ 0 |13| 0 [T3|0 |13
14| 0 |74| 2 |16| 4 |18| & |20| B |22|70|24|12| 0 |14| 2 |16| 4 |18| & [20| B |22 (70| 24|12
15| 0 |15| 4 |19| 8 |23|12| 1 |16| 5|20| 5 |24|13| 2 |17| 6 |21|T0|25|T4| 3 18| 7 |22|11
16| 0 |Te| 6 [22|T2| 2 |18 8 |24|14| 4 |20(T0| 0 |T6| 6 |22|T2| 2 |18| 8 |24|T4| 4 |20|10
17| 0|77|8|25|716| 7 |24|15| 6 |23|T4|5|22|713|4 [27|12|3|20|11| 2 |719|T0| 71 |18| 39
18| 0 |78|70| 2 |20|12| 4 |22|14| 6 |24|16| 8 | 0 |18|T0| 2 |20|T2| 4 |22|T4| 6 |24|T6| 8
19| 0 (19|12| 5|24|17|10| 3 |22 |15|8 | 1|20|13| 6 |25|18|T11| 4 |23|T6| 9 | 2 |21 |14 7
20| 0|20|74| 8| 2 |22|16(70| 4 |24|T8|12| 6 |0 |20(T4| 8|2 |22|16|10| 4|24 |T8|T2| &
21| 0 |27|T6(11| 6 | 1 |22|17|12|7 |2 |23|18|13|8 |3 |24[19|14| 9| 4 |25(/20|T5|10( 5
22| 0|22|18|14|T0| 6 |2 |24|20|16|T2| 8| 4|0 |22|18|T4|T0| 6|3 |24|70|16|72| 8| 4
23| 0|23|20|17|14|11| 8 | 5|2 |25(|22|19|16|13|T0| 7 | 4 |1 |24|21|18|15|T2| 9 |6 |3
24| 0|24|22|20|18|16 |14 |12|70| 8 | 6 | 4|2 | 0 |24(22|20|18|T6|14|T2|T0|8 |6 | 4|32
25| 0|25|24[23|22|21|20|19|18|17|T6|715| 14|13 |12 |TT|10| 9|8 |7 |6 |54 |33 |1
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Gambar 3.6 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,¢

Berikut perolehan nilai dari eksentrisitas dan derajat titik berdasarkan

Gambar 3.6.
Derajat titik :deg(1) = 11,deg(3) = 2,deg(5) = 2,deg(7) = 2,
deg(9) = 2,deg(11) = 2,deg(15) = 2,deg(17) = 2,
deg(19) = 2,deg(21) = 2,deg(23) = 2,deg(25) = 1
Eksentrisitas titik: e(1) = max{d(1,3),d(1,5),d(1,7),d(1,9),d(1,11),
d(1,15),d(1,17), d(1, 19), d(1, ZD), d (1, 23),
4(1,75))
= max{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1} = 1
e(3) =2e(5)=2e7)=2e0) =2e11) =2,
e(15) = 2,e(17) = 2,e(19) = 2,e(21) = 2,e(23) = 2,

e(25) =1
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a) Total eccentricity

E(I(Zzs)) = Z e(v)

veV(1(Z26))

=14 242+24+24242+2+242+2+2
=1+ @2x11)
=23

b) Eccentric connectivity index

(1) = ). e(v) deg(v)

vEV(1(Z26))

=(1x11D)+2x2)+(2x2)+(2x2)+(2x2)+(2%x2)
+(2x2)+(2x2)+(2x2)+(2x2)+(2x2)+(@2x1)
=11+ ((2x2)x10) +(2x 1)
=53
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas
ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 23 dan 53.
Berdasarkan perhitungan total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, maka dapat

dinyatakan dalam tabel berikut ini:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.7 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Total

Modulo Gambar Graf - ECI
Eccentricity
1
Zy 2 2
3
1
Zg 2 R
5
1
(2x5)—-3 (5x5)—12
Z10 = = =13
9
7 3
7 2x7)-3 (7%x5)—12
1 =11 =23

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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17 5
3 1 5
N (2x11) (11 x5) —12
22 . 3 —-3=19 =43
19
|
7 15
[}
31
- (2x13) (13 x5)—12
e —3=23 =53
25
Teorema 3.1

Misalkan (Z,,, +, *) dengan p prima adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan

pada himpunan bilangan bulat modulo 2p, maka total eccentricity dan eccentric

connectivity index dari graf I1(Z5,) adalah:

@) f(l(zzp)) = 2 dan &° (1(221,)) =2, untuk p = 2

(b) & (1(22,,)) = 2p — 3 dan &° (I(Zzp)) = 5p— 12, untukp = 5

Bukti

(@) Misalkan (Z,,+, -) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1,

maka pada himpunan bilangan bulat modulo 4 didapatkan unsur yang hasil



(b)
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perkaliannya 1 yaitu 1 dan 3. Berdasarkan definisi graf identitas pada ring
komutatif dengan unsur kesatuan, yaitu untuk setiap dua unsur yang hasil
perkaliannya identitas akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga 1 dan 3
terhubung langsung dengan 1. Akan tetapi, 1 tidak akan terhubung langsung
dengan dirinya sendiri karena dua titik yang terhubung langsung haruslah titik
yang berbeda di Z,. Selanjutnya dari graf identitas tersebut diperoleh nilai
deg(1) = deg(3) = 1 dan e(1) = e(3) = 1. Dengan demikian didapatkan
total eccentric dan eccentric connectivity index dari graf 1(Z,) adalah

§(1(2y)) = 2dan €¢(1(Z,)) = 2.
Misalkan (Z4,+, - ) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1,
maka pada himpunan bilangan bulat modulo 6 didapatkan unsur yang hasil
perkaliannya 1 yaitu 1 dan 5. Berdasarkan definisi graf identitas pada ring
komutatif dengan unsur kesatuan, yaitu untuk setiap dua unsur yang hasil
perkaliannya identitas akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga 1 dan 5
terhubung langsung dengan 1. Akan tetapi, 1 tidak akan terhubung langsung
dengan dirinya sendiri karena dua titik yang terhubung langsung haruslah titik
yang berbeda di Z,. Selanjutnya dari graf identitas tersebut diperoleh nilai
deg(1) = deg(5) =1 dan e(1) = e(5) = 1. Dengan demikian didapatkan
total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf 1(Z,) adalah

£(1(Z)) = 2 dan £(1(Z)) = 2.
Misalkan (Zzp, +, -) untuk p =5 dengan p prima adalah ring komutatif

dengan unsur identitas yaitu 1. Unsur pada himpunan bilangan bulat modulo
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2p adalah Z,, ={0,1,...,2p —1}. Maka diperoleh himpunan unit pada

bilangan bulat modulo 2p yaitu I(Z,,) = {1,3,....p = 2,2p— (p — 2),...,

2p — 3,2p — 1}. Kemudian unsur-unsur dari I(Z,,) akan membentuk titik
pada graf sederhana dengan order p — 1. Dua unsur dari I(Z,,) yang hasil
perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur
I(Z,,) akan terhubung langsung dengan 1. Dengan bantuan program Matlab

diperoleh graf I(Z,,,) sebagai berikut

i 3
2p—1

Gambar 3.7 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,,
Berdasarkan Gambar 3.7 maka diperoleh deg(1) =p — 2,deg(2p — 1) =1
dan deg(v) = 2 untuk v # 1 atau v # 2p — 1. Didapatkan nilai eksentrisitas
titiknya yaitu e(1) =1 dan e(v) =2 untuk v # 1. Dengan demikian
didapatkan total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf I(Z,)

untuk p = 5 dan p prima, sebagai berikut

£ (1(z)) = ZUEV(, ) °)



40

=1+2+2+...42
p—2

=1+(2x(p-12))
=2p—3

dan

£ (1(Z)) = ). e(v) deg(v)

vev(1(Zzp))

=1(p—-2D+ QX1 +2x2)+2X2)+...+(2%X2)
p—3

=(p—-2)+2+4+4+...+4
p-3

=(p—2)+2+(4><(p—3))

=a5p i 2% |

3.2 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas
Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,

3.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zo
Diberikan (Zy,+, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 9 dengan Zy = {0, 1,2,...,8}. Maka himpunan

unit dari Zg vyaitu I1(Zy) = {1,2,4,5,7,8}. Sehingga graf identitasnya sebagai

berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3.8 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,

Berdasarkan Gambar 3.8 dengan cara yang sama pada ring komutatif dengan
unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

$1@) =) o)

VeV (1(2))
=1+ (5x%x2)
=11

b) Eccentric connectivity index

$(1E) =) () deg®)

veV(1(Z9))
=(1x5+(2x2)x4)+((2x1) =23
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Zq adalah 2 dan 2.

3.2.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z5
Diberikan (Z;5,+, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 15 dengan Z;s ={0,1,2,...,14}. Maka
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7
11 8
14

Gambar 3.9 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z; 5

Berdasarkan Gambar 3.9 dengan cara yang sama pada ring komutatif dengan
unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§(1Z) =) e)

vEV(I(Z15))
= 1"+ 7 X2)
= il

b) Eccentric connectivity index

(1) = ). e(v) deg(v)

veV(I(Z15))
=(Ax7D+(2x2)x4)+((2x1)x3)
=29
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z, 5 adalah 15 dan 29.



43
3.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,4
Diberikan (Z,4,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 21 dengan Z,; ={0,1,2,...,20

himpunan unit dari Z,, vyaitu I(Z,;) =1{1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19, 20}.

Sehingga graf identitasnya sebagai berikut

®13

Gambar 3.10 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.10 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan Unsur Kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§(1Z2) = ). e()

vEV(I(Z21))
=1+ (2 X 11)
=23

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vEV(1(Z21))
=(1x11)+(2x2)x8)+((2x1)x3)

=49



44
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 23 dan 49.

3.2.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,
Diberikan (Z35,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 33 dengan Z;; ={0,1,2,...,32}. Maka

Gambar 3.11 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z55

Berdasarkan Gambar 3.11 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

5(1(233)) = Z e(v)

veV(I(Z33))

=1+ (2x19)

=39
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b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vev(1(Z33))
=19+ ((2x2)x16) + ((2x 1) x3)
=89
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z55 adalah 39 dan 89.

3.2.5 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z3q

Diberikan (Z39,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

Gambar 3.12 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z;4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berdasarkan Gambar 3.12 dengan cara yang sama pada ring komutatif

dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

5(1(239)) = Z e(v)

veV(1(Z39))
=1+ (2 X 23)
=47

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vEV(1(Z39))
=23+ ((2x2)%x20)+((2x1) x3)

=109

Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z;4 adalah 47 dan 109.

Berdasarkan perhitungan total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z;,, maka dapat

dinyatakan dalam tabel berikut ini:

Tabel 3.8 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas Ring

Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Modulo Gambar Graf Tota_l . ECI
Eccentricity
1
Zg 2 2
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P (4x11)-5| (10x11) —21
33 =39 =89
g
7 ’ (4x13)—5| (10x13)—21
39 = 47 =109
0
Teorema 3.2

Misalkan (Z3,,+, -) dengan p prima adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan

pada himpunan bilangan bulat modulo 3p, maka total eccentricity dan eccentric

connectivity index dari graf 1(Z3,,) adalah:
@) & (1(23,,)) = 2dan ¢° (1(23,,)) = 2,untuk p = 2

(b) §(1(Zsp)) = 11 dan¢° (1(Zs)) = 23, untukp = 3

(© ¢(1(Zsp)) = 4p — 5 dan ¢ (1(Zs,)) = 10p — 21, untuk p > 5

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Bukti:

(a)

(b)

Misalkan (Zg, +, +) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1,
maka pada himpunan bilangan bulat modulo 6 didapatkan unsur yang hasil
perkaliannya 1 yaitu 1 dan 5. Berdasarkan definisi graf identitas pada ring
komutatif dengan unsur identitas, yaitu untuk setiap dua unsur yang hasil
perkaliannya identitas akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga 1 dan 5
terhubung langsung dengan 1. Akan tetapi, 1 tidak akan terhubung langsung
dengan dirinya sendiri karena dua titik yang terhubung langsung haruslah titik
yang berbeda di Z,. Selanjutnya dari graf identitas tersebut diperoleh nilai
deg(1) = deg(5) = 1 dan e(1) = e(5) = 1. Dengan demikian didapatkan
hasil total eccentric dan eccentric connectivity index graf 1(Z4) adalah
§(1(Ze)) = 2 dan §°(1(Z5)) = 2

Misalkan (Zo, +, - ) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1, maka
pada himpunan bilangan bulat modulo 9 didapatkan unsur-unsur unit yaitu
himpunan titik V(1(Z)) pada graf sederhana. Dua unsur dari V(1(Z,)) yang
hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur
V(I(Zg)) akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga diperoleh derajat titik
dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik V(1(Z,)) vyaitu deg(1) =
5,deg(8) = 1,dan deg(v) =2 untuk v#1 atau v # 8. Kemudian
eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk v # 1. Dengan demikian
didapatkan total eccentric dan eccentric connectivity index dari graf 1(Z,)

adalah
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(1@)=), ) °?)

=1+((2x5)x10) =11

dan
HUCHEDPWFMICOLEC

=(1x5+(2x2)x4)+(2x1)

=5+16+2

=23
Misalkan (Z3p, I ) untuk p =5 dengan p prima adalah ring komutatif
dengan unsur identitas yaitu 1. Unsur pada himpunan bilangan bulat modulo
3p adalah Z3, ={0,1,...,3p — 1}. Maka diperoleh himpunan unit pada

bilangan bulat modulo 3p yaitu 1(Z3,) =

S 3p-1 3p—1 - W NN ) .
{1, LA = R T 1}. Kemudian unsur-unsur dari 1(Zs,)

akan membentuk titik V (I(Z3p)) pada graf sederhana dengan order 2p — 2.
Dua unsur dari V (I (Z3p)) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung.

Selanjutnya, untuk setiap unsur V (I (Z3p)) akan terhubung langsung dengan

1. Dengan bantuan program Matlab diperoleh graf I (Z3,,) sebagai berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



o1

3p—1

Gambar 3.13 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Keatuan Z3,

Berdasarkan Gambar 3.13, maka diperolen deg(1) = 2p — 3, deg(a) =
deg(b) =1,deg(3p—1) =1 dandeg(v) =2untuk v # 1,v # a, v # b,
atau v # 3p — 1. Didapatkan nilai eksentrisitas titik yaitu e(1) = 1 dan
e(v) = 2 untuk v = 1. Dengan demikian didapatkan total eccentricity dan
eccentric connectivity index dari graf 1(Z3,,) untuk p = 5 dan p prima, sebagai

berikut
¢ (I(Z3p)) = Zvev(l(z3 ))e(v)

=1+2+2+...+2
2p-3

=1+(2x@2p-13))
=4p -5

dan

£ (1(2)) = e(v) deg(v)

vev(1(Zsp))
=(1x2p-3)+2xD+Cx1+(@2x1)

+(2Xx2)+@2X2D+...+(2%x2)
2p—6
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—(1x@2p-3)+2+2+2+(4x(2p—6))

= 10p — 21. n

3.3 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas
Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

3.3.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg
Diberikan (Zg, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 8 dengan Zg = {0, 1, 2,...,7}. Maka himpunan

unit dari Zg yaitu I(Zg) = {1,3,5,7}. Sehingga graf identitasnya sebagai berikut

Ll |

5
Gambar 3.14 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg
Berdasarkan Gambar 3.14 dengan cara yang sama pada ring komutatif

dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

1) =) o)

vEV (1(Zg))
=1+ (3x2)
=7

b) Eccentric connectivity index

(1) = )

e(v) deg(v)
vev(1(Zg))
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=(1x3)+((2x1)x3)
=9
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg adalah 7 dan 9.

3.3.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,

Diberikan (Z;,,+, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 12 dengan Z;, ={0,1,2,...,11}. Maka
himpunan unit dari Z;, yaitu I(Z;,) = {1,5,7,11}. Sehingga graf identitasnya

sebagai berikut

1

Gambar 3.15 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.15 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoieh:

a) Total eccentricity

5(1(212)) = Z e(v)

veV(I(Z12))
=1+(2x%x3)

=7
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b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

veV(1(Z12))
=(1x3)+((2x1)x3)
=9
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 7 dan 9.

3.3.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,
Diberikan (Z,,,+, - ) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 20 dengan Z,, ={0,1,2,...,19}. Maka

19
Gambar 3.16 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.16 dengan cara yang sama pada ring komutatif

dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:
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a) Total eccentricity

E(I(Zzo)) = Z e(v)

veV(I(Z20))
=1+2x%x7)
=15

b) Eccentric connectivity index

(1) = ). e(v) deg(v)

veV(I(Z39))
=(Ax7)+(2x2)x4)+((2x1)x3)
=29
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 15 dan 29.

3.3.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,g
Diberikan (Z,g,+, ) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 28 dengan Z,5 ={0,1,2,...,27}. Maka

himpunan unit dari Z,g yaitu 1(Z,g) = {1,3,5,9,11,13,15,17,19, 23, 25, 27}.

Sehingga graf identitasnya sebagai berikut

15
Gambar 3.17 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,g
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Berdasarkan Gambar 3.17 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

5(1(228)) = Z e(v)

vEV(1(Z238))
=1+ (2 X 11)
=

b) Eccentric connectivity index

E(1E) =), ) deg®)

114+ ((2x2)x8)+((2x1)x3)
=49
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,g adalah 53 dan 94.

3.3.5 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z 4

Diberikan (Z,4,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

29,31, 35,37,39,41,43}. Sehingga graf identitasnya sebagai berikut
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Gambar 3.18 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.18 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

5(1(244)) = z e(v)

VEV (1(Z44))

=14 (2x19)
=39

b) Eccentric connectivity index

§(1Za) =) e(v) deg(v)

VEV(I(Z44))
=(1%x19)+ ((2x2)x16) + ((2x 1) x3)
= 89
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 39 dan 89.
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3.3.6 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,
Diberikan (Zs,, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 52 dengan Zg, ={0,1,2,...,51}. Maka

29,31,33,35,37,41,43,45,47,49,51}. Sehingga graf identitasnya sebagai

berikut

27

Gambar 3.19 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zc,

Berdasarkan Gambar 3.19 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§(1(Zs) = Z e(v)

veV(1(Zs2))
=1+ (2x23)
=47

b) Eccentric connectivity index

£(1Zs2) =) e(v) deg(v)

veV(I(Zs3))
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=23+ ((2x2)x20)+ ((2x1)x3)
=109
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas
ring komutatif dengan unsur kesatuan Z, adalah 47 dan 109.
Berdasarkan perhitungan total eccentricity dan eccentric connectivity index
dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, maka dapat
dinyatakan dalam tabel berikut ini:

Tabel 3.9 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,,

Total
Modulo Gambar Graf Eccentricity ECI
1
Zg 7 9
7 3
5
1
AP 7 9
11 > 5
7
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7 (4x5)— (10 x 5) — 21
20 5=15 =29
p (4x7)-5 | (10x7)—21
e = 23 =49
2 (4x11)—-5| (10 x11) —21
44 =39 =89
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(4x13)—5 | (10 x 13) — 21
=47 =109

Teorema 3.3

Misalkan (Z,,, +, *) dengan p prima adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan
pada himpunan bilangan bulat modulo 4p, maka total eccentricity dan eccentric

connectivity index dari graf 1(Z,,,) adalah:
@ ¢ (I(Z4p)) = 7 dan &€ (I(Z4p)) =9, untukp = 2 ataup = 3

(b) ¢ (1(Zsp)) = 4p — 5 dan & (1(Zy) ) = 10p — 21, untuk p > 5
Bukti:
(a) Misalkan (Zg, +, -) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1,

maka pada himpunan bilangan bulat modulo 8 didapatkan unsur-unsur unit
yaitu 1(Zg) = {1,3,5,7}. Kemudian setiap unsur 1(Zg) akan membentuk
himpunan titik V(1(Zg)) pada graf sederhana. Dua unsur dari V(1(Zg)) yang
hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur
V(I(Zs)) akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga diperoleh derajat titik

dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik V(I(ZB)) yaitu deg(1) = 3
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dandeg(v) = 1 untuk v # 1. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan
e(v) = 2 untuk v # 1. Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan
eccentric connectivity index dari graf I(Zg) adalah

§(1(Z)) = 7dan &(1(Z3)) =9
Misalkan (Z;,,+, -) adalah ring komutatif dengan unsur identitas pada
operasi kedua yaitu 1, maka pada himpunan bilangan bulat modulo 12
didapatkan unsur-unsur unit yaitu 1(Z;,) = {1,5,7,11}. Kemudian setiap
unsur I(Z;,) akan membentuk himpunan titik V(I(le)) pada graf sederhana.
Dua unsur dari V(I(le)) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung.
Selanjutnya, untuk setiap unsur V(1(Z,,)) akan terhubung langsung dengan 1.
Sehingga diperoleh derajat titik dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik
V(I(Zy;)) yaitu deg(1) =3 dan deg(v) =1 untuk v # 1. Kemudian
eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk v # 1. Dengan demikian
didapatkan hasil total eccentric dan eccentric connectivity index dari graf
1(Z,,) adalah
§(1(Zy2)) = 7 dan £(1(Z12)) = 9
(b) Misalkan (Z4p,+, ) untuk p = 5 dengan p prima adalah ring komutatif
dengan unsur identitas pada operasi kedua yaitu 1. Unsur pada himpunan

bilangan bulat modulo 3p adalah Z,, = {0,1,...,4p — 1 }. Maka diperoleh

himpunan unit pada bilangan bulat modulo 4p yaitu I(Z,,)=

{13,....2p—-1,4p—-(2p—1),...,4p — 3,4p — 1}. Kemudian unsur-

unsur dari 1(Z,,,) akan membentuk titik V (I (Z4p)) pada graf sederhana
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dengan order 2p — 2. Dua unsur dari V (I(Z4p)) yang hasil perkaliannya

1 akan terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur V(I(Z4p))

akan terhubung langsung dengan 1. Dengan bantuan program Matlab

diperoleh graf I1(Z,,,) sebagai berikut

4p—-(2p—-1) ‘

4p — 1

Gambar 3.20 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,,

Berdasarkan Gambar 3.20, maka diperoleh deg(1) = 2p — 3,deg(2p — 1) =
1,deg(2p+1)=1,deg(4p—1)=1 dandeg(v) =2 untuk v # 1, v #
2p —1,v # 2p + 1, atau v # 4p — 1. Didapatkan nilai eksentrisitas titik yaitu
e(1) =1 dan e(v) =2 untuk v # 1. Dengan demikian didapatkan total
eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf 1(Z3,) untuk p > 5 dan

p prima, sebagai berikut

£(12)) = ). e(v)

vev(1(Zap))

=1+2+2+...+2
2p-3
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=1+(2x@2p-3))
=4p -5

dan

£ (1(2e)) = ). e(v) deg(v)

vev(1(Zap))
=(1x@2p-3))+2xD+@@x1+(2x1)

+(2%x2)+(2x%x2)+...4(2x%x2)
2p—6

=(2p-3)+2+2+2+(4x(2p-6))
= 10p

—21. m

3.4 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas
Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,

3.4.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,5

Diberikan (Z,s,+, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

18,19,21,22,23,24} Sehingga graf identitasnya sebagai berikut
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Gambar 3.21 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,s

Berdasarkan Gambar 3.21 dengan cara yang sama pada ring modulo Z
sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

£(1(Zy5)) = Z he

veV(1(Z25))
=1+(2x%x19)
= 39

b) Eccentric connectivity index

£(1Z29) =) e(v) deg(v)

veV(1(Z35))
=(1x19)+((2x2)x18) +((2x 1) x 1)
=93
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,< adalah 39 dan 93.
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3.4.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z35

Diberikan (Z35,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

Gambar 3.22 Graf ldentitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z

Berdasarkan Gambar 3.22 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§1z) =), e()

veV(I(Z3s))
=1+ (2x23)
=47

b) Eccentric connectivity index

£(1Z9) =) e(v) deg(v)

vev(1(Z3s))
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=23+ ((2x2)x20)+ ((2x1)x3)
=109
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z5- adalah 47 dan 109.

3.4.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zss

Diberikan (Zss, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 55 dengan Zss = {0,1,2,...,54}. Maka

himpunan unit dari Zss yaitu 1(Zss) = {1,2,3,4,6,7,8,9,12,13,14,16,17, 18,

19,21, 23,24,26,27,28,29,31,32,34,36,37,38,39,41,42,43,46,47, 48, 49, 51,

3,54}. Sehingga graf identitasnya sebagai berikut

Gambar 3.23 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs;

Berdasarkan Gambar 3.23 dengan cara yang sama pada ring komutatif

dengan Unsur Kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:
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a) Total eccentricity

5(1(255)) = Z e(v)

veV(I(Zss))
=14+ (2x%x39)
=79

b) Eccentric connectivity index

£(1Zs9) = ). e(v) deg(v)

veV(I(Zss))
=39+ ((2%x2)x36)+((2x1)x3)
= 189
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs5 adalah 79 dan 189.

3.4.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z¢s

Diberikan (Z4s, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

49,51,53,54,56,57,58,59,61, 62,63, 64}. Sehingga graf identitasnya sebagai

berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



69

Gambar 3.24 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z

Berdasarkan Gambar 3.24 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

HUSEDY e()

veV(1(Zes))
=1+ (2x%x47)
= 95

b) Eccentric connectivity index

£(1Zes) =) e(v) deg(v)

vEV(I(Zﬁs))
=47+ (2x2)x44)+ (2x 1) x3)
=229
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,5 adalah 95 dan 229.
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Berdasarkan perhitungan total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs,, maka dapat

dinyatakan dalam tabel berikut ini:

Tabel 3.10 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,,

Total

Modulo Gambar Graf o ECI
Eccentricity
il
Zyo 7 13
9
7
Z1s 15 29
Zys 39 93
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Teorema 3.4

Misalkan (Zs,, +, - ) dengan p prima adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan
pada himpunan bilangan bulat modulo 5p, maka total eccentricity dan eccentric

connectivity index dari graf I(Zs,) adalah:
@) 5(1(252,)) = 7 dan &°¢ (I(Z5p)) =13, untuk p = 2

(b) ¢ (1(Zs,)) = 15 dan &° (1(Zs,)) = 29, untuk p = 3

(1))

(©) ¢(1(Zsp)) = 39 dan & (1(Zs,)) = 93, untuk p = 5

(@) ¢(1(Zs,)) = 8p — 9 dan ¢ (1(Zs) ) = 20p — 31, untuk p > 7

Bukti:

(@ Misalkan (Z,y,+, +) adalah ring komutatif dengan unsur identitas pada
operasi kedua yaitu 1, maka pada himpunan bilangan bulat modulo 10
didapatkan unsur-unsur unit yaitu 1(Z,,) = {1, 3, 7, 9}. Kemudian setiap unsur
1(Z,,) akan membentuk himpunan titik V(I(Zlo)) pada graf sederhana. Dua
unsur dari V(I1(Zy,)) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung.
Selanjutnya, untuk setiap unsur V(1(Zy,)) akan terhubung langsung dengan 1.
Sehingga diperoleh derajat titik dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik
V(I1(Z40)) yaitu deg(1) = 3, deg(9) = 1 dan deg(v) = 2 untuk v # 1 atau
v # 9. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk v #
1. Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan eccentric connectivity

index dari graf 1(Z,,) adalah

£(1(210)) = 7 dan £°(1(Zyp)) = 13
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(b) Misalkan (Z;5,+, +) adalah ring komutatif dengan unsur identitas pada

operasi kedua yaitu 1, maka pada himpunan bilangan bulat modulo 8
didapatkan  unsur-unsur unit vyaitu 1(Z;5) = {1,2,4,7,8,11,13,14}.
Kemudian setiap unsur 1(Z,5) akan membentuk himpunan titik V(1(Z5))
pada graf sederhana. Dua unsur dari V(I(ZlS)) yang hasil perkaliannya 1 akan
terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur V(I(le)) akan
terhubung langsung dengan 1. Sehingga diperoleh derajat titik dan eksentrisitas
titik pada masing-masing titik V(I1(Zy5)) vaitu deg(1) =3, deg(4) =
deg(11) = deg(14) = 1 dan deg(v) = 2 untuk v # 1 atau v # 4 atau v #
14. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk v # 1.
Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan eccentric connectivity
index dari graf I(Z;5) adalah
£(1(Zy5)) = 15 dan &6(1(Zy5)) = 29

Misalkan (Z,s,+, +) adalah ring komutatif dengan unsur identitas pada

operasi kedua yaitu 1, maka pada himpunan bilangan bulat modulo 8

14,16,17,18,19,21,22,23,24}. Kemudian setiap unsur [(Z,s) akan
membentuk himpunan titik V(1(Z,s)) pada graf sederhana. Dua unsur dari
V(I (Zzs)) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya,
untuk setiap unsur V(I(Zz5)) akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga
diperoleh derajat titik dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik
V(1(Z,5)) vaitu deg(1) = 19, deg(24) = 1 dan deg(v) = 2 untuk v # 1

atau v = 14. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk
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v # 1. Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan eccentric

connectivity index dari graf I(Z,5) adalah

£(1(Zy5)) =39 dan £6(1(Z,5)) = 93
Misalkan (Z5p,+, ) untuk p = 7 dengan p prima adalah ring komutatif
dengan unsur identitas pada operasi kedua yaitu 1. Unsur pada himpunan
bilangan bulat modulo 5p adalah Zs, = {0,1,...,5p — 1 }. Maka diperoleh

himpunan unit pada bilangan bulat modulo 5p vyaitu I(Zs,) =

(1,2, §,...,$,5p —%,...,W}. Kemudian unsur-unsur dari I(Z,)
akan membentuk titik pada graf sederhana dengan order 4p — 4. Dua unsur
dari I(Zs;,) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya,
untuk setiap unsur I(Zs,) akan terhubung langsung dengan 1. Dengan bantuan

program Matlab diperoleh graf I(Zs,,) sebagai berikut

S
5p -1

Gambar 3.25 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,,
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Berdasarkan ~ Gambar  3.25, maka diperoleh deg(1) = 4p — 5,
deg(5p — 1) = 1,deg(a) = 1,deg(b) = 1, deg(v) = 2, untuk v # 1 atau
v # 5p — 1 atau v # a atau v # b. Didapatkan nilai eksentrisitas titik yaitu
e(1) =1 dan e(v) =2 untuk v # 1. Dengan demikian didapatkan total
eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas ring komutatif

dengan unsur kesatuan Zs, untuk p = 7 dan p prima, sebagai berikut

£ (1(zsp)) = Z( )

=1+2+2+...+2
4p-5

=1+ (2% (4p—5))
=8p—-9

dan
e (1z) = ). WRCCLLC

=(I1x@p-5)+CxD+@x1)+2x1)

+2%x2)+(2%x2)+...+(2 % 2)
4p-8

=(@p-5+2+2+2+(4x(“4p-8)

= 20— 31. [

3.5 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas
Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,

3.5.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z4g
Diberikan (Z,g,+, - ) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

himpunan bilangan bulat modulo 18 dengan Z;3 ={0,1,2,...,17}. Maka
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himpunan unit dari Z;5 vyaitu I1(Z;g) = {1,5,7,11,13,17}. Sehingga graf

identitasnya sebagai berikut

(!

ol

w

7

‘ A
‘_ 11
17

Gambar 3.26 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z, 4

Berdasarkan Gambar 3.26 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

{UMIEDY e()

veV(1(Z135))
=14+(2x%x5)
= lil

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

UEV(I(le))
=(1x5+(@x2)x4)+((2x1)x1)
=23
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,g adalah 11 dan 23.
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3.5.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z5
Diberikan (Z5,, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 30 dengan Z;, ={0,1,2,...,29}. Maka

himpunan unit dari 75, yaitu 1(Z5,) = {1,7,11,13,17,19, 23, 29}. Sehingga graf

identitasnya sebagai berikut

©
29

Gambar 3.27 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.27 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§(1@0) =) e)

vEV(I(Z30))
=1+2x%x7)
=15

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

vEV(1(Z30))
=(Ax7)+((2x2)x4)+((2%x1)x3)

=29
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Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z;, adalah 15 dan 29.

3.5.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,
Diberikan (Z,,, +, -) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada
himpunan bilangan bulat modulo 42 dengan Z,, ={0,1,2,...,41}. Maka

himpunan unit dari Z,, yaitu 1(Z,,) = {1,5,11,13,17,19, 23, 25,29, 31,37, 41}.

Sehingga graf identitasnya sebagai berikut

Gambar 3.28 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.28 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

§1Z) =) e)

VEV(I1(Z42))
=1+((2x 11)

=23
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b) Eccentric connectivity index

(1) =), | e(w)deg(¥)

114+ ((2x2)x8)+((2x1) x3)
=49
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah 23 dan 49.

3.5.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

Diberikan (Z¢6, +, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

43 65 23

Gambar 3.29 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z

Berdasarkan Gambar 3.29 dengan cara yang sama pada ring komutatif

dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:
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a) Total eccentricity

E(I(Zes)) = Z e(v)

veV(I(Zee))
=1+((2x19)
=39

b) Eccentric connectivity index

(1)) =) e(v) deg(v)

veV((Zgs))
=19+ ((2x2)x16)+ ((2x 1) x 3)
= 89
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg, adalah 39 dan 89.

3.5.5 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,g

Diberikan (Z,g,+, *) sebagai ring komutatif dengan unsur kesatuan pada

41,43,47,49,53,55,59,61,67,71,73,77}. Sehingga graf identitasnya sebagai

berikut
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Gambar 3.30 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z.4

Berdasarkan Gambar 3.30 dengan cara yang sama pada ring komutatif
dengan unsur kesatuan modulo Z sebelumnya maka diperoleh:

a) Total eccentricity

(@) =), o)

=1+ (2x23)
=47

b) Eccentric connectivity index

(1) =) e(v) deg(v)

veV(1(Z7g))
=23+ ((2x2)%x20)+((2x1) x3)
=109
Jadi, total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas

ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,4 adalah 47 dan 109.
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Berdasarkan perhitungan total eccentricity dan eccentric connectivity index

dari graf identitas ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg,, maka dapat

dinyatakan dalam tabel berikut ini:

Tabel 3.11 Total Eccentricity dan Eccentric Connectivity Index dari Graf Identitas Ring

Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Total

Modulo Gambar Graf B . ECI
Eccentricity
1
VA 7 9
11 D 5
7
1
13 5
Zig 11 23
7 1
7
7 (4%x5)=5 (10x5)—21
30 =15 =29
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7 (4%x7)-5 (10 x7) — 21
42 =23 =49
P (4x11)—5 (10 x 11) — 21
e =39 =89
P (4%x13)-5 (10 x 13) — 21
78 =47 =109

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 3.5

Misalkan (Ze,, +, *) dengan p prima adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan

pada himpunan bilangan bulat modulo 6p, maka total eccentricity dan eccentric

connectivity index dari graf 1(Z4,,) adalah:

(@) ¢(1(Zep)) =7 dan &° (1(Zep)) = 9, untuk p = 2

(b) 5(1(Z6p)) = 11 dan &° (1(26,))) =23, untuk p = 3

(©) ¢(1(Zep)) = 4p — 5 dan &° (1(Zep)) = 10p — 21, untuk p > 5

Bukti:

(@) Misalkan (Z;,, +, -) adalah ring komutatif dengan unsur yaitu 1, maka pada

(b)

himpunan bilangan bulat modulo 12 didapatkan unsur-unsur unit yaitu
1(Z;;) ={1,5,7,11}. Kemudian setiap unsur I(Z;;) akan membentuk
himpunan titik V(I (le)) pada graf sederhana. Dua unsur dari V(I (le)) yang
hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya, untuk setiap unsur
V(I(le)) akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga diperoleh derajat titik
dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik V(I(Z;,)) yaitu deg(1) = 3
dan deg(v) = 1 untuk v = 1. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan
e(v) = 2 untuk v # 1. Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan
eccentric connectivity index dari graf I(Z,,) adalah
§(1(Z12)) = 7 dan §°(1(Z15)) = 9
Misalkan (Zg,+, *) adalah ring komutatif dengan unsur identitas yaitu 1,

maka pada himpunan bilangan bulat modulo 18 didapatkan unsur-unsur unit
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membentuk himpunan titik V(I(Zlg)) pada graf sederhana. Dua unsur dari
V(I(Zlg)) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung. Selanjutnya,
untuk setiap unsur V(I(Zyg)) akan terhubung langsung dengan 1. Sehingga
diperoleh derajat titik dan eksentrisitas titik pada masing-masing titik
V(I(Zyg)) yaitu deg(1) = 5,deg(17) = 1,dan deg(v) =2 untuk v # 1
atau v # 17. Kemudian eksentrisitasnya adalah e(1) = 1 dan e(v) = 2 untuk
v # 1. Dengan demikian didapatkan hasil total eccentric dan eccentric

connectivity index dari graf 1(Z,g) adalah

§(1(Z1g)) = 11 dan §°(1(Z1s)) = 23
Misalkan (Zﬁp,+, -) untuk p =5 dengan p prima adalah ring komutatif
dengan unsur identitas pada operasi kedua yaitu 1. Unsur pada himpunan
bilangan bulat modulo 6p adalah Zg, = {0,1,...,6p — 1 }. Maka diperoleh

himpunan unit pada bilangan bulat modulo 2p vyaitu I(Z6p)=

{1,5,...,3p—2,6p — (3p — 2),...,6p — 5,6p — 1}. Kemudian unsur-unsur
dari I(Zzp) akan membentuk titik pada graf sederhana dengan order 2p — 2.
Dua unsur dari I(Zs,) yang hasil perkaliannya 1 akan terhubung langsung.
Selanjutnya, untuk setiap unsur I(Zs,) akan terhubung langsung dengan 1.

Dengan bantuan program Matlab diperolen graf 1(Zs),) sebagai berikut
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6p — 1

Gambar 3.31 Graf Identitas Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan Gambar 3.31, maka diperoleh deg(1) = 2p — 3, deg(a) = 1,
deg(b) =1,deg(6p —1) =1 dandeg(v) =2untuk v # 1,v # a, v # b,
atau v # 6p — 1. Didapatkan nilai eksentrisitas titik yaitu e(1) = 1 dan
e(v) = 2 untuk v = 1. Dengan demikian didapatkan total eccentricity dan
eccentric connectivity index dari graf identitas ring komutatif dengan unsur

kesatuan Z,, untuk p > 5 dan p prima, sebagai berikut

£(1(Zep)) = Z e(v)

vev(1(zsp))

=1+2+2+...+2
~_—
2p-3

=1+(2x(2p-3))
=4p -5

dan
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HUSIEDY e(v) deg(v)

vev(1(Zep))
=(1x@2p-3))+CxD+@x1+(2x1)

+2X2D+(2X2)+...+(2x2)
2p—6

=Q2p-3)+2+2+2+(4x(2p—06))

= 10p — 21. n

3.6 Tanda Bagi Orang yang Berilmu

Allah berfirman dalam surah al-Ankabut ayat 43:

z >

® &bl N Telaas Gy S0 @3 38 eVl s

Dan perumpamaan-perumpamaan ini Kami buat untuk manusia, dan tiada yang
memahaminya kecuali orang-orang yang berilmu (Qs. al-Ankabut/ 29:43).

Demikianlah Allah mengumpamakan suatu perumpamaan bagi manusia.
Hanya orang berakal yang dapat memikirkan perumpamaan tersebut. Allah sengaja
mengambil laba-laba sebagai perumpamaan, karena itu barangkali yang mudah
mereka pahami. Selain dari itu, juga dimaksudkan untuk menerangkan segala
keraguan mereka selama ini. Orang yang selalu menggunakan hati dan pikirannya
dan ahli-ahli ilmu pengetahuan pasti dapat memahami perumpamaan tersebut dan
akan semakin banyak mengetahui rahasia-rahasia Allah yang terkandung dalam
ayat-ayat-Nya. Diriwayatkan dari Jabir bahwa Rasulullah Saw pernah berkata:

"Orang yang berilmu itu ialah orang yang menjaga hal-hal yang dari Allah,
dan beramal dalam rangka taat kepada-Nya serta menjauhi segala kemarahan-Nya."

(Riwayat al-Haitsami).
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Avyat tersebut sebagaimana dalam matematika yang mengandung banyak
simbol. Simbol tersebut mengandung banyak makna dan memiliki beragam
manfaat dalam kehidupan. Hal tersebut seperti yang telah dijelaskan sebelumnya
bahwa eccentric connectivity index memiliki banyak manfaat pada bidang keilmuan
lain. Misalkan di bidang kimia pada penelitian Gutman (2011), bidang biologi pada
penelitian Ashrafi, Doslic, dan Saheli, (2011), serta bidang farmasi pada penelitian
Gupta, Singh, dan Madan (2002).
Manfaat tersebut didapatkan karena ilmu pengetahuan yang mumpuni oleh
seorang peneliti. Dengan demikian, kita harus menjadi orang berilmu dengan terus
memahaminya melalui pendidikan serta mengembangkannya dalam berbagai

penelitian.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini maka dapat disimpulkan rumus
umum dari total eccentricity dan eccentric connectivity index dari graf identitas ring
komutatif dengan unsur kesatuan pada Z,y,, Z3;,, Zay, Zsp, dan Zg,, dengan p prima
adalah:

1. Misalkan (Z;p,+, -) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur

kesatuan pada bilangan bulat modulo 2p, maka:
(a) & (I(Zzp)) = 2dan &°¢ (I(Zzp)) =2, untuk p = 2 atau p = 3

(b) £ (1(Z2)) = 2p — 3 dan £ (1(Zz,)) = 5p — 12, untuk p = 5
2. Misalkan (Z3p,,+, -)untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur

kesatuan pada bilangan bulat modulo 3p, maka:
(a) & (I(Z3p)> = 2dan &°¢ (1(Z3p)) =2, untuk p = 2
(b) ¢ (1(Zsp)) = 11 dan §° (1(Zs,)) = 23, untuk p = 3

(©) § (1(Zsp)) = 4p — 5 dan §° (1(Zsy) ) = 10p — 21, untuk p = 5
3. Misalkan (Z,,+, -) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur

kesatuan pada bilangan bulat modulo 4p, maka:
(8) ¢ (1(Zsp)) = 7 dan ¢ (1(Z3)) = 9, untuk p = 2 ataup = 3

(b) & (1(z3p)) = 4p — 5 dan &° (1(zgp)) =10p — 21, untuk p > 5

89
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4. Misalkan (Zs,,+, *)untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur

kesatuan pada bilangan bulat modulo 5p, maka:

(8) ¢ (1(Zsp)) = 7 dan ¢ (1(Zs) ) = 13, untuk p = 2

(b) 5(1(zsp)) = 15 dan &¢ (1(25,,)) =29, untuk p = 3

() £ (1(Zsp)) = 39 dan &°(1(Zs,)) = 93, untuk p = 5

(d) 5(1(25,,)) = 8p — 9 dan &° (1(25,,)) = 20p — 31, untuk p > 7

5. Misalkan (Zgp, +, ) untuk p prima adalah ring komutatif dengan unsur

kesatuan pada bilangan bulat modulo 6p, maka:
(@ ¢ (1(Zep)) = 7 dan ¢ (1(Zep) ) = 9, untuk p = 2
(b) ¢ (1(Zep)) = 11 dan &°(1(Zq,)) = 23, untuk p = 3

(©) ¢ (1(Zep)) = 4p — 5 dan £° (1(Z6p) ) = 10p — 21, untuk p = 5

4.2 Saran

Penulis menyarankan bahwa dari graf identitas ring komutatif dengan unsur
kesatuan pada modulo Z,y,, Z3,,, Zsy, Zep UNtuK p = 5 dan Zs, untuk p = 7, dengan
p prima perlu dikaji lebih lanjut mengenai pola keterhubungan setiap dua titik yang

berderajat 2 (pasangan unit).
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