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ABSTRAK

Nafisah, Durrotun. 2019. Spektrum Graf Subgrup dari Grup Simetri. Skripsi.
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. H. Turmudi, M.Si,
Ph.D. (I1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Kata kunci: spektrum, graf subgrup, grup simetri

Misalkan G grup dan H subgrup dari G. Graf subgrup I, (G) adalah graf
dengan himpunan titik semua unsur di G dan dua titik berbeda a dan b terhubung
langsung di G jika dan hanya jika ab € H dan ba € H. Pada penelitian ini ditentukan
spektrum keterhubungan, Laplace, dan signless Laplace graf subgrup dari grup
simetri S,,, dengan subgrup H = {(1)}. Hasil penelitian ini berupa spektrum
keterhubungan, Laplace, dan signless Laplace dari I, (S,) yang berkaitan langsung
dengan banyaknya titik terasing pada I (S,,) serta banyaknya sisi pada Iy (S,).

1 -1
Spektrum keterhubungan dari I3 (S,) adalah spec,(Iy(Sy,)) = lL_n )? Ln l
2 2

n

2 0
Spektrum Laplace dari I};(S,) adalah spec, (I5(Sp)) = [tn & - L_nl. Spektrum
2 R
2 0
signless Laplace dari I';(S,) adalah specL+(I"H(Sn)) =l oy oy L_nl, dengan X,
2 L)

adalah banyaknya titik terasing pada I, (S,,) dan %" adalah banyaknya sisi pada
I;(S,), dengan L,, adalah banyaknya titik ujung.
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ABSTRACT

Nafisah, Durrotun. 2019. Spectra of Subgroup Graph of Symmetry Group.
Thesis. Departement of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr.
H. Turmudi, M.Si, Ph.D. (I1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Keyword: spectrum, subgroup graph, symmetry group

Let G be a group and H is subgroup of G. Subgroup graph I;(G) is a graph
whose it is vertex set is all elements in G and two distinct vertices a and b are adjacent
in G if and only if ab € H and ba € H. This study determined the spectrum of
adjacency, Laplacian, and signless Laplacian of subgroup graph of symmetry group
S,, with subgroup H = {(1)}. The results of this study related to the number of
isolated vertices of I,(S,,) and the number of edges of I;(S,). The adjacency

A 0
spectrum of I3, (S,,) is spec, (I (Sn)) = |Ln x l The Laplacian spectrum of
2 ay N7

2 0

Iy(S,) is SpecL(['H(Sn)) = [ 5 _I_L_nl. The signless Laplacian spectrum of
2 L 2
2 0

Iy (Sn) s speci+(l;(Sn)) = |tn x +L_nl, where X,, is the number of isolated
2 &

vertices of I, (S,,) and %" is the number of edges of I;(S,,), and L,, is the number of

end vertices.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sejak zaman rasulullah Saw ilmu pengetahuan telah berkembang secara
pesat. Hal ini seimbang dengan ajaran Islam yang mengajarkan akan pentingnya
menuntut ilmu, seperti dalam firman Allah dalam surat al-Bagarah ayat 266:
usﬂjsyuﬁL@J‘\JJL@J\M\@&&@;UL&\)J&&%A%&u\[&wgf\
00 ¥ KT B 52 SIS EHEG T o Jkad) el sua 853 45 1550 s

T OaaE
“Apakah salah seorang di antaramu yang ingin mempunyai kebun kurma dan anggur yang
mengalir di bawahnya sungai-sungai; dia mempunyai dalam kebun itu segala macam
buah-buahan, kemudian datanglah masa tua pada orang itu sedang dia mempunyai
keturunan yang masih kecil-kecil. Maka kebun itu ditiup angin keras yang mengandung
api, lalu terbakarlah, dengan demikianlah Allah menerangkan ayat-ayat-Nya kepada kamu
supaya kamu memikirkannya” (QS. al-Bagarah: 266).

Ayat di atas memerintahkan agar menuntut ilmu dan berpikir, sebagaimana
Allah telah memberi keistimewaan akal, dan petunjuk dengan jelas. “Demikianlah
Allah menerangkan ayat-ayat-Nya kepada kamu supaya kamu memikirkannya.”
Dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa yang dimaksud dari penggalan ayat
tersebut adalah agar mengambil pelajaran dan memahami perumpamaan-
perumpamaan serta makna-makna yang tersirat di dalamnya dan memahaminya
dengan benar sesuai dengan makna yang dimaksud. Dalam Islam mempelajari ilmu
merupakan suatu kewajiban bagi setiap muslim. Ilmu termasuk di dalamnya
matematika juga penting untuk dipelajari.

Matematika adalah salah satu ilmu pasti yang mengkaji abstraksi ruang,

waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan realitas alam semesta dalam
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bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam realitas alam akan lebih
mudah dipahami (Aziz dan Abdussakir, 2006). Matematika semakin berkembang
dengan adanya beberapa cabang, termasuk teori graf yang di dalamnya membahas
mengenai graf dan graf subgrup.

Teori graf banyak diaplikasikan dalam kehidupan sebagai alat bantu untuk
menyelesaikan suatu permasalahan. Beberapa situasi yang dapat disajikan sebagai
graf di antaranya berkaitan tentang molekul kimia, rencana arsitektur, jaringan
listrik, dan masih banyak permasalahan lainnya. Setiap situasi di atas memiliki
sistem yang terdiri dari ‘objek-objek’ yang saling terhubung dengan cara tertentu.
Misalnya berkaitan dengan masalah rencana arsitektur, objeknya yaitu ruangan
yang saling terhubung. Pada situasi seperti di atas dapat dibuat diagram dengan
objek disajikan sebagai noktah dan saling keterhubungannya disajikan sebagai
garis. Diagram semacam itu disebut graf. Noktah yang menyajikan objeknya
disebut titik, dan garis-garis yang menunjukkan keterhubungannya disebut sisi
(Robin dan John, 1992).

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V (G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V (G)
yang disebut sebagai sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk,

2009:4)
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Sisi e = (u, v) (dapat ditulis e = uv) dikatakan menghubungkan titik u dan
v.Jika e = (u, v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan
v disebut ujung dari e. Dua sisi berbeda e, dan e, disebut terhubung langsung
(adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir, dkk,
2009:6).
Misalkan G graf dengan order p (p = 1) dan ukuran g serta himpunan titik
V(G) = {vy, vy, ..., vy }. Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan)
dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p X p) dengan unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v;
serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata
lain matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) = [a;;], 1 <i,j <p, dengan

_ (1, jika vv; € E(G) - I
ai; =1, ik vy, € £(G) (Adussakir, dkk, 2000:74).

Jika matriks tersebut dikaitkan dengan konsep nilai eigen dan vektor eigen
pada topik aljabar linear maka akan menghasilkan konsep spektrum graf. Spektrum
dari graf G didefinisikan dengan spektrum dari matriks keterhubungan yang
merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan dengan multiplisitas dari nilai
eigen tersebut. Misalkan 14, 4,, ..., 4,, adalah nilai eigen berbeda dari A(G), dan
AL > Ay > >4, serta m(4,),m(1y),...,m(4,) adalah multiplisitas atau
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing 4; , i = 1, ...,n, maka
matriks berordo (2 xn) yang memuat A;,4,,...,4, pada baris pertama dan
m(4;),m(1,), ..., m(A,) pada baris kedua disebut spektrum G dan dinotasikan

dengan spec,(G) (Bigg, 1994).
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Matriks L(G) = D(G) — A(G) dan L*(G) = D(G) + A(G) masing-masing
disebut matriks Laplace dan signless Laplace dari graf G, dengan D(G) adalah
matriks derajat di G (Biyikoglu, dkk, 2007). Spektrum yang diperoleh dari matriks
Laplace dari graf G disebut spektrum Laplace dan dinotasikan dengan spec; (G).
Spektrum yang diperoleh dari matriks signless Laplace dari graf G disebut spektrum
signless Laplace dan dinotasikan dengan spec,+(G) (Akhadiyah, 2018).

Beberapa penelitian yang membahas tentang spektrum pernah dilakukan di
antaranya, Ayyaswamy dan Balachandran (2010) meneliti spektrum detour pada
beberapa graf meliputi graf K (n,n), graf korona G dan K;, graf perkalian kartesius
G dengan K, graf perkalian leksikografik G dengan K,, dan perluasan double cover
dari graf berarturan. Nurul Faizah (2012) meneliti spektrum keterhubungan,
spektrum detour, dan spektrum Laplace pada graf Tiiran. Moh. Zainal Arifandi
(2014) meneliti spektrum keterhubungan graf multipartisi komplit K(n)(n + 1),.
Jog dan Kotambari (2016) meneliti spektrum keterhubungan, Laplace, dan signless
Laplace dari gabungan graf komplit.

Terdapat juga keterkaitan antara graf dan grup, di antaranya membahas
mengenai graf commuting, graf konjugasi, graf koset, dan graf subgrup. Penelitian
yang terkait graf yang diperoleh dari grup antara lain oleh Anderson (2012) yang
meneliti tentang graf subgrup dari grup. Amalia Intifaada (2014) meneliti spektrum
Laplace graf commuting dari grup dihedral. Irnawati (2016) meneliti graf konjugasi
dari subgrup di grup simetri. Vivi Alifia Kanisa (2017) meneliti tentang graf koset
dari subgrup normal di grup simetri. Jutirekha Dutta dan Rajat Kanti Nath (2018)

meneliti graf commuting dari grup berhingga.
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Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan I, (G) adalah graf berarah
dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung langsung ke
y (atau ada busur dari x ke y) jika dan hanya jika x # y dan xy € H. Jikaxy € H
dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan x #= y maka x dan y dihubungkan
langsung oleh suatu sisi tak berarah. Graf [, (G) ini disebut graf subgrup dari G
(Anderson, dkk, 2012).

Penelitian terkait spektrum graf subgrup pernah dilakukan oleh
Kazufumi Kimoto (2017) yang meneliti tentang spektrum graf subgrup dari pair
graph. Alinul Layali (2018) yang meneliti spektrum graf subgrup dan
komplemennya dari grup dihedral. Dinda Akromatul Akhadiyah (2018) meneliti
spektrum keterhubungan, Laplace, signless Laplace, dan detour graf subgrup dan
komplemen graf subgrup dari grup dihedral dengan mengambil subgrup yang
dibangun oleh (r?2).

Grup simetri merupakan salah satu pokok bahasan penting dalam aljabar
abstrak. Grup simetri S,, memiliki unsur sebanyak n! dan bukan merupakan grup
komutatif. Berdasarkan uraian di atas, peneliti tertarik untuk meneliti spektrum graf
subgrup dengan mengambil grup simetri S, yang belum pernah dibahas pada
penelitian-penelitian sebelumnya. Dengan demikian penulis merumuskan judul

“Spektrum Graf Subgrup dari Grup Simetri”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimana spektrum keterhubungan graf subgrup dari grup simetri?

2. Bagaimana spektrum Laplace graf subgrup dari grup simetri?



3. Bagaimana spektrum signless Laplace graf subgrup dari grup simetri?

1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah:
1. Mengetahui spektrum keterhubungan graf subgrup dari grup simetri.
2. Mengetahui spektrum Laplace graf subgrup dari grup simetri.

3. Mengetahui spektrum signless Laplace graf subgrup dari grup simetri.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Memberikan informasi mengenai spektrum keterhubungan graf subgrup dari
grup simetri.
2. Memberikan informasi mengenai spektrum Laplace graf subgrup dari grup
simetri.
3. Memberikan informasi mengenai spektrum signless Laplace graf subgrup dari

grup simetri.

1.5 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, spektrum graf subgrup dari grup simetri yang dibahas
dibatasi hanya pada subgrup {(1)}. Dalam pengambilan data hanya diambil data
dari S5, S4, Sg, Sg, S7, Sg, So, dan S;,. Pembahasan spektrum hanya pada spektrum

keterhubungan, spektrum Laplace, dan spektrum signless Laplace.



1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini termasuk ke dalam jenis penelitian kepustakaan (library
research). Penelitian dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori
oraf, aljabar linear, dan aljabar abstrak. Kajian pada buku teori graf dan jurnal
terkait penelitian dikhususkan pada kajian mengenai spektrum graf. Kajian pada
buku-buku aljabar linear berkaitan dengan topik matriks serta nilai eigen. Kajian
pada buku aljabar abstrak berkaitan dengan topik grup dan subgrup.

Pola pembahasannya dimulai dari hal-hal khusus menuju pada suatu
generalisasi yang bersifat deduktif. Langkah-langkah penelitian adalah sebagai
berikut:

1. Menentukan spektrum keterhubungan graf subgrup dari grup simetri.
a. Menentukan unsur dari himpunan sisi pada graf subgrup dari grup simetri

Sy

b. Menggambar graf subgrup dari grup simetri S,,

c. Menyatakan keterhubungan titik ke dalam bentuk matriks keterhubungan.

d. Menentukan polinomial karakteristik.

e. Menentukan spektrum keterhubungan.

f. Membuat konjektur tentang spektrum keterhubungan berdasarkan pola yang
ditemukan.

g. Merumuskan konjektur tentang spektrum keterhubungan sebagai suatu
teorema.

h. Menghasilkan suatu teorema tentang spektrum keterhubungan yang

dilengkapi dengan bukti secara deduktif.



2. Menentukan spektrum Laplace graf subgrup dari grup simetri.
a. Menentukan matriks derajat.
b. Menentukan matriks Laplace.
c. Menentukan polinomial karakteristik.
d. Menentukan spektrum Laplace.
e. Membuat konjektur tentang spektrum Laplace berdasarkan pola yang
ditemukan.
f.  Merumuskan konjektur tentang spektrum Laplace sebagai suatu teorema.
g. Menghasilkan suatu teorema tentang spektrum Laplace yang dilengkapi
dengan bukti secara deduktif.
3. Menentukan spektrum signless Laplace graf subgrup dari grup simetri.
a. Menentukan matriks signless Laplace.
b. Menentukan polinomial karakteristik.
c. Menentukan spektrum matriks signless Laplace.
d. Membuat konjektur tentang spektrum signless Laplace berdasarkan pola
yang ditemukan.
e. Merumuskan konjektur tentang spektrum signless Laplace sebagai suatu
teorema.
f. Menghasilkan suatu teorema tentang spektrum signless Laplace yang

dilengkapi dengan bukti secara deduktif.



1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi lebih terarah dan mudah dipahami, digunakan

sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi

ke dalam beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut.

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka terdiri dari teori-teori yang dapat digunakan untuk
menjawab rumusan masalah sehingga dapat mendukung pembahasan.
Pada penelitian ini, teori yang digunakan meliputi grup, subgrup, teori
graf, matriks, spektrum graf, dan keteraturan ciptaan Allah.
Pembahasan

Pembahasan berisi tentang bagaimana spektrum keterhubungan,
spektrum Laplace, spektrum signless Laplace graf subgrup dari grup
simetri dan pembuktian teorema, serta keteraturan spektrum graf.
Penutup

Penutup berisi kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
2.1.1 Operasi biner

Operasi biner * pada suatu himpunan G adalah suatu fungsi *:G X G - G.
Untuk setiap a, b € G dapat ditulis a * b untuk * (a, b). Suatu operasi biner * pada
himpunan tak kosong G dikatakan bersifat asosiatif jika untuk setiap a,b,c € G
maka berlaku a = (b *c) = (a * b) * c. Jika * merupakan operasi biner pada
himpunan tak kosong G maka unsur-unsur a dan b dari G dikatakan komutatif jika
berlaku a * b = b * a. Operasi = di G dikatakan komutatif jika untup setiap a, b €
G makaa * b = b * a (Dummit dan Foote, 1991).
Contoh:

1. Operasi penjumlahan merupakan operasi biner pada Z. Operasi
penjumlahan memenuhi syarat sebagai fungsi dari Z x Z — Z, yakni untuk
setiap (a, b) € Z X Z maka a + b € Z, atau hasil penjumlahan dua bilangan
bulat adalah bilangan bulat.

2. Operasi penjumlahan merupakan operasi biner yang bersifat asosiatif pada
R. Operasi penjumlahan memenuhi syarat sebagai fungsi dari R X R = R,
yakni untuk setiap (a,b) € RX R maka a + b € R dan untuk setiap
a,b,c € Rmemenuhia+ (b+c¢) =(a+b)+c.

3. Operasi perkalian merupakan operasi biner yang bersifat komutatif pada Z.
Operasi perkalian memenuhi syarat sebagai fungsi dari Z X Z — Z, yakni

untuk setiap (a,b) EZxZ makaa-b € Zdana-b =b-a.

10
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2.1.2 Definisi Grup
Suatu grup merupakan pasangan berurutan (G, *) dengan G merupakan
himpunan tak kosong dan * merupakan operasi biner di G yang memenuhi syarat
berikut:
1. Operasi * bersifat asosiatif di G, yakni
(axb)xc=ax*x(bx*c),Vab,c€EG
2. Terdapat unsur e € G yang disebut sebagai unsur identitas dari G, sehingga
axe=exa=aVacEG
3. Untuk masing-masing a € G, terdapat suatu unsur a~! € G yang disebut
sebagai unsur invers dari a, sehingga
axa!=a"1xa=e (Dummitdan Foote, 1991).
Contoh:

1. Misal Z dan +:Z x Z — Z yang didefinisikan +(a, b) = a + b untuk setiap
(a,b) € Z x Z. Pasangan berurutan (Z, +) merupakan grup. Z # @ dan +
merupakan operasi biner pada Z. Operasi + bersifat asosiatif di Z dan
terdapat 0 €Z sehingga O0+a=a=a+0, untuk setiap a € Z.
Selanjutnya untuk masing-masing a € Z terdapat (—a) € Z sehingga a +
(—a) =0=(-a) +a.

2. Misal B bilangan buiat non negatif atau B = {0,1,2,3,...}dan +:B X B =
B yang didefinisikan +(a,b) =a+ b untuk setiap (a,b) € B X B.
Terdapat 0 € B sehingga 0 + a = a = a + 0 untuk setiap a € B. Terdapat
1 € B yang tidak memiliki unsur invers. Karena (B, +) tidak memenuhi

definisi grup maka (B, +) bukan grup.
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2.1.3 Sifat-sifat Grup

Teorema 2.1

Misalkan (G, *) grup.

1.

2.

Bukti

Unsur identitas di G tungoal

Untuk setiap unsur a € G terdapat a=* (unsur invers) yang tunggal
(a™1)™1 = a, untuk setiap a € G

Jikaa,b € Gdana =bmakaa™! = b1

Jikana,b e Gmaka (a*b) 1 =b"1xqa?

(a™)~1 = (a™1)™, untuk setiap a € G dan m € Z* (Dummit dan Foote,

1991:19).

Misalkan (G, =) adalah grup maka

1.

Jika e, dan e, keduanya unsur identitas di G, maka berdasarkan definisi
grup berlaku e; * e, = e,, dan e; * e, = ey, sehingga diperoleh e, = e;
atau dapat dikatakan identitas dari G adalah tunggal.
Jika aj! dan a;?! keduanya invers dari a € G, dan e unsur identitas di G,
maka berdasarkan definisi grup berlaku
ailxa=e=ax*ajl,dana;! *a =e =ax*a;?, sehingga
ajl=ajlxe

=a;' *(a*az")

= (a;' xa) xaz*

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jadi diperoleh a;! = a;?! atau dapat dikatakan invers dari a € G adalah
tunggal.

3. Ambil a€G maka ada a ' € G sehingga a*al=alxa=e
dengan e adalah unsur identitas di G. Jika a™! € G maka ada (a~ 1)t €
G.

(@)1= (@) xe
={(a) " s(a7' =a)
=(@H ™ xa ) xa
—ex*a
= @

Jadi berlaku (a=1)~! = q, untuk setiap a € G.

4. Karenaa,b € G makaadaa~1,b~! € G. Sehingga jika a = b maka

al=alxe
=atx(bxb1)
= 0" «

=(at*a)xb?!
—exh 1
= p1
Jadi jikaa,b € Gdana = b makaa™! = b1
5. Jikaa,b € G makaa * b € G sehinggaada (a = b)~! € G.
(axb)* (b txaH=axb*bH)x*xa?

=(a*xe)*at

=ax*q !



(b txaHx(axb)=b"1x(al*xa)*b

=(btxe)xb
=b"lxbh
=e

Sesuai sifat ketunggalan invers, maka (a * b)) ' = b1 x a1

6. amx(a )™ =(a*..xa)*(@t*..xa?)

m kali m kali

1l ar

=a*x.xax(axaD*xalx.xa
e
(m—-1)kali (m—1) kali
=ax*.xaxexa tx.xq !
N e’ N e’
(m—-1)kali (m—1) kali

1 il

=ax*..*xa*a " *..*xa’
(m-1)kali (m-1) kali

=e

(= T g gl N

m kali m kali

=alsx.xalx(axaD*ax*..xa
.

(m—1) kali (m—-1)kali

=il 1

=qa " *x..*xq *exax*x..xa

N —————————— |

(m-1) kali (m—-1)kali
=alsx.xalxax*..xa
(m—1) kali (m—-1)kali

=€

Sesuai sifat ketunggalan invers, maka (a™)™! = (a™H)™.

14
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2.1.4 Order dari Suatu Unsur

Order dari suatu unsur g di grup G adalah bilangan bulat positif terkecil n
sedemikian hingga memenuhi g" = e, dengan e adalah unsur identitas di G. Jika
tidak terdapat bilangan bulat yang memenuhi, dapat dikatakan g memiliki order tak
hingga. Order dari suatu unsur g dinotasikan dengan |g| (Gallian, 2013:60).
Contoh:

1. Misalkan (Z, +) grup, setiap unsur taknol pada Z memiliki order tak
hingga.

2. Misalkan (Z,, +) grup bilangan bulat modulo 4 yakni Z, = {0, 1, 2, 3}.
Order dari 0 adalah 1, karena 1 adalah bilangan bulat positif terkecil yang
memenuhi 0 = 0. Order dari 1 adalah 4, karena 4 adalah bilangan bulat
positif terkecil yang memenuhi 1* =1+ 1+ 1+ 1 = 4 = 0. Order dari 2
adalah 2, karena 2 adalah bilangan bulat positif terkecil yang memenuhi
22 =2+ 2 =4 = 0. Order dari 3 adalah 4, karena 4 adalah bilangan bulat
positif terkecil yang memenuhi 3* =3 +3 +3+3 =12 = 0.

Suatu unsur dari grup memiliki order satu jika dan hanya jika unsur itu
identitas (Dummit dan Foote, 1991:20). Misalkan G grup, a € G dan a bukan unsur
identitas. Jika a = a™1, akibatnya a? =aoa =a"'oa = e, dengan e adalah
unsur identitas di G. Karena 2 € Z* dan 1 < 2 tidak memenuhi a* = e, maka
diperoleh 2 = |a|. Jika |a| = 2 artinya a? = e, akibatnya aca=a? =e=ao
a~1, maka a = a~!. Sehingga dapat diperoleh sifat unsur berorder dua pada grup
memiliki unsur invers dirinya sendiri atau dapat ditulis, a € G dengan |a| = 2 jika

dan hanya jikaa = a™1.
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Misalkan G grup, a € G. Berdasarkan sifat |a| = 2 jika dan hanya jika a =
a~1 serta sifat ketunggalan dari unsur identitas, maka diperoleh pernyataan bahwa
a € G dengan |a| <2 jika dan hanya jika a = a~l. Akibatnya diperoleh
pernyataan yang ekuivalen sebagai berikut, |a| > 2 dan a unsur di & jika dan hanya
jika a # a1, atau unsur berorder lebih dari dua pada grup memiliki unsur invers
yang tidak sama dengan dirinya sendiri.
Teorema 2.2
Misalkan G grup dan a € G maka |a| = |a™}].
Bukti
Andaikan |a] = m dan |a! | = n dengan m # n. |a] = m berarti a™ = e
dengan e adalah unsur identitas di G. Jika a™ = e diperolen (a™)™! =
e~ akibatnya (a )™ = e. Jadi |a™!| < mataun < m.
Sementara |a~!| = n berarti (a™1)" = e. Jika (a™1)" = e maka (a™)"1 =
e, akibatnya ((@™)~1)~! = e~ dan diperoleh (a™) = e. Jadi |a|] < n atau
m <n. Karena m <n dan n <m maka m = n. Kontradiksi dengan

pengandaian. Jadi |a| = |a™1|. [ |

2.2 Grup Simetri
2.2.1 Definisi Grup Simetri

Misal Q adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal Sy adalah
himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari Q ke Q (atau himpunan
yang memuat semua permutasi pada Q). Himpunan S, dengan komposisi fungsi o
atau (Sq, °) merupakan grup. Komposisi fungsi e merupakan suatu operasi biner

pada Sq, karena jika o: Q — Q dan 7: Q — Q adalah fungsi-fungsi bijektif, maka o o
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T juga merupakan fungsi bijektif dari Q ke Q. Selanjutnya operasi o adalah
komposisi fungsi yang bersifat asosiatif. Identitas dari S merupakan permutasi 1
yang didefinisikan dengan 1(a) = a, untuk setiap a € Q. Untuk setiap permutasi
a: Q) - Qterdapat fungsi invers 6=1: O - Q yang memenuhi oo™l =g71og =
1. Dengan demikian semua syarat grup dipenuhi oleh (Sq, ©). Grup (Sq, °) disebut
grup simetri pada himpunan Q (Dummit dan Foote, 1991:28).

Kasus khusus jika Q = {1, 2, 3, ..., n}, grup simetri pada Q dapat dinotasikan
dengan S,. Suatu sikel adalah deretan bilangan bulat yang merepresentasikan
unsur-unsur dari S,, yang mempermutasikan sikelnya dari bilangan bulat. Panjang
sikel adalah banyaknya bilangan bulat yang terdapat pada sikel tersebut. Suatu sikel
dengan panjang t disebut sikel-t dan dua sikel dikatakan saling asing jika memuat
bilangan bulat yang tidak sama (Dummit dan Foote, 1991:30).

Contoh: Misalkan S; merupakan himpunan semua fungsi bijektif dari {1,2,3} ke
{1,2,3}. Himpunan S; dengan komposisi fungsi adalah grup dengan
enam unsur, yaitu (1), (123), (132), (23), (13), (12). Pada himpunan S
unsur (1) dapat juga ditulis (1)(2)(3) memiliki panjang sikel 1 untuk
masing-masing sikelnya. Unsur (123) dan (132) memiliki panjang sikel
3. Unsur (13) dan (23) tidak saling asing, sedangkan unsur (1) dan (23)
saling asing. Order dari unsur-unsur di S5 yakni, untuk (1) maka |(1)] =
1 karena (1) adalah identitas di S5. Untuk (12), (12)? = (12) - (12) =
(1), karena 2 € Z* dan 1 < 2 tidak memenuhi (12)* = (1) maka order
(12) adalah 2. Untuk (123), (123)3 = (123)0(123) 0 (123) =
(132) o (123) = (1), karena 3 adalah bilangan bulat positif terkecil

yang memenuhi (123)3 = (1) maka order (123) adalah 3.



18
2.2.2 Sifat-sifat Unsur pada Grup Simetri
Teorema 2.3
Jika a € S,, dan a merupakan sikel-2 maka a? adalah identitas.
Bukti
Ambil a = (a,a,), maka a? = aca = (a,a,) ° (a;a;,) = (a;)(ay) = (1).
[
Teorema 2.4
Jika a € S,, dan a merupakan rangkaian sikel-2 maka |a| = 2.
Bukti
a € S,, dengan a merupakan rangkaian sikel-2, a dapat dinyatakan dengan
a = (a,a,)(azay) ... (ax_1ax) dengan k < n.
a’=aoa
= (aqa;)(asay) ... (ag_1a;) ° (a1ay)(azay) ... (ax_1a;)
= (a1a3) © (a,a;)(azay)  (azay) ... (ag_1ax) ° (@x_1ax)

= (alaz)z(a3a4)2 v (Ag—qay)?

= (D) ...(1)
= (1)
Jadi |a| = 2, untuk a rangkaian sikel-2. [

Adanya beberapa sifat pada unsur di suatu grup, yang dibedakan antara unsur
berorder lebih dari dua dan unsur yang berorder kurang dari tiga. Maka menarik
untuk diselidiki banyaknya unsur pada grup simetri S,, yang berorder kurang dari

tiga serta yang berorder lebih dari dua.
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Teorema 2.5

Banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order kurang dari tiga adalah

n—1
2 n! .
v 1+2° Tz " ganjil
n — n
1+22 m , m genap

m=1 2mm| (n—2m)!
Bukti
Misal a € S,,, sehingga |a| < 3, yaitu a € S, dengan |a| = 1 atau |a| = 2.
Untuk a € S,, dengan |a| = 1, maka a adalah unsur identitas. Berdasarkan
sifat grup bahwa unsur identitas adalah tunggal maka banyaknya unsur pada
S,, yang memiliki order sama dengan satu ada sebanyak 1.
Untuk a € S,, dengan |a| = 2, haruslah unsur tersebut merupakan rangkaian
sikel-2. Misalkan a € S,, dengan banyaknya sikel-2 adalah m maka

banyaknya a dapat dicari dengan cara berikut.

DESRE U e o0 QP ™ G NG

m!(n —2m)! B m! (n — 2m)!

ne-on—2 n-2m+2  -n-2mpr-n-2m-1 1
PR o CaSZ™C] .. C}

m! (n — 2m)!

(=)

m! (n — 2m)!

n!
" 2mml(n—2m)!

Karena a € S,, berarti a merupakan permutasi n, maka untuk a yang

merupakan rangkaian dari sikel-2, a dapat terdiri dari sikel-2 sebanyak m,

denganm = 1,2, 2 untuk n genap danm = 1,2, "T_l untuk n_ganjil.
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Sehingga banyaknya a €S, vyang terdiri dari sikel-2 adalah

n n-1

z = .
2m=1 2Mm m! (n—2m)! untuk n genap dan Zm=1 2Mm m! (n—2m)! untuk n ganjil.

n!

Jadi diperoleh banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order kurang dari tiga,

n-—1
N |
1+2 =7?_£;—— , n ganjil
adalah X,, = g G _
) I
L X2 = n genap

m=12m mi (n—2m)! ’
Setelah diperoleh banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order kurang dari
tiga, maka banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order lebih dari dua dapat dicari
dengan mengurangkan |S,,| dengan banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order
kurang dari tiga.
Teorema 2.6
Banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order lebih dari dua adalah L, =
n! — X,,, dengan X,, adalah banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order
kurang dari tiga.
Bukti
Banyaknya unsur pada S,, adalah n!, karena S,, memuat semua permutasi dari
himpunan yang kardinalitasnya sama dengan n. Sesuai definisi order, maka
diperoleh untuk setiap a € S,,, maka |a| = 1. Sehingga diperoleh
S, =AUB,dengan A = {a € S,| la] < 3}, B ={a € S,| |a] = 3}.
Karena A N B = @, akibatnya S,\A = A = B sehingga banyaknya unsur
pada S,, yang memiliki order lebih dari dua yaitu banyaknya unsur S,
dikurangi banyaknya unsur pada S, yang memiliki order kurang dari tiga,
dapat ditulis banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order lebih dari dua

adalah L,, = n! — X,,. ]
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Teorema 2.7
Banyaknya unsur pada S,, yang memiliki order lebih dari dua yaitu L,, adalah
genap.
Bukti
Misalkan B adalah himpunan semua anggota S,, yang berorder lebih dari dua.
Misalkan a € B maka a # a1, dan |a| = |a™*| > 2. Jadi a~! € B. Karena
setiap unsur hanya memilki satu invers, maka B memuat pasangan unsur yang
saling invers. Jadi |B| = L,, adalah genap. ]
Berdasarkan Teorema 2.7, karena L,, genap dan |S,| =n!=2-(3-4" ...

n) adalah genap, maka X,, = n! — L,, adalah genap.

2.3 Subgrup
2.3.1 Definisi Subgrup

Misal (G, *) adalah grup yang memenuhi operasi biner *. Suatu himpunan
bagian H dari G disebut subgrup dari G jika H membentuk grup terhadap operasi
biner * yang terdefinisi di G (Gilbert dan Gilbert, 2009).

H subgrup dari G dapat dinotasikan oleh H < G. Jika H subgrup dari G dan
H + G, maka dapat menggunakan notasi H < G, dan H disebut subgrup sejati.
Subgrup {e} dengan e adalah unsur identitas di G dikatakan sebagai subgrup trivial
dari G, sementara subgrup yang tidak sama dengan {e} dikatakan sebagai subgrup
non trivial dari G (Gallian, 2013:61).
Contoh: Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi penjumlahan merupakan

suatu grup. Misalkan dibentuk himpunan bagian dari Z yaitu 2Z yang
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didefinisikan 2Z = {2n|n € Z}. Himpunan 2Z dengan operasi yang
sama dengan operasi pada Z merupakan subgrup dari Z.
2.3.2 Subgrup Normal

Misalkan H subgrup dari grup G dengan operasi perkalian, dan a adalah
sebarang unsur di G. Himpunan Ha = {ha|h € H} dan aH = {ah|h € H} berturut-
turut disebut koset kanan dan koset kiri dari H di G yang dibangkitkan oleh a
(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:181).

Subgrup H dari grup G disebut subgrup normal dari G jika aH = Ha untuk
semua a € G dan dinotasikan dengan H 2 G. Jika G grup komutatif maka semua
subgrup di G adalah subgrup normal karena h = eh = gg~*h = ghg™! € H untuk
semua h € H dan g € G (Gallian, 2012).

Contoh: Diberikan grup simetri S3 dan H = {(1), (123), (132)} adalah subgrup
dari S5. Koset kanan dari H di S; adalah
H(1) = H(123) = H(132) = {(1),(123), (132)}
H(12) = H(13) = H(32) = {(12),(13), (32)}
sedangkan koset kiri dari H di S; adalah
(DH = (123)H = (132)H = {(1), (123), (132)}
(12)H = (13)H = (32)H = {(12), (13), (32)}.
Karena koset kanan sama dengan koset Kiri untuk setiap unsur di S;, maka

H adalah subgrup normal dari S;.
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2.4 Graf
2.4.1 Definisi Graf
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V (G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V (G)
yang disebut sebagai sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di G disebut ukuran dari G dan
dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G maka order
dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk, 2009:4).
Sisi e = (u, v) (dapat ditulis e = uv) dikatakan menghubungkan titik u dan
v. Jika e = (u, v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan
v disebut ujung dari e. Dua sisi berbeda e, dan e, disebut terhubung langsung
(adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir, dkk,
2009:6).
Contoh: Misalkan G1 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.
V(G1) = {vy,v,, v3}
E(G1) = {(v1,v,), (v, v3), (V2,v3), (v, v,)}. Graf G1 dapat digambar

seperti berikut
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%1

U3 2

Gambar 2.1 Graf G1
Dari definsi graf, dapat diketahui bahwa order graf G1 adalah p = 5 dan
ukuran graf G1 adalah g = 4. Berdasarkan gambar graf G1, maka titik v,
dan v, terhubung langsung, demikian juga dengan v, dan vs, v, dan vs,
serta v, dan v,. Titik v; dan v, tidak terhubung langsung, demikian juga
dengan titik v5 dan v,. Sisi (vy, v,) terkait langsung dengan titik v; dan
v,, tetapi tidak terkait langsung dengan titik v5 dan v,. Sisi (v,, v3) terkait
langsung dengan titik v, dan v, tetapi tidak terkait langsung dengan titik
v; dan v,. Sisi (v4,v,) dan (v,, v3) terhubung langsung, sementara sisi
(v, v3) dan (v,, v,) tidak terhubung langsung.
2.4.2 Derajat Titik
Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis N; (v). Derajat
dari titik v di graf G, ditulis deg;(v) adalah banyaknya sisi di G yang terkait
langsung dengan v. Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf
G adalah banyaknya anggota dalam N; (v). Jadi deg;(v) = |Ng;(v)| (Abdussakir,
dkk, 2009:9).
Titik yang berderajat 0 disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik yang
berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Titik yang berderajat genap disebut

titik genap dan titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil. Derajat maksimum
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titik di G dilambangkan dengan A(G) dan derajat minimum titik di G dilambangkan
dengan §(G) (Abdussakir, dkk, 2009:9).

Teorema 2.8
Misalkan G graf dengan order p dan ukuran g, dengan V(G) =
{v1,V5, ..., vp}. Maka Y7, degg(v;) = 2q (Abdussakir, dkk, 2009).
Bukti
Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh
bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali jumlah sisi di G.
Terbukti bahwa Y.F_, degg(v;) = 2g. n
Contoh: Misalkan G2 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.
V(G2) = {vy,v,, 3,04, 05}

E(G2) = {(vy,1), (v1,v3), (v,,v3)}. Graf G2 dapat digambar seperti

berikut
Uy Uy Uy
°
°
v
12 5

Gambar 2.2 Graf G2
Dari definsi graf, diperoleh bahwa derajat maksimum di G2 adalah
A(G2) = 2 dan derajat minimum di G2 adalah 6(G2) = 0. Semua titik di

G2 adalah titik genap, karena memiliki derajat genap. Sementara titik v,
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dan vs juga dapat disebut sebagai titik terasing karena memiliki derajat 0.
Sementara order graf G2 adalah p = 5, dengan menggunakan Teorema 2.8

Yi_,degg(vy) _ 242424040

dapat diperoleh ukuran graf G2 adalah q = > >

3,
sesuai pada Gambar 2.2.
2.4.3 Graf Terhubung

Misalkan G graf. Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling

W:u =wvy,eq,V1,63,V2, ., Vn_1,€n,Vp =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan

e, =vi_1v;, i=123,..,n
adalah sisi di G. v disebut titik awal, dan v,, disebut titik akhir, titik v,, v,, ..., V1
disebut titik interval, dan n menyatakan panjang dari W. Jika vy # v,,, maka W
disebut jalan terbuka. Jika v, = v,,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak
mempunyai sisi disebut jalan trivial. Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut
trail. Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda disebut lintasan (Abdussakir, dkk,
2009:49).

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung, jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G juga dikatakan terhubung,
jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G terhubung. Sebaliknya jika ada
dua titik u dan v di G, tetapi tidak terdapat lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak
terhubung (Abdussakir, dkk, 2009:55).

Contoh: Misalkan G3 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.

V(G3) = {vy, V3, V3, 14}
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E(G3) = {(vy,1,), (v1,v3), (v5,v,)}. Graf G3 dapat digambar seperti

berikut

vl vz

V3 Uy

Gambar 2.3 Graf G3

Graf G3 adalah graf terhubung, karena untuk setiap dua titik berbeda di G3

terhubung.

Contoh: Misalkan G4 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti

berikut ini.

V(G4) = {Ul, Uy, V3, U4}

E(G4) = {(vy,13), (v1,v3), (v, v3)}. Graf G4 dapat digambar seperti

berikut

Y]

°
V3 v,

Gambar 2.4 Graf G4

Graf G4 adalah graf tak terhubung, karena ada titik v, yang tidak

terhubung dengan titik lain di G4.

2.4.4 Graf Subgrup

Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan [, (G) adalah graf berarah

dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung langsung ke
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y (atau ada busur dari x ke y) jika dan hanya jika x # y dan xy € H. Jikaxy € H
dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan x # y maka x dan y dihubungkan
langsung oleh suatu sisi tak berarah. Graf I3 (G) ini disebut graf subgrup dari G
(Anderson, dkk, 2012).
Contoh: Misalkan S = {(1), (123),(132)}. S dengan operasi komposisi fungsi o
adalah grup. A = {(1)} merupakan subgrup dari S. Dua unsur di S jika
dioperasikan menggunakan komposisi fungsi dapat dilihat seperti pada

Tabel 2.1 berikut

Tabel 2.1 Tabel Cayley Grup S

0 (1) (123) (132)

@ @ 123 (132
(123) (123) (@132) |
@32) (132) I (123)

Titik graf subgrup A dari grup S adalah V(I[,(S))=S=
{(1),(123),(132)}. Dari Tabel 2.1, warna hijau menunjukkan unsur-
unsur di S sedemikian sehingga jika dioperasikan hasil operasinya di A.

Sehingga dapat digambarkan graf subgrup berikut

(123) @ ® (132)
°

ey
Gambar 2.5 Graf I (S)
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2.5 Graf Subgrup dari Grup Simetri

2.5.1 Sisi pada Graf Subgrup dari Grup Simetri

Teorema 2.9
Misalkan a unsur di grup simetri S,, dan H = {(1)} subgrup dari S,,. |a| > 2
jika dan hanya jika (a,a™) € E(I}; (Sn).

Bukti
(=) Akan dibuktikan pernyataan jika a € S, dengan |a| > 2 maka
(a,a™V) € E(I"H (Sn)). Berdasarkan sifat unsur yang berorder lebih dari dua
pada grup, dapat dinyatakan bahwa jika a € S,, dengan |a| > 2 maka a #
a~!. Jika a # a~! dengan a termuat pada grup simetri S,, yang memenuhi
aca = (1) =atoa dan H = {(1)}, akibatnya (a,a™?) € E(I}; (5,)).
Sehingga terbukti bahwa jika a € S,, dengan |a| > 2 maka (a,a™!) €
E(I (S)).
(&) Akan dibuktikan pernyataan jika (a,a™!) € E(I}; (S,,)) maka |a| > 2.
Karena (a,a™) € E(I; (S,)) makaaoca*=atoa€H. Jadiaoa™t =
a 'oa = (1). Karena sisi di graf memasangkan titik berbeda berarti a #
a~t. Jadi |a| > 2.
Terbukti pernyataan pada teorema adalah benar. ]

2.5.2 Titik pada Graf Subgrup dari Grup Simetri

Teorema 2.10

Misalkan S,, grup simetri orde n! dan H = {(1)} subgrup di S,. Jika

(a,a™t) € E(I} (S,)) maka deg(r, s (@) = 1.
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Bukti
Karena (a,a™t) € E(I}; (S,)) berarti titik a terhubung langsung ke titik a=*
di I}y (Sp). Jadi deg(r, (s,y)(@) = 1. Andaikan degp, (s,)(a) > 1 artinya
ada titik lain b # a~! sehinggaa o b € Hdan b o a € H. Karena H = {(1)}
makaaob = b oa = (1). Berarti b # a~! adalah invers dari a. Kontradiksi
dengan sifat grup, bahwa untuk setiap unsur hanya memiliki satu invers. Jadi
pengandaian deg(r, (sp) (a) > 1 salah.
Terbukti deg(rH (Sn))(a) = 1. [ ]
Corollary 2.11
Misalkan S,, grup simetri orde n! dan H = {(1)} subgrup di S,,. Misal a €
V(I (Sp)), jika |al > 2 maka degp, (s,))(a) = 1.
Bukti
Jika |a| > 2 maka (a,a™t) € E(I (S,)), akibatnya deg(r, s,0) (@ = 1.
Terbukti jika |a| > 2 maka degp, (s,))(a) = 1. n
Corollary 2.12
Misalkan S,, grup simetri orde n! dan H = {(1)} subgrup di S,,. Misal a €
V(I (Sp)), jika lal < 3 maka degp, (s,y)(a) = 0.
Bukti
Misal a € V(I} (S,)), artinya a € S,,.. Jika a € S, dengan |a| < 3, berarti
|la| = 2 atau |a| = 1.
la| = 2 berarti a = a1, dan |a| =1 berarti a = (1) dengan (1) unsur

identitas di S,,. Karena sisi pada graf hanya menghubungkan langsung dua



31
titik yang berbeda, maka tidak ada sisi (a,a) dan ((1), (1)) pada I (S,).
Jadi degr,, (s,))(@) = 0 untuk |a| < 3. |
Corollary 2.13
Misalkan S,, grup simetri orde n! dan H = {(1)} subgrup di S,,. Banyaknya
titik ujung pada Iy (S,) adalah L,, dan banyaknya titik terasing pada I, (S,)
adalah X,,.
Bukti
Karena I, (S,,) graf subgrup, akibatnya V(FH (Sn)) = §,,, dengan S,, memuat
unsur yang berorder kurang dari tiga serta memuat unsur yang beroder lebih
dari dua. Berdasarkan Teorema 2.5 dan Teorena 2.6 maka banyaknya unsur
berorder kurang dari tiga sebanyak X,, dan banyaknya unsur yang berorder
lebih dari dua sebanyak L,,. Sesuai Corollary 2.11 dan Corollary 2.12 maka
banyaknya titik yang berderajat satu pada I'; (S,,) adalah L,, dan banyaknya
titik yang berderajat nol pada I, (S,,) adalah X;,. [ ]
2.5.3 Ukuran pada Graf Subgrup dari Grup Simetri
Corollary 2.14

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,,. Banyaknya sisi
pada I}, (S,,) adalah %"
Bukti

Berdasarkan Corollary 2.13 maka titik berderajat satu di I}, (S,,) sebanyak L,,

dan lainnya berderajat 0. Karena sisi hanya memasangkan dua titik di I'; (S,,)

dan L,, genap maka q (I} (S,)) = L;" n
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2.6 Graf dan Matriks
2.6.1 Matriks Keterhubungan dari Graf
Misalkan G graf dengan order p (p = 1) dan ukuran g serta himpunan titik
V(G) = {vy, vy, ..., v,}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan)
dari graf G dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p X p) dengan unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v;
serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata
lain matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) = [a;;], 1 <i,j <p, dengan

_ (L ikavay €EG) o cair dick, 200974
% =0 ,jikavivje’EE(G)( ey )

Contoh: Misalkan G5 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.
V(G5) = {vy,v,, V3, Uy, Vs }
E(G5) = {(vy,v,), (v1,v3), (v3,1,), (v3,v5)}. Graf G5 dapat digambar

seperti berikut
Uy

Us

U3 V4

Gambar 2.6 Graf G5

Matriks keterhubungan dari graf G5 adalah

V1 Uy V3 Vs Uy
U1[0 1 1 0 O]

~V2l1 0 0 0 O
A(GS)_vn 0 0 1 1
mlfo 01 0 0
vslp 0 1 0 0
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2.6.2 Matriks Derajat
Misalkan graf G dengan order pserta V(G) = {vy,v,, ..., 15,}. Matriks
derajat dari graf G dinotasikan dengan D(G), merupakan matriks (p X p) dengan
unsur baris ke-i dan kolom ke-i merupakan derajat dari v;,i =12, ...,p
(Biyikoglu, dkk, 2007).
Contoh: Misalkan G6 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.
V(G6) = {vy,v,,V3,V,, Uz}

E(G6) = {(vy,v3), (v3,1,), (v3,v5)}. Graf G6 dapat digambar seperti

berikut
U1
¢
Us
U3 2
Gambar 2.7 Graf G6
Vi Uy V3 Vs Vs
171[1 0 0 O 0]
1%
MatriksderajatdarigrafG6adaIahD(G6)=U§8 8 g 8 8
174[0 0 0 1 0‘
vst0 0 0 0 1

2.6.3 Matriks Laplace dari Graf

Misal G(V, E) adalah graf dengan himpunan titik IV dan himpuan sisi E.
Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G), dengan D(G) adalah
matriks derajat dari G dan A(G) adalah matriks keterhubungan dari G (Biyikoglu,

dkk, 2007).
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Contoh: Misalkan G7 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti
berikut ini.
V(G7) = {vy,v,, V3, V4, Vs}
E(G7) = {(v1,v5), (v1,v3), (1, 1), (U2, v5), (v3,1), (vs, v5)}. Graf G7

dapat digambar seperti berikut

U2

12 v,

Gambar 2.8 Graf G7

Dari Gambar 2.8 dapat diperolen matriks derajat dan matriks

keterhubungan dari G7 sebagai berikut

Vi Uy V3 Uy Us V1 Uy V3 Uy Us
v1[30000 “o 11 10
_wozooo] _V2[10001]
D(G7)_v30 0 2 0 o0 A(G7)_V31 0 0 1 of
w0 0 0 3 0 Wt 0 1 0 1
vslp 0 0 0 2 vslp 1 0 1 0

Berdasarkan matriks derajat dan matriks keterhubungan, maka diperoleh
matriks Laplace dari graf G7 adalah sebagai berikut

L(G7) = D(G7) — A(G7)

V1 Uy V3 Vs Vg V1 Vy V3 Vs Vs
Vir3 0 0 0 07 M0 1 1 1 0
_Vz[O 2 0 0 0]_172[1 0 0 O 1]
w0 0 2 0 0] V|1 0 O 1 O
mo0 0 0 3 0] w1 0 1 0 1
vslo 0 0 0 2! wslo 1 0 1 O



Uy 12 V3 Vy Vg
vZwr3 -1 -1 -1 0
_172[—1 2 0 —1]
w1 0 2 -1 oFf
ml-1 0 -1 -1
vslog -1 0 -1 2

2.6.4 Matriks Signless Laplace dari Graf
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Misal G adalah graf. Matriks signless Laplace dari G adalah matriks

L*(G) = D(G) + A(G), dengan D(G) adalah matriks derajat dari G dan A(G)

adalah matriks keterhubungan dari G (Biyikoglu, dkk, 2007).

Contoh: Misalkan G8 graf yang memuat himpunan titik dan himpunan sisi seperti

berikut ini.

V(G8) = {vy, v, V3, Uy, Vs}

E(G8) = {(vqy,vs), (v1,15), (v, V3), (V3,1,), (v, v5)}. Graf G8 dapat

digambar seperti berikut

Vs Uy

Gambar 2.9 Graf G8

Dari Gambar 2.9 dapat diperoleh matriks derajat dan matriks

keterhubungan dari G8 sebagai berikut

U1 Vy VU3 Vy Vs V1 Uy V3 Vg Vg
AR R
) _V

D(G8)_v3|o 0 20 0|’ A(G8) v3|0 1 0 1 ol
174[00020J U4l00101J
st 0 0 0 2 vst1 0 0 1 O
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Berdasarkan matriks derajat dan matriks keterhubungan, maka diperoleh
matriks signless Laplace dari graf ¢8 adalah sebagai berikut

L(G8) = D(G8) + A(G8)

Vy Uy VU3 Uy Vs Vy Uy V3 Uy Vs
V1[20000] V1[01001]
_Vl0 2 0 0 O],Y1 0 1 0 O]
“wlo 0 2 0 olTwlo 1 0 1 ol
V4|00020| U4|00101|
V500002JU5l10010J
U1 Uy V3 Vs Vs
V1[2 1 0 O 1]
31 2 1 0 Of
“wvlo 1 2 1 of
V4l0 0 1 2 1J
st 0 0 1 2

2.7 Spektrum Graf

Misalkan G adalah graf berorder n dan A adalah matriks keterhubungan
dari graf G. Suatu vektor taknol x disebut suatu vektor eigen dari A, jika Ax adalah
suatu kelipatan skalar dari x yaitu, Ax = Ax untuk skalar A. Skalar A disebut nilai
eigen dari A, dan x disebut vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A (Anton,
2000).

Untuk mencari nilai eigen dari suatu matriks A yang berukuran (n X n)
dapat ditulis ulang Ax = Ax sebagai Ax = Alx atau ekuivalen dengan (4 — A)x =
0, dengan I merupakan matriks identitas berukuran (n X n). Persamaan tersebut
akan mempunyai selesaian taknol jika dan hanya jika matriks (A — AI) tidak punya
invers, akibatnya det(4 — AI) = 0.

Persamaan det(4 — AI) = 0 disebut persamaan karateristik matriks A dan

skalar yang memenuhi persamaan ini disebut nilai eigen dari A. det(A — AI) adalah
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suatu polinomial p dalam variabel A yang disebut sebagai polinomial karakteristik
matriks A. Jika A adalah suatu matriks (n X n), maka polinomial karakteristik A
memiliki derajat n dan koefisien variabel A" adalah 1. Polinomial karakteristik dari
suatu matriks (n x n) memiliki bentuk p(1) = det(A — AI) = A" + ¢, A1 +
-+ ¢,. Vektor-vektor eigen matriks A yang terkait dengan nilai eigen A adalah
vektor-vektor taknol dalam ruang solusi (4 — AI)x = 0 (Anton, 2000).

Misalkan G graf berorder n dan A adalah matriks keterhubungan dari graf

G. Misalkan A4, A,, ..., 4, (r < n) adalah nilai eigen berbeda dari A, dengan

Ay > A, > -+ > A, dan misalkan m(4,), m(4;), ..., m(4,) adalah banyaknya
basis untuk ruang vektor eigen masing-masing 4;, i = 1,2, ..., r. Maka matriks
berordo (2 X r) yang memuat A,, 4,, ..., A4, pada baris pertama dan m(A,),

m(A,), ..., m(4,) pada baris kedua disebut spektrum keterhubungan graf G, dan
dinotasikan dengan spec,(G). Jadi, spektrum keterhubungan graf G dapat ditulis

A 2 I

dengan spec,(G) = mx,) m@) .. m@,)

(Bigg, 1994).

Spektrum yang diperoleh dari matriks Laplace dari graf G disebut spektrum
Laplace dan dinotasikan dengan spec; (G). Spektrum yang diperoleh dari matriks
signless Laplace dari graf G disebut spektrum signless Laplace dan dinotasikan
dengan spec;+(G) (Akhadiyah, 2018).

Contoh:
Didefinisikan graf G sebagai (V(G), E(G)) dengan V(G) = {vy,v,, V3, v,}

dan E(G) = {(vy,v3), (v4,v4)} = {e4, e,}, seperti pada Gambar 2.10.
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Uy U3
e e,

U1 %)

Gambar 2.10 Graf G

Dari gambar diperoleh matriks keterhubungan dari graf G, dan matriks derajat

dari G seperti berikut,

Vi Uy Uz Uy Vi Uy VU3 Uy
vi[0 0 1 0 i[1 0 0 O
AG)=vl0 0 0 1| DG =v[0 1 0 0
v3{1 0 0 O vslo 0 1 0
wlo 1 0 0 wulo 0 0 1

Maka dapat diperoleh matriks Laplace dan matriks signless laplace dengan

cara berikut,

1 0 0 0] [0 0 1 0
h Wy ol NG RGEE
S T OSG b Sl T
[0/ 40 Hon'¥P] Z8L0, TGN
L &Y
| W™ 1, &
1. 0 1 0
0 -1 0 1
He ool Yo o 1 40
0100/ lo oo 1
L'@=D@+A4@=y o 1 ol™l1 o o o
o0 0o 0o 1 lo1 0 o0
1 0 1 0
lo 1 0 1
11 01 0
0 1 0 1.
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0 01 0 A0 0 0
_[]10 0 0 1] |0 2 0 O
(A@G) — D) = 1 0 0 O 0 0 2 0
01 0 0 0 0 0 A
-2 0 1 0
o -2 0 1
1 0 ™ g
| 0 ]

Selanjutnya (A(G) — AI) direduksi menggunakan eliminasi Gauss, dan

diperoleh
-1 0 1 0
0 -1 0 1
1
0 0 —-21+1 (—)
+ 1 0
0 O 0 AL (1>
| /]

Selanjutnya ditentukan polinomial karakteristik dengan cara mengalikan

diagonal matriks segitiga atas, sehingga diperoleh

@ = (-+1(d)

- c0r(- ()

=%*-1)?

=A-1)>2A+1)>2
Dengan menetapkan p(41) = 0 maka diperoleh A, =1 dan A, = —1.
Kemudian dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2.

Untuk 4, = 1 disubstitusikan ke dalam (A — AI), sehingga diperoleh
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Selanjutnya  hasil  matriks  tersebut  direduksi, dan diperoleh

-1 0 1 0

0 -1 0 1 . B
0 0 0 0 , sehingga m(4,) = 2.
0 0 0 O

Untuk A, = —1 disubstitusikan ke dalam (A — AI), sehingga diperoleh

O R O R
_ o R O
OR OR
() [ ()

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, dan diperoleh

SO =R O
S O O
O O - O

1
0
0
0
sehingga m(4,) = 2.

Jadi diperoleh spec,(G) = [m/ll 12 - [1 _1]'

41) m1y) s ¥,
™7 R A 0 0 0
B Y T R
UOES =T 40/ 4 ¥ a0 0 0 A O
Lia —1ff oy 0 0 0 A
[1—-21 0 1| 0
_| o 1-12 0 —dl
—l 0 1-12 0
0 -1 0 1A

Selanjutnya (L(G) — AI) direduksi menggunakan eliminasi Gauss, dan

diperoleh
1-12 0 —1 0
0 1-2 0 ~1
—1
0 0 1-1+—— 0
T2
0 0 0 T
1— A

Selanjutnya ditentukan polinomial karakteristik dengan cara mengalikan

diagonal matriks segitiga atas, sehingga diperoleh



p() = (1-22(1-2+2)

)

1-22422-1\2

1-1

=1 -0
= (=214 2%)?
= (A(-2+1)’

= (D2(=2 + 2)?

41

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 0 dan 1, = 2. Kemudian

dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2.

A A,
m(4) m(4y)

0 =2
28 %

|

Sehingga diperoleh spec, (G) =

|

. LR [ A0 0 0
IR RO o' W 0N W gaR U
(LGRS = U B0 i RSN 6
(] N O 1 gl B.Y.0R 1

AV () 1 0

B T4 B o 1

1 N YR 2y

| 0 1 v { &

|

Selanjutnya (L*(G) — AI) direduksi menggunakan eliminasi Gauss, dan

diperoleh
1-41 0 1 0
0 1-41 0 1
1
1= ——
0 0 A+( 1_1) 0
0 0 0 1—A+(—

=)
1-1/-

Selanjutnya ditentukan polinomial Kkarakteristik dengan cara mengalikan

diagonal matriks segitiga atas, sehingga diperoleh
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) =-0?(1-2-5)

1—21+12—1)2

=1 -2 (7S
= (=21 + 2?)?
= (A(-2+1)’
= (D?*(-2+)?

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 0 dan 1, = 2. Kemudian

dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2.

: . A A 0 2
Sehingga diperoleh spec;+(G) = [m(il) m(iz) = [2 2]_

2.8 Keteraturan Ciptaan Allah

Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya dapat dilihat dalam al-Quran. Alam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena alam. Namun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketahui oleh orang yang benar-benar
mengerti arti kebesaran Allah (Rahman, 2007).

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan perhitungan-
perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan yang seimbang
dan rapi (Abdusysyakir, 2007:79). Allah berfirman dalam al-Quran dalam surat al-

Furgan ayat 2.
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53 53 48 leg i 3 3a K 51005 dsh w’aﬁgwmuumw\
“yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak, dan
tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah menciptakan segala
sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya” (QS. al-Furgan:
2).

Dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan "Yang kepunyaan-Nyalah kerajaan
langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak dan tidak ada sekutu bagi-Nya
dalam kekuasaan-Nya," Allah sucikan diri-Nya dari memiliki anak dan sekutu. Lalu
Dia mengabarkan bahwa Dia, "Telah menciptakan segala sesuatu dan menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” Artinya, segala sesuatu selain Dia
adalah makhluk (yang diciptakan) dan marbub (yang berada di bawah kekuasaan-
Nya). Dia-lah pencipta sesuatu. Sedangkan segala sesuatu berada di bawah
kekuasaan, aturan, tatanan dan takdir-Nya (Katsir, 2007).

"Dan Dia menetapkan ukuran-ukuran dengan serapi-rapinya," maksudnya
adalah, menetapkan segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan
hikmah yang diinginkan-Nya, dan bukan karena nafsu dan kelalaian, melainkan
segala sesuatu berjalan sesuai dengan ketentuan-Nya hingga hari kiamat dan setelah
kiamat. Karena Dia-lah Sang Pencipta Yang Maha Kuasa, dan untuk itulah makhluk
beribadah kepada-Nya (Al-Qurtubi, 2009).

Matematika telah diciptakan dan sengaja disediakan untuk menuntun
manusia memahami kebesaran. Matematika tidak lain adalah makhlug, dan Allah
adalah khalignya (Abdusysyakir, 2007:88). Dijelaskan bahwa dalam al-Quran surat
al-Furgan ayat 2, bahwa sesungguhnya Allah menciptakan segala sesuatu dengan

menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya. Hal ini menunjukkan bahwa
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adanya rumus (keteraturan) pada segala ciptaan Allah, termasuk dalam ilmu

matematika.
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PEMBAHASAN

3.1 Spektrum Keterhubungan Graf Subgrup dari Grup Simetri S,,

3.1.1 Grup Simetri S5

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Titik graf subgrup dari grup simetri S5
untuk subgrup H adalah V(I‘H (53)) = {(1),(123),(132),(23),(13),(12)} =

S5. Dua unsur di S5 jika dioperasikan menggunakan komposisi fungsi dapat dilihat

pada Tabel 3.1 berikut

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Simetri S

0 (1) (123) (132) (23) (13) (12
(1) (L) (123) (132) (23) (13) (12)
(123) (123) (132) D@ (12) (23) (@13)
(132) (132) @ " (123) (13) (12) (23)
23 23 13 @2 I (123) 132
a3 | 13 a2 @3 132 B 123
(12) (12) (23) (13) (123) (132) @

Dari Tabel 3.1, warna hijau menunjukkan unsur-unsur di S5 sedemikian
sehingga jika dioperasikan, hasil operasinya di H. Sehingga dapat digambarkan
graf subgrup dari grup simetri S5 untuk subgrup H seperti pada Gambar 3.1.

@)y O
(13) ® ® (12)

(123) @ ® (132)
Gambar 3.1 Graf I} (S3)

Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks keterhubungan dari Iy (S3)

sebagai berikut

45
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(1) (12) (13) (23) (123) (132)

(1) o 0 0 0 0 0
(12) 0 0 0 0 0 0
AT S)) = (D o000 00
(23) 0 0 0 0 0 0
(123) | o 0 0 0 0 1
132) Lo 0 0 0 1 0-
0 0 0 00 0 200 0 0 0
/oooooollo/10000|\
_ . 1lo o o oo ol o020 0 of]
det(A(Iy (S3)) u)—det|000000| lo o 02 0 ofl
\000001loooo/10“
o 00010l looo oo 2
i O L of B - 0
/0—/10 0 o0 OI\
_ 110 0O -1 0 0 011
=detllo 0 0 -2 0 o]
\o 0 0 0 -2 1|/
L0 0 0 0 1—/1J

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas

menggunakan metode eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

—1 0 0 0 0 0
0 -4 0 0 0 0
0 O 1, Y0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 1
A2—-1
| 0 0 0 0 7

Polinomial karakteristik A(FH (53)) diperoleh dari perkalian unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut, sebagai berikut
[ -1
P = (-1°| - —

= (/1)4(12—1)

=M)*A-DA+D
=A-DW)*A1+1)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 1dan A, = 0 dan A; = —1.

Kemudian akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1, 2, 3.
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Untuk 4, = 1 disubstitusikan ke dalam (A(Iy (S3)) — AI), sehingga diperoleh

-1

OO O oo

[
|
|
|

= o O oo

1
|
|
J

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

0 0
0 0]|
0 o]
0 ol
el
0 o

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 1.

Untuk A, = 0 disubstitusikan ke dalam (A(I}; (S3)) — AI), sehingga diperoleh

O "SFC ONCES)

OO OECRSES

e GIE® . O

o OO oo

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

=) & =@ @ =@ =&

=) =) =) = =) =

= = = = =@ ©

O R OO0 OO

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A,) = 4.

Untuk ;3 = —1 disubstitusikan ke dalam (A(I}; (Ss)) — AI), sehingga diperoleh

S o OO Rr o

S o O Lk OO

SO Rk, O OO

= =0 000
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

100 0 0 0
010000
|001000|
|000100|
l000011J
00000 O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A4;) = 1.
Dengan demikian spektrum keterhubungan graf subgrup I}, (S3), dengan

0 —1]

H={(1)}adalahspecA(FH(S3))=[1 Lty

3.1.2 Grup Simetri S,

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Titik graf subgrup dari grup simetri S,
untuk subgrup H adalah
V(6;(S)) = {(1),(12),(23),(132),(123), (13), (34), (12)(34), (243), (1432),
(1243), (143), (234), (1342), (24), (142), (13)(24), (1423), (1234),
(134),(124), (14), (1324),(14)(23)} = S,.
Dengan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1. Graf subgrup dari

grup simetri S, untuk subgrup H dapat dilihat pada Gambar 3.2.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(132) @ (1432) 9 (143)

&
~
— <
— N
p—
~ + o o
o™ A
@ N — <
) o > ©
~ ® Y NG
4 \
- o\
—
—/ N
L] °
o)
™ N
X <
S Se -
—
<+~ o &
— —
N (Ml
®- —® o
—
p—g
4
=
[ ® ™
3\
—
—
g
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o— —®
—
— ~
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¥ ¢n® —®
NN a g
~ o
— —
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[ (]
~ )
<
o &,
) [ J
~
~
~ b
— . p—
~ ~
™
3\
—

Gambar 3.2 Graf I} (S,)

Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks keterhubungan dari I};(S,)

sebagai berikut

A(I;,(Sy))

0 0 0 0 0O OOO O O 0O O OOUOUOOUOTUOTUOO OO0 0 0
0o 0o 00 OOOO0OOOOOOT OTUOOOTOOTOOTOTGO0OTUO
oo o00OOOOOOOOTOOTOOTOOTOOOTO0OTGO0OTO 0
0o 0o 000 OOOO0OOOOOOOOOOOTOUOOTO0OTGO0OTO
o 00 00O0OO0OO0OOTOOOTOOTOOT®OOOTOO0OTO0OTO0OO
0o 00 00OOO0OO0OOUOOOOTOTOTOT®OTOOTOOTO0OTOGO0OOQ
0o 00 0o o000 O0OOOOOO OTUOOO OTOOTGOGOTGOTOGOTO
0o 0o 00OOOOOOOOTOOOOOTOTOOTOTUO0OTGO0OTO
0o o0 0O0OOOOOOOOOOOOOTOGOOOTO0OTGO0OTO

0o 0o 0 0OOOTOOOSOOTOOTOOTOTOTOUOTO0OTUO0OTGO0OTO 0
0o 0o 000O0OOOOOSOI11TO0UO0OTOOOOTOOOTUOTUOTG OO0

o 000 0 0OO0OO0OOOT11TO0OTOOUOOO®OTOOTOOO0OTGO0OO
0o 000 oo 00 0O0OOOOTI1TO0OUOTOTOOOOUOOGOTODW

0o 0o 0o o o0 o0O0OOOM11TO0OTOOUOSOTOOOOTGOTOG OO

0o 0o 0000 OO0OO0OOOOOOOT11TO0TGOOTOOTUOTU OTG OO0

0o 0o 000000 O0OOOO0OOTOI11TO0OTGOOOTOOOTUOTG OO
0o 0o 0000 0OO0OOOOOOTOOOOT11TO0UO0OO0OTGO0OTG OO
0o 0o 0o o oo 0 00 00 O0OO0OO0OOI1TO0OUOTOOOTGOTOGOTOWO
0o 0o 0oooo0oo0o0O0OOOOT OOOS®OOOTI11TO0UO0OTOGOTOVWO
0o 0o 0o oo o0 o0O0OOOOT OOOS®OOTITO0OTGO0OTGO0OTOG OO

0o 0o 0000 OO0OO0OOOTOOOOOOOOOOOTI11TO0O0
0o o 000 0O0O0OO0OO0OOOOOOOOOOOOT11TO0TO0OTO0

0o o o0 0o0O0O0OOOOOOTOOOOOOOTOOOTO0OTO0OTGO0OI1
‘0 0 0 0O OOOOOOOOOOTOOTOOT®OTOTOTGO0OTI1T o
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det(A(Ty (S4) ) — AI)

S
=R =R=R=R=R=k=R=k=R=R=R=k=R=R=R=R=k=R=R=R=R=Ra
Y= =R=E=k=k=k=k=k=k=k=k=k=R=k=R=k=E== ke k=R=E=]
I N=E=R=R=R=R=k=k=k=k=k=k=k= k=== R=E= R R=E=]
== R=E=E=k=k=k=k=k=k=k==R=E=R=E=Rak=E=E=R=E=]
I N=E=R=R==R=k=k=k=k k=R k== k=== ===k =]
= E=R=E=E=k=k=k=k=k=k=R=k=R=R=k k=== =E=R=E=]
I N=E=R=R=E=R=k=k=k=k=k=k=k k=== ke === k=k=]
=R k=k=k=k=k=k=k=k=k k= k== k== =E=R=E=]
I N=E=R=R=R=R=k=k=k=ke k=R =k k=== R=R=E=R=k=]
CoococOocOCcOocOoOOCcOcOoOOHOOOOOOOOOOO
I Y=E=R=R=k=k=k=k=k=ke k=R === R=E=E=R=E=]
CoococOocOCcOocOoOCcOoOMOOOOOOOOOOOOO
I Y=E=R=R=k=k=k=k=k=k k== k=== R=R==R=E=]
I E=E=R=E=E=R=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=R=E=E=R=E=]
I Y=E=R=R=k=R=k=k=k=k=k=k=k k=== k=k=E=R=k=]
I Y=E=R=R=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=R=k=E=R=R=E=R=X=]
I E=E=R=E=E=k=k=k=k=k=k=k=k=k==k=k=k=k=k=E=R=E=]
I Y=E=R=R=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=R=R=E=R=E=]
= E=R=E=E=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=k=E=R=E=]
I E=E=R=E=E=k=k=k=k=k= k=R k=== k=== =)
I Y=E=R=R=k=R=k=k=k=k=k=k=R==R=R=k=E=R=R=E=R=X=]
= E=R=E=E=k=k=k=k=k= k=R k=== k= k=== =)

OO0 O0OCODODODODODODODO0DO0O0OO0O0 00000

det

A 0 0 0 0OOOOOOOOOTOOTUOTUOTUOTUOTUOO0OO0 0 O

o42000O0O0O0OOOOOOOOTOOTOOOUOOTGOUOTGO

00200 O0O0O0OO0OOOOOOGOOOOOOOOOOTO

0004200 0O0OO0OO0OO0OOOOGOOTOOOUOOTOTOTGO

00 002 0O0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOTO

00 0O0OO4Z20O0O0OO0OOGOOOOOOOOOOOOOOTO

0 00O0OOO0O40O0O0O0OTO0OOOOTOOOOTOOOGOOTOTO0OTGO

00 0O0OOOOMAAXO0O0OOOOOOOOOOOOOTO

0o0o0O0OOOOOMAZ2O0O0O0OO0OGOOOOOOOOOOTO

00 0O0OOOOOOMAZXO0O0O0OOOOOOOOOOOTO

0o 0o0O0OOOOOOOMAZ20O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOOOTO

0o0o0O0OOOOOOOOAZ20UO0O0OO0OO0OO0OOOOOO0OTO

00 0O0OOOOOOOOOAZXO0O0O0OO0OO0OOOOOO0OTO
0o0o0O0O0OOOOOOOOOAX2O0O0OO0OOOOOOOTO
00 0O0OOOOOOOOOOOA2O0O0OO0OO0OOSOCOTO0OTO
0oo0o0O0O0OOOOOOOOOOOA2O0O0OO0OOO0OOO0OTO
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas

menggunakan metode eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut
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Polinomial karakteristik A(Iy (S,)) diperoleh dari perkalian unsur

diagonal matriks utama segitiga atas tersebut sebagai berikut

—1.

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 1 dan A, = 0 dan A

Kemudian akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1, 2, 3.

1 disubstitusikan ke dalam (A(I}; (S4)) — AI), sehingga diperoleh

Untuk 4,
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut
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Dari matriks yang tereduksi tersebut diperoleh banyaknya baris yang nol pada

matriks yaitu m(4,) = 7.

0 disubstitusikan ke dalam (A(Ty (S,)) — AI), sehingga diperoleh

Untuk 4,
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut
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Dari matriks yang tereduksi tersebut diperoleh banyaknya baris nol pada matriks

yaitu m(4,) = 10.

Untuk A3 = —1 disubstitusikan ke dalam (A(T}; (S4)) — AI), sehingga diperoleh
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi menggunakan metode eliminasi

Gauss, sehingga diperoleh sebagai berikut
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Dari matriks yang tereduksi tersebut diperoleh banyaknya baris nol pada matriks
yaitu m(1;) = 7.
Dengan demikian spektrum keterhubungan graf subgrup I, (S,), dengan

10—1]

H = {(1)} adalah spec,(I} (S4)) = [7 102 7%

3.1.3 Grup Simetri S5

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka

diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri Ss untuk subgrup H adalah
V(l;15 (55)) = Ss. Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri S dapat diperoleh

dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.
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Matriks keterhubungan dari I, (Ss) dapat diketahui setelah didapat

V(ry(Ss)) dan E(ry(Ss)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk

memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik
A(I; (S5)) adalah

2 47

A=l
p(A)=(—A)73<— . )

= @3 (2* - 1)47

=M*A-DYA+ DY

=A-DYW*A+ 1Y
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =1, 1, =0 dan 1; = —1.
Kemudian akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh
m(A;) =47, m(4,) =26 dan m(A;) = 47. Sehingga diperoleh spektrum
keterhubungan graf subgrup I3 (Ss), dengan H = {(1)} adalah spec,( I; (S5)) =

1 0 —1]
47 26 471

3.1.4 Grup Simetri S,

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka
diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri Sy untuk subgrup H adalah
V(I (Se)) = Se. Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri S; dapat diperoleh
dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.

Matriks keterhubungan dari Iy (Sg) dapat diketahui setelah didapat

V(ry(Se)) dan E(ry(Se)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk
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memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

A(T (Se)) adalah

322

22-1
() = (-1)** (— - )

_ (s ( Ve 1)322

= (D754 — 1)322(A + 1)322

= (1 —1)32)75(A + 1)322
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =1, 1, =0 dan 1; = —1.
Kemudian akan dicari m(A4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh
m(1;) = 322, m(A,) = 76 dan m(A3) = 322. Sehingga diperoleh spektrum
keterhubungan graf subgrup Iy (Se), dengan H = {(1)} adalah spec,( I'; (Se)) =

[ 1 0 -1
322 76 3221

3.1.5 Grup Simetri S~

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka
diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri S; untuk subgrup H adalah
V(I (S7)) = S. Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri S, dapat diperoleh
dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.

Matriks keterhubungan dari Iy (S;) dapat diketahui setelah didapat
V(ry(s;)) dan E(ry(s;)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk
memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

A(ry(S;)) adalah
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2404

22 -1
p() = (~2)2e%e (— - )

_ ( 2 1)2404

= (1)232() — 1)2404 () 4 1)2404
= (/1 it 1)2404(/1)232(1 el 1)2404

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1, =1, 4, =0 dan A; = —1.

Kemudian akan dicari m(A4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh

m(A;) = 2404, m(A,) = 232 dan m(1;) = 2404. Sehingga diperoleh spektrum

keterhubungan graf subgrup I}, (S;), dengan H = {(1)} adalah SpecA( Frish) =

[ 1 0 =3
2404 232 2404F

3.1.6 Grup Simetri Sg

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka
diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri Sg untuk subgrup H adalah
V(I (Sg)) = Sg. Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri Sg dapat diperoleh
dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.

Matriks keterhubungan dari Iy (Sg) dapat diketahui setelah didapat
V(ry(Sg)) dan E(ry(Sg)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk
memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

A(T(Sg)) adalah

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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22-1
p() = (~)252 (— - )

— (st ( 2 1)19778

= ()64 (1 — 1)19778() + 1)19778

— (A =0 1)19778(1)764(1 el 1)19778
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1, =1, 4, =0 dan A; = —1.
Kemudian akan dicari m(A4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh
m(A;) = 19778, m(A,) =764 dan m(A;) = 19778. Sehingga diperoleh
spektrum keterhubungan graf subgrup I,(Sg), dengan H = {(1)} adalah

speca( Iy (Sp)) = [19778 764 197781

3.1.7 Grup Simetri Sq

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka
diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri Sy untuk subgrup H adalah
V(Iy(Se)) = So. Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri Sy dapat diperoleh
dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.

Matriks keterhubungan dari I;(Sy) dapat diketahui setelah didapat
V(ry (Sy)) dan E(ry(Se)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk
memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

A(T(So)) adalah

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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180130

2-1
p(/l) — (_1)182750 (_ /1 )

_ (yze20 ( 2 1)180130

— (/1)2620(1 _ 1)180130(1 + 1)180130

= (/1 o 1)180130(1)2620(/1 + 1)180130
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1, =1, 4, =0 dan A; = —1.
Kemudian akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh
m(4,) = 180130, m(4,) = 2620 dan m(A;) = 180130. Sehingga diperoleh
spektrum keterhubungan graf subgrup Iy,(S;), dengan H = {(1)} adalah

speca( Tu(Sy)) = [180130 2620 180130/)

3.1.8 Grup Simetri S,

Sesuai batasan masalah maka subgrup yang diambil hanyalah subgrup
{(1)} dari grup simetri, atau H = {(1)}. Berdasarkan definisi graf subgrup maka
diperoleh titik graf subgrup dari grup simetri S;, untuk subgrup H adalah
V(I (S10)) = Syo- Sisi graf subgrup {(1)} dari grup simetri S;, dapat diperoleh
dengan menggunakan cara yang sama seperti pada pembahasan 3.1.1.

Matriks keterhubungan dari I} (S;,) dapat diketahui setelah didapat
V(ry (1)) dan E(I'y(Sy)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk
memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

A(Ty(819)) adalah
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1809652

22—
p(/l) — (_/1)1819148 (_ A )

1809652

=™ (212 -1)

— (/1)9496(/1 _ 1)1809652(/1 + 1)1809652

— (A _ 1)1809652 (1)9496(/1 + 1)1809652
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =1, 1, =0 dan 1; = —1.
Kemudian akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1,2,3 dan diperoleh
m(A;) = 1809652, m(A,) = 9496 dan m(4;) = 1809652. Sehingga diperoleh
spektrum keterhubungan graf subgrup I,(S;o), dengan H = {(1)} adalah

1 0 =1 ]

speca( Ty(S10)) = [1809652 9496 1809652

Dari spektrum yang telah diteliti, diperolen bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum keterhubungan graf subgrup {(1)} dari grup simetri,

yang dapat dilihat pada Tabel 3.2 dan Tabel 3.3, dengan X,, adalah banyaknya titik

terasing pada Iy (S,) dan L;” adalah banyaknya banyaknya sisi pada I';(S,,).

Tabel 3.2 Polinomial Karakteristik Matriks Keterhubungan
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,

Grup Simetri 5, Xn Ln Polinomial Karakteristik Matriks
2 Keterhubungan
Grup Simetri Sg 4 1 MD*A-1DA+1)
Grup Simetri S, 10 7 MDA -1D’1+ 1)
Grup Simetri Sg 26 47 DA -DY7QA+ DY
Grup Simetri S 76 322 (D781 —1)322(1 + 1)322
Grup Simetri S, 232 2404 (1)?32(A — 1)2404(2 + 1)2404
Grup Simetri Sg 2764 19778 (A)78% (A — 1)19778(1 + 1)19778
Grup Simetri Sy 2620 | 180130 (1)%620(1 — 1)180130(3 4 1)180130
Grup Simetri S;, | 9496 | 1809652 (1)9496 (1 — 1)1809652(} 4 1)1809652
Grup Simetri S, Xn Ln D)*n (1 — 1)%"()L + 1)%"
2




Tabel 3.3 Spektrum keterhubungan
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,
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Grup Simetri S, Xn L?n Spektrum Keterhubungan
Grup Simetri S, 4 1 E 2 _11]
Grup Simetri S, 10 7 [% 100 _71]
Grup Simetri Ss 26 47 [417 206 ;71]
Grup Simetri Sg 76 322 [3%2 706 3_212]
Grup Simetri S, 232 2404 24104 232 2;34]
Grup Simetri S, | 2764 | 19778 [lE-mm . |
Grup Simetri Sy | 2620 | 180130 [1801130 26020 1881130
Grup Simetri S;o | 9496 | 1809652 1803652 94096 180_91652]

L 0 -1
Grup Simetri S, | X, = bn ﬁ}

2 2

Teorema 3.1

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,. Polinomial

karakteristik matriks keterhubungan graf subgrup I, (S,,) adalah p(1) =

Lip i
(AD)*n(A—=1)=2 (1 + 1)z, dengan

—= !
1+ Zm=1 2m(m!)(n-2(m))!

Xn =

z !
el z:m=1 zm(m!)(n—z(m))!

1=l

n

, n ganjil

, M genap

yang merupakan banyaknya titik terasing di I,(S,) dan %" merupakan

banyaknya sisi di I;(S,) dengan L, = n! — X,,.

Bukti

Diberikan

grup

simetri

S, =AUB,

dengan A = {ay,ay, ..., ax,}

menyatakan himpunan unsur pada S,, yang memiliki order kurang dari tiga,
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dan B = {by, by, ...,b, } menyatakan himpunan unsur pada S, yang

memiliki order lebih dari dua, H = {(1)}.

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh matriks keterhubungan dari

I;(S,,) adalah sebagai berikut

a;
a;

A(FH (Sn) ) =

a, ax,
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

by

o O

b,

by

O ..

b1 b,
0 07
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 1
1 0-

Polinomial karakteristik A(I';(S,)) diperoleh dari det(A(Iy(S,,) — AI).

Dengan eliminasi Gauss pada (A(Iy(S,) — AI) diperoleh matriks segitiga

atas berikut

a; a4
aq —1 0
a, 0 —A
Ay, 0 0
b, 0 0
b, 0 0
b, 0 0
b, 0 0
br,.1 |0 0
b, |0 0

by b,
0 0
0 0
0 0

=1 1

7 . |
2
0 0
0 0
0 0
0 0

Maka det(A(Iy(S,,) — AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut.

karakteristik dari A(I'y(S,,) adalah

Maka diperolen polinomial
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2 N\ %
p() = (1 F <_ A = 1)
Ly
= (1)*n ( 12— 1) 2
Ly Ly
=MD)"A-D2z@A+ 172
||

Corollary 3.2

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,,. Spektrum

keterhubungan  graf  subgrup I(S,) adalah  spec,(I3(S,)) =

Tn—e
- n! -u
I~20 S 142 monomey | Leanjil
In y L_nl,dﬂlgan oo = :’ 1 2m(m!)(n-2(m))!
? b z 2 n!
1+ Z:‘rn=1 Zm(m!)(n—Z(m))! , ngenap

yang merupakan banyaknya titik terasing di I}(S,) dan %" merupakan

banyaknya sisi di I;(S,,) dengan L,, = n! — X,,.
Bukti

Berdasarkan Teorema 3.1, polinomial karakteristik dari A(I};(S,)) adalah

Ln Ln Ln Ln
p(D) =" A-1D2A+1D2 =A-1D2W"A+ 1>, Dengan
menetapkan p(41) = 0 maka diperoleh 1, = 1, 4, = 0 dan A; = —1, dan

diperoleh m(4;) = %" m(A,) = X, dan m(43) = %" Sehingga diperoleh

spektrum keterhubungan graf subgrup Iy (S,) adalah spec,(I'y(S,)) =
1 0 -1

Ly Ly |. |
ooy n
2 n 2
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3.2 Spektrum Laplace Graf Subgrup dari Grup Simetri S,
3.2.1 Grup Simetri S3

Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks derajat dari I, (S;) adalah

(1) (12) (@13) (23) (123) (132)
M ro 0 0 0 07
(12) 0
D(I; (Sy) = (13) 0
(23) 0
(123) | o
(13271

©c = O ©O O O

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I; (S3)

L(I;(S3)) = D(I4(S5)) — A(I34(S3))

0 00000 000000 0000 0 0
o o oo oof [00o000®O0 0000 0 of
_|o oo oo ol _|ooo0o0o0o0_J|oo0oo0o0 0 of
lo o o o o ol loooooo07loooo o ol
lo o o o 10l looo0oo0o0 1 loooo 1 -1
lo 0o 0 o0 tJ loooo1o loooo -1 1l
0 0 0 0 0 07 A 0 0 0 0 O
/010000 0/10000\
o o ffo gy, 00 2 0 0 of I
det(L(T;;(S5)) — AI) = det &
ARG =) =det o 0 "0 407 “o|7le om0 2 of &
IR PR o o )
o 0 0 0 -1 14 lo 0o 0o o o A
-2 0 0 0 0 0
o~ Ty 10 160 0
3 0 SelSi Yot 0
=detl 0 0 0 -2 0 0
0.0 0 01— e
0 0 0 0 -1 1-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas

menggunakan metode eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

[—/1

o ococoo
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Polinomial karakteristik L(I3;(S3)) diperoleh dari perkalian unsur diagonal utama

matriks segitiga atas tersebut sebagai berikut

-1
() = (-D*A -2 (1-2+7—)

1-22+22-1
1-4

= (=N)*A -2 <
= (—)*(—21+ 2?)
=)5(-2+2)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 2; = 1 dan 4, = 0. Kemudian

akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengani = 1, 2.

Untuk A, = 2 disubstitusikan ke dalam (L(I};(S3)) — AI), sehingga diperoleh

%’ A(8 T 1L~
o2 Aol RS ol
TNl ¥ S
el Y 2 LV
|lo b Wy ™ —1J|

v N o R

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

-2 0 0 0 0 o0
[o -2 0 0 0 0]
| B0 F~24y QC 0V 1O
|0 oS i~ \=z2%0 0|
0o 0 0 0 -1 -1
[o 0 0 0 0 OJ

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 1.

Untuk A, = 0 disubstitusikan ke dalam (L(I};(Ss)) — AI), sehingga diperoleh

0000 0 O
[0000 0 0]
lo o o o 0o o
0000 0 0|
0000 1 -1
000 0 -1 1
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

Dari matriks yang treduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 5.

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I};(Ss),

|

2 0
1545

|

dengan H = {(1)} adalah spec, (I} (S3))

3.2.2 Grup Simetri S,

Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks derajat dari I,(S,) sebagai

berikut

D(I'y(S4))

0 0 0 0 0OOO OO O0OO0OOOUOUOUOTOO0OTUO0OTO0OTO0OO0 0 0
0o 0 00OOOOO0OO0OOOUOOOOOOSOOTO0OO0OTO0OGO0OTQO0OTO
0o 0o 00OOOO0OOOOOUOOOOOSOOTO0OO0OO0OO0OTQO0OTO
0 0o 00OOOOOOOTOOOSOOOOOTOOOTO0OO0OTQO0OOQ
0o 000 OO OOOOOTOOOOOSOOTGOOOTO0OO0OTO
0o 0o 00OOOO0OO0OOOUOUOOOOSOOTGODOTO0OO0OTO0OTO
o 000 0OOOO0OOOUOUOOOOOSOSOTOO0OTO0OO0OTO0OTO
00 00OOTOOOOOOOOOOOOOOSOOOTO0OO0OTG OO
0o o0 0 0O0OOOOOUOOOOTOOOOOOSOOOTO0OO0OTG OO
0 0o00O0O0OO0OOOUOOOUOOUOOOOOTOOOTO0OO0OTGO0ODO
o 000 OOOO0OO0OOT11TOOOOOSOOT®OUOOOOTGO
0o 0o 00 00 00O O0OOOT1TOUOTOOGOOTOOOOOTGO

0o 000 OO0 OOO0OOOOTI1TOOTO®OOT OOOOOTGO

o 0o 0o o0 00 0 0 0O OO11TO0O0OO0OO0OTGO0ODO0OO0OO0OO0OTGO

0 0o 00 00O OOOOO0OOOOI11TO0OOOOOOTOOOTG OO

0 0o 00 00 0O0OOO0OOOOOOOT1TOOTOO®OOU OODW

0 0o 00 00 O0OOO0OOOOOOOOT1TO0OOOOT®OOTG OO

0o 000 OO OOO0OOOUOOOOOOT11O0UO0OUOOOTGO

0o 000 OO OOO0OOOUOOOOOOOT11TUO0OUO0OO0OO0OTO

0o 000 00 OOO0OOOOOOOOOOTOT1TO0O0OO0OTGO

0 0o 00 0O OOOOOOOOOOOOOOTITO0OTGOOUWO

0 0o 000OO OOOOOOOUOOOOOOOTOOTI11TO00O0

0 0o 0000 OOOOOOOOOOOOOOTOOTI1TO

0 0 0 0OOOOOOOOOOTOOOTOUOUOOOTOTO0O 1
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Matriks Laplace dari I} (S,) adalah L(Iy(S,)) = D(I(Ss)) —
A(FH(S4)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(FH (54)) adalah

7

~1
p(A) = (—)X°(2 — 1)7 (1 i+ m)

1-2+21-1)
1—1

=(=D*A-1) <

= (=)1°(=2% +22)7

=D (=1+2)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(1,) = 7 dan
m(A,) = 17. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup Iy (S,), dengan

2 O].

H = {(1)} adalah spec, (I}; (S4)) = [7 %

3.2.3 Grup Simetri S;

Matriks derajat dari I, (Ss) dapat diketahui dari matriks A(FH (55)),
matriks Laplace dari I} (Ss) adalah L(Iy (Ss)) = D(Iy (Ss)) — A(T3(Ss)),
kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(I3;(Ss)) adalah

47

-1
p() = (01 = DY (124 —)

1-22+22-1\"
=0%Y%1—M”< — )
= (=1)26(=21 + 127

= W32+ )Y
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(4,) = 47 dan

m(A,) = 73. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I, (Ss), dengan
2 0

H = {(1)} adalah spec, (I;;(S5)) = | £ 73].

3.2.4 Grup Simetri Sg

Matriks derajat dari I};(Se) dapat diketahui dari matriks A(I}; (Se)),
matriks Laplace dari I} (Se) adalah L(I} (Ss)) = D(Iy (Ss)) — A(T4(Ss)),
kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(I};(S)) adalah

322,

=3
p@) = (~270 % (124 —)

s 25/ ¥ G
1-2

=l s (

= (—A)75(—21 + 22)3%

= (1)398(=2 + 1)3%
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2, = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(4,) = 322 dan
m(A,) = 398. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I, (Se), dengan

2 O].

H = {(1)} adalah spec,(I5(Ss) ) = [322 398

3.2.5 Grup Simetri S,

Matriks derajat dari I};(S;) dapat diketahui dari matriks A(I}; (S7)),
matriks Laplace dari I} (S;) adalah L(Iy (S;)) = D(Iy; (S7)) — A(T(S7)),
kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(FH(S7)) adalah
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2404

-1
p() = (=02(1 = 2% (1 -2+ )

1—22+ 22 — 1%
1-2

— (_/1)232(1 _ /1)24-04(
— (_/1)232(_2/1 + /12)2404
— (/1)2636(_2 +ﬂ.)2404
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(1,) = 2404 dan

m(A,) = 2636. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I (S,),

2 0
dengan H = {(1)} adalah spec, (I} (S;)) = [2404 2636]'
3.2.6 Grup Simetri Sg

Matriks derajat dari I};(Sg) dapat diketahui dari matriks A(I}; (Sg)),
matriks Laplace dari I} (Sg) adalah L(Iy (Sg)) = D(Iy (Sg)) — A(I(Ss)),
kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(I3;(Sg)) adalah

19778

p(l) L 1 (_1)764(1 _ 1)19778 (1 -2 +m)

1-20+22-1\"""®°
=

— (_1)764(1 L A)l9778<
— (_1)764(_2/1 +/12)19778
— (/1)2054-2(_2 + /1)19778
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A2, = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(4,) = 19778 dan

m(A,) = 20542. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I, (Sg),

2 0

dengan H = {(1)} adalah sebagai berikut specL(I"H(SS)) = [19778 20542].
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3.2.7 Grup Simetri Sq

Matriks derajat dari I(Sy) dapat diketahui dari matriks A(FH (Sg)),
matriks Laplace dari Iy (Sy) adalah L(I}; (Ss)) = D(Iy (So)) — A(I4(Ss)),
kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(I"H(Sg)) adalah

180130

=il
p(l) = (_/1)2620(1 — /1)180130 (1 — m)

1-21+ 2% — 1\
— (—1)2620(1 — 1)180130
(-~ (1 - 1) < o )
- (_1)2620(_21 4 12)180130
= (1)182750(_2 Il /1)180130

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(A;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(4,) = 180130 dan

m(A,) = 182750. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I}, (Sy),

2 0
dengan H = {(1)} adalah spec;(I};(Ss)) = [180130 1827501'

3.2.8 Grup Simetri S,

Matriks derajat dari I3;(S;,) dapat diketahui dari matriks A(T}; (S10)),
matriks Laplace dari I}; (S10) adalah L(}; (S10)) = D(Iy (S10)) — A(1:(S10)),
Kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas.

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L(FH(Sw)) adalah
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1809652

p(/l) — (_/1)9496(1 _ /1)1809652 (1 -1+ 1___1/1>

1 — 20 + 42 — 11809652
— (—1)9496 (1 _ 71809652
(—1)%495(1 — 2) ( — )

= (—2)%496 (=27 + 12)1809652

= (1)1819148(—2 4 1)1809652
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(4,) = 1809652 dan
m(A,) = 1819148. Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I, (S10),

dengan H = {(1)} adalah spec, (I};(S10)) = [ 2 v ]

1809652 1819148

Dari spektrum yang telah diteliti, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum Laplace graf subgrup dari beberapa grup simetri, yang

dapat dilihat pada Tabel 3.4 dan Tabel 3.5, dengan X,, merupakan banyaknya titik

terasing pada I';(S,,), dan %” merupakan banyaknya sisi pada Iy (S,,).

Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,

Grup Simetri S, X, %" POIISQ;?QSKEJZEES“M
Grup Simetri S; 4 i A>(=2+ )
Grup Simetri S, 10 7 MDY (=2+ 1)
Grup Simetri Ss 26 47 DB (=2+ 1Y
Grup Simetri S 76 322 (1)3%8(=2 + 1)322
Grup Simetri S, 232 2404 (1)2636(=2 + 2)2404
Grup Simetri Sg 2764 19778 (1)20542(—2 + 2)19778

Grup Simetri S 2620 180130 (1)182750(—2 4 2)180130
Grup Simetri Sy, 9496 1809652 | (1)1819148(_2 4 1)1809652

Grup Simetri S, X, %ﬂ (A)X""LTn(—z + A)LT"
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Tabel 3.5 Spektrum Laplace
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,

Grup Simetri S, Xn %n Spektrum Laplace
Grup Simetri Sy 4 1 [i (5)]
Grup Simetri S, 10 7 [3 107]
Grup Simetri Sg 26 47 [427 703]
Grup Simetri Sg 76 322 [322 388]
Grup Simetri S, 232 2404 [24204 26036]
Grup Simetri Sg 2764 19778 [19378 20(5)42]
Grup Simetri Sy 2620 180130 [1802130 1820750]
Grup Simetri S;o | 9496 | 1809652 [1803652 1818148]
Grup Simetri S, X 1 LZ” 0 Ln

. B 2 - Xt

Teorema 3.3

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,. Polinomial

karakteristik matriks Laplace graf subgrup Iy(S,), adalah p(A) =

Ln Ln
()" *=2 (=2 + 1)z, dengan X,, merupakan banyaknya titik terasing, dan

L;” merupakan banyaknya sisi pada I, (S,,).

Bukti

Berdasarkan

keterhubungan

{al, a, ...,aXn}.

pembuktian

dari

Misalkan

FH(Sn)-

Teorema 3.1,

Misalkan

Diperoleh matriks derajat dari I}, (S,,) adalah

telah  diperolen matriks
A={a€S,|lal <3} =

B = {a € STL | |a| > 2} = {bl,bz, ""bLn}'
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07
0
0
0
0
0
0
0
0
ya

by,

bLn

bLn—l

by,

b,
D(I4(5y) — A(T(Sw)

0120000000 ..
0042000000 ..
0004200000 ..
0000420000 ..
—(00000AZ2000 ..
000000200 ..
0000000210 ..
000000004 ..

bs

0 000000O0O0 ..
by

A 00000000 ..

b,

0_
0
0
0
0
0
0
=]
bs

by

0
0
0
0

aXn
=
b,

1
by

=il
axn
0

0 0 0 O

0

0
-1

az

0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 O

0

a
-1

OO0 0O -

N eNeleReR=1

c oo 4 |
i
~
coo | |
—
=
| | oo
i
..Al
| | @
—

OO0 0O -

OO0 0 O -

0
0
0

LIy (Sw)
0

r 0
0
0

Polinomial karakteristik L(I};(S,)) diperoleh dari det(L(Iy(S,) — AI).

matriks Laplace dari I};(S,,) adalah L(};(S,))

det(L(I'y (S,) ) — Al

det

det
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Dengan eliminasi Gauss pada L(I;(S,) — AI) diperoleh matriks segitiga

atas berikut

a;, a, ayx, b, b, by b, by, by,

a;

a -1 0 0 0 0 0 0 0 0

: 0 -2 0 0 0 0 0 0 0
ay, | i : : ; :

b, 0 0 -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1-2 =il 0 0 0 0

b, 0 0 0 0 1-A+—= 0 0 0 0

b 1-1

3 0 0 0 o 0 il B | 0 0

=l

i 0 0 0 0 0 0 1-A+— 0 0

(o ComS.” 0 @ 0 0 0 L -1
D 0 = @O @ 0 0 0 - 0 -2+=
L 1_} B

by,

Maka det(L(I'y(S,) — AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur diagonal
utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari L(I}(S,,) adalah

Ln

p() = (M1 - A7 (1 — At i) 2

Ly
Ln<1—2/’1+12—1)7

= (D -DF (—F

P
= (D" (-24+12)7
Karena X,, genap maka
p() = WD F(=2+ D)7
pin s tn
= (W (=2+ )7, u
Corollary 3.4

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,,. Spektrum Laplace

0

2
graf subgrup I;(S,) adalah spec,(I};(S,)) = L7n X, _I_L?n

l, dengan X,
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merupakan banyaknya titik terasing, dan L;" merupakan banyaknya sisi pada

FH(Sn)-

Bukti

Berdasarkan Teorema 3.3, polinomial karakteristik dari L(I};(S,)) adalah
Ln Ln

p(l) = (=2+ A1)z A)**2. Dengan menetapkan p(1) =0 maka

diperoleh A; = 2 dan A, = 0, dan diperoleh m(4;) = L;" dan m(1,) =

X, + L;" Sehingga diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I, (S,,) adalah

2 0
specy (I (Sn)) = |Ln y, B4 u
2 2

3.3 Spektrum Signless Laplace Graf Subgrup dari Grup Simetri S,,
3.3.1 Grup Simetri S5

Matriks signless Laplace dari I, (S;) dapat ditentukan dengan
menggunakan cara berikut

L+(FH (53)) = D(FH(S3)) P A(FH (53))

0 0000 0 [(000O0O0O (00000 0
[000000 oooooo][oooooo]
=|000000|+|000000|:|000000|
00000 olffooooooTlooooo0o0
[000010][000001J[000011J
00000 1 lboooo1o loooo11
0 0 0 0 0 0] (A 0 0 0 0 O
0 1.0 0 0 0 0,10000\
o000 0o 002000
det(L*(Ty(S2)) =AD  =det| |/ o o o ol 7lo 0 0 2 o of |
00 0 0 1 1 0000,10/
o 00 01 14 Lo oo o o A




77

2 0 0 0 0 0
0 =24 0 0 0 0
~ 0 0 -1 0 0 0
=detf o o 0 -2 o0 0
0 0 0 0 1-1 1
0o 0 0 0 1 1-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh matriks segitiga atas

menggunakan metode eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

—1 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 0 0
0 0 p A0 |0 0
04" o2y 'Y 0
10 ) T T 1
1
o” oy o, WO Mo f ,1+< 1_/1)_

Polinomial karakteristik L*(I};(S;)) diperoleh dari perkalian unsur diagonal

utama matriks segitiga sebagai berikut

=]
P = (D' -0 (1-2+—]

1-22+22-1
1-2

=C%YG—D<
= (—DE(E=21+ 1)
=)°(=2+2)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 2; = 2 dan 1, = 0. Kemudian

akan dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2.

Untuk A, = 2 disubstitusikan ke dalam (L* (I (S3)) — AI), sehingga diperoleh

-2 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 0 0
0 0 -2 0 0 0
0 0 0o -2 0 0
0 0 0 0o -1 1
0 0 0 0 1 -1

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut



78

2 0 0 0 0 o0
0 -2 0 0 0 0
| 0 0 -2 0 0 0|
| 0 0 0 -2 0 0|
l0 0 0 o0 -1 1J
O 0 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 1.

Untuk 2, = 0 disubstitusikan ke dalam (L*(I}; (S3)) — AI), sehingga diperoleh

[0 00 0 0 0
00000 O
|000000|
|000000|
l000011J
axo~ulof fir 1

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss, sehingga diperoleh hasil sebagai berikut

[0 000 0 0
[0 0o 0o 0 0 of
[o 0o 0 0 0 o
lo o 0o 0 0 o
o o 0o 0 1 1
lo o 0 0 0 o

Dari matriks yang treduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 5.
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace graf subgrup I},(Ss),

dengan H = {(1)} adalah spec,+(;(5)) = [© 2.

1 5

3.3.2 Grup Simetri S,

Matriks signless Laplace dari I}; (S,) adalah L*(I3; (S,)) = D(I; (S4)) +
A(I“H(S4)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L* (I}, (S,) ) adalah



79

7

1
p(A) = (=)0 — 1)7 (m . 1)

_ 2 — 1\’
=(—/'1)1°(l—1)7(1 A;:i;t 1)

= (=)10(=A2 +22)7
= (W)Y (-1+2)7
Dengan menetapkan p(A1) = 0 maka diperoleh A, =2 dan 1, =0.
Kemudian dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(1,) =7
dan m(A,) = 17. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

2 0].

Iy (S4), dengan H = {(1)} adalah spec,+(I}; (S,)) = [7 17

3.3.3 Grup Simetri Ss
Matriks signless Laplace dari I}; (Ss) adalah L*(I3; (Ss)) = D(I}; (Ss)) +
A(FH (55)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L* (I, (Ss)) adalah

47

=il
p() = (P - DY (1-24—)

1-22+22-1\"
=(—A)26(1—A)47< e >

= (=) (=22 + 1)

=732+
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2, = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(4;) = 47 dan

m(A,) = 73. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup I}, (Ss),

dengan H = {(1)} adalah spec,+(I};(Ss)) = [427 703].
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3.3.4 Grup Simetri S¢

Matriks signless Laplace dari I};(Se) adalah L* (I (Se)) = D(I}; (Se)) +
A(I;(Ss)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L+(FH(56)) adalah

322

=l
p@) = (-7 = % (124 —)

1—22+22 —1\3*%
T

= (_/1)76(1 _ /1)322 <
= (_/’1)76(_2;{ _}_/12)322
— (/1)398(_2 _|_/1)322
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(4,) = 322 dan

m(A,) = 398. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

I;;(Se), dengan H = {(1)} adalah spec,+ (I};(Ss) ) = [332 388]'

3.3.5 Grup Simetri S~
Matriks signless Laplace dari Iy (S) adalah L* (I} (S;)) = D(I}; (S;)) +
A(FH (57)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L* (I, (S;)) adalah

2404

p(A) = (—A)32(1 — 2)2404 (1 S %1)

1—214 22 —1\*"

— (—1)232(1 — 1)2404

(0721 = D) ( = )
= (=2)232(=21 + 12)2404

— (/’{)2636(_2 + 1)2404
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1,2 dan diperoleh m(1,) = 2404 dan

m(A,) = 2636. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

2 0]_

I (S7), dengan H = {(1)} adalah spec;+ (FH(S7)) - [2404 2636

3.3.6 Grup Simetri Sg

Matriks signless Laplace dari I}; (Sg) adalah L* (I (Sg)) = D(I}; (Sg)) +
A(FH(SB)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L* (I3 (Sg)) adalah

19778

p(L) = (_/1)764(1 i /1)19778 (1 »n +ﬁ)

18 20 112 SR
)

L8 (_1)764(1 8 1)19778 <
- (_/1)764(_21 +/12)19778
. (/1)20542(_2 AT /1)19778
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(4,) = 19778 dan

m(A,) = 20542. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

2 0].

I14(Sg), dengan H = {(1)} adalah spec,+ ([ (Sg)) = [19778 P oc42

3.3.7 Grup Simetri Sq

Matriks signless Laplace dari I3;(Sy) adalah L* (I} (S9)) = D(I}; (So)) +
A(T;(Sy)), kemudian matriks tersebut direduksi untuk memperoleh matriks

segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik L* (I3 (Ss)) adalah
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180130

-1
p(/l) — (_/1)2620(1 _ /1)180130 (1 — A4 m)

1-224+2% — 1\
)

= (=)?%20(1 — 2)1eo130 <

= (—2)%620(—21 + 2)180130

= (2)182750(—2 + 1)180130
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(4,) = 180130 dan
m(A,) = 182750. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

Z 0

Iy (So), dengan H = {(1)} adalah spec;+ (I};(Ss)) = [180130 927500

3.3.8 Grup Simetri S,

Matriks signless Laplace dari [}(Sy,) adalah L*(I}; (Sy0)) =
D(I}; (S10)) + A(I;(S10)), kemudian matriks tersebut direduksi  untuk
memperoleh matriks segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

L*(I3;(Sy0)) adalah

1809652

=il
p(/D = (_/1)9496(1 _ /1)1809652 (1 -2 +m)

1 — 2/1+/12 -1 1809652

— (—1)9496 __2)1809652
(=D)L= 2) < = )

— (_1)9496(_2/1 + /12)1809652

— (/1)1819148(_2 + /1)1809652

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A2, = 2 dan 1, = 0. Kemudian
dicari m(4;) untuk setiap i, dengan i = 1, 2 dan diperoleh m(41,) = 1809652 dan

m(A,) = 1819148. Sehingga diperoleh spektrum signless Laplace graf subgrup

2

0
I;1(S10), dengan H = {(1)} adalah spec,+ (I;(S10)) = [18096 - 1819148]'
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Dari spektrum vyang telah diteliti, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum signless Laplace, yang dapat dilihat pada Tabel 3.6 dan

Tabel 3.7, dengan X,, merupakan banyaknya titik terasing pada I;(S,) dan L?"

merupakan banyaknya sisi pada Iy (S,,).

Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks signless Laplace
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,,

Gry/Ziaditien Xn Ly Polin_omigl Karakteristik

2 Matriks signless Laplace
Grup Simetri S, 4 1 A>(=2+ )
Grup Simetri S, 10 7 MDY (=2+ 1)
Grup Simetri S5 26 47 DB (=2+ 1)
Grup Simetri S, 76 322 (1)398(=2 + 1)322
Grup Simetri S, 232 2404 (1)2636(=2 + 2)2404
Grup Simetri Sg 2764 19778 (1)20542(—2 + 1)19778
Grup Simetri S 2620 180130 (1)182750(—2 + 2)180130
Grup Simetri Sy, 9496 1809652 | (1)1819148(_2 4+ })1809652
Grup Simetri S, Xn Ln (/'{)Xn+L7n(_2 + /1)%"

2

Tabel 3.7 Spektrum signless Laplace
dari Graf Subgrup dari Grup Simetri S,

Xn

IL

Grup Simetri S, 7” Spektrum Laplace
Grup Simetri S, 4 1 [i (5)]
Grup Simetri S, 10 7 [3 107]
Grup Simetri Ss 26 47 [427 703]
Grup Simetri S 76 322 [352 388]
Grup Simetri S, 232 2404 [24204 26036]
Grup Simetri Sg 2764 19778 [19?78 20242]
Grup Simetri Sqy 2620 180130 [1802130 1820750]
Grup Simetri S; | 9496 | 1809652 [1803652 1818148]
Grup Simetri S X Ln LG 0 Ln

n n > > Xato




84
Teorema 3.5
Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,. Polinomial
karakteristik matriks signless Laplace grup subgrup I;(S,,) adalah p(1) =
(A)Xn+LTn(—2 + A)L7n, dengan X,, merupakan banyaknya titik terasing dan L;"
merupakan banyaknya sisi pada Iy (S,,).
Bukti
Berdasarkan pembuktian Teorema 3.1, telah diperoleh matriks
keterhubungan dari I, (S,,). Berdasarkan pembuktian Teorema 3.3, telah
diperoleh matriks derajat dari I}, (S,,). Matriks signless Laplace dari I}, (S,)
adalah

L*(T'u(Sn)) = DU 'p(Sn)) + A(I'u(Sn)).

0 o0 U O O O g0 0 0

0 0 0o o0 o0 o0 o0 0 0

0) R0 O, OF 0% O O 0 0

0 0 ) Bl 9 0 0 0 0

L*(Iy Sy)) =10 o0 Yy 14860 0 0 0
0 O g O OF i il 0N @

0 &0 o o0 o0 1 1 OF 40

o o0 . O O O 0 o0 14 1

t0 0 .. 0 O O O0 O 1 1

Polinomial karakteristik L* (I}, (S,)) diperoleh dari det(L* (I}, (S,,) — AI).

det(L*([;;(S,) — AI) =

0 0 0 0 0 0 O 0 00 TA0000000O0 .. 07
0 0 0 0 0 0 O 0 0 0420000000 ..0
N R A P 002000000 ..0
0 0 0 0 0 0 O 0 0 000400000 ..0
0 0 01 1 0 O 0 0 00004200060 ..0
det|[0 O 01 1 0 O 0 0[-]100000A000 ..0]|=
0 0 0 0 0 1 1 0 0 00000042060 ..0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 000000040 ..0
N S A P 0000000021 ..0
0 0 0 0 0 0 O 1 1 O T T A A :
0 0 0o 0 0 0 O 1 11 looooo00000O0 A
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a; az ax, by b, b by bLn—l bLn
-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0o -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0 0
det 0 0 0 1-21 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1-2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1-2 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1-2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 v 1-=2 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1-2

Dengan eliminasi Gauss pada (L* (I}, (S,) — AI) diperoleh matriks segitiga

atas berikut

a, a, ay, b b, b, b, by, 1 by,

i -2 0 0 0 0 0 0 0 0

a2 0 -2 0 0 0 0 0 0 0
ax, ORI () -2 0 0 0 0 0 0

by 0 0 0 1-2 0 0 0 0

=il

b, 0 o0 0 D TR =5 W 0 0 0

by 0 o0 0 0 1-2 1 0 0

=il

by 0 o0 0 0 O B 17 T 0 0

b1+ |0 0 0 0 0 0 0 1-2 1
-1
=/ . -

b | 0 0 0 0 0 0 0 0 =

Maka det(L*(Iy(S,) —AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari L™ (I} (S,,) adalah

Ln

p(D) = (=1 - /'1)%71 (1 -2+ %) ’

Ly
Ly (1—-21+2%—-1\2
z(_l)xn(l_Aﬂ( 1 )

Ln
= (D)X (=21+2%)2
Karena X,, genap maka
y Ln
p() = D)2 (=2 + )

= W24 D7 .

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Corollary 3.6

Misalkan S,, grup simetri dan H = {(1)} subgrup dari S,,. Spektrum signless
2 0

Laplace graf subgrup Iy(S,) adalah spec;+(Iy(Sn)) = [Ln X+ L_nl,
2 noo2

n

dengan X, merupakan banyaknya titik terasing dan L? merupakan

banyaknya sisi pada I';(S;,,).
Bukti

Berdasarkan Teorema 3.5, polinomial karakteristik dari L*(I};(S,,)) adalah

Ln

Ln Ln Ln n
p(A) = D2 (=2+21)2 = (—2+ )2 (A)*™*2. Dengan menetapkan

p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 2 dan A, = 0, dan diperoleh m(4,) = L?n

dan m(4,) = X, +L7“. Spektrum signless Laplace graf subgrup I} (S,)

2 0
adalah spec;+(I(Sy,)) = %n X, +L7nl N

3.4 Keteraturan Spektrum Graf

Dalam al-Quran surat al-Furgan ayat 2 yang telah dibahas pada bab I,
dijelaskan bahwa segala sesuatu yang diciptakan Allah, telah Allah tetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya. Sehingga segala sesuatu pada ciptaan
Allah terdapat aturan atau tatanan sesuai dengan hikmah yang Allah berikan. Hal
ini dijelaskan dalan tafsir Ibnu Katsir bahwa "Telah menciptakan segala sesuatu
dan menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” Artinya, segala
sesuatu selain Dia adalah makhluk (yang diciptakan) dan marbub (yang berada di
bawah kekuasaan-Nya), dan berada di bawah kekuasaan, aturan, tatanan dan

takdir-Nya (Katsir, 2007). Sementara Al-Qurtubi menjelaskan "Dan Dia
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menetapkan ukuran-ukuran dengan serapi-rapinya,” maksudnya adalah,
menetapkan segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah
yang diinginkan-Nya, dan segala sesuatu berjalan sesuai dengan ketentuan-Nya
(Al-Qurtubi, 2009).

Dalam penentuan spektrum graf juga terdapat beberapa aturan-aturan
dalam penentuannya. Terdapat beberapa langkah-langkah yang perlu diikuti.
Sehingga setelah diperoleh hasilnya yang berupa spektrum graf, maka
terbentuklah keteraturan atau pola yang dapat dianalisis. Hal ini menunjukkan
bahwa spektrum graf memiliki keteraturan-keteraturan sebagaimana yang telah
Allah jelaskan.

Spektrum graf yang tidak lain adalah sebagian dari ilmu Allah yakni
termasuk makhluk ciptaan Allah. Sebagai seorang hamba yang berkewajiban
menuntut ilmu dan berpikir. Dengan mempelajari ilmu-Nya ini untuk meneladani
bahwa dengan memikirkan ilmu-Nya, salah satunya yakni spektrum graf agar
dapat mengambil hikmah dan memperkuat keimanannya bahwa yang dijelaskan
pada QS al-Furgan ayat 2 mengenai Allah telah menciptakan segala sesuatu dan

menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya adalah benar adanya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka dapat diperoleh kesimpulan berkaitan
dengan graf subgrup dari grup simetri S,, dengan subgrup H = {(1)} adalah sebagai

berikut:

1. Spektrum keterhubungan graf subgrup I,(S,) adalah specA(FH(Sn))z

n-1
2 n! h
. _— L+ 2 sy » 1 ganjil
[L—n X Lﬁlv dengan Xn = :ln 2 (m.)(n Z(m)),
2 4n 5 .0N .
kl i Zm:l zm(m!)(n_z(m))! , N genap

n

yang merupakan banyaknya titik terasing pada I;(S,) dan L? merupakan
banyaknya sisi pada I';(S,,) dengan L,, = n! — X,,.
2. Spektrum Laplace graf subgrup Iy(S,) adalah specL(FH(Sn)) =

2 0
& ardf

2 2

3. Spektrum signless Laplace graf sungrup Iy (S,) adalah spec;+(Iy(Sy,)) =

4.2 Saran

Penelitian ini dilakukan pada graf subgrup dari grup simetri dengan subgrup
yang hanya memuat identitas. Penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan
teorema terkait spektrum yang diperoleh dari graf subgrup yang berbeda, dengan

mengambil subgrup lain dari grup simetri. Juga diharapkan dapat mengembangkan

88
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dan mencari sifat-sifat dari graf subgrup dari grup simetri dengan subgrup yang

hanya memuat identitas itu sendiri.
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