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ABSTRAK

Fadilah, Lailatul Azizah Yan. 2019. Penyelesaian Numerik Persamaan Difusi
Konveksi 1D Menggunakan Metode Galerkin - Beda Hingga. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad
Jamhuri, M.Si (II) Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Kata Kunci: Persamaan difusi konveksi 1D, metode Galerkin, metode beda
hingga.

Persamaan difusi konveksi 1D adalah salah satu contoh dari persamaan
diferensial parsial tipe parabolik. Persamaan ini bergantung terhadap ruang x dan
waktu t sehingga termasuk dalam masalah unsteady karena mengalami perubahan
terhadap waktu. Penyelesaian numerik persamaan diferensial parsial bisa
diperoleh dengan menggunakan metode Galerkin. Oleh karena itu, dalam
penelitian ini digunakan metode Galerkin untuk menyelesaikan persamaan difusi
konveksi 1D serta dilakukan analisis galat terhadap solusi numerik tersebut.

Penyelesaian persamaan difusi konveksi 1D dengan metode Galerkin
dilakukan dengan mendiskritkan domain ruang dan waktu menjadi beberapa
elemen, kemudian menentukan interpolasi setiap elemen dengan fungsi linier atau
disebut fungsi aproksimasi, dan dalam fungsi aproksimasi terdapat fungsi
interpolasi. Selanjutnya, mensubstitusikan fungsi aproksimasi ke persamaan difusi
konveksi 1D sehingga disebut residu. Residu yang diperoleh diminimumkan
dengan metode residu berbobot dan pemilihan fungsi pembobot dilakukan dengan
metode Galerkin. Kemudian fungsi turunan terhadap waktu dari hasil metode
residu berbobot didiskritkan dengan metode beda hingga sehingga diperoleh
persamaan untuk setiap elemen. Selanjutnya, persamaan dari setiap elemen
digabungkan sehingga berbentuk sistem persamaan dan diselesaikan dengan
bantuan matriks. Kemudian analisis galat dilakukan dengan mencari selisih antara
solusi analitik dan solusi numerik secara manual dan dengan bantuan program
Python.
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ABSTRACT

Fadilah, Lailatul Azizah Yan. 2019. Numerical Solution of 1D Convection
Diffusion Equation Using the Galerkin Method — Finite Difference.
Thesis. Departemenet of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisors:
(I) Mohammad Jamhuri, M.Si (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Keyword: The 1D convection diffusion equation, Galerkin method, finite
difference method.

The 1D convection diffusion equation is an example of a parabolic type
partial differential equation. This equation depends on space x and time t so that it
is included in the unsteady problem because it changes with time. The numerical
solution of partial differential equations can be obtained using the Galerkin
method. Accordingly, in this study, the Galerkin method was used to solve the 1D
convection diffusion equation and do an error analysis of the numerical solution.

The solution of the 1D convection diffusion equation using the Galerkin
method is done by discretizing the space and time domains into several elements,
then interpolating each element determined by a linear function called an
approximation function and in the approximation function there is an interpolation
function. Next, substituting the approximation function to the 1D convection
diffusion equation so that it is referred to as residual. The residual obtained is
minimized by the weighted residual method and the weighting function selection
is done by the Galerkin method. Then the derivative function respect to time from
the results of the weighted residual method is discretized by using the finite
difference method so that the equation for each element is obtained. Furthermore,
determining the equations of each element are combined so that they form a
system of equations and are solved with the help of a matrix. Then the error
analysis is done bydetermining the differences between analytical solutions and
numerical solutions manually and with the help of the Python program.

XVi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan difusi konveksi 1D adalah salah satu contoh dari persamaan
diferensial parsial tipe parabolik. Persamaan ini bergantung terhadap ruang x dan
waktu t sehingga termasuk dalam masalah unsteady karena mengalami perubahan
terhadap waktu. Salah satu contoh proses difusi konveksi adalah fenomena
perpindahan kalor yang bisa terjadi pada zat cair. Dimana proses difusi
menggambarkan perpindahan kalor yang terjadi karena perbedaan temperatur dan
proses konveksi adalah perpindahan kalor yang mengikuti aliran zat cair.

Persamaan difusi konveksi 1D berbentuk persamaan diferensial parsial
dengan suatu variabel terikat u dan variabel bebas x dan t. Misalkan proses difusi
konveksi terjadi pada sebuah saluran pipa air panas dengan panjang tertentu.
Maka variabel u menyatakan suhu air pada suatu titik dimana bergantung pada
posisi titik ruang x dan waktu t. Perubahan suhu air u dipengaruhi oleh proses
difusi dan konveksi dengan proses difusi dipengaruhi oleh koefisien difusi D dan
proses konveksi dipengaruhi oleh kecepatan aliran air v pada pipa.

Metode Galerkin adalah salah satu metode numerik yang termasuk dalam
metode elemen hingga. Metode ini bisa digunakan untuk mencari solusi numerik
dari persamaan diferensial biasa ataupun parsial, termasuk persamaan difusi
konveksi 1D. Penyelesaian numerik dengan metode Galerkin dilakukan dengan
menggunakan interpolasi dari setiap elemen yang merupakan hasil diskritisasi dari
domain sehingga diperoleh fungsi aproksimasi. Fungsi aproksimasi yang

diperoleh disubstitusikan ke persamaan difusi konveksi 1D sehingga terdapat
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2
error atau residu. Oleh karena itu digunakan metode residu berbobot untuk
meminimumkan residu dengan pemilihan pembobot sesuai dengan metode
Galerkin yaitu pembobot sama dengan fungsi interpolasi. Metode residu berbobot
dilakukan dengan cara mengintegralkan hasil kali dari residu dengan pembobot,
kemudian hasil dari metode ini dibentuk menjadi sistem persamaan linier dan
diselesaikan dengan bantuan matriks.

Penggunaan metode Galerkin pernah digunakan dalam menyelesaikan
persamaan difusi 1D dalam Hoffman (2001:752) dengan solusi numerik yang
diperoleh mendekati solusi analitik. Dikarenakan persamaan difusi 1D merupakan
masalah unsteady maka saat proses penyelesaian dengan Galerkin hanya domain
ruang (x) yang didiskritkan, sehingga untuk mendiskritkan domain waktu (t)
diperlukan metode beda hingga, diantaranya adalah metode beda maju (Hoffman,
2001:757). Adapun penelitian sebelumnya tentang penyelesaian persamaan difusi
konveksi 1D secara numerik dilakukan Mohammadi, dkk. (2011) dengan
menggunakan berbagai macam metode beda hingga, diperoleh solusi numerik
yang paling mendekati solusi analitik saat menggunakan metode Crank-
Nicholson.

Allah berfirman dalam Al-Quran surat al-Balad:8-10,

“Bukankah Kami telah memberikan kepadanya dua buah mata. Lidah dan dua buah
bibir. Dan Kami telah menunjukkan kepadanya dua jalan.” (OS. Al-Balad:8-10).

Menurut tafsir fi dzilalil quran, ayat di atas menceritakan tentang manusia
yang merasa angkuh dalam segala kelebihan yang dimilikinya termasuk
penglihatan dan lisan. Padahal segala sesuatu yang dimilikinya tidak lain adalah
karunia dari Allah SWT. Kemudian Allah juga memberikan akal untuk

memberikan pemahaman kepada mereka akan suatu hal yang baik dan buruk.
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Allah berkehendak memberinya kemampuan untuk menempuh jalan-jalan mana
yang dikehendakinya.
Allah berfirman dalam Al-Quran surat az-Zumar:18,

“Yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya
mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan mereka itulah orang-
orang yang mempunyai akal.”(0S. Az-Zumar:18)

Tafsir dari ayat di atas menurut Shihab (2000) adalah tentang anjuran
Allah kepada manusia untuk selalu dalam kebaikan. Seseorang yang menyukai
kebaikan akan semakin tertarik setiap bertambahnya kebaikan itu. Jika
menghadapi dua hal, yang satu kebaikan dan yang lainnya keburukan, maka ia
akan cenderung kepada yang baik dan apabila menemukan yang satu baik dan
yang lainnya lebih baik, maka ia akan mengarah kepada hal yang lebih baik. Dari
sini setiap mereka menemukan haq dan bathil, mereka bersungguh-sungguh
mengikuti haq dan petunjuk itu. Demikian juga setiap mereka menemukan yang
benar dan lebih banyak petunjuknya. Kebenaran dan petunjuklah yang selalu
mereka dambakan, dan karena itu mereka bersungguh-sungguh mendengarkan
suatu perkataan.

Allah menciptakan manusia dengan dilengkapi oleh akal supaya digunakan
untuk berpikir tentang segala hal. Allah memberikan akal agar manusia bisa
membedakan mana yang baik dan yang buruk dan memberikan kebebasan
terhadap manusia untuk memilih yang baik atau yang buruk. Akan tetapi, Allah
menganjurkan untuk memilih hal baik daripada hal buruk dan memilih hal yang
lebih baik apabila ditemukan suatu yang baik dan lainnya lebih baik.

Memilih sesuatu yang lebih baik dari sesuatu lainnya yang baik adalah hal
yang harus dilakukan oleh manusia dalam menjalani berbagai aspek kehidupan.

Begitupun saat menyelesaikan persoalan matematika. Penyelesaian terhadap
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permasalahan matematika terdapat berbagai macam metode yang bisa digunakan.
Setiap metode pasti memiliki kelebihan dan kekurangan masing-masing. Oleh
karena itu, diharuskan untuk memilih metode mana yang paling baik diantara
metode-metode lainnya. Seperti halnya pemilihan metode Galerkin untuk
menyelesaikan persamaan difusi konveksi 1D.

Berdasarkan uraian di atas, maka dalam penelitian ini digunakan metode
Galerkin yang termasuk dalam metode elemen hingga untuk diskritisasi ruang dan
metode beda hingga untuk diskritisasi waktu dalam mencari solusi numerik dari
persamaan difusi konveksi 1D. Selanjutnya, dilakukan analisis terhadap nilai
error dari solusi numerik tersebut untuk mengetahui tingkat keakuratan solusi
numerik. Sehingga, dalam penelitian ini penulis menggunakan judul
“Penyelesaian Numerik Persamaan Difusi Konveksi 1D Menggunakan Metode

Galerkin-Beda Hingga™.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah:
1. Bagaimana cara menyelesaikan persamaan difusi konveksi 1D secara numerik
menggunakan metode Galerkin-Beda Hingga?
2. Bagaimana analisis galat dari solusi numerik persamaan difusi konveksi 1D

dengan metode Galerkin-Beda Hingga?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini

adalah:
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1. Untuk mengetahui cara menyelesaikan persamaan difusi konveksi 1D secara
numerik menggunakan metode Galerkin-Beda Hingga.

2. Untuk mengetahui analisis galat dari solusi numerik persamaan difusi konveksi

1D dengan metode Galerkin-Beda Hingga.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan bisa memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Menghasilkan penyelesaian persamaan difusi konveksi 1D secara numerik
dengan menggunakan metode Galerkin-Beda.
2. Mengetahui analisis galat dari solusi numerik persamaan difusi konveksi 1D
dengan metode Galerkin-Beda Hingga untuk memastikan tingkat keakuratan

dari solusi numerik.

1.5 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Penelitian ini menggunakan persamaan difusi konveksi 1D yang dibahas pada

penelitian Mohammadi, dkk (2011) sebagai berikut:

0 4 9] - D62 et) =0 (1.1)
5% u(x,t) e u(x,t) gz v t) =
dimana0 <x<Ldan0<t<T
Keterangan:
u(x, t) - suhu
v : kecepatan dari aliran air dan bisa berupa konstanta
L : panjang saluran
D - koefisien difusi

dengan D = 0,005 m?/s, v =0,8m/s.



dengan kondisi awal

_ 2
u(x,0) =exp (— (x Dl) ) (1.2)
dengan kondisi batas Dirichlet
(0,%) = 1 <_ (-1- vt)2> (1.3)
O = e P\ D+ 40
(L) = 1 (_ ([ vt)2> (1.4)
T A T\ D +40)
dengan solusi analitik
t] = 1 (_ (x—1- vt)2> (1.5)
Iy v R N TR

2. Penelitian ini menggunakan metode elemen hingga dengan metode residu
berbobot untuk meminimumkan error dan metode Galerkin untuk pemilihan

bobot.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur (library
research). Metode ini dilakukan dengan mempelajari dan menelaah beberapa
literatur seperti buku, jurnal, dan referensi lain yang berhubungan dengan
penelitian ini. Berikut langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini
adalah:

1. Menyelesaikan persamaan difusi konveksi 1D dengan metode Galerkin — Beda
Hingga.

a. Diskritisasi domain ruang dan waktu dari persamaan difusi konveksi 1D

menjadi beberapa elemen (subdomain) dengan menggunakan elemen

garis.
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b. Mencari interpolasi dari setiap elemen menggunakan fungsi linier order 1

u(x,t) = ag(t) + a;(t)x, dengan 1u(x,t) disebut sebagai fungsi
aproksimasi.

c. Mencari nilai ay(t) dan a,(t) dengan metode substitusi-eliminasi

sehingga diperoleh  fungsi ~ aproksimasi ~ w(x, t) = u;(t) ==+
U1 (1) %, dengan fungsi N;,(x) = % dan N;,(x) = =" adalah

fungsi interpolasi.
d. Mensubstitusikan fungsi aproksimasi ke persamaan difusi konveksi 1D

ou(x,t) g ou(xt) D 0%u(xt)

ot ox 0x? R.

sehingga disebut sebagai residu

e. Meminimumkan residu dengan mengintegralkan hasil kali residu dengan
fungsi pembobot. Pemilihan fungsi pembobot menggunakan metode

Galerkin sehingga diperoleh dua fungsi pembobot sama dengan fungsi

interpolasi I; = f;i“ RN;(x)dx, dengan I; adalah hasil integral dari hasil

kali residu dengan pembobot dan I; = 0.

f.  Mendiskritkan fungsi yang bergantung waktu pada persamaan I; dengan

7l _uTl

menggunakan metode beda hingga u* = 1

At

g. Menggabungkan hasil integral dari residu sehingga diperoleh sistem
persamaan linier.
h. Menyelesaikan persamaan dalam bentuk matriks sehingga diperoleh nilai
dari u saat x dan ¢ tertentu.
2. Menganalisis galat dari solusi numerik persamaan difusi konveksi 1D dengan
metode Galerkin-Beda Hingga.

e Saat perhitungan manual dengan nilai Ax dan At yang besar



a. Membuat tabel solusi numerik dan tabel solusi analitik.

b. Menghitung nilai galat dengan ketentuan mencari selisih mutlak dari
solusi numerik dan solusi analitik berdasarkan kedua tabel solusi
tersebut.

e Saat perhitungan dengan bantuan program Python dengan beragam nilai Ax
dan At yang cukup kecil

a. Menggambar grafik 3D dari solusi numerik dan solusi analitik dan
membandingkannya.

b. Untuk memperjelas nilai galat maka digambarkan pula grafik dari galat
dengan ketentuan selisih mutlak dari solusi numerik dan solusi analitik

dengan bantuan program.

1.7 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika penulisan yang terbagi
dalam empat bab dan masing-masing bab terdiri dari beberapa subbab. Berikut
rincian dari sistematika penulisan agar mempermudah pembaca untuk
memahaminya.

Bab | Pendahuluan

Bab ini menguraikan tentang hal-hal yang melatarbelakangi penulisan,

rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian,

metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini menjelaskan tentang teori-teori dari berbagai literatur seperti buku,

jurnal ilmiah, serta penelitian terdahulu yang mendukung dalam
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pembahasan penelitian. Sehingga pada bab ini diuraikan tentang
persamaan difusi, metode elemen hingga, metode beda hingga, dan kajian
Al-Quran terkait masalah tersebut.

Bab 11l Pembahasan
Bab ini menjelaskan langkah-langkah dalam pemyelesaian persamaan
difusi dengan metode elemen hingga dan metode beda hingga, simulasi
dari solusinya, dan kajian Al-Quran terkait masalah tersebut.

Bab IV Penutup
Bab ini berisi kesimpulan yang diperoleh dari penelitian beserta saran-

saran yang mendukung untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Difusi Konveksi 1D

Persamaan difusi adalah salah satu bentuk dari persamaan diferensial
parsial tipe parabolik. Ada berbagai macam proses difusi yang terjadi di sekitar
kita, salah satunya difusi kalor. Difusi kalor terjadi saat kalor berpindah dari
tempat dengan temperatur tinggi menuju tempat dengan temperatur yang lebih
rendah. Jika arah difusi hanya dibatasi pada sumbu X, maka temperatur di setiap
titik akan bergantung pada posisi x dan waktu t (Kettle, 2010:10).

Persamaan difusi berbeda dengan persamaan difusi konveksi. Persamaan
difusi konveksi menggambarkan suatu fenomena dimana proses difusi dan proses
konveksi terjadi secara bersamaan. Proses difusi bisa terjadi pada zat padat, cair,
dan udara. Sedangkan proses konveksi hanya bisa terjadi pada zat cair dan gas.
Sehingga, proses difusi dan konveksi yang terjadi secara bersamaan hanya bisa
terjadi pada zat cair dan gas. Salah satu contoh proses difusi konveksi adalah
proses perpindahan panas dalam aliran air. Konveksi dan difusi sama-sama
berperan dalam memindahkan panas dari satu tempat ke tempat lain, tetapi dengan
cara yang berbeda. Proses konveksi memindahkannya dalam mengikuti aliran
fluida, sementara difusi menyebar terlepas dari arah aliran (Sobey, 1983) dalam
(Bajellan, 2015:6).

Persamaan difusi konveksi menggambarkan fenomena fisik dimana proses
difusi yang dipengaruhi oleh koefisien difusi D dari partikel-partikel bergerak
dengan kecepatan tertentu v dari tempat dengan temperatur tinggi menuju yang

lebih rendah. Proses ini dimodelkan dalam bentuk persamaan (2.1) dengan suku

10
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pertama merupakan perubahan suhu saat berada pada posisi x dan t tertentu yang
dipengaruhi oleh proses konveksi pada suku kedua dan proses difusi pada suku

ketiga. Berikut persamaan difusi konveksi kasus satu dimensi (Mohammadi dkk,

2011:1536)
Gu((;; t) ” 6u§3}cc, t) By, 621615;, t) . 2.1)
dimana0 < x<Ldan0<t<T
Keterangan:
u(x, t) > suhu
v : kecepatan dari aliran air dan bisa berupa konstanta
I : panjang saluran
D : koefisien difusi

2.2 Metode Galerkin — Beda Hingga

Metode Galerkin adalah salah satu metode yang termasuk dalam metode
elemen hingga. Metode elemen hingga adalah salah satu metode numerik yang
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial (Kosasih, 2012:1). Metode ini merupakan metode yang tepat
untuk berbagai macam sistem. Berbeda dengan metode beda hingga, metode
elemen hingga membagi domain menjadi beberapa subdomain/elemen dengan
bentuk-bentuk sederhana untuk dicari solusi dari setiap elemen tersebut.
Selanjutnya solusi dari setiap elemen tersebut diakumulasi sehingga diperoleh
solusi keseluruhan dari persamaan diferensial (Chapra, 2010:888-889).

Mesh dari metode beda hingga terdiri atas baris dan kolom garis ortogonal.
Sedangkan mesh dari metode elemen hingga bentuknya berbeda-beda atau unik

sesuai dengan domain yang ditentukan dan tidak perlu ortogonal. Misal, untuk
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persamaan dua dimensi bentuk yang digunakan untuk diskritisasi sistem adalah
segitiga atau segiempat dan untuk persamaan tiga dimensi bisa digunakan bentuk
tetrahedra atau hexahedra (Kosasih, 2012:87).

Diskritisasi domain dari persamaan diferensial tersebut dilakukan pada
domain ruang (spatial domain) dan domain waktu (time domain) sehingga
menjadi subdomain atau elemen-elemen yang lebih kecil. Metode elemen hingga
berbeda dengan metode beda hingga. Metode beda hingga sulit digunakan dalam
domain dengan bentuk geometri yang kompleks, hal ini dapat dilihat pada

Gambar (2.1) (Kosasih, 2012:3).

(a) (b) (c)
Gambar 2.1 Mesh Metode Beda Hingga dan Metode Elemen Hingga
(a) Mesh Metode Beda Hingga, (b) dan (c) Mesh Metode Elemen Hingga (elemen segitiga, elemen
segiempat)

Berikut langkah-langkah dalam metode Galerkin — beda hingga (Huebner,
1987:7-9):
1. Diskritisasi Domain

Langkah pertama adalah membagi daerah domain menjadi subdomain atau
beberapa elemen. Sebelum membagi daerah domain menjadi beberapa elemen,
ditentukan terlebih dahulu jenis elemen yang akan digunakan. Untuk masalah satu
dimensi digunakan elemen garis dengan dua titik nodal untuk persamaan linier

dan tiga titik nodal untuk persamaan nonlinier seperti gambar berikut.
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Ujt1
Uj41
Uitz
U;
U;
o
o X Xit1 Xit2
X Xi+1
(a) (b)

Gambar 2.2 Diskritisasi Domain Persamaan 1 Dimensi
(a) Diskritisasi Persamaan Linier dengan Dua Titik Nodal, (b) Diskritisasi Persamaan
Nonlinier dengan Tiga Titik Nodal

Dengan u adalah variabel yang bergantung dan x adalah variabel bebas atau
domain. Selanjutnya untuk masalah dua dimensi, elemen yang umumnya
digunakan adalah bentuk segitiga dan segiempat. Sedangkan masalah tiga
dimensi, elemen yang umumnya digunakan adalah tetrahedral dan heksahedral.
Inilah salah satu keunggulan dari metode elemen hingga dibandingkan dengan
metode beda hingga.
2. Penentuan Fungsi Aproksimasi

Fungsi aproksimasi dari setiap elemen dicari terlebih dahulu untuk
mendapatkan solusi dari setiap titik nodal. Fungsi aproksimasi dapat dicari dengan
menggunakan interpolasi dari titik-titik nodal di setiap elemen. Interpolasi yang
digunakan adalah fungsi polinomial. Order dari polinomial bergantung pada
jumlah titik nodal pada setiap elemen dan syarat kontinuitas yang diperlukan pada
sepanjang batas elemen. Oleh karena itu, pada tahap ini ditentukan terlebih dahulu
banyaknya titik nodal yang digunakan untuk setiap elemen, kemudian dipilih
interpolasi yang sesuai. Jika titik nodal yang dipilih adalah dua titik seperti
gambar 2.2(a) maka interpolasi yang digunakan fungsi linier, sedangkan untuk

tiga titik nodal seperti gambar 2.2(b) maka digunakan fungsi nonlinier.
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Dikarenakan fungsi yang akan dicari adalah fungsi aproksimasi
mengakibatkan solusi yang diperoleh adalah solusi hampiran sehingga untuk
solusi hampiran u(x, t) disimbolkan dengan u(x, t).
Interpolasi yang digunakan untuk masalah steady satu dimensi dengan dua titik
nodal adalah fungsi polinomial order 1 atau fungsi linier.

u(x) = ap +asx (2.2)

Dengan u(x) variabel bergantung, x variabel bebas, dan a,, a; konstanta.
Persamaan (2.2) masih dalam bentuk umum dengan konstanta belum diketahui.
Maka akan dihitung terlebih dahulu nilai dari konstanta a, dan a; (Chapra dan

Canale, 2010:889-890). Misal saat x = x; danx = x;,; maka persamaan (2.2)

menjadi
u(x;) = ap + arx; (2.3)
U(xip1) = ag + a1xi44 (2.4)

Dengan u(x;) = u; dan #@(x;,,) = u;4,. Selanjutnya eliminasi persamaan (2.3)
dan (2.4) sehingga diperoleh

Ui — Uiy

U — Uy = a1 (X — Xj4q) © Ay = (2.5)

Xi = Xi+1

Persamaan (2.3) dikalikan dengan x;,, dan persamaan (2.4) dikalikan dengan x;,

kemudian dieliminasi sehingga diperoleh

UiXitq1 — Uj41 X

UiXip1 — Uip1X; = Qo(Xip1 — X)) © ag = (2.6)

Xi+1 — Xi
Substitusi persamaan (2.5) dan (2.6) ke persamaan (2.2) maka diperoleh

_ UiXijp1 — Ui X N Ui — Uit

u(x) =
Xi+1 — Xj Xi = Xit+1
_ Xit1 — X X — X
200 = ur (S0 ) g (S
Xi+1 — Xj Xi+1 — Xi
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Misalkan x;,, — x; = Ax maka

X — X X — X;
() = U=+ Uy — 2.7)
dengan
Xi — X
Nia () == (28)
dan
X X&
Niz(6) === (2.9)

Persamaan (2.7) adalah solusi aproksimasi, sedangkan persamaan (2.8) dan
persamaan (2.9) adalah fungsi interpolasi.

Sedangkan interpolasi untuk masalah unsteady satu dimensi dengan dua titik
nodal adalah fungsi polinomial order 1 atau fungsi linier juga dengan dua variabel

bebas x dan t.

u(x, t) = ap(t) + a1 (t)x (2.10)
Dengan u(x, t) variabel bergantung, x dan t variabel bebas, dan a,(t) dan a, (t).
Persamaan (2.10) masih dalam bentuk umum dengan konstanta belum diketahui.

Maka akan dihitung terlebih dahulu nilai dari ay(t) dan a;(t) (Chapra dan

Canale, 2010:889-890). Misal saat x = x;, dan x = x;,,; maka persamaan (2.10)

menjadi
u(x;, t) = ao(t) + a,(t)x; (2.11)
U(xip1,t) = ao(t) + as (t)Xi14 (2.12)

Dengan u(x;, t) = u;(t) dan @(x;4q,t) = u;41(t). Eliminasi persamaan (2.11)
dan (2.12) sehingga diperoleh

u; (£) — ui1 () (2.13)
Xi — Xi+1

W (1) — U1 (0) = a1 () (x; — xi41) © aq(t) =
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Persamaan (2.11) dikalikan dengan x;,; dan persamaan (2.12) dikalikan dengan
x;, kemudian dieliminasi sehingga diperoleh
w (Ox11 — w1 (Ox; = ag(8) (x41 — x;)

Ui (D) X1 — Ui (D)X;
t) =
ao(t) P (2.14)

Substitusi persamaan (2.13) dan (2.14) ke persamaan (2.10) maka

U () X1 — U1 () X; r Uit @11 (E) N

u(x,t) =
’ Xit1 — X Xi — Xi41

Xit1 — X

)+ un® (%)
S — u.+1 —
Xi+1 — X ' Xi+1 — Xj

Misalkan x;,; — x; = Ax maka diperoleh

7, ) = (@) (

i - Xit1 — X X — X
ulx,t) = w() —p—+ Ui () —7— (2.15)
dengan
X = X
Nia () = = (2.16)
dan
X 550X ;
Nip () = —— (2.17)

Persamaan (2.15) adalah solusi aproksimasi, sedangkan persamaan (2.16) dan
persamaan (2.17) adalah fungsi interpolasi.
3. Perhitungan Properti Elemen

Penentuan ketepatan suatu fungsi aproksimasi persamaan (2.15) sebagai
solusi numerik dari persamaan diferensial diharuskan memenuhi syarat batas, oleh
karena itu persamaan (2.15) disubstitusikan ke persamaan (2.1). Karena
persamaan (2.15) bukanlah solusi eksak, maka sisi kanan dari persamaan (2.1)
tidak sama dengan nol akan tetapi sama dengan residu yang menunjukkan

terdapat error dari hasil perhitungan.
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Dalam pengerjaan metode numerik, diharapkan nilai error yang diperoleh
adalah nilai error yang sekecil-kecilnya sehingga mengakibatkan solusi yang
diperoleh mendekati solusi yang sebenarnya. Metode elemen hingga memiliki
cara untuk meminimukan residu yaitu dengan mengintegralkan hasil kali residu
dengan pembobot pada keseluruhan domain yang disebut sebagai metode residu
berbobot. Pemilihan pembobot bisa menggunakan metode Galerkin sehingga
bobot yang digunakan sama dengan fungsi interpolasi pada persamaan (2.15)
(Chapra,dkk., 2010:896). Secara umum metode residu berbobot dapat dituliskan
sebagai

Yi+1 2.18
J RN;(x) dx =0 (2.18)
X

dimana R = residu dan Ni(xl) = pembobot atau fungsi interpolasi.

Jika persamaan yang digunakan adalah masalah steady, maka stelah
dilakukan perhitungan dengan metode residu berbobot dilanjutkan ke langkah
selanjutnya (ke-empat). Akan tetapi, jika persamaan tersebut adalah masalah
unsteady maka akan terdapat fungsi yang bergantung terhadap t dimana fungsi
tersebut diturunkan terhadap waktu u,, sehingga dilakukan diskritisasi terlebih
dahulu dengan metode beda hingga. Menurut Hoffman (2001:757) ada tiga

metode beda hingga yang dapat digunakan antara lain:

a. Metode Forward Time

n+1 _ ,,n
U — u u
t At
b. Metode Backward Time
un+1 _ un
u1t1+1 —
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c. Metode Centered-Time

4. Pembentukan Sistem Persamaan Linier (Penggabungan)

Persamaan dari setiap elemen yang diperoleh pasti terhubung satu sama
lain karena memiliki titik nodal yang sama walaupun dalam elemen yang berbeda.
Oleh karena itu dilakukan proses penggabungan pada persamaan tersebut. Hasil
penggabungan dapat diekspresikan menggunakan matriks-matriks. Penggabungan
matriks-matriks elemen yang telah terbentuk tersebut mengekspresikan perilaku
dari seluruh sistem yang disebut sebagai matriks global. Matriks persamaan untuk
sistem memiliki bentuk yang sama seperti persamaan untuk masing-masing
elemen. Inilah hal yang unik dari metode elemen hingga, yaitu persamaan dari
sistem diperoleh dari penggabungan persamaan setiap elemen.

5. Penentuan Kondisi Batas

Sebelum mencari solusi dari sistem persamaan diharuskan memodifikasi
persamaan tersebut untuk menjelaskan kondisi batas dari permasalahan. Hal ini
dikenal sebagai nilai nodal dari variabel bergantung.

6. Pemecahan Sistem Persamaan

Sistem global yang diperoleh dapat berupa sistem persamaan linier atau
sistem persamaan nonlinier digunakan untuk mencari nilai nodal yang tidak
diketahui dengan menggunakan teknik-teknik standar.

7. Post Proses Hasil

Setelah solusi diperoleh pada tahap 6, hasil dapat ditampilkan berupa

grafik kontour atau plot. Jika ada parameter lain yang bergantung pada hasil maka

parameter ini dihitung setelah hasil diperoleh (Kosasih, 2012:5).
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2.3 Integral Parsial

Metode ini didasarkan pada pengintegralan rumus turunan hasil kali dua
fungsi (Purcell, 1987:452). Andaikan f = f(x) dan g = g(x). Maka
Dy[f () g ()] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

dengan mengintegralkan dua ruas persamaan tersebut maka diperoleh

ﬂwmm=ffwmaﬁu+fﬂwywnu

atau

[ r@g @ ax = r@g@ - [ g6 ax
Karena dg = g'(x)dx dan df = f'(x)dx, persamaan terakhir dapat ditulis

sebagai berikut.

a. Pengintegralan Parsial Integral Tentu

[rdg=sa-|gas

b. Pengintegralan Parsial Integral Tak Tentu

b b
f fO)g' (x) dx = [f(x)g ()]G —f g f'(x)dx

atau diringkas seperti berikut

L?dg=vm2—Lde

2.4 Analisis Galat Solusi Numerik Persamaan Difusi Konveksi

Analisis galat dapat dilakukan dengan membandingkan mencari selisih dari
solusi numerik dan solusi analitik. Hasil dari selisih tersebut dilihat nilainya
kemudian dianalisis. Semakin kecil nilai galat, maka solusi numerik yang
diperoleh semakin mendekati solusi analitik. Jika sebaliknya, nilai galat semakin

besar maka solusi numerik yang diperoleh jauh dari solusi analitik.
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Misalkan (x,t) solusi aproksimasi dari persamaan difusi konveksi dengan
metode elemen hingga dan u(x, t) solusi analitik dari persamaan difusi konveksi
dengan metode karakteristik, maka dengan e galat dapat dirumuskan sebagai
berikut (Munir, 2003:23)
e =u(x,t) —ulx,t)
karena nilai galat tidak ada yang bernilai negatif, maka dimutlakkan sehingga

le] = lu(x,t) — u(x, t)] (2.19)

2.5 Penyelesaian Masalah dalam Al-Qur’an

Persamaan difusi konveksi seringkali dikaitkan dengan perpindahan panas.
Fenomena difusi-konveksi dalam perpindahan panas adalah fenomena
perpindahan secara konveksi dan difusi yang terjadi secara bersamaan.
Perpindahan panas secara konveksi terjadi saat sejumlah fluida (gas ataupun
cairan) mengalir dengan membawa panas yang ikut dengan aliran fluida tersebut.
Sedangkan difusi adalah peristiwa mengalirnya suatu zat dari bagian yang
berkonsentrasi tinggi ke bagian yang berkonsentrasi rendah (Huda dkk, 2014:68).

Solusi analitik dan solusi numerik dapat diperoleh dari persamaan difusi
konveksi. Ada berbagai macam metode yang bisa digunakan untuk
menyelesaiakan persamaan difusi konveksi. Dari berbagai macam metode
tersebut, sebagai manusia yang berakal diharuskan memilih metode yang paling
tepat dan sesuai dengan kondisi pada persamaan difusi konveksi. Allah berfirman
dalam Al-Quran surat az-Zumar:18,

“Yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya
mereka Itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan mereka Itulah orang-
orang yang mempunyai akal. ”’(QS. Az-Zumar:18)
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Allah menciptakan manusia dengan dilengkapi oleh akal supaya digunakan
untuk berpikir tentang segala hal. Allah memberikan akal agar manusia bisa
membedakan mana yang baik dan yang buruk dan memberikan kebebasan
terhadap manusia untuk memilih yang baik atau yang buruk. Akan tetapi, Allah
menganjurkan untuk memilih hal baik daripada hal buruk dan memilih hal yang
lebih baik apabila ditemukan suatu yang baik dan lainnya lebih baik. Misalnya
dalam penelitian ini, digunakan metode elemen hingga untuk mendapatkan solusi
numerik dari persamaan difusi konveksi dikarenakan menurut penelitian
sebelumnya metode elemen hingga lebih tepat digunakan untuk persamaan
tersebut dibandingkan dengan metode lainnya.

Hasil penyelesaian numerik dari suatu persamaan pasti memiliki error,
begitu pula dengan persamaan difusi konveksi yang diselesaikan dengan metode
elemen hingga. Allah SWT telah mengajarkan kepada kita untuk menghargai dan
memperhatikan segala sesuatu di sekitar kita meskipun itu merupakan hal yang
sangat kecil termasuk nilai error dari solusi numerik. Dalam Al-Quran Allah
SWT memberikan perumpamaan dengan menggunakan biji dzarrah seperti dalam
surat Al-Zalzalah ayat 7-8 berikut ini

“Barangsiapa yang mengerjakan kebaikan seberat dzarrahpun, niscaya Dia akan
melihat (balasan)nya. Dan Barangsiapa yang mengerjakan kejahatan sebesar
dzarrahpun, niscaya Dia akan melihat (balasan)nya pula.”

Dari ayat ini, dapat kita ketahui bahwa Allah SWT memperhitungkan amal
manusia sampai sekecil dzarrah yang ditafsirkan sebagai biji sawi yang sangat
kecil. Betapa Allah menghargai usaha hambaNya sampai hal yang sekecil-
kecilnya tetap diperhitungkan olenNya. Oleh karena itu, sebagai insan yang
diciptakan Allah patutnya kita tidak perlu ragu untuk berbuat kebaikan karena

sekecil apapun amal yang dilakukan pasti Allah akan memperhitungkannya.
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PEMBAHASAN

Pada bab ini dijelaskan penyelesaian numerik persamaan difusi konveksi
satu dimensi menggunakan metode elemen hingga. Persamaan tersebut
diselesaikan pada domain 0 < x < 3,0 < t < 1. Selanjutnya dibandingkan antara
selesaian numerik dan selesaian analitik untuk mengetahui nilai error.

3.1 Penyelesaian Numerik Persamaan Difusi Konveksi dengan Metode
Galerkin — Beda Hingga

2

0 0 0
au(x, t) + vgu(x, t) — Dﬁu(x, t)=0 (3.1)

dengan 0 < x <3, 0<t <1

dengan kondisi batas

o 1 (=1 —vt)? 01
u( ,t)—mexp<—m)' t €[01] (3.2)
) 1 (2 —vt)? o
u(3,t) = mexp<—m>' t €[0,1] (3.3)
dengan kondisi awal
M2
u(x,0) = exp <— %), x € [0,3] (3.4)
dengan solusi analitik
et) = 1 (_(x—l—vt)2>
u(x,t) = T 1eXp —D(4t ) (3.5

dengan nilai dari v = 0,8 dan D = 0,005.
Persamaan difusi konveksi di atas akan diselesaikan secara numerik dengan

metode Galerkin yang termasuk dalam metode elemen hingga. Dikarenakan akan

22
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diperoleh solusi numerik dari persamaan difusi konveksi dengan simbol u(x,t),
maka akan terdapat error sehingga untuk persamaan (3.1) tidak sama dengan nol

tetapi sama dengan residu (error).

2

d 0 0
L 2 it =D _ 36
atu(x, t)+v 6xu(x, t)—D e u(x,t) =R (3.6)

3.1.1 Diskritisasi Domain
Diskritisasi domain dilakukan dalam domain ruang x dan domain waktu t
untuk persamaan difusi konveksi 1D. Berikut ilustrasi diskritisasi domain saat

waktu ke-n untuk persamaan (3.1).
u(x,t)

U(Xipr, th) = Uy (¢

e

Gambar 3.1 Diskritisasi Domain Persamaan Difusi Konveksi 1-Dimensi saat Elemen ke-i dan
Woaktu ke-n

3.1.2 Penentuan Fungsi Aproksimasi
Selanjutnya mencari interpolasi dari titik (x;u;(t)) dan titik (o1, u41(8)).
Karena terdapat dua titik nodal maka digunakan fungsi polinomial orde 1 atau
fungsi linier sebagai fungsi aproksimasi.

u(x, t) = ag(t) + a1 (t)x (3.7)

Dengan u(x, t) variabel bergantung, (x,t) variabel bebas dan a,, a; konstanta.
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Persamaan (3.7) memiliki konstantanta yang belum diketahui, sehingga dihitung
terlebih dahulu nilai dari konstanta a, dan a;.
Misal saat x; maka persamaan (3.7) menjadi
u; (t) = ap(t) + a,(t)x; (3.8)
Misal saat x;,; maka persamaan (3.7) menjadi
Ui+1(8) = ao(t) + ay () xi44 (3.9)
Eliminasi persamaan (3.8) dan persamaan (3.9) untuk mencari nilai a,
ui (6) — U1 (0) = a1 (O)x; — a3 (D) xi44
ui (6) — U1 (0) = a; (O (x; — xy41)

u;(t) =upy,(6)
(X — Xi41)

a (t) = (3.10)

Selanjutnya persamaan (3.8) dikalikan dengan x;,; dan persamaan (3.9) dikalikan
dengan x; untuk mencari nilai a,. Kemudian kedua persamaan tersebut
dieliminasi sehingga diperoleh

Ui (%41 — Uip1(O)x; = ag(O)xi41 — ao(D)x;

Ui (Oxi41 — Uip1 (O)x; = ao(O) (41 — x3)

W (0) X401 — U1 (O)x;
= 3.11
ao(t) —— (311)

Substitusi nilai a; persamaan (3.9) dan nilai a, persamaan (3.10) ke persamaan
(3.6) sehingga menjadi

U (O)xi41 — U1 (0)x; + u; () — up1 (1) x

u(x,t) =
Xit1 — X Xi — Xi+1
_ U (x40 — U1 (Ox; i (0) — U4 (0)
u(x,t) = — X
Xit1 — X Xi+1 — X
_ u; () (1 — %) + U1 (O — x;)
u(x,t) =

Xit1 — X
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10 ) = (T2 Jui®) + (T e ©

i+1
dengan x;,; — x; = Ax maka diperoleh

Xi+1 —

206 8) = T "0y (6) + g (0 (3.12)

Persamaan (3.11) bisa dituliskan sebagai
u(x, t) = Nj1 (0w (t) + Ny ()1 (2) (3.13)

dengan permisalan

Ny === (314)
dan
Nip () ==~ =

dengan persamaan N; ; dan N; , disebut fungsi interpolasi.

3.1.3 Perhitungan Properti Elemen

Perhitungan dalam setiap elemen dilakukan dalam dua tahap, yaitu
perhitungan menggunakan metode residu berbobot kemudian perhitungan dengan
metode beda hingga.

a. Metode Residu Berbobot

Metode residu berbobot digunakan untuk meminimumkan residu dari persamaan
(3.6) dengan mengintegralkan di seluruh daerah domain hasil kali dari persamaan
(3.6) dengan fungsi pembobot persamaan (3.14) atau persamaan (3.15) yang
dipilih berdasarkan metode Galerkin. Sehingga metode residu berbobot secara

umum dituliskan sebagai

Xit+1
f RN;(x)dx =0
Xi



26

fol
. d 0x

1

0 0 0%
—tu(x, t) + vau(x, t) — D—Zu(x, t) IN;dx =0

dimisalkan integral hasil kali residu dengan pembobot sebagai I; sehingga I; = 0

Xi+1 [ 0 9 62 )
J;i atu(x t) +va—u(x t) — Dﬁu(x, t) |N; dx = I,

Pilih pembobot pertama N; ;(x) = (%) dengan [; ; = integral dari hasil kali

residu dengan pembobot N; ; maka

Xi+1 0 62 2
li1 = fxi N;1(x) u(x t) + va u(x,t) — Dwu(x, t) |dx

Xit+1 Xit1 9
= J ll(x) U,(x t)dx+vj Nil(X)—ﬂ(x, t)dx
Xi Xi ' ax

Xit+1 02 %
—DL Nijl(x)ﬁu(x, t)dx

i

Misalkan I;; = A + B + C maka

Xit+1
A =j ll(x) u(x t)dx
X

Xit+1
B = vj ll(x) u(x t)dx
X

Xi+1 02
C=-D Li Ni'l(x)ﬁﬁ(x, t) dx
Turunan terhadap t persamaan (3.13) adalah

l( ) | 2( ) dul+1(t) (316)

0
(x50 = Ny ()

Persamaan A
Xi+1

A =f 11(x) u(x t)dx
Xi

Substitusi persamaan (3.16) ke persamaan A sehingga menjadi
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A= [ W00 (M0 T 4 w0 D)

Xi

:in“( (x) +N11(x)N12() ‘*1)dx

i

Xi+1

2 dui s dul+1
Ni,l(x)ﬁdx + N; 1 (x)N;2(x) It
Xi

Xi
Substitusi nilai N;; persamaan (3.14) dan nilai N;, persamaan (3.15) pada

persamaan A sehingga menjadi

Xi+1 X du Xi+1 X — X: /X: — X du
A= i+ RPN O % P f i (Xi+1 i+1
Li ( Ax ) at X Ax ( Ax ) dt VA

_ fxi“ Xip1 = 2%X41 + % %dx
" Ax? dt
L

T fxi“ Xip1X = X2 = XXipq + 2%\ diligg e
i Ax? dt

1 Xit+1 du;
_ 2 b &
_mfxi (xfy — 241 + x2) s dx
1 Xit+1 du;
2 +1
iz ; Ceiad = 2% = xxiqq +200) ——=d
1(, ) 3\ [ duy;
= Wi+ X N Pk @
L
N 1 (x4x® 2% e 4 222\ | dugeq
Ax2\ 2 3 ) dt

Xi
Substitusi nilai batas x; dan x;,; pada persamaan A

1

(x'3+1 - x‘3)
A= A_xz<xi2+1(xi+1 —X;) — (xi2+1 - xiz)xi+1 + %

dui
dt
duiyq

— (Xi41 — xi)xixi+1> T

+ 1 (xi2+1 - xiz)(xi+1 + x;) _ (xi3+1 - xlg)
Ax? 2 3

1

3 3
X, — x7\duy;
3 2 3 2 i+1 4 L
=—| (6 —xix501) — (601 — x4 x7) + ————— | —
sz( i+1 *i+1 i+1 i l 3 dt



Ax? 2 3 ki A R
1 X du;
_ 2 2 i+1 l
= AxZ <_xixi+1 + XX + T) dt
1 1 1 1 1 du;iq
+m<€xi3+1 —Exi2+1xi +§xi+1xi2 —EX?) dt
i
A= m (2xi3+1 = 6xi2+1xi + 6xi+lxi2 - 2x13) E
1 dul+1
y 6Ax? (g 8wy 30, B3 47 =) ——=2
du dul+1
= W(Z(x”l ~ xi) dt St (xl+1 1)3 )

dengan x;,; — x; = Ax maka persamaan A menjadi

1 du; du;
haet) B i+1
L Z(ZAx dt o+ A dt)

Ax( du; N dui+1)
6 dt dt

Persamaan B
Xi+1 d
B = N; —u(x,t)d
1(Li () 5=, )
Digunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan persamaan B

Misalkan,

d
f(x)=N;;(x) dan g'(x,t) = —u(x £)
f (X) -5 ll(x) dan g(x t) = u(x t)|x1+1

Maka

@ 0dx = (WG - [ 9o (dx

Xi i
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Sehingga diperoleh

; Xit+1 _ d
B = v[N;; (0)u(x, t)]j;“ — vf u(x,t) aNi,l(x)dx
X

Substitusi nilai N; ; persamaan (3.14) dan persamaan (3.11) ke persamaan B, maka

diperoleh

Xit1 = X (X1 — %y
B = v[ ( () + m(t))]

Ax Ax
Ykt (X — X X — X d (Xiy1—X
—v fx | (—Ax (0 + ——uin(©) )| = () | dx

substitusi nilai batas x; dan x;,; pada suku pertama maka

= —vu(t) + — j (x—u )+ ui+1(t)> dx

Xi+1

U1 (1)

Xi

2
v |XXiy1 — X

1,
R Bl
vul()+Ax Ax

() +
Sy

substitusi nilai batas x; dan x;,; pada suku kedua maka

2 _ 1, 1 oy
Xit1 ~ 7 Xit1 FXi+1 ~ Xit1Xi

t
Ax @ Ax

v
B = —vu;(t) + e Uit (1)

2 2 2

v [ XiXiv1 T 5 X; Tl
- ——=—u(t) + Ui (€
o — i(t) o Wit (0

1

2 2
v [5Xix1 — XiXi+1 + 5 x;
= —vu;(t) + — 27 27"

(t
Ax Ax ui(t)

1 1
jxi2+1 — Xjp1X; T jxiz
Ax

U1 (0)
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B o + v (5 (Xip1 — x;)? © + 5 (Xir1 — x;)? .
= vy Ax Ax U; Ax Ui (1)

dengan x;,; — x; = Ax maka persamaan B menjadi

v 1A %sz
B = —vu;(t) + — t
vui(8) + | S w(®) + 55—

NS

l+1(t)

v (Ax Ax
= —vu;(t) + — ( > Ui ({0 T U—z+1(t)>

Ax
= —vu () + v (lu-(t) i) (t))
i i 2 i 2 i+1

= —Sw(®) + U

B == (wa (8) — ()

Persamaan C
Xit1 02
(W= =1, N; —1u(x,t)d
ACELCLE

Digunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan persamaan C

Misalkan,
62
f(x) =N;1(x) dan g'(x) =Wﬁ(x, t)
0 Xit+1
f'x)= u(x) dan g(x) = —u(x t)
Maka

F@g G0 = [0l = [ gGo 0 @

Xi i

Sehingga diperoleh

xl+1 Xi+1 g d
=D [Nll(x) ax, t)] J —a(x,£) 2Ny () dx

30
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substitusi nilai N; ; persamaan (3.14) ke persamaan C sehingga menjadi

_ Xig1—x 0 Yir 9 Xiy1 —
C = D[ A~ ox xt)] +Dfxl u(xt)[d ]dx
Xiv1 — Xi d _ Yi+1 g _ ( 1 )
A 6xu(x“ t) + fxi axu(x, t) A dx

dengan x;;; — x; = Ax dan u(x;, t) = u;(t) maka persamaan C menjadi

Ax du;(t) 1 (*+1 0

C=D = —iu(x,t)d
Ax 0x aXN, ) ax”(x X
C=0D —D—1 i+1
0x Ax L) lxi

Substitusi persamaan (3.11) ke persamaan C sehingga menjadi

du;(t) B E[xiﬂ ~

Xi+1
N Al

l

Substitusi nilai batas x; dan x;,,; pada persamaan C maka

€ =D——= = (u:(t) - w(®))

Setelah diperoleh hasil dari perhitungan persamaan A, B, dan C, selanjutnya
disubstitusikan kembali ke persamaan I; ; sehingga diperoleh

I, =A+B+C

RELALTIONETNG

= o (2 ) 2 (i () — () (317)

_D U1 () — uy (t) +D du;(t)
Ax 0x

Langkah selanjutnya dilakukan pengintegralan dari hasil kali residu dengan
pembobot kedua N;,(x) = ( ) dengan I;, = integral dari hasil kali residu

dengan pembobot N; , maka
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Xi+1 0 B 0 _ az B
li; = jx N;,(x) au(x, t) + vau(x, t) — Dﬁu(x, t) |dx

i
Xi+1

Xit+1 0
I, = lz(x) (x t)dx + vf N;, (x)aa(x, t)dx
Xi

Xi

Xit+1 02 B
—DJ; Ni_z(x)wu(x, t) dx

i

Misalkan I; , = A + B + C maka

Xit1 d
A= j N; 5 (x) —u(x, t)dx
A ’ ot

Xit+1 d
Bi= vjx Ni,z(x)&ﬁ(x, t)dx

Xit+1 02 i
C =-D J;Ci Ni,Z(x)Wu(x' t) dx

Persamaan A
Xit+1 d

A= j N; o (x) == u(x, t)dx
. ’ ot

Substitusi persamaan (3.16) ke persamaan A sehingga menjadi

A= J).CihNi,z(X)( Niy(x) —— l() Nia(x) L+1(t)) i

= [ (matomia 02 + W M)
_ Y l() K 2 du’l+1(t)
AR COINOE Ry I OR

Substitusi nilai N;, persamaan (3.15) dan nilai N;, persamaan (3.15) pada

persamaan A sehingga menjadi

M — g Xppq — X0 Ay Tt o — X\ dugq
A__[ Ax ( Ax )de J (Ax) dt dx

Xi Xi




f"iﬂ Xjp1X — X% — x;x41 + xx;\ du; y
. Ax? dt

i

N f"”l (xz — 2xx; + xf) du;,q i
X

i Ax? dt
1 Xit+1 5 du;
= A2 (XX — X% = X241 + xX;) = dx
x;
1 Xit+1 duj,q
+— x2 — 2xx; + x?) ——dx
Ax? Li ( i +xi) dt
o1 (xl-+1x2 i XX; X1 + xzxi) g,
o -5 T XXiXjp t—— F iy
Ax 2 3 2 . dt
1 (x3 e
+— = — x%x; + xx? l
AR ( 3 . : ) ) |G

Substitusi nilai batas x; dan x;,; pada persamaan A

" L (% (xfs — xf) = (i1 —x7) — (paq — X)Xy + (xdes — 2P
sz 2 3 +1 L 1ri+1 2
1 [((x3,—x} du;yq
(B o e -t ) 2

3 2 8
1 Xit1 Xi+1X{ Xit1 1 3 2 2
- - —3% + X Xip1 — XX

5 1
SXiv1Xi T 5 X

Ny N2 2 3 2 2
N AL 1 du;
3 3 2 3 2 3 i+1
+m(§xl-+1 - §xi — Xit1Xi +X; + Xip1 X — X; )7

du;
3 2 2 3 i
(X1 — 3x[1 % + 3X41X] — X; )_dt

~ 6Ax?
duyq
+ 3Ax2 (xi3+1 - 3xi2+1xi + 3xi+1xi2 - x?) _dlt
1 du; dui,q
= eAZ ((xi+1 —x;)3 d_tl + 2(xp41 — %) —dl: )

dengan x;,; — x; = Ax maka persamaan A menjadi

)
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dui
dt

dui
dt
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1 dul dui,q
A= Ax3 2Ax3 )
6Ax? ( dt r7a dt

Ax(dul Zduiﬂ)
6 \dt dt

Persamaan B

Xi+1
B = vf lz(x) u(x t)dx
Xi

Digunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan persamaan B

Misalkan,
gt
f(x) =N;y(x) dan g'(x,t) 2&“(9" t)
/ d = Xi+1
/@) = =Niz(®) dan  g(x,t) = a(x Oy,
Maka
Xit+1

fGg' Ce, )dx = [f()g(x, O™ — f mg(x. O)f'(x)dx

Xi i

Sehingga diperoleh

", Xit+1 o d
B = v[Ni'z(x)ﬂ(x, t)]; — vf u(x, t)aNi’z(x)dx
t x

substitusi nilai N; , persamaan (3.15) dan persamaan (3.11) ke persamaan B, maka

diperoleh

A = X (Xiy1 — X s
B=v w(6) + =2 A ~1;41(t) )

Ax Ax

i

Yit1 (x4 — — X; d /x —x;
_vLi < L2+ ul+1(t)><dx( —21) ) ax

substitusi nilai batas x; dan x;,; pada suku pertama maka

—wM@——j”(“1 m@+A;mﬂ@)



1 1 Xi+1
v |xxi41 — fxz zxz — XXx;
= vy () — Ax Tui(t) + Tqu(t)

Xi
substitusi nilai batas x; dan x;,; pada suku kedua maka
1 o

2 2
v [ Xi+1 T 53X+ FXi+1 T Xit1 X
B =vu;;4(t) — Ax Tui(t) s o U1 (1)

v [ XiXip1 —5x? 12l &
L 2 14 2 L l
+H Tui(t) +Tui+1(t)

2 1.2
FXit1 ~ XiXip1 T 5 X

v
= vu;y(6) — o n. u; (t)
1 |
jxi2+1 — Xiy1X; + jxiz
Ax U1 (8)
¥ 1
v (7 (Xi41 — %:)° 7 (K41 — x:)?
B =vu1(t) — Ax Tui A Tui+1(t)

dengan x;,; — x; = Ax maka persamaan B menjadi

7 %sz %AXZ
B = vu; 4 (t) — o\ A w;(t) + Tqu(t)
v (Ax Ax
= vu; (L) — Ax (7 u; (t) + 7”i+1(t))

1 1
= v (t) — v (Eui(t) + Eui+1(t)>
v v
= Eui+1(t) - Eui(t)

B =2 (1 (8) — ()

35



Persamaan C

Xig1 02
C=—Df Ny, = u(x,t) dx
xl- a

Digunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikan persamaan C

Misalkan,
2
f(x) =Ni(x) dan g'(x) = @ﬁ(% t)
d 0 y Xi+1
f'@) = Nia() dan g() = 3ou(x 0|
Maka
Xi+1

FG)9' (0 = Mg 01 = [ 9o 0 G

Xi i

Sehingga diperoleh

xL+1 Xit1 9 d
=D [N () u(x t)] j 2 a(x, ) —= Ny, () dx
12 é ax dx 1,2

Substitusi persamaan N; ; persamaan (3.14) ke persamaan C sehingga menjadi

_ Xit+1 Xi+1 d — .
" x—x; 0 P X — X;
C=-D [ —u(x, t)] +D fxi —1u(x,t) [ENLZ (T)] dx

Ax o0x ox
Xiy1 — Xi d _ Yir1 g 1
= —DTau(xi+l,t)+DLi au(x t)( )dx

dengan x;,, — x; = Ax dan u(x;, t) = u;(t) maka persamaan C menjadi
Ax 0 Xit+1
C= DA % ul+1(t)+D—J —u(x t) dx

4 1 x1+1
= Da Uip1(t) +DA—u(x ]

Substitusi persamaan (3.11) ke persamaan C sehingga menjadi

Xi+1

d i+
C=-D— ul+1<t)+—[ () + m(t)]

36



37

Substitusi nilai batas x; dan x;,, pada persamaan C maka

0 D
C=-D auiﬂ(t) + Ax (ui+1(t) - ui(t))

Setelah diperoleh hasil dari perhitungan persamaan A, B, dan C, selanjutnya
disubstitusikan kembali ke persamaan I; , sehingga diperoleh
Ii’z = A + B + C

_ Ax (dui(t) i duyq(t)
276 \ dt dt

i+1(0) —u;(£)
Ax

)+ (i (® — 1 ®) (2.18)

d u

b. Metode Beda Hingga
Pada persamaan (3.17) dan persamaan (3.18) masih terdapat fungsi turunan
terhadap waktu. Oleh karena itu, langkah selanjutnya adalah mendiskritkan kedua
persamaan di atas dengan menggunakan metode beda hingga beda maju seperti

persamaan (3.19) berikut,

n+1 _

At

n
v u (3.19)

Pendiskritan fungsi turunan terhadap waktu dilakukan dengan cara substitusi

persamaan (3.19) ke persamaan (3.17) dan persamaan (3.18), sehingga diperoleh

n

- E uln+1 = u? ¥ u?:ll - u?+1 + z(un o un) -D uln+1 - U
17 g At At PRS- L Ax
(3.20)
+D Ouy
dx
1 1
= X (e Ui 2, —uy—pLan
1,2 6 At At 2 i+1 i ax i+1
Wy = 20
+D——~

Ax
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3.1.4 Pembentukan Sistem Persamaan Linier (Penggabungan)
Dilakukan penggabungan untuk persamaan (3.20) dan (3.21) dengan

ketentuan sebagai berikut,

Elemen ke-
Nodal ke- i—1 i i+1

Gambar 3.2 llustrasi Penggabungan Elemen-i dan Elemen-(i-1) di Node-i

Untuk elemen ke-i selain kondisi batas awal dan kondisi batas akhir, pada saat
penggabungan diperlukan persamaan dari elemen ke-(i —1) dengan fungsi
interpolasi kedua dan persamaan dari elemen ke-i dengan fungsi interpolasi
pertama seperti ilustrasi gambar di atas. Maka i diganti dengan i — 1 pada
persamaan (3.21) dan untuk persamaan (3.20) tidak berubah. Sehingga persamaan

(3.21) berubah menjadi

v d
+-@—wt)—D

Ax (ul*r —ul M
1. L . =il -1 + 2 l l - n 22
2 V: < At At 2 ax (322)
Ut — oyt
+ D 3 =il
Ax

Sebelum penggabungan, disederhanakan dulu persamaan (3.20), maka diperoleh

Ax [ ultt —u uM —un v ul . —ul
Ii L =— i i + i+1 i+1 + = (u?_ﬂ _ u{‘) _ D i+1 i
’ 6 At At 2 Ax
+p 24
ox

dikarenakan integral dari hasil kali residu dengan pembobot adalah nol, atau

I; 1 = 0 maka
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Ax ( uMt—u M —ul v ul  —ult ou™
0 S l l + i+1 i+1 + _(uln-l-l _ uln) _ D i+1 l + D L
6 At At 2 Ax 0x
A (XY DY B (A 0 Dy
6At 6At 2 Ax 6at “itt T \ear 2T Ax) i+t
oul
0x
Ax Ax Ax v D Ax v D
. n+l T TL+1: T o n e, n 323
3act tgag it <3At t3 Ax) w <6At 2t Ax) it (3:23)
3 oul
0x

Sebelum penggabungan, disederhanakan dulu persamaan (3.22), maka diperoleh

Ax (uM —ul, ulMt—u\ v 0
Ii,Z:?( : ST =Ly = X - +E(u?—u?_1)—Dau{l
Ul — u
+D i i1
Ax

dikarenakan integral dari hasil kali residu dengan pembobot adalah nol, atau

I; , = 0 maka
Ax (utt = ul 0 B 0
=?< “w T L)+5<”?‘”?—1)‘Da“’?
7l yon
+DL i—1
Ax
Ax Ax v D 2Ax 20x v D
0=— 7.1+1_<_+_+_) nog Tl+1_(_____) n
6at =1 " \ear 2" ax) M1 T ear 6At 2 Ax) ™
)
—D—u"
axul

Ax Ax Ax v D 20 x v D
AX ne1 BX g (BX TV n o (22X _V_ n 3.24
6ac M-t T3 (6At tot Ax) Uiyt (6At 2 Ax) b (3.24)

9]
+D &uf‘
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Selanjutnya dilakukan penggabungan untuk persamaan (3.23) dan persamaan

(3.24) seperti berikut

Ax 2Ax Ax Ax v D
n+1 n+1 n+1 n
6Ac -1 T3ar T gar i+l (6At 2 Ax)ul_l
+[(Ax+v D>+<2Ax v D)} n
38t 2 Ax) " \eAr 2 ax/l™
+<Ax v+ D) 4
6Ac 2 Ax)itt
Misalkan,
Ax
T 6At
b Ax
3At

d:<Ax 3_2)

35t T2 Ax
_(Ax v D)
NS WA 2 Ax
_(Ax v+D>
f= 6At 2 Ax

maka persamaan (3.25) menjadi

n+1 n+1 n+1 _ n n n
au;ly + 2bulT +auiyy =cup, +(d+ eyl + fuiy,

(3.25)

(3.26)

Sehingga diperoien rumus umum untuk penyeiesaian persamaan difusi konveksi

dengan metode elemen hingga adalah dengan ketentuan sebagai berikut:

a. Persamaan (3.23) digunakan untuk node-1.

b. Persamaan (3.24) digunakan untuk node-m, dengan banyaknya m titik

nodal.
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c. Persamaan (3.26) digunakan untuk node-2 sampai dengan node-(m — 1),

dengan banyaknya m titik nodal.

3.1.5 Penentuan Kondisi Batas

Kondisi batas yang digunakan dalam penelitian ini adalah kondisi batas
Dirichlet, sehingga persamaan (3.23) dan persamaan (3.24) tidak diperlukan
dalam proses penyelesaian numerik persamaan difusi konveksi 1D dengan metode

Galerkin — beda hingga

3.1.6 Pemecahan Sistem Persamaan

Dalam perhitungan ini akan dilakukan secara manual dengan kondisi
Ax = 0,5 dan At = 0,25 sehingga domain ruang terbagi menjadi 6 elemen dengan
7 titik nodal dan domain waktu terbagi menjadi 4 elemen dengan 5 titik nodal.
Pemilihan nilai Ax dan At yang cukup besar dilakukan agar mempermudah proses
perhitungan manual secara bertahap. Selanjutnya, pemecahan sistem persamaan
dilakukan dengan bantuan matriks. Adapun ketentuan lain yakni dilakukan

pemotongan pada hasil perhitungan sebanyak tujuh angka di belakang koma (,).

_ A% 3333333
YA\

X
= 0,6666667

b=—
3At

Ax v D
c= <—+ -+ —) = 0,7433333

6At 2 Ax
d—(Ax+v D)—10566667
“\3At 2 Ax)

D
At 2~ E) = 0,2566667



—(Ax v+D)— 0,0566667
f= 6At 2 Ax)

Substitusi nilai-nilai di atas pada persamaan (3.26) sehingga diperoleh

0,3333333ul*! + 2(0,6666667)ul*! + 0,3333333u/! = 0,7433333u]",
+ (1,0566667 + 0,2566667)ul* — 0,0566667u’, ,

0,3333333u/*! + 1,3333333u/*! + 0,3333333u/%}! = 0,7433333u]",

+ 1,3133333u* — 0,0566667u},

a. Saatn=1
0,3333333u? , + 1,3333333u? + 0,3333333u?,; = 0,7433333u]_,
+ 1,3133333u} — 0,0566667u;, ,
e Saati=2
0,3333333u? + 1,3333333u2 + 0,3333333u2 = 0,7433333u}
+ 1,3133333u} — 0,0566667u}
1,3333333u3 + 0,3333333u? = 0,7433333(0) + 1,3133333(0)
—0,0566667(1) — 0,3333333(0)
1,3333333u3 + 0,3333333uZ = —0,0566667
e Saati=3
0,3333333u2 + 1,3333333uZ + 0,3333333u? = 0,7433333u}
+1,3133333ul — 0,0566667u}
0,3333333u2 + 1,3333333uZ + 0,3333333u? = 0,7433333(0)
+1,3133333(1) — 0,0566667(0)

0,3333333u3 + 1,3333333uZ + 0,3333333u3 = 1,3133333

42
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e Saati=4
0,3333333u2 + 1,3333333u? + 0,3333333uZ = 0,7433333u}
+ 1,3133333u} — 0,0566667u;
0,3333333u2 + 1,3333333uZ + 0,3333333u2 = 0,7433333(1)
+ 1,3133333(0) — 0,0566667(0)
0,3333333uZ + 1,3333333u7 + 0,3333333uZ = 0,7433333
e Saati=5
0,3333333uZ + 1,3333333uZ + 0,3333333u2 = 0,7433333uj
+ 1,3133333ul — 0,0566667u;
0,3333333uZ + 1,3333333uZ + 0,3333333u2 = 0,7433333(0)
+ 1,3133333(0) — 0,0566667(0)
0,3333333u2 + 1,3333333uZ + 0,3333333u2 =0
e Saati=6
0,3333333u2 + 1,3333333uZ + 0,3333333u? = 0,7433333u;
+ 1,3133333u} — 0,0566667u’
0,3333333uZ + 1,3333333uZ = 0,7433333(0) + 1,3133333(0)
—0,0566667(0) — 0,3333333(0)
0,3333333uZ + 1,3333333uZ = 0

Diubah menjadi matriks sehingga

1,33333330,3333333 0 0 0o (%] —00566667
[0,3333333 1,33333330,3333333 0 0 ]|u§| [ 1,3133333
| "0 03333333133333330,3333333 0 ||u2|=| 07433333
| o 0 033333331,33333330,3333333 |2 0
Ll ) 0 0 03333333 1,3333333 J[ugJ 0
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[U2]  —0,2855385
uj 0,9721539
uz{ =] 0,3369231

wz| |-0,0898462
2| 100224615
L 6_

b. Saatn=2
0,3333333u7_, + 1,3333333u’ + 0,3333333w],, = 0,7433333u? ,
+ 1,3133333u? — 0,0566667u?,
e Saati=2
0,3333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u3 = 0,7433333u?
+ 1,3133333uZ — 0,0566667u3
1,3333333u3 + 0,3333333u = 0,7433333(0) + 1,3133333(—0,2855385)
—0,0566667(0,9721539) — 0,3333333(0)
1,3333333u3 + 0,3333333u = —0,4300959
e Saati=3
0,3333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u} = 0,7433333u3
+ 1,3133333uZ — 0,0566667u2
0,3333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u; = 0,7433333(—0,2855385)
+ 1,3133333(0,9721539)
—0,0566667(0,3369231)
0,3333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333uj = 1,0454195
e Saati=4
0,3333333u3 + 1,3333333u$ + 0,3333333ud = 0,7433333u2

+ 1,3133333uj — 0,0566667u?
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0,3333333uj + 1,3333333u3 + 0,3333333u2 = 0,7433333(0,9721539)
+ 1,3133333(0,3369231)
—0,0566667(—0,0898462)
0,3333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u = 1,1702179
e Saati=5
0,3333333uj + 1,3333333ud + 0,3333333u = 0,7433333u3
+ 1,3133333uZ — 0,0566667u?
0,3333333u3 + 1,3333333ud + 0,3333333u = 0,7433333(0,3369231)
+1,3133333(—0,0898462)
—0,0566667(0,0224615)
0,3333333u3 + 1,3333333us + 0,3333333u = 0,1311753
o Saati=6
0,3333333u? + 1,3333333u + 0,3333333u> = 0,7433333u?
+ 1,3133333uZ — 0,0566667u?
0,3333333u3 + 1,3333333u = 0,7433333(—0,0898462) + 1,3133333(0,0224615)
—0,0566667(0) — 0,3333333(0)
0,3333333u? + 1,3333333u = —0,0372862
Diubah menjadi matriks sehingga

u

3
(13333333 0,3333333 0 0 o ][ §1 —0,4300959
0,3333333 1,3333333 0,3333333 0 |u3| 1,0454195
0  0,33333331,3333333 0,3333333 Bl=| 1,1702179
0 0 03333333 1,33333330, 333333 [ugl 0,1311753
0 0 0 033333331,33333331[ 3| [—00372862]
6
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uz —0,5055471
u3 0,7319008
ui|=| 0,7142024
u —0,0780564
42 —0,0084505
1)

c. Saatn=3
0,3333333u/"; + 1,3333333u} + 0,3333333w,; = 0,7433333u;_,
+ 1,3133333u] — 0,0566667u?, ,
e Saati=2
0,3333333uf + 1,3333333u; + 0,3333333us = 0,7433333u3
+ 1,3133333u3 — 0,0566667u3
1,3333333uj + 0,3333333us = 0,7433333(0) + 1,3133333(—0,5055471)
— 0,0566667u3 — 0,3333333(0)
1,3333333u3 + 0,3333333us = —0,7054263
e Saati=3
0,3333333us + 1,3333333u? + 0,3333333us = 0,7433333u3
+1,3133333u3 — 0,0566667u}
0,3333333uj + 1,3333333us + 0,3333333uj = 0,7433333(—0,5055471)
+1,3133333(0,7319008)
—0,0566667(0,7142024)
0,3333333uj + 1,3333333us + 0,3333333uj = 0,5449682
e Saati=4
0,3333333u% + 1,3333333uj + 0,3333333ud = 0,7433333u3

+1,3133333u2 — 0,0566667u3
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0,3333333u3 + 1,3333333u; + 0,3333333us = 0,7433333(0,7319008)
+ 1,3133333(0,7142024)
—0,0566667(—0,0780564)
0,3333333u2 + 1,3333333u7 + 0,3333333us = 1,4864552
e Saati=5
0,3333333uf + 1,3333333ud + 0,3333333u? = 0,7433333u}
+ 1,3133333ud — 0,0566667u?
0,3333333u4 + 1,3333333us + 0,3333333ug = 0,7433333(0,7142024)
+ 1,3133333(—0,0780564)
—0,0566667(—0,0084505)
0,3333333u4 + 1,3333333us + 0,3333333u; = 0,4288552
e Saati=6
0,3333333us + 1,3333333u¢ + 0,3333333u? = 0,7433333u3
+ 1,3133333u — 0,0566667u3
0,3333333uz + 1,3333333u; = 0,7433333(—0,0780564)
+ 1,3133333(—0,0084505)
—0,0566667(0) — 0,3333333(0)

0,3333333us + 1,3333333u¢ = —0,0691203

Diubah menjadi matriks sehingga

[1,33333330,3333333 0 0 [—0,7054263]

0,33333331,3333333 0,3333333 0 0,5449682
0 0,3333333 1,3333333 0,3333333 =| 1,4864552
0 0 0,3333333 1,33333330, 3333333 4 0,4288552

0 0 0 0,33333331,3333333 lu4J —0,0691203
6
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“21 1-0,6055386]
us| | 0,3058754 |
us| =1 1,0169416 I
1 [ 0,0857238 J
" 0,0732712

d. Saatn=4
0,3333333u7_, + 1,3333333u? + 0,3333333w7,; = 0,7433333u/
+ 1,3133333u; — 0,0566667u},
e Saati=2
0,333333u} + 1,3333333u5 + 0,3333333u3 = 0,7433333u; + 1,3133333u?
— 0,0566667u%
1,3333333u5 + 0,3333333uj = 0,7433333(0) + 1,3133333(—0,6055386)
— 0,0566667(0,3058754) — 0,333333(0)
1,3333333u3 + 0,3333333u3 = —0,8126069
e Saati=3
0,333333u5 + 1,3333333uj + 0,3333333u; = 0,7433333us + 1,3133333u?
—0,0566667u}
0,333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u) = 0,7433333(—0,6055386)
+1,3133333(0,3058754)
— 0,0566667(1,0169416)
0,333333u3 + 1,3333333u3 + 0,3333333u} = —0,1060273
e Saati=4
0,333333u3 + 1,3333333uj + 0,3333333u2 = 0,7433333us + 1,3133333u}

—0,0566667us
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0,333333u3 + 1,3333333u] + 0,3333333u2 = 0,7433333(0,3058754)
+ 1,3133333(1,0169416)
—0,0566667(0,0857238)
0,333333u3 + 1,3333333u$ + 0,3333333u2 = 1,5580931
e Saati=5
0,333333uj + 1,3333333us + 0,3333333u2 = 0,7433333us + 1,3133333ul
—0,0566667ug
0,333333u3 + 1,3333333u2 + 0,3333333u2 = 0,7433333(1,0169416)
+ 1,3133333(0,0857238)
—0,0566667(—0,0732712)
0,333333u} + 1,3333333u2 + 0,3333333u? = 0,8726625
e Saati=6
0,333333u2 + 1,3333333u? + 0,3333333u5 = 0,7433333uz + 1,3133333u}
— 0,0566667u%
0,333333ug + 1,3333333ug = 0,7433333(0,0857238) + 1,3133333(—0,0732712)
—0,0566667(0) — 0,3333333(0)
0,333333u2 + 1,3333333u2 = —0,0325081

Diubah menjadi matriks sehingga

<

5
1,3333333 0,3333333 0 0 0 [ f_J —0,8126069
[0,3333333 1,3333333 0,3333333 0 0 ”us | [—0,1060273
I 0  0,33333331,33333330,3333333 0 I|ug| =| 15580931 |
| 0 0 03333333 1,33333330,3333333 I|u5| | 0,8726625 |
L o 0 0 03333333 1,3333333Jlu§J |-0,0325081]
6
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_u5_

21 [-0,5540349
uz| [-0,2216811
uj| =1 1,1226773
us 0,4052510

5| 1-0,1256938
| U

3.2 Analisis Galat

Analisis galat akan dilakukan secara manual dan dengan bantuan program
Python. Analisis galat secara manual dilakukan saat nilai Ax = 0,5 dan At =
0,25. Sedangkan saat nilai Ax dan At yang dipilih sebagai berikut akan dilakukan
dengan bantaun program,

a. Ax =0,5dan At = 0,025
b. Ax = 0,05 dan At = 0,25
c. Ax = 0,05 dan At = 0,025
d. Ax = 0,005 dan At = 0,025
Penggunaan berbagai macam nilai Ax dan At dilakukan untuk mengetahui hasil

solusi numerik yang tepat.

3.2.1 Analisis Galat Saat Ax = 0,5 dan At = 0,25
Berikut tabel dari solusi numerik berdasarkan perhitungan sebelumnya dan solusi

analitik dari persamaan difusi konveksi 1D saat Ax = 0,5 dan At = 0,25

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.1 Solusi Numerik Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Metode
Elemen Hingga
t
X,t n=1 n=2 n= 3 n=4 n=>5
t=0 t =0,25 t=0,5 t=0,75 t=1
i =1,
x=0 0 0 0 0 0
M : 02;5 0 —0,2855385 | —0,5055471 | —0,6055386 | —0,5540349
lx:: 31’ 1 0,9721539 0,7319008 0,3058754 | —0,2216811
; : 14’5 0 0,3369231 0,7142024 1,0169416 1,1226773
lx:: 52’ 0 —0,0898462 | —0,0780564 0,0857238 0,4052510
; : 26’5 0 0,0224615 —0,0084505 | —0,0732712 | —0,1256938
L=7, 0 0 0 0 0
X

Tabel 3.2 Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D

X, t = il =W 1l =2 n =4 k=l 5
t=0 H=I025 t=20,5 4 = (0) 75 =

i =1,
x=0 v L 0 0 0
= 2,
x=0,5 0 0 . v 0
’x== 31 1 0,0129511 | 0,0000135 0 0
; : 14’5 0 0,0000873 0,2964215 0,3032653 0,0122195
lx== 52' 0 0 0 0,0001677 0,0902909
i = 6,
X=25 0 0 0 0 0
L=7, 0 0 0 0 0
x=3

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berikut gambar dari solusi numerik dan solusi analitik saat berada di t = 0,5

-0.2

-0.6

104

0.8 §

0.6 4

0.4 4

0.2 4
0.0

—— solusi numerik
—— solusi analitik

00 05

10

15 20
x

30

Gambar 3.3 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D Saat t = 0,5
dengan Ax = 0,5 dan At = 0,25

Gambar (3.3) terlihat solusi analitik dan solusi numerik memiliki

perbedaan yang sangat jauh. Akan tetapi, antara solusi analitik dan solusi numerik

mengalami perubahan pergerakan yang sama yaitu dari x = 1 menuju x = 1,5

mengalami peningkatan dan mengalami penurunan saat menuju x = 2.

Berdasarkan solusi numerik persamaan (3.1) pada Tabel 3.1 dan solusi

analitik persamaan (3.1) pada Tabel 3.2 diperoleh nilai error dengan ketentuan

pada persamaan (2.19) adalah sebagai berikut;

Tabel 3.3 Nilai Error atau Selisih Mutlak dari Solusi Numerik dan Solusi

Analitik
t
t=0 =025 t =0, =075 t=1

i =1,

x=0 0 0 0 0 0

; f 02'5 0 0,2855385 | 0,5055471 | 0,6055386 | 0,5540349
lx=_ ?1' 0 0,9592027 | 0,7318873 | 0,3058754 | 0,2216811
; : 14'5 0 0,3368358 | 0,4177809 | 0,7136763 | 1,1104578
lxz_ 52' 0 0,0898462 | 0,0780564 | 0,0855560 | 0,3149602
; f 26'5 0 0,0224615 | 0,0084505 | 0,0732712 | 0,1256938
=7 0 0 0 0 0

x =3
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Nilai error pada Tabel 3.3 saat t € [0,1] relatif besar. Terlihat jelas pada saat
x = 1,5 yang memiliki nilai error 1,1104578 dimana saat t = 1. Oleh karena itu,
dapat dipastikan dengan seiring bertambahnya waktu maka nilai error semakin
besar. Hal ini merupakan akibat dari penggunaan metode beda maju untuk

diskritisasi waktu.

3.2.2 Analisis Galat Saat Ax = 0,5 dan At = 0,025
Analisis galat selanjutnya dilakukan dengan bantuan Python, dengan nilai
Ax = 0,5 dan At = 0,025. Sebelum dilakukan analisis galat, berikut gambar

solusi numerik dan solusi analitik saat t = 0,5

0.6 — ®— Solusi Numerik
/ — Solusi Analitik
04

02

0.0

Gambar 3.4 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D saat t = 0,5
dengan Ax = 0,5 dan At = 0,025

Gambar (3.4) terlihat bahwa solusi analitik dan solusi numerik memiliki
perbedaan yang sangat jauh. Akan tetapi memiliki perubahan pergerakan yang
sama meskipun perubahan yang terjadi saat dari x =1 menuju x = 1,5 tidak
mengalami peningkatan cukup besar. Untuk lebih memperjelas proses yang terjadi

saat t = 0 sampai t = 1, perhatikan gambar berikut;
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Gambar 3.5 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,5

dan At = 0,025

Gambar (3.5) mengilustrasikan solusi numerik (kiri) dan solusi analitik

(kanan) pada seluruh domain ruang saat 0 < x < 3 dan domain waktu 0 <t < 1.

Terlihat jelas bahwa solusi numerik dan solusi analatik memiliki perbedaan yang

sangat jauh.

Untuk lebih memperjelas perbedaan dari solusi numerik dan solusi analitik

maka dilakukan analisis galat saat Ax = 0,5 dan At = 0,025 dengan bantuan

program Python sebagai berikut,

0.6
0.5
0.4
03
0.2
01

Gambar 3.6 Perubahan Galat Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,5 dan At = 0,025

Galat yang dihasilkan lebih kecil dibandingkan saat Ax = 0,5 dan At =

0,25. Hal ini dikarenakan digunakan nilai At yang lebih kecil dari sebelumnya.

Meskipun nilai galat bukanlah nilai yang sangat kecil akan tetapi tidak ada e > 1.
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3.2.3 Analaisis Galat Saat Ax = 0,05 dan At = 0,25
Analisis galat selanjutnya dilakukan dengan memilih nilai Ax = 0,05 dan

At = 0,25. Berikut gambar solusi numerik dan solusi analitik saat t = 0,5

10 I #— Solusi Numerik
—— Solusi Analitik

wn

-10

0o 05 10 15 20 25 30

Gambar 3.7 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D saat t = 0,5
dengan Ax = 0,05 dan At = 0,25

Gambar (3.7) terlihat solusi numerik identik dengan solusi analitik saat
menuju x = 1 dan mengalami perbedaan yang sangat besar setelahnya. Kemudian
kedua solusi sangat identik mulai dari x menuju ke 1,5 sampai x = 3. Untuk lebih
memperjelas proses yang terjadi saat t = 0 sampai t = 1, perhatikan gambar

berikut;

05
04
03
02
0l
0.0

—20
=40
—60
—&0

Gambar 3.8 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan
Ax = 0,05 dan At = 0,25
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Gambar (3.8) mengilustrasikan solusi numerik (Kiri) dan solusi analitik

(kanan) pada seluruh domain ruang saat 0 < x < 3 dan domain waktu 0 <t < 1.

Terlihat jelas bahwa solusi numerik dan solusi analatik memiliki perbedaan yang

sangat jauh. Perbandingan antara solusi numerik dan solusi analitik sangat jauh

dibandingkan dengan simulasi sebelumnya. Hal ini dimungkinkan dikarenakan
nilai dari At > Ax.

Untuk lebih memperjelas perbedaan dari solusi numerik dan solusi analitik

maka dilakukan analisis galat saat Ax = 0,05 dan At = 0,25 dengan bantuan

program Python sebagai berikut,

Gambar 3.9 Perubahan Galat Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,05 dan At = 0,25

Galat yang dihasilkan sangat besar dan terus meningkat seiring
bertambahnya waktu hingga mencapai e = 350. Hal ini dapat dipastikan karena

penggunaan nilai At yang lebih besar dari nilai Ax.

3.3.4 Analisis Galat Saat Ax = 0,05 dan At = 0,025
Analisis galat selanjutnya dilakukan dengan memilih nilai Ax = 0,05 dan

At = 0,025. Berikut gambar solusi numerik dan solusi analitik saat t = 0,5
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Gambar 3.10 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D saat t = 0,5
dengan Ax = 0,05 dan At = 0,025

Gambar (3.10) menggambarkan solusi numerik dan solusi analitik saat
t = 0,5. Sama halnya dengan simulasi ketiga yang memiliki keidentikan antara
solusi numerik dan solusi analitik hanya pada titik-titik di sekitar batas awal dan
batas akhir, dan perubahan melonjak drastis saat berada di titik puncak. Untuk
lebih memperjelas proses yang terjadi saat t = 0 sampai t = 1, perhatikan gambar

berikut;

Gambar 3.11 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan
Ax = 0,05 dan At = 0,025

Gambar (3.11) mengilustrasikan solusi numerik (kiri) dan solusi analitik
(kanan) pada seluruh domain ruang 0 < x < 3 dan domain waktu 0 <t < 1.
Perubahan suhu yang terjadi dari waktu ke waktu terlihat lebih teratur

dibandingkan dengan ketiga simulasi sebelumnya. Akan tetapi, perubahan suhu
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yang terjadi untuk solusi numerik mengalami peningkatan seiring bertambahnya
waktu, sedangkan untuk solusi analitik terjadi perubahan suhu yang terus
menurun seiring bertambahnya waktu.

Untuk lebih memperjelas perbedaan dari solusi numerik dan solusi analitik
maka dilakukan analisis galat saat Ax = 0,05 dan At = 0,025 dengan bantuan

program Python sebagai berikut,

12
10
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

Gambar 3.12 Perubahan Galat Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,05 dan
At = 0,025

Galat yang dihasilkan meningkat secara terus menerus seiring
bertambahnya waktu dengan peningkatan yang stabil. Hal ini dapat dipastikan
karena proses diskritisasi waktu yang menggunakan metode beda maju, sehingga
seiring bertambahnya waktu nilai galat yang dihasilkan pun semakin besar. Akan
tetapi nilai galat yang dihasilkan tidaklah sebesar nilai galat dari simulasi
sebelumnya yaitu mencapai e = 1,4 dikarenakan nilai Ax dan At lebih kecil

dibandingkan simulasi sebelumnya.

3.3.5 Analisis Galat Saat Ax = 0,05 dan At = 0,00125
Analisis galat selanjutnya dilakukan dengan memilih nilai Ax = 0,05 dan

At = 0,00125. Pemilihan nilai Ax dan At dilakukan dengan ketentuan At =
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%sz (Strang, 2006). Berikut gambar solusi numerik dan solusi analitik saat

t=20,5

0.4

0.3

02

01

0.0

0.6 1

0.5 4

—&— Solusi Numerik
= Solusi Analitik

0.0 05 10 1s 20 25 30

Gambar 3.13 Solusi Numerik dan Solusi Analitik Persamaan Difusi Konveksi 1D saat t = 0,5

dengan Ax = 0,05 dan At = 0,00125

Gambar (3.13) menggambarkan solusi numerik dan solusi analitik saat

t = 0,5. Dengan nilai Ax = 0,05 dan At = 0,00125 diperoleh solusi numerik

yang sangat identik dibandingkan keempat simulasi sebelumnya. Hal ini

dikarenakan pemilihan nilai Ax dan At yang sangat kecil. Untuk lebih

memperjelas proses yang terjadi saat t = 0 sampai t = 1, perhatikan gambar

berikut;

Gambar 3.14 Solusi Numerik Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,05 dan

At = 0,00125
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Gambar (3.14) mengilustrasikan solusi numerik pada seluruh domain

ruang saat 0 < x < 3 dan domain waktu 0 < t < 1. Perubahan suhu yang terjadi
memiliki pola pergerakan yang sama antara solusi numerik dan solusi analitik.

Untuk lebih memperjelas perbedaan dari solusi numerik dan solusi analitik

maka dilakukan analisis galat saat Ax = 0,05 dan At = 0,00125 dengan bantuan

program Python sebagai berikut,

0.0200
0.0175
0.0150
0.0125
0.0100
0.0075
0.0050
0.0025
0.0000

Gambar 3.15 Perubahan Galat Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan Ax = 0,05 dan
At = 0,00125

Galat yang dihasilkan lebih kecil dibandingkan galat dari keempat simulasi
sebelumnya. Hal ini berarti bahwa solusi numerik yang diperoleh dengan nilai
Ax = 0,05 dan At = 0,00125 akurat atau dengan kata lain solusi numerik yang

diperoleh mendekati solusi analitik.

3.3 Kajian Islam Tentang Penyelesaian Numerik

Penyelesaian persamaan difusi konveksi 1D dengan metode Galerkin —
beda hingga adalah penyelesaian secara numerik, sehingga dapat dipastikan solusi
yang diperoleh memiliki galat atau error. Apabila solusi numerik memiliki nilai
yang hampir mendekati solusi analitik maka galat yang dihasilkan sedikit dan

solusi numerik dapat dikatakan akurat. Sehingga, untuk memperoleh nilai galat
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yang sedikit diharuskan solusi numerik dan solusi analatik harus seimbang
nilainya atau dengan kata lain memilki perbedaan nilai yang sedikit.

Allah berfirman tentang keseimbangan dalam surat Ar-Rahman 7:9

7 Dan Allah telah meninggikan langit dan Dia meletakkan neraca (keadilan). Supaya
kamu jangan melampaui batas tentang neraca itu. Dan Tegakkanlah timbangan itu
dengan adil dan janganlah kamu mengurangi neraca itu.”

Menurut tafsir Al-Maraghiy, makna dari ayat ke-7 adalah Allah
menjadikan alam tinggi, alam langit yang tergantung di angkasa, tempat malaikat
yang menurunkan wahyu kepada nabi-nabi Nya. Dan Allah menjadikan aturan-
aturan di alam bumi in berjalan pada jalan keadilan. Yakni, adil dalam soal
keyakinan, sepertoi tauhid. Dan juga adil dalam soal ibadah, keutamaan dan adab
kesopanan. Dan adil pula di antara kekuatan-kekuatan rohani dan jasmani.
Maksudnya bahwa Allah menyuruh hamba-hamba Nya supaya mensucikan jiwa
mereka namun membolehkan untuk mereka sekian banyak makanan yang baik
untuk memelihara tubuh mereka. Dan Allah melarang keterlaluan dalam
melakukan agama dan berlebih-lebihan dalam mencintai dunia.

Selanjutnya tafsir dari ayat ke-8 melanjutkan ayat sebelumnya yang
menjelaskan tentang keseimbangan. Allah melakukan yang sedemikian rupa
supaya kalian jangan keterlaluan dalam melampaui keadilan, serta bersikap
pertengahan yang sepatutnya dilakukan dan agar segala urusan berjalan sesuai
dengan sunnah-sunnah keseimbangan pada segala perkara yang telah Allah
letakkan untukmu. Dengan demikian, maka akan meningkatlah derajat dan
teraturlah pekerjaan-pekerjaanmu maupun hubungan-hubunganmu.

Allah telah mempertegas lagi hal lain dengan firman-Nya pada ayat ke-9
bahwa Allah memperhatikan segala perbuatan dan perkataan manusia. Adapun

perulangan di sini mengandung arti bahwa Allah mewasiatkan keadilan dan
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menekankan agar keadilan itu dipakai dan dianjurkan. Pertama, Allah telah
menyuruh agar melakukan keseimbangan. Kemudian melarang untuk melampaui
batas. Selanjutnya Dia melarang mengurangi timbangan dan berbuat curang.
Qatadah berkata mengenai ayat ini yaitu berlaku adillah hai anak Adam,
sebagaimana kamu ingin diperlakukan dengan adil, dan tunaikanlah dengan
sempurna sebagaimana kamu ingin ditunaikan dengan sempurna karena dengan
keadilan manusia menjadi beres.

Berdasarkan ayat di atas, adapun hadis Rasulullah riwayat ibnu Asakir
tentang keseimbangan yang harus kita lakukan sebagai manusia Yyaitu
keseimbangan dalam urusan dunia dan akhirat. Dari Anas ra bahwasannya
Rasulullah SAW telah bersabda, “Bukanlah yang terbaik di antara kamu orang
yang meninggalkan urusan dunianya karena (mengejar) urusan akhiratnya, dan
bukan pula (orang yang terbaik) orang yang meninggalkan akhiratnya karena
mengejar urusan dunianya, sehingga ia memperoleh kedua-duanya, karena dunia
itu adalah (perantara) yang menyampaikan ke akhirat, dan janganlah kamu
menjadi bebean orang lain.”

Hadis di atas menjelaskan tentang kehidupan manusia yang seharusnya,
yaitu kehidupan yang berimbang. Kehidupan dunia harus diperhatikan disamping
kehidupan akhirat. Islam tidak memandang baik terhadap orang yang hanya
mengutamakan urusan dunia saja, tapi urusan akhirat dilupakan. Sebaliknya Islam
juga tidak mengajarkan umat manusia untuk konsentrasi hanya pada urusan
akhirat saja sehingga melupakan kehidupan dunia.

Begitu pula dalam penyelesaian numerik, hasil dari solusi numerik dan

solusi analitik harus seimbang supaya nilai galat yang diperoleh tidak terlalu jauh.
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Karena jika solusi numerik dan solusi analitik memiliki perbedaan yang sangat
jauh maka nilai galat yang diperoleh akan bernilai besar. Sedangkan jika solusi
analitik dan solusi numerik memiliki perbedaan yang sangat sedikit atau dapat
dikatakan seimbang, maka nilai galat yang diperoleh juga sangat kecil. Hal ini
dimaksudkan supaya solusi numerik yang diperoleh mendekati solusi analitik.
Dikarenakan nilai galat diperoleh dari hasil selisih antara solusi numerik dan

solusi analitik.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut

1.

Solusi numerik yang diperoleh dari persamaan difusi konveksi 1D dengan
menggunakan metode Galerkin-beda hingga dapat dilakukan dengan
mendiskritkan domain menggunakan elemen garis, kemudian mencari solusi
aproksimasi dengan interpolasi dari setiap elemen, lalu meminimumkan
residu dengan menggunakan metode residu berbobot dan pemilihan bobot
digunakan metode Galerkin, kemudian diskritisasi fungsi turunan terhadap
waktu dengan metode beda hingga, selanjutnya melakukan penggabungan
elemen sehingga terbentuk sistem persamaan linier dan menyelesaikan sistem
persamaan tersebut dengan bantuan matriks.

Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan dapat disimpulkan bahwa
semakin kecil nilai Ax dan At yang dipilih mengakibatkan nilai error yang

dihasilkan semakin kecil dengan ketentuan nilai dari At < Ax atau seperti

dalam (Strang, 2006) At = %sz.

4.2 Saran

Penerapan metode Galerkin yang termasuk dalam metode elemen hingga

dalam menyelesaikan persamaan difusi konveksi 1D yang termasuk masalah

unsteady diperlukan metode lain dalam mendiskritkan waktu, seperti metode beda

hingga. Dalam penelitian ini dilakukan metode beda maju yang mengakibatkan

solusi yang diperoleh kurang akurat untuk nilai At kecil. Oleh karena itu penulis

64
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menyarankan agar penelitian selanjutnya digunakan metode beda hingga yang

lebih akurat seperti metode Crank-Nicolson.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran 1. Program Simulasi Persamaan Difusi Konveksi 1D dengan

Metode Galerkin-Beda Hingga dengan bantun Python

from numpy import *

from numpy.linalg import *

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import cm

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
import numpy as np

# set printoptions (precision=4)
set printoptions (suppress=True)

v = 0.8

D = 0.005

dx = 0.5

xa = 0

xXb = 3

M = int( (xb-xa)/dx )

e = 025

ta = 0

th = 1

N = int( (tb-ta)/dt )

a = dx/ (6*dt)

b = dx/ (3*dt)

c = dx/ (6*dt) + v/2 + D/dx
d = dx/(3*dt) + v/2 - D/dx
e = dx/(3*dt) - v/2 - D/dx
f ='dx/(6*dt) - v/2 + D/dx

= linspace (xa, xb,M+1)
linspace (ta, tb,N+1)
zeros ( (M+1,N+1))
= zeros ((M+1,N+1))

c a ot X
Il

#solusi analitik
for n in range (N+1):
for i in range (M+1):
U[i,n] = ( 1/sqgrt (4*t[n]+1)
v*t[n])**2/(D* (4*t[n]+1)) )

#kondisi batas dan kondisi nilali awal

ul:,0] =UJ[:,0]
ul0,:]1 = U0, :]
ul-1,:]1 = U[-1, :]

A = zeros((M-1,M-1))
B = zeros((M-1,1))



for n in range (N) :

i=20

Afli,1i] = 2*b

Ali,i+1] = a

B[i,0] = c*uli,n] + (dte)*uli+l,n] + £*uli+2,n] -

a*uli,n+1]

for i in range(1,M-2):

Ali,1-1]1 = a
Aldi, 1] = o)
Ali,1+1] = a
B[i,0] = c*ul[i,n] + (d+e)*uli+l,n] + f£*ul[i+2,n]
i = M-2
Ali,1-1]1 = a
Aldi, 1] = 2*b
B[i, 0] =B CU[E=n |- GISFE)) AT AN A R T O )| -

a*uli+2,n+1]
X = solve (A, B)
U [[1L g =1L, Mgkl ll= X [0 |

#plot solusi analitik dan solusi numerik saat t=0,5
Bl SNSRI IR P2, |, "o, ¢ Wl :fl, 2% Zeil)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("u")

plt.legend(["Solusi Numerik","Solusi Analitik"])
plt.show ()

#plot solusi numerik saat t = 0 sampai t = 1

T, X = meshgrid(t,x)

fig = plt.figure()

ax = fig.add subplot (111l,projection="3d")

surf = ax.plot surface (X, T, ul:, :6007, rstride=1,
cstride=1, cmap=cm.coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
fig.colorbar (surf, shrink=0.5, aspect=5)

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("t")

plt.show ()

#plot nilai galat

E = abs (U-u)

T, X = meshgrid(t,x)

fig = plt.figure()

ax = fig.add subplot(11ll,projection="'3d")

surf = ax.plot surface (X, T, E[:,:6007, rstride=1,
cstride=1, cmap=cm.coolwarm, linewidth=0, antialiased=False)
fig.colorbar (surf, shrink=0.5, aspect=5)
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plt.xlabel ("
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plt.show()
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