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Orang Hebat adalah Orang-orang yang Pernah Gagal, Lalu Berjuang untuk 
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ABSTRAK 

Febry, Ifkra. 2019. Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf 

Invers dari Grup Modulo. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains 

dan Teknologi, Universitas Islam Negri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Dr. Usman Pagalay, M.Si. 

 

Kata Kunci: matriks antiadjacency, matriks Laplace, spektrum antiadjacency, 

spektrum Laplace, graf invers, grup modulo. 

 

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, seperti matriks antiadjacency 

yang dinotasikan 𝐀+(𝐆) yang diperoleh dari matriks adjacency dinotasikan 𝐀(𝐆), 

matriks Laplace yang dinotasikan 𝐋(𝐆) diperoleh dari operasi pengurangan matriks 

derajat titik dinotasikan 𝐃(𝐆) dan matriks 𝐀(𝐆) yang ditunjukan oleh 𝐋(𝐆) = 

𝐃(𝐆) − 𝐀(𝐆). Ketika graf telah dalam bentuk matriks, maka dapat ditentukan nilai 

eigen pada baris pertama dan algebraic multiplicity pada baris kedua disebut 

spektrum. Spektrum yang diperoleh dari matriks 𝐀+(𝐆) disebut spektrum matriks 

antiadjacency dinotasikan sebagai 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝐆)) dan yang diperoleh dari matriks 

𝐋(𝐆) disebut spektrum Laplace dinotasikan sebagai 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝐆)). Tujuan dari 

penelitian ini adalah mencari pola dari  𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝐆)) dan 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝐆)). Hasil dari 

penelitian ini diperoleh: 

a. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup 

modulo untuk 𝑛 ganjil adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 ( 𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

b. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup 

modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4k + 2, k ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

c. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup 

modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4k + 4, k ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 

Bagi penelitian selanjutnya, diharapkan dapat menemukan bermacam-macam 

teorema tentang spektrum selain antiadjacency dan Laplace dari graf lainnya.   
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ABSTRACT 

Febry, Ifkra. 2019 The Spectrum of Antiadjacency Matrix and Laplacian 

Matrix Graph Inverse of Modulo Group. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic University 

of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) 

Dr. Usman Pagalay, M.Si. 

 

Keyword:  antiadjacency matrix, Laplacian matrix, antiadjacency spectrum, 

Laplacian spectrum, inverse graph, modulo group. 

 

Graph can be shown in the from of matrix, like antiadjacency matrix is 

denoted by 𝐀+(𝐆) obtained from adjacency matrix  denoted 𝐀(𝐆), Laplacian 

matrix is denoted by 𝐋(𝐆) obtained from the reduction operation of degree matrix 

denoted 𝐃(𝐆) and matrix 𝐀(𝐆) indicated by 𝐋(𝐆)  =  𝐃(𝐆) –  𝐀(𝐆). When the 

graph is in the form of a matrix, then it can be determined the eigenvalue in the first 

row and algebraic multiplicity in the second row is called the spectrum. The 

spectrum obtained from the matrix  𝐀+(𝐆) is called the antiadjacency matrix 

spectrum denoted as 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝐆)) and what is obtained from the matrix 𝐋(𝐆) is 

called the Laplacian spectrum denoted as 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝐆)). The purpose of this study 

is to look for patterns from 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝐆)) and 𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝐆)). The results of this 

study were obtained: 

a. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix of the inverse graph of 

the modulo group for odd 𝑛 is: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 ( 𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

b. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix is the inverse graph of 

the modulo group for 𝑛 even and 𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑘 ∈ ℕ is: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

c. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix is the inverse graph of 

the modulo group for 𝑛 even and 𝑛 = 4𝑘 + 4, 𝑘 ∈ ℕ is: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 

For further research, it is expected to find various kinds of theorems about 

spectrum other than antiadjacency and Laplacian from other graphs.  
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 ملخص

 جروب انعكاس غراف لابلاس ومصفوفة التجاوز مكافحة مصفوفة طيف. 2019. إفكرى فبري، 
 مولانا الإسلامية الحكوميه جامعه والتكنولوجيا، العلوم كلية  الرياضيات، شعبة بحث. مودولو

 نماعث الدكتور( ۲. )الماجستير عبدالشاكر، الدكتور (۱) :المستشارين .مالانج إبراهيم مالك
 .الماجستير ،ليغف

 
 طيف للعدوانية، المضادة الطيف لابلاس، مصفوفة مكافحة، مصفوفة :الرئيسيه الكلمات

 .مودولو  مجموعة العكسي الرسم لابلاس،
 . 

 𝐀+(𝐆)على تدل للعمود المضادة المصفوفة مثل ، المصفوفة في البياني الرسم يظهر أن يمكن
 التي Laplace  𝐋(𝐆) مصفوفة تدل ، 𝐀(𝐆) إليها المشار adjacency مصفوفة من عليها الحصول تم
 إليها المشار 𝐀(𝐆) ومصفوفة 𝐃(𝐆) على تدل درجة لمصفوفة التخفيض عملية من عليها الحصول تم

𝐋(𝐆)  بواسطة = 𝐃(𝐆) − 𝐀(𝐆)تحديد يمكن فإنه مصفوفة، شكل في البياني الرسم يكون عندما 
 الطيف على يطلق. بالطيف الثاني الصف في الجبرية التعددية وتسمى الأول الصف في الذاتية القيمة

 أنه على إليه يشار والذي antiadjacency  مصفوفة طيف 𝐀+(𝐆) المصفوفة من يهلع المتحصل
𝐒𝐩𝐞𝐜(𝐀+(𝐆)) المصفوفة من عليه الحصول يتم ما ويسمى 𝐋(𝐆) بـ الخاص بالطيف Laplace الذي 

 تالمواصفا من أنماط عن البحث هو الدراسة هذه من الغرض .𝐒𝐩𝐞𝐜 𝐋(𝐆) أنه على إليه يشار
𝐒𝐩𝐞𝐜 𝐀+(𝐆) و  𝐒𝐩𝐞𝐜 𝐋(𝐆) الدراسة هذه نتائج على الحصول تم: 

 لمودولو لمجموعة العكسي البياني للرسم لابلاس ومصفوفة التكاثف مناهضة مصفوفة .أ
 : هي odd 𝑛ـ

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 ( 𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

 و. 𝒏 لمودولو لمجموعة المعكوس الرسم هي لابلاس ومصفوفة الطيف معاداة مصفوفة .ب
𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑘 ∈ 𝑁 ، هي: 
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𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

 و ـ𝒏 ودولولم لمجموعة المعكوس الرسم هي لابلاس ومصفوفة التكاثف مناهضة مصفوفة .ج
𝑛 =  4𝑘 +  4 𝑘 ∈ 𝑁 ، هي: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑨+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝑳(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 𝑉(𝐺) 

yang disebut sisi. Banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan dilambangkan 

dengan 𝑛(𝐺), dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑚(𝐺). Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 

𝑣, ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣. Jika 𝑒 = (𝑢, 𝑣) adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut 

terhubung langsung (adjacent), 𝑣 dan 𝑒 serta 𝑢 dan 𝑒 disebut terkait langsung 

(incident), dan titik 𝑢 dan 𝑣 disebut ujung dari 𝑒 (Chartrand, dkk, 2016). 

Teori graf juga membahas tentang suatu graf yang dibangun dari grup, 

misalnya graf invers dan komplemen graf invers. Misalkan (Γ,∗) adalah grup 

berhingga dan 𝑆 = {𝑢 ∈ Γ|𝑢 ≠ 𝑢−1}. Didefinisikan graf invers yang terkait dengan 

Γ, yaitu 𝐺𝑆(Γ) adalah graf yang himpunan titiknya anggota dengan Γ sedemikian 

sehingga dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 adalah terhubung langsung jika dan hanya 

jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆 (Monther dan Yusuf, 2017). 

Salah satu kajian dalam teori spekral graf adalah menentukan spektrum pada 

graf. Spektrum pada graf merupakan pasangan terurut dari nilai-nilai eigen matriks 

ketetanggaan beserta multiplisitasnya. Jika  adalah nilai eigen dari matriks A, 

maka multiplisitas aljabar didefinisikan sebagai multiplisitas dari  sebagai akar 

polinom karakteristik dari A. Multiplisitas geometri didefinisikan sebagai dimensi 
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dari ruang eigen E. Matriks simetri, multiplisitas geometri sama dengan 

multiplisitas aljabarnya (Kolman, 2007).  

Adapun penelitian sebelumnya yang sudah dilakukan para peneliti tentang 

spectrum graf yaitu Shuhua Yin (2006) meneliti spektrum Adjacency dan spektrum 

Laplace pada graf Gl yang diperoleh dari graf komplit Kl dengan menambahkan 

pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di Kl. Yuanping Zhang (2008) 

meneliti tentang Q-spectrum graf lolipop. Abdussakir, dkk (2009) meneliti 

spektrum Adjacency pada graf Komplit (Kn), graf Star (Sn), graf Bipartisi Komplit 

(Km,n), dan graf Lintasan (Pn). Ayyaswamy dan Balachandran (2010) meneliti 

spectrum Detour beberapa graf. Imam Fachruddin (2010) meneliti spektrum graf 

hasil kali Cartesius. Lailatul Khusnah (2011) meneliti spektrum Detour pada Graf 

Komplit (𝐾𝑛 ). Bayu Tara Wijaya (2011) meneliti spektrum Detour Graf m-Partisi 

Komplit. 

Hakikat keberadaan manusia di atas sendi kekeluargaan erat hubungannya 

dengan tali silaturahim. Dihimpunnya semua unsur ini didalam hati nurani manusia 

dan dijadikannya titik pusat untuk mengatur masyarakat islam di atas pondasinya. 

Dipelihara golongan lemah melalui rasa soladaritas antar keluarga, yang 

bertuhankan Sang Maha Pencipta Yang Maha Esa; dan dipeliharanya masyarakat 

ini dari kekejian, kezaliman, dan fitnah; serta diaturnya keluarga mislim, 

masyarakat muslim, dan seluruh manusia muslim diatas prinsip kesatuan rububiyah 

dan kesatuan kemanusian. Allah Swt. berfirman dalam al-Quran surat an-Nisa ayat 

1, yaitu: 
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هَا  يُّ
َ
َٰٓأ فۡسٖ وََٰحِدَةٖ وخََلَقَ مِنۡهَا زَوجَۡهَايَ ِن نَّ ِي خَلقََكُم م  ْ رَبَّكُمُ ٱلََّّ وَبَثَّ  ٱلنَّاسُ ٱتَّقُوا

َ كََنَ عَ  ۚٗ إنَِّ ٱللََّّ رحَۡامَ
َ
 ۦوَٱلۡۡ ِي تسََاءَٓلوُنَ بهِِ َ ٱلََّّ ۚٗ وَٱتَّقُواْ ٱللََّّ ا وَنسَِاءٓا لَيۡكُمۡ مِنۡهُمَا رجَِالٗا كَثيِرا

ا  رَقِ   يبا
 

Artinya: “Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan 

kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari pada 

keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang banyak. dan 

bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-Nya kamu saling 

meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan silaturrahim. Sesungguhnya Allah 

selalu menjaga dan mengawasi kamu” (QS.An-Nisa’/4:1) 
 

Dalam al-Quran surat an-Nisa ayat 1 menjelaskan bahwa agar umat manusia 

senantiasa bertakwa kepada Allah swt, dan mengingat akan kekuasan-Nya yang 

telah menciptakan manusia dari satu iradah, yang bersumber dari satu asal usul. 

Dan menjaga kekeliruan pandangan yang menyakitkan dan merendahkan seorang 

wanita. Serta membangun keluarga dan memeliharanya serta menjalin 

silaturrahimdan menjaganya. 

Merujuk pada al-Quran surat an-Nisa ayat 1 menyatakan bahwa 

permasalahan tentang sendi kekeluargaan erat hubungannya dengan tali 

silaturrahim, tak terlepas juga bahwa ilmu tersebut juga dibahas dalam bidang 

matematika. Salah satunya tentang spektrum matriks antiadjacency dan matriks 

Laplace graf invers dari grup modulo. 

Melihat penelitian-penelitian sebelumnya, maka peneliti merasa perlu untuk 

meneliti spektrum suatu graf, yang lebih dikhususkan pada spektrum antiadjacency 

dan spektrum Laplace dengan judul “Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks 

Laplace Graf Invers dari Grup Modulo”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam penelitian 

ini adalah: 

1. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace 

graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil? 

2. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace 

graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4k + 2, k ∈ ℕ? 

3. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace 

graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4k + 4, k ∈ ℕ? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah  

1. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks 

Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil 

2. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks 

Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 = 4k + 2, k ∈ ℕ 

3. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks 

Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 = 4k + 4, k ∈ ℕ 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Memberikan informasi tentang pola umum dari spektrum matriks 

antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil 
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2. Memberikan informasi tentang pola umum spektrum matriks antiadjacency 

dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil dan                 

𝑛 = 4k + 2, k ∈ ℕ 

3.  Memberikan informasi tentang pola umum spektrum matriks antiadjacency 

dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk 𝑛 ganjil dan                 

𝑛 = 4k + 4, k ∈ ℕ. 

1.5 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini metode yang digunakan penulis adalah studi literatur 

dengan mempelajari dan menelaah beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang 

mendukung penelitian ini.  

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1 Mengidentifikasi semua anggota dari grup modulo yaitu 𝑍3 hingga 𝑍16 

2 Menggambar graf invers dari grup modulo yaitu 𝑍3 hingga 𝑍16 

3 Menentukan matriks adjacency dan matriks antiadjacency 

4 Mencari spektrum dari matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo. 

5 Mencari matriks degree dan matriks Laplace dengan cara mengurangi matriks 

adjacency dengan matriks degree. 

6 Mencari nilai eigen dari matriks antiandjacency dan matriks Laplace. 

7 Mencari spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo. 

8 Mencari pola spektrum matriks antiandjacency dan matriks Laplace graf invers  

dari grup modulo dan dirumuskan menjadi suatu teorema serta dibuktikan 

kebenarannya secara umum. 
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1.6 Batasan Masalah 

Untuk lebih memfokuskan penelitian, maka grup modulo yang dibahas 

untuk pencarian pola umum dibatasi pada 𝑍3 hingga 𝑍16. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Untuk mempermudah dalam menelaah dan memahami skripsi ini, maka 

penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. 

Masing-masing bab dibagi kedalam beberapa sub bab dengan rumusannya 

sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan 

 Bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

 manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

 sistematika penulisan. 

Bab II  Kajian Pustaka 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang berhubungan dengan 

 pembahasan pola umum dari spektrum matriks Antiadjacency dan 

 spektrum matriks Laplace 

Bab III  Pembahasan 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai pola umum dari spektrum 

 matriks Antiadjacency dan spektrum matriks Laplace 

Bab IV  Penutup 

 Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dilakukan 

 dan saran bagi pembaca yang akan melanjutkan penelitian dalam 

 skripsi ini. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Grup 

 Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (𝐺,∗) dengan 𝐺 

tidak sama dengan himpunan kosong (𝐺 ≠ 0) dan ∗ adalah operasi biner pada 𝐺 

yang memenuhi sifat-sifat berikut: 

1. (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 (yaitu ∗ asosiatif). 

2. Ada suatu elemen 𝑒 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎, untuk semua 𝑎 ∈ 𝐺 (𝑒 

disebut identitas di 𝐺). 

3. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 ada suatu elemen 𝑎−1 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒 

(𝑎−1 disebut invers dari 𝑎). 

Sebagai tambahan, grup (𝐺,∗) disebut abelian (grup komutatif) jika 𝑎 ∗ 𝑏 =

𝑏 ∗ 𝑎 untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 (Dummit dan Foote, 2004).  

Contoh: 

Misalkan ℤ adalah himpunan bilangan bulat, maka (ℤ,+) adalah grup karena 

berlaku: 

i. Operasi penjumlahan (+) pada ℤ merupakan operasi biner yang terdefinisi di ℤ 

sebab operasi biner merupakan pemetaan ℤ × ℤ → ℤ. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ  

maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. Sehingga ℤ tertutup terhadap operasi +. 

ii. Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ maka 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. Jadi operasi + 

bersifat asosiatif di ℤ. 

iii. Terdapat anggota identitas yaitu 0 terhadap operasi ∗ di ℤ sedemikian sehingga 

𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎, untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ. 
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iv. Untuk 𝑎 ∈ ℤ terdapat 𝑎−1 yaitu (−𝑎) ∈ ℤ sedemikian sehingga 𝑎 + (−𝑎) =

(−𝑎) + 𝑎 = 0.  

Berdasarkan i, ii, iii, dan iv di atas ℤ memenuhi aksioma grup maka terbukti bahwa 

(ℤ,+) adalah grup. 

2.2 Modulo 

Misalkan s dan t bilangan bulat, dan n bilangan bulat positif. Maka dapat 

dituliskan 𝑠 ≡  𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑛) jika n membagi t — s. 𝑠 ≡  𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑛) dibaca “s 

kongruen t modulo n”. Bilangan bulat positif n disebut modulus.  

2.3 Graf 

Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 

𝑉(𝐺) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan 

𝐸(𝐺) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (𝑢, 𝑣) dari titik-titik 𝑢 dan 𝑣 yang 

berbeda di 𝑉(𝐺) disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) pada graf 𝐺 ditulis 

𝑒 = 𝑢𝑣 (Chartrand, dkk, 2016). 

Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣. Jika 𝑒 = (𝑢, 𝑣) 

adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut titik-titik yang terhubung langsung 

(adjacent vertices), sedangkan 𝑢 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), begitu 

juga dengan 𝑣 dan 𝑒.  Selanjutnya, jika 𝑒1 dan 𝑒2 adalah sisi-sisi berbeda di 𝐺 yang 

terkait langsung (incident) dengan titik, maka 𝑒1 dan 𝑒2 adalah sisi-sisi yang 

terhubung langsung (adjacent edges) (Chartrand, dkk, 2016).  

Suatu graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya 

harus ada minimal satu. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi disebut 

graf trivial.Banyaknya titik di graf 𝐺 disebut order dari 𝐺 yang dilambangkan 

dengan 𝑛(𝐺), sedangkan banyaknya sisi disebut ukuran (size) dari 𝐺 yang 
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dilambangkan dengan 𝑚(𝐺). Graf 𝐺(𝑛,𝑚) memiliki order 𝑛 dan size 𝑚 

(Chartrand, dkk, 2016).  

Graf 𝐺 dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram (gambar) yang setiap 

titik 𝐺 digambarkan dengan suatu noktah dan setiap sisi yang menghubungkan dua 

titik di 𝐺 digambarkan dengan kurva sederhana (ruas garis) dengan titik-titik akhir 

di kedua titik tersebut. Ada tiga cara untuk menggambarkan suatu graf, yaitu dalam 

bentuk diagram secara geometri, matriks, dan dengan menggunakan himpunan 

pasangan berurutan (Budayasa, 2007).  

Misalnya diberikan graf 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥} dan 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} dimana 𝑒1 = 𝑢𝑣, 𝑒2 = 𝑣𝑤, 𝑒3 = 𝑤𝑥, 𝑒4 = 𝑢𝑥, 𝑒5 = 𝑢𝑤. Maka 𝐺 

dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 2.1 Graf 𝑮 

 

Graf 𝐺 pada Gambar 2.1 mempunyai 4 titik dan 5 sisi sehingga 𝑛(𝐺) = 4 

dan 𝑚(𝐺) = 5 (Budayasa, 2007). 

  

𝑢 𝑣

 

𝑥 𝑤 

𝑒1 

𝑒2 

𝑒3 

𝑒4 

𝑒5 

𝐺: 
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2.3.1 Graf Terhubung 

Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣, ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣. Jika 

𝑒 = (𝑢, 𝑣) adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung 

(adjacent), sedangkan 𝑢 dan 𝑒, 𝑣 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident). 

(Chartrand, dkk, 2016). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣3, 𝑣1𝑣4}. Maka 𝐺 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 2.2 Graf Terhubung 

Graf 𝐺 pada Gambar 2.2 adalah graf terhubung karena 𝐺 memuat lintasan 

𝑣1 − 𝑣2 untuk setiap dua titik yang berbeda 𝑣1 dan 𝑣2 di 𝐺, begitu juga dengan 𝑣1 −

𝑣3 dan 𝑣1 − 𝑣4. 

 

2.3.2 Komplemen Graf 

Komplemen 𝐺 (ditulis �̅�) dari graf 𝐺 adalah graf dengan himpunan titik 

𝑉(𝐺) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di �̅� jika dan hanya jika 

𝑣3 𝑣4

 

𝑣1 𝑣2 

𝐺: 
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titik tersebut tidak terhubung langsung di 𝐺. Jika graf 𝐺 berorde 𝑛 dan berukuran 

𝑚, maka �̅�  berorde 𝑛 memiliki ukuran (
𝑛(𝑛−1)

2
) − 𝑚 (Chartrand, dkk, 2016). 

Contoh: 

 

Gambar 2.3 Graf 𝑮 dan Komplemennya 

Pada graf 𝐺, titik 𝑢 dan 𝑣 terhubung langsung dan titik 𝑢 dan 𝑣 di �̅� tidak 

terhubung langsung, begitu juga dengan titik lain yang terhubung langsung di graf 

𝐺. 

2.3.3 Graf Invers dari Grup 

Misalkan (Γ,∗) adalah grup berhingga dan 𝑆 = {𝑢 ∈ Γ|𝑢 ≠ 𝑢−1}. 

Didefinisikan graf invers yang terkait dengan Γ, yaitu 𝐺𝑆(Γ) adalah graf yang 

himpunan titiknya anggota dengan Γ sedemikian sehingga dua titik yang berbeda 𝑢 

dan 𝑣 adalah terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆 

(Monther dan Yusuf, 2017). 

Catatan 

1. Jelas, identitas 𝑒 adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri 

dalam grup berhingga Γ. Maka 𝑒 ∉ 𝑆. Sehingga menyebabkan kardinalitas dari 

𝑆 kurang dari kardinalitas dari Γ. Khususnya, jika Γ tidak memuat anggota yang 

invers terhadap dirinya sendiri selain identitas maka |𝑆| = |Γ| − 1. 
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2. Banyaknya anggota 𝑆 selalu genap, maka |𝑆| = |Γ| − 1 jika banyaknya anggota 

Γ ganjil. 

3. Untuk sebarang graf invers, deg 𝑒 = |𝑆| (Monther dan Yusuf, 2017). 

2.3.4 Representasi Graf dalam Matriks 

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛 (𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan tititk 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}. Matriks keterhubungan titik atau matriks keterhubungan 

dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑨(𝑮), adalah matriks (𝑛 × 𝑛) dengan unsur pada 

baris ke -i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 terhubung langsung dengan titik 𝑣𝑗 

dan 0 untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis 𝑨(𝑮) =

[𝑎𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, dengan 

𝑎𝑖𝑗 = {

1 , jika  𝑣𝑖 𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)

0 , jika  𝑣𝑖 𝑣𝑗 ∉ 𝐸(𝐺)
 

Matriks keterhubungan suatu graf 𝐺 adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1 

dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf  tidak memuat loop 

dan tidak memuat sisi paralel. 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣4, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣3𝑣4}. Maka diagram dan matriks keterhubungan 

graf 𝐺 sebagai berikut: 

 

Gambar 2.4 Graf 𝑮 dan Matriks Keterhubungan Titik 

𝑣1 𝑣2

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑨(𝐺) =

    𝑣1   𝑣2   𝑣3  𝑣4
𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

[

0 1 0
1 0 1
0 1 0

1
1
1

1 1 1 0

]
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𝑒4 

𝑒1 

𝑒3 𝑒2 

𝑒5 

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛(𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks keterhubungan sisi dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 

𝑩(𝑮), adalah matriks (𝑚 × 𝑚) dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j 

bernilai 1 jika sisi 𝑒𝑖 terhubung langsung dengan sisi 𝑒𝑗, dan 0 untuk lainnya. 

Dengan kata lain, matriks keterhubungan sisi dapat ditulis 𝑩(𝑮) = [𝑏𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤

𝑚, dengan 

𝑏𝑖𝑗 = {

1 , jika 𝑒𝑖 dan 𝑒𝑗 terhubung langsung

0 , jika 𝑒𝑖 dan 𝑒𝑗  tidak terhubung langsung
 

Matriks keterhubungan sisi suatu graf 𝐺 juga merupakan matriks simetri 

dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣4, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣3𝑣4}. Maka diagram dan matriks 

keterhubungan graf 𝐺 sebagai berikut: 

 

Gambar 2.5 Graf 𝑮 dan Matriks Keterhubungan Sisi 

 

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛(𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan titik 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks 

keterkaitan dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑰(𝑮), adalah matriks (𝑛 × 𝑚) dengan 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑩(𝐺) =

   𝑒1   𝑒2   𝑒3   𝑒4    𝑒5
𝑒1

𝑒2

𝑒3
𝑒4

𝑒5 [
 
 
 
 
0 1 1
1 0 0
1 0 0

1 0
1 1
1 1

1 1 1
0 1 1

0 1
1 0]
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unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang menyatakan berapa kali titik 

𝑣𝑖 terkait langsung dengan sisi 𝑒𝑗. Dengan kata lain, matriks keterkaitan dapat 

ditulis 𝑰(𝑮) = [𝑐𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤  𝑗 ≤ 𝑚, dengan 

𝑐𝑖𝑗 = {

1 , jika 𝑣𝑖 terkait langsung dengan 𝑒𝑗

0 , jika 𝑣𝑖 tidak terkait langsung dengan 𝑒𝑗

 

Matriks keterkaitan suatu graf 𝐺 adalah matriks dengan unsur 0 dan 1 

(Abdussakir, dkk, 2016). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣5, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣2𝑣5, 𝑣4𝑣5}. Maka diagram dan 

matriks keterkaitan dari graf 𝐺 sebagai berikut: 

 

Gambar 2.6 Graf 𝑮 dan Matriks Keterkaitannya 

2.3.5 Matriks Antiadjacency 

Misalkan 𝐺 adalah graf dengan order 𝑝 dan 𝑨(𝑮) adalah matriks adjacency 

dari graf 𝐺. Didefinisikan matriks 𝐽 = [𝑒𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝 dengan 

𝑒𝑖𝑗 = 1,∀𝑖, 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝 

maka matriks 𝑨+(𝑮) = [𝑏𝑖𝑗], dengan 𝑨+(𝑮) = 𝑱 − 𝑨(𝑮) disebut matriks 

antiadjacency dari graf 𝐺, atau dapat ditulis juga: 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑰(𝐺) =

⬚  𝑒1    𝑒2   𝑒3    𝑒4   𝑒5    𝑒6
𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

𝑣5 [
 
 
 
 
1 1 0
1 0 1
0 0 1

0 0 0
1 1 0
0 0 0

0 0 0
0 1 0

1 0 1
0 1 1]

 
 
 
 
 

 

𝑒3 
𝑒2 

𝑒4 

𝑒6 

𝑒1 

𝑣5 

𝑒5 
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𝑎𝑖𝑗 = {
1 , jika 𝑖 ≠ 𝑗, dan 𝑣𝑖  terhubung langsung dengan 𝑣𝑗

0 , lainnya
 

(Putra dan Sugeng, 2015) 

Contoh  

Dari graf 𝐺 pada Gambar 2.4 dapat ditentukan diagram dan matriks 

antiadjacencynya 𝐴+(𝐺) graf 𝐺 sebagai berikut: 

 

Gambar 2.7 Graf 𝐺 dan Matriks Antiadjacency 

2.4 Matriks 

Suatu matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam susunan matriks dinamakan entri. Matriks terdiri dari 

entri-entri yang disusun menurut baris dan kolom sehingga berbentuk persegi 

panjang dengan panjang dan lebar menunjukkan banyak baris dan banyak kolom. 

Matriks yang memiliki 𝑚 baris dan 𝑛 kolom disebut matriks berukuran 𝑚 × 𝑛. 

Bentuk umum dari matriks adalah sebagai berikut: 

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] atau [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

(Anton & Rorres, 2004) 

 

 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑨+(𝑮) =

    𝑣1   𝑣2   𝑣3  𝑣4
𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

[

1 0 1
0 1 0
1 0 1

0
0
0

0 0 0 1

]
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Contoh: 

[
1 2
3 0

−1 4
], [2 1 0], [

1
3
], [4] 

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom, sehingga 

ukurannya adalah 3 × 2. Angka pertama selalu menunjukkan banyaknya baris dan 

angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam 

contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1 × 3, 2 × 2, 2 × 1, 1 × 1 (Anton 

& Rorres, 2004).  

 

2.4.1 Operasi Matriks 

2.4.1.1 Penjumlahan Matriks 

Jika 𝐴 dan 𝐵 adalah sebarang dua matriks yang  ukurannya sama, maka 

jumlah 𝐴 + 𝐵 adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama 

entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang 

ukurannya berbeda tidak bisa ditambahkan (Anton & Rorres, 2004). 

Contoh: 

𝑨 = [
2 1 0

−1 0 2
4 −2 7

]  𝑩 = [
−4 3 5
2 2 0
3 2 −4

] 

Maka 

𝑨 + 𝑩 = [
2 + (−4) 1 + 3 0 + 5
−1 + 2 0 + 2 2 + 0
4 + 3 −2 + 2 7 + (−4)

] = [
−2 4 5
1 2 2
7 0 3

] 

2.4.1.2 Pengurangan Matriks 

Jika 𝑨 dan 𝑩 adalah sebarang dua matriks yang  ukurannya sama, maka 

selisih 𝑨 − 𝑩 adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama 
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entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang 

ukurannya berbeda tidak bisa dikurangikan. 

Contoh: 

𝑨 = [
5 2 3
9 −4 6

]  𝑩 = [
8 −2 4
3 5 1

] 

𝑨 − 𝑩 = [
5 2 3
9 −4 6

] − [
8 −2 4
3 5 1

] = [
−3 4 −1
6 −9 5

] 

2.4.1.3 Perkalian Matriks 

 Jika 𝑨 adalah matriks 𝑚 × 𝑟 dan 𝑩 adalah matriks 𝑟 × 𝑛, maka hasil kali 

𝑨𝑩 adalah matriks 𝑚 × 𝑛 yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut, untuk 

mencari entri dalam baris i dan kolom j dari 𝑨𝑩, pilihlah baris i dari matriks 𝑨 dan 

kolom j dari matriks 𝑩, kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom 

tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan. 

Perkalian 𝑨 dan 𝑩 terdefinisi jika dan hanya jika banyak kolom matriks 𝑨 sama 

dengan banyak baris matriks 𝑩. 

Contoh: 

Matriks 𝑨 = [
2 1
3 −2

] dan 𝑩 = [
1 4

−3 2
] 

dengan mengalikannya, maka menghasilkan 

𝑨𝑩 = [
2 1
3 −2

] [
1 4

−3 2
] = [

−1 10
9 12

] 

𝑩𝑨 = [
1 4

−3 2
] [

2 1
3 −2

] = [
14 −7
0 −7

] 

Jadi 𝑨𝑩 ≠ 𝑩𝑨 (Anton & Rorres, 2004). 

2.4.2 Matriks Laplace 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah graf dengan himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 

𝐸, dengan |𝑉| = 𝑛 dan |𝐸| = 𝑚. Jadi 𝐺 adalah graf dengan 𝑛 titik dan 𝑚 sisi. 
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Matriks Laplace  dari 𝐺 adalah matriks 𝐿(𝐺) = 𝐷(𝐺) − 𝐴(𝐺), dengan 𝐷(𝐺) adalah 

diagonal matriks dimana entrinya adalah derajat titik dari 𝐺 dan 𝐴(𝐺) adalah 

matriks Adjacency graf  𝐺 (Biyikoglu, dkk, 2009). Matriks derajat dari graf 𝐺, 

dinotasikan dengan 𝐷(𝐺) adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-i dan 

kolom ke-j  derajat dari 𝑣𝑖, 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛. Jadi, matriks derajat dari graf  𝐺 dapat 

ditulis 𝐷(𝐺) = [𝑑𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, dengan 

𝑑𝑖𝑗 = {
deg (𝑣𝑖) , 𝑖 = 𝑗

0 , 𝑖 ≠ 𝑗
 

 (Abdussakir, dkk, 2016). 

2.4.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Kata “vektor eigen” adalah ramuan bahasa Jerman dan Inggris. Dalam 

bahasa Jerman “eigen” dapat diterjemahkan sebagai “sebenarnya” atau 

“karakteristik”. Oleh karena itu, nilai eigen dapat juga dinamakan nilai sebenarnya 

atau nilai karakteristik. Dalam literatur lama kadang-kadang dinamakan akar-akar 

latent.  

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑛 ×  𝑛, maka vektor tak nol 𝑥 di dalam 𝑅𝑛
 dinamakan 

vektor eigen (eigen vector) dari 𝑨 jika 𝐴𝑥 adalah kelipatan skalar dari 𝑥; yakni, 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 untuk suatu skalar 𝜆 . Skalar 𝜆 dinamakan nilai eigen (eigen value) dari 𝐴 

dan 𝑥 dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 (Anton & Rorres, 2004). 

Teorema 

Misalkan 𝑨 matriks 𝑛 × 𝑛. Bilangan 𝜆 adalah nilai eigen jika dan hanya jika 

det(𝑨 − 𝜆𝑰) = 0, dimana 𝑰 notasi dari matriks 𝑛 × 𝑛 (Jain & Gunawardena, 2004). 

Nilai eigen dan vektor eigen mempunyai tafsiran geometrik yang 

bermanfaat dalam 𝑅2
 dan 𝑅3

. Jika 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑨 yang bersesuaian 
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dengan 𝑥, maka 𝑨𝑥 = 𝜆𝑥, sehingga perkalian oleh 𝑨 akan memperbesar 𝑥, atau 

membalik arah 𝑥, yang bergantung pada nilai 𝜆. Untuk mencari nilai eigen matriks 

𝑨 yang berukuran 𝑛 ×  𝑛 maka dituliskan kembali 𝑨𝑥 = 𝜆𝑥 sebagai 𝑨𝑥 =  𝜆𝑰𝑥 

atau secara ekivalen (𝜆𝑰–𝑨)𝑥 =  0.  

Supaya 𝜆 menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari 

persamaan ini. Akan tetapi persamaan ini akan mempunyai pemecahan tak nol jika 

dan hanya jika 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨)  =  0 ini dinamakan persamaan karakteristik 𝑨, skalar 

yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari 𝑨. Bila diperluas, maka 

determinan 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) adalah polinom 𝜆 yang dinamakan polinom karakteristik 

dari 𝑨 (Anton & Rorres, 2004).  

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑛 𝑥 𝑛, maka polinom karakteristik 𝑨 harus terpenuhi 

sebanyak 𝑛 dan koefisien 𝜆𝑛
  adalah 1. Jadi, polinom karakteristik dari matriks 

𝑛 ×  𝑛 mempunyai bentuk 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 + ⋯+ 𝑐𝑛. 

Jika 𝑨 matriks 𝑛 ×  𝑛, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu 

sama lain:  

1. 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑨.  

2. Sistem persamaan  (𝜆𝑰–𝑨)𝑥 = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial.  

3. Ada vektor tak nol 𝑥 di dalam 𝑅𝑛
  sehingga 𝑨𝑥 = 𝜆𝑥.  

4. 𝜆 adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) = 0. 

Vektor eigen 𝑨 yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 adalah vektor tak nol 

𝑥 yang memenuhi 𝑨𝑥 = 𝜆𝑥. Secara ekivalen, vektor eigen yang bersesuaian dengan 

𝜆 adalah vektor tak nol dalam ruang pemecahan dari (𝜆𝑰–𝑨)𝑥 = 0. Ruang 

pemecahan ini dinamakan sebagai ruang eigen (eigen space) dari 𝑨 yang 

bersesuaian dengan 𝜆. 
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2.5 Spektrum Laplace 

Spektrum Laplace dari graf berhingga Γ didefinisikan dengan spektrum dari 

matriks Laplace yang merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan dengan 

multiplisitas dari nilai eigen tersebut. 

Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen berbeda dari 𝐿, dengan 𝜆1 > 𝜆2 >

⋯ > 𝜆𝑛, dan misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) adalah banyaknya basis untuk 

ruang vektor eigen masing-masing 𝜆𝑖, maka matriks berordo (2 × 𝑛) yang memuat 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 pada baris pertama dan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) pada baris kedua 

disebut spektrum graf 𝐺. Spektrum yang diperoleh dari matriks 𝐿(𝐺) disebut 

spektrum Laplace dan dinotasikan dengan 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿(𝐺). Jadi, spektrum Laplace dari 

graf 𝐺 dapat ditulis dengan 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(𝐺) = [
𝜆1 𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛

𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆2) ⋯ 𝑚(𝜆𝑛)
] 

(Abdussakir, dkk, 2009). 

Contoh:  

Untuk menentukan spektrum  Laplace suatu graf, perhatikan graf komplit 𝐾3 

beserta matriks keterhubungan titik dan matriks derajatnya berikut ini: 

 

𝑨 = [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]  𝑫 = [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

] 

𝐾3: 
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Pertama menghitung matriks  Laplace  dengan rumus 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

= [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

] − [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] 

= [
2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2

] 

Kemudian menentukan nilai eigen dari matriks Laplace menggunakan 

persamaan det (𝐿 − 𝜆𝐼 ) =  0. Diperoleh 

det([
2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2

] − 𝜆 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]) = 0 

det([
2 − 𝜆 −1 −1
−1 2 − 𝜆 −1
−1 −1 2 − 𝜆

]) = 0 

−𝜆3 + 3𝜆 + 2 = 0 

𝜆3 − 3𝜆 − 2 = 0 

(𝜆3 − 2) (𝜆 + 1)2 = 0 

Jadi, diperoleh nilai eigen 𝜆1 = 2 dan 𝜆2 = −1. 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai 

algebraic multiplicity, 𝑚(𝜆1) = 1 dan 𝑚(𝜆2) = 2. 

Dengan demikian, spektrum Laplace graf  𝐾3 adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳
(𝐾3) = [

2 −1
1 2

] 

2.6 Kajian dalam al-Quran 

Agama Islam merupakan agama yang penuh rahmat, cinta dan kasih sayang. 

Agama Islam merupakan agama yang menjunjung tinggi perdamaian. Untuk 

mewujudkannya diperlukan kerjasama antar manusia, baik dari umat muslim 
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maupun bagi yang non muslim. Salah satu faktor untuk mendukung terjadinya 

perdamaian adalah menjaga tali silaturahmi  yang bagaimana telah dijelaskan pada 

surat Al-Hujurat ayat 13. 

ْۚٗ إنَِّ  ا وَقَبَائٓلَِ لَِِعَارَفُوٓا نثَََٰ وجََعَلۡنََٰكُمۡ شُعُوبا
ُ
ِن ذَكَرٖ وَأ هَا ٱلنَّاسُ إنَِّا خَلقَۡنََٰكُم م  يُّ

َ
َٰٓأ يَ

تۡقَ 
َ
ِ أ كۡرَمَكُمۡ عِندَ ٱللََّّ

َ
َ عَليِمٌ خَبيِرٞ  أ َٰكُمۡۚٗ إنَِّ ٱللََّّ ى  

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki 

dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku 

supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara 

kamu di sisi Allah ialah orang yang paling takwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah 

Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat: 13). 

 

M. Quraih Shihab menyatakan bahwa ayat tersebut memberikan uraian 

tentang prinsip dasar hubungan manusia, karena pada ayat ini seruan tidak lagi 

ditujukan secara khusus kepada orang-orang beriman, akan tetapi kepada seluruh 

jenis manusia yaitu “Wahai sekalian manusia” (Shihab, 2004). Sebagaimana telah 

dijelaskan dalam hadits yang berbunyi: 

قاَلَ  أبَوُ عِيسَى التِِّ مِذِي  : حَدَثَـنَا أَ حْ َدُ  ب نُ  مَُُمَدٍ، حَدَثَـنَا عَبْد ُ اللَِّ  ب نُ  ال  مُبَارَكِ، عَن   
، عَن   يزَيِدَ  عَب دِ  بَعِثِ  ال مَلِكِ  ب نِ  عِيسَى الثَـقَفِيِِ عَن   أَبِ  هُرَي ـرَةَ، عَنِ  النَبِِِ  صَلَى  مَو لَ  ال مُنـ 

؛ فإَِنَ  صِلَةَ  الرَحِمِ  مََُبَة    اللَُّ  عَلَي هِ  وَسَلَمَ  قاَلَ : "تَـعَلَمُوا مِن   أنَ سَابِكُم   مَا تَصِلُونَ  بِهِ  أرَ حَامَكُم 
ثَرَ لِ، مَثـ راَة   في  ال مَالِ، مَن سَأَة   في  الأ  َه   في  الأ 

 
 
Artinya: “Abu Isa At-Turmuzi mengatakan, telah menceritakan kepada kami Ahmad ibnu 

Muhammad, telah menceritakan kepada kami Abdullah ibnul Mubarak, dari Abdul Malik 

ibnu Isa As-Saqafi, dari Yazid Mula Al-Munba'is, dari Abu Hurairah r.a., dari Nabi Saw. 

yang telah bersabda: Pelajarilah nasab-nasab kalian untuk mempererat 

silaturrahim (hubungan keluarga) kalian, karena sesungguhnya silaturrahim itu 

menanamkan rasa cinta kepada kekeluargaan, memperbanyak harta, dan memperpanjang 

usia”.   
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Agama Islam di samping mengatur hubungan antar manusia (hablum min 

an Nȃs), juga menitikberatkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah 

(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt berfirman surat Ali Imran ayat 112: 

ِ وحََبۡلٖ م ِ  ِنَ ٱللََّّ يۡنَ مَا ثقُِفُوٓاْ إلَِّٗ بَِِبۡلٖ م 
َ
ِلَّةُ أ نَ ٱلنَّاسِ وَبَاءُٓو بغَِضَبٖ ضُُِبَتۡ عَلَيۡهِمُ ٱلَّ 
ِ وَضُُِبَتۡ عَلَيۡ  ِنَ ٱللََّّ ْ يكَۡفُرُونَ بِ م  نَّهُمۡ كََنوُا

َ
َٰلكَِ بأِ ۚٗ ذَ ِ ٔ هِمُ ٱلمَۡسۡكَنَةُ َٔايََٰتِ ٱللََّّ

كََنوُاْ يَعۡتَدُونَ   َٰلكَِ بمَِا عَصَواْ وَّ ّٖۚ ذَ ٖ نۢبيَِاءَٓ بغَِيۡرِ حَق 
َ
 وَيَقۡتُلُونَ ٱلۡۡ

 
Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka 

berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka 

kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian 

itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan 

yang benar. Demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(QS. Ali 

Imran: 112). 

 

. Al-Quran mengenalkan konsep yang luar biasa: keragaman itu untuk 

manusia saling mengenal satu sama lain. Dengan saling mengenal perbedaan 

manusi bisa belajar membangun peradaban. Dengan saling tahu perbedaan di antara 

manusia maka kita akan lebih toleran, manusia mendapat kesempatan belajar satu 

sama lain. Kesalahpahaman sering terjadi karena manusia belum saling mengenal 

keragaman diantara manusia.
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini, dibahas mengenai spektrum graf  terhubung yang terbentuk 

dari grup modulo berdasarkan tabel Cayley. 

3.1  Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari 

Grup Modulo untuk n Ganjil   
 

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum 

Laplace dari grup modulo 𝑍𝑛, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo 

𝑍3, 𝑍5, dan 𝑍7. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo 𝑍𝑛 dapat 

dipaparkan pada subbab berikut ini. 

 

3.1.1 Grup Modulo 𝐙𝟑 

Dalam subbab ini, akan dijelaskan tentang cara mengidentifikasi anggota 

dari grup-grup modulo. Dalam penelitian ini dibatasi hanya pada modulo Z3 hingga 

Z7, sedangkan untuk grup modulo yang lain maka akan mengikuti pola yang 

didapatkan pada penelitian ini. Cara mengidentifikasi anggota grup modulo adalah 

sebagai berikut. Lagkah pertama tentukan unsur-unsur dari modulo Z3 adalah 

sebagai berikut: 

Tabel 3.1 Operasi Penjumlahan Modulo 3 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 0̅ 1̅ 
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Dari Tabel 3.1 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍3 adalah 0̅ dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 1̅ dan 2̅. 

Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers dari modulo Z3. 

Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.1 adalah sebagai 

berikut: 

 

Gambar 3.1  Graf Invers Grup Modulo Z3 

Sehingga diperoleh matriks antiadjacency dari Gambar 3.1 sebagai berikut:  

𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) = [
0 1 1
1 0 0
1 0 0

] 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari grup modulo Z3 dengan cara mengganti entri “0” menjadi “1”, 

sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks berikut: 

𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) = [
1 0 0
0 1 1
0 1 1

] 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks 

antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup 

modulo Z3. 

det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝟑)) − 𝝀 𝑰) = 0 

det([
1 0 0
0 1 1
0 1 1

] − λ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]) = 0 

det([
1 − 𝜆 0 0

0 1 − 𝜆 1
0 1 1 − 𝜆

]) = 0 
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 

det = 0 

 

Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝟑)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

𝑃(𝜆) = (1 − 𝜆)(1 − 𝜆) (−
𝜆(−2 + 𝜆)

−1 + 𝜆
) 

 = −𝜆
4
+ 4𝜆

3
− 5𝜆

2
+ 2𝜆

−1 + 𝜆
 

 = −𝜆3 + 3𝜆2 − 2𝜆 

 = (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)(𝜆) 

Dengan menetapkan 𝑃(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 1,    

𝑚𝜆2 = 1,  dan  𝑚𝜆3 = 1. Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 graf 

invers dari grup modulo Z3 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪
𝐬
(𝐙𝟑)) = [

2 1 0
1 1 1

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z3 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

D(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) = [
2 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus: 
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𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟑))  −  𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) = 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) 

[
2 0 0
0 1 0
0 0 1

] - [
0 1 1
1 0 0
1 0 0

] = [
2 −1 −1

−1 1 0
−1 0 1

] 

L(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) 

Langkah selanjutnya adalah menentukan spektrum dari matriks Laplace 

grup modulo Z3 dengan menggunakan cara seperti mencari spektrum matriks 

antiadjacency.  

det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟑)) − 𝝀 𝑰) =0 

det([
2 −1 −1

−1 1 0
−1 0 1

] − 𝜆 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]) = 0 

det([
2 − 𝜆 −1 −1
−1 1 − 𝜆 0
−1 0 1 − 𝜆

]) = 0 

Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat pada 

software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 

det = 0 

 

Karena det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟑)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

𝑃(𝜆) = (2 − 𝜆) (−
𝜆

2
− 3𝜆 + 1
𝜆 − 2

) (−
(𝜆

2
− 4𝜆 + 3)𝜆

𝜆
2
− 3𝜆 + 1

) 

 = 
−𝜆

5
+ 7𝜆

4
− 16𝜆

3
+ 13𝜆

2
− 3𝜆

𝜆
2
− 3𝜆 + 1

 

 = 𝜆
3
− 4𝜆

2
+ 3𝜆 

 = (𝜆 − 3)(𝜆 − 1)(𝜆) 
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Dengan menetapkan 𝑃(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 1,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 1,    

𝑚𝜆2 = 1,  dan  𝑚𝜆3 = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari 

grup modulo Z3 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟑)) = [
3 1 0
1 1 1

] 

3.1.2 Grup Modulo 𝐙𝟓 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan 

matriks  Laplace  dari grup modulo Z5. Adapun langkah-langkah yang 

dilakukan sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan 

unsur-unsur dari anggota grup modulo Z5. 

Tabel 3.2 Operasi Penjumlahan Modulo 5 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

 

Dari Tabel 3.2 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍5 adalah 0̅ dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 

1̅, 2̅ , 3̅  dan 4̅. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers 

dari grup modulo Z5. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 

3.2 adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.2 Graf Invers Grup Modulo Z5 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.2 sebagai berikut:   

𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) =

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 0 1
1 0 1 1 0]

 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z5 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) =

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1]

 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks 

antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup 

modulo Z5. 

det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝟓)) − 𝝀 𝑰) = 0 

 det

(

 
 

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1]

 
 
 
 

− 𝜆

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1]

 
 
 
 

)

 
 

= 0 
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det

(

 
 

[
 
 
 
 
1 − 𝜆 0 0 0 0

0 1 − 𝜆 0 0 1
0 0 1 − 𝜆 1 0
0 0 1 1 − 𝜆 0
0 1 0 0 1 − 𝜆]

 
 
 
 

)

 
 

= 0 

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 

det = 0 

Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝟓)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal 

matriks utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

P(λ) = (1 − λ)(λ4 − 4λ3 + 4λ2) 

 = λ
5
− 5λ

4
+ 8λ

3
− 4λ

2
 

 = (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)(𝜆)2 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 2,    

𝑚𝜆2 = 1,  dan  𝑚𝜆3 = 2. Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 graf 

invers dari grup modulo Z5 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) = [
2 1 0
2 1 2

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z5 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 
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𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) =

[
 
 
 
 
4 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3]

 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) =

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) seperti langkah sebelumnya, maka  diperoleh: 

𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) =

[
 
 
 
 

4 −1 −1 −1 −1
−1 3 −1 −1 0
−1 −1 3 0 −1
−1 −1 0 3 −1
−1 0 −1 −1 3 ]

 
 
 
 

 

Langkah selanjutnya adalah menentukan spektrum dari matriks Laplace 

grup modulo Z5 dengan menggunakan cara seperti mencari spektrum matriks 

antiadjacency. 

det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟓)) − 𝝀 𝑰) = 0 

det 

(

 
 

[
 
 
 
 
4 −1 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1 0
−1 −1 3 0 −1
−1 −1 0 3 −1
−1 0 −1 −1 3 ]

 
 
 
 

− λ

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1]

 
 
 
 

)

 
 

= 0 

det 

(

 
 

[
 
 
 
 
4 − 𝜆 −1 −1 −1 −1
−1 3 − 𝜆 −1 −1 0
−1 −1 3 − 𝜆 0 −1
−1 −1 0 3 − 𝜆 −1
−1 0 −1 −1 3 − 𝜆]

 
 
 
 

)

 
 

= 0 

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 
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Karena det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟓)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

P(λ) =  

 = (𝜆 − 5)2(𝜆 − 3)2(𝜆) 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 5, 𝜆2 = 3,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 2,    

𝑚𝜆2 = 2,  dan  𝑚𝜆3 = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari 

grup modulo Z5 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟓)) = [
5 3 0
2 2 1

] 

3.1.3 Grup Modulo 𝐙𝟕 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan 

matriks Laplace dari grup modulo Z7. Adapun langkah-langkah yang dilakukan 

sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur 

dari anggota grup modulo Z7. 
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Tabel 3.3 Operasi Penjumlahan Modulo 7 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

 

 Dari Tabel 3.3 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍7 adalah 0̅ dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 

1̅, 2̅ , 3̅, 4̅, 5̅, dan 6̅. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf 

invers dari grup modulo Z7. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan 

Tabel 3.3 adalah sebagai berikut:  

 

Gambar 3.3 Graf Invers Grup Modulo Z7 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.3 sebagai berikut: 

𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) =

[
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 0]
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Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z7 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) =

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks 

antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup 

modulo Z7. 

det(𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) − 𝛌 𝐈) = 0 

det

(

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

− λ

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 

= 0  

det

(

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
1 − λ 0 0 0 0 0 0

0 1 − λ 0 0 0 0 1
0 0 1 − λ 0 0 1 0
0 0 0 1 − λ 1 0 0
0 0 0 1 1 − λ 0 0
0 0 1 0 0 1 − λ 0
0 1 0 0 0 0 1 − λ]

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 

= 0  

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 



35 
 

 
 

det = 0 

 

Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝟕)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

P(λ) =  

 = (𝜆 − 2)3(𝜆 − 1)(𝜆)3 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 3,    

𝑚𝜆2 = 1,  dan  𝑚𝜆3 = 3. Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 graf 

invers dari grup modulo Z7 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+( 𝚪𝐬(𝐙𝟕)) = [
2 1 0
3 1 3

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z7 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) =

[
 
 
 
 
 
 
6 0 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 5]
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Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) =

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) seperti langkah sebelumnya, maka  diperoleh: 

𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) =

[
 
 
 
 
 
 

6 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 5 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 5 0 −1 −1
−1 −1 −1 0 5 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 5 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 5 ]

 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z7.  

det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟕)) − 𝝀 𝑰) = 0 

det

(

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

6 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 5 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 5 0 −1 −1
−1 −1 −1 0 5 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 5 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 5 ]

 
 
 
 
 
 

− λ

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 

= 0 

det

(

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
6 − 𝜆 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 − 𝜆 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 5 − 𝜆 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 5 − 𝜆 0 −1 −1
−1 −1 −1 0 5 − 𝜆 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 5 − 𝜆 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 5 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 

= 0 

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 
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Karena det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝟕)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut. 

P(λ) =  

 

 = (𝜆 − 7)3(𝜆 − 5)3(𝜆) 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 7, 𝜆2 = 5,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 = 3,    

𝑚𝜆2 = 3,  dan  𝑚𝜆3 = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari 

grup modulo Z7 adalah: 

 𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟕)) = [
7 5 0
3 3 1

] 
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Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers 

dari beberapa grup modulo, di antaranya: 

Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo untuk n 

ganjil 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Antiadjacency 

3 Grup Modulo Z3 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)(𝜆) 

5 Grup Modulo Z5 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)(𝜆)2 

7 Grup Modulo Z7 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)3(𝜆 − 1)(𝜆)3 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 
𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)

𝑛−1
2 (𝜆 − 1)(𝜆)

𝑛−1
2  

 

Tabel 3.5 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo untuk n ganjil 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

3 Grup Modulo Z3 [
2 1 0
1 1 1

] 

5 Grup Modulo Z5 [
2 1 0
2 1 2

] 

7 Grup Modulo Z7 [
2 1 0
3 1 3

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 
[

2 1 0
𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

 
Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk 

n ganjil 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Antiadjacency 

3 Grup Modulo Z3 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)(𝜆 − 1)(𝜆) 

5 Grup Modulo Z5 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 5)2(𝜆 − 3)2(𝜆) 

7 Grup Modulo Z7 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 7)3(𝜆 − 5)3(𝜆) 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 
𝑝(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)

𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛−1
2 (𝜆) 
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Tabel 3.7 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk n ganjil 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

3 Grup Modulo Z3 [
3 1 0
1 1 1

] 

5 Grup Modulo Z5 [
5 3 0
2 2 1

] 

7 Grup Modulo Z7 [
7 5 0
3 3 1

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 
[

𝑛 𝑛 − 2 0
𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

Teorema 1 

Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo 

𝑍𝑛 untuk 𝑛 ganjil adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 2)
𝑛−1
2 (𝜆 − 1)(𝜆)

𝑛−1
2  

Bukti 

Diketahui anggota grup modulo (𝑍𝑛) untuk 𝑛 ganjil adalah 

{0̅, 1̅, 2̅, … , �̅�, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … 𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ }. Maka langkah selanjutnya adalah 

mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo 𝑍𝑛 sebagai berikut:  

Tabel 3.8 Operasi Penjumlahan Modulo n 

+ 0̅ 1̅ 2̅ ... k̅ ... n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ... n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

0̅ 0 1̅ 2̅ ... k̅ ... n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ... n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ ... k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ... n − k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ ... k + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ... n − k + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 0̅ 1̅ 

... ... ... ...  ...  ...  ... ... 

k̅ k̅ k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ k + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ... 2k̅̅ ̅ ... 0̅ ... n − 2 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  n − 1 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

... ... ... ...  ...  ...  ... ... 

n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  n − k + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 0̅ ... 2n − 2k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 2n − 2 − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  2n − 1 − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

... ... ... ...  ...  ...  ... ... 

n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0 ... n − 2 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 2n − 2 − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 2n − 4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 2n − 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0 1̅ ... n − 1 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 2n − 1 − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ... 2n − 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 2n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

Dari Tabel 3.8 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍𝑛 adalah 0̅ dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 

1̅, 2̅,… , �̅�, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , …𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dan 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . Kemudian langkah selanjutnya adalah 
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menggambarkan graf invers dari grup modulo Zn. Graf invers yang terbentuk dari 

operasi penjumlahan Tabel 3.8 adalah sebagai berikut: 

 
Gambar 3.4 Graf Invers Grup Modulo Zn 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.4 sebagai berikut: 

0̅  1̅  2̅  …  k̅   …   n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
2̅
⋮

k̅

⋮
n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 … 1 … 1 … 1 1
1 0 1 … 1 … 1 … 1 0
1 1 0 … 1 … 1 … 0 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 … 0 … 0 … 1 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 … 0 … 0 … 1 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 0 … 1 … 1 … 0 1
1 0 1 … 1 … 1 … 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Zn dengan cara mengganti entri 

“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matrik 

 berikut: 
0̅  1̅  2̅  …  k̅   …   n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐀+
(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
2̅
⋮
k̅
⋮

n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 … 0 … 0 … 0 0
0 1 0 … 0 … 0 … 0 1
0 0 1 … 0 … 0 … 1 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 1 … 0 … 0 … 1 0
0 1 0 … 0 … 0 … 0 1]
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Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks 

antiadjacency dengan cara mencari nilai eigen pada matriks antiadjacency grup 

modulo Zn. 

det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) 

det

(

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 … 0 … 0 … 0 0
0 1 0 … 0 … 0 … 0 1
0 0 1 … 0 … 0 … 1 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 1 … 0 … 0 … 1 0
0 1 0 … 0 … 0 … 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− λ

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 … 0 … 0 … 0 0
0 1 0 … 0 … 0 … 0 0
0 0 1 … 0 … 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 … 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0 … 0 … 1 0
0 0 0 … 0 … 0 … 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

= 0 

det

(

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 − 𝜆 0 0 … 0 … 0 … 0 0

0 1 − 𝜆 0 … 0 … 0 … 0 1

0 0 1 − 𝜆 … 0 … 0 … 1 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 1 − 𝜆 … 1 … 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 1 … 1 − 𝜆 … 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 1 … 0 … 0 … 1 − 𝜆 0

0 1 0 … 0 … 0 … 0 1 − 𝜆]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut. 

 

𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 − 𝜆 0 0 … 0 … 0 … 0 0

0 1 − 𝜆 0 … 0 … 0 … 0 1
0 0 1 − 𝜆 … 0 … 0 … 1 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1 − 𝜆 … 1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 0 …
−𝜆(𝜆 − 2)

𝜆 − 1
… 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 0 … 0 …
−𝜆(𝜆 − 2)

𝜆 − 1
0

0 0 0 … 0 … 0 … 0
−𝜆(𝜆 − 2)

𝜆 − 1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0 
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Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.: 

P(𝜆) = (𝜆 − 2)
𝑛−1
2 (𝜆 − 1)(𝜆)

𝑛−1
2  

 

Corollary 1  

Misal grup modulo (𝑍𝑛) = {0̅, 1̅, 2̅, … , �̅�, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , …𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  }, untuk 

𝑛 ganjil. Maka spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 1, polinomial  karakteristik matriks antiadjacency graf 

invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk n ganjil adalah: 

P(𝜆) = (𝜆 − 2)
𝑛−1
2 (𝜆 − 1)(𝜆)

𝑛−1
2  

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1,

dan 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 =
𝑛−1

2
,  

𝑚𝜆2 = 1, dan 𝑚𝜆3 =
𝑛−1

2
. Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦   

graf invers dari grup modulo Zn untuk n ganjil adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

 

Teorema 2 

Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 

untuk 𝑛 ganjil adalah 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛−1
2 (𝜆) 

 



43 
 

 
 

Bukti 

Dari Gambar 3.4 maka diperoleh matriks 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 dari graf invers grup 

modulo Zn dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh derajat titiknya 

adalah: 

0̅ = n − 1 n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 2 
1̅ = n − 2 ⋮ 
2̅ = n − 2 n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 2 

⋮ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = n − 2 

k̅ = n − 2  

Sehingga diperoleh matriks degree sebagai berikut: 

0̅       1̅       2̅  …   k̅   …  n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

D (𝚪𝐬(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
2̅
⋮

k̅

⋮
n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 1 0 0 … 0 … 0 … 0 0

0 𝑛 − 2 0 … 0 … 0 … 0 0
0 0 𝑛 − 2 … 0 … 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 𝑛 − 2 … 0 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0 … 𝑛 − 2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0 … 0 … 𝑛 − 2 0
0 0 0 … 0 … 0 … 0 𝑛 − 2]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = D(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) - 

A(𝚪𝐬(𝐙𝐧)), maka diperoleh: 

0̅       1̅       2̅  …   k̅   …  n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

L (𝚪𝐬(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
2̅
⋮

k̅

⋮
n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 1 −1 −1 … −1 … −1 … −1 −1
−1 𝑛 − 2 −1 … −1 … −1 … −1 0
−1 −1 𝑛 − 2 … −1 … −1 … 0 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 … 𝑛 − 2 … 0 … −1 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 … 0 … 𝑛 − 2 … −1 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 0 … −1 … −1 … 𝑛 − 2 −1
−1 0 −1 … −1 … −1 … −1 𝑛 − 2]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks 

Laplace dengan cara mencari nilai eigen pada matriks Laplapce grup modulo Zn. 
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det(𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 1 − 𝜆 −1 −1 … −1 … −1 … −1 −1

−1 𝑛 − 2 − 𝜆 −1 … −1 … −1 … −1 0
−1 −1 𝑛 − 2 − 𝜆 … −1 … −1 … 0 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 … 𝑛 − 2 − 𝜆 … 0 … −1 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 … 0 … 𝑛 − 2 − 𝜆 … −1 −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 0 … −1 … −1 … 𝑛 − 2 − 𝜆 −1
−1 0 −1 … −1 … −1 … −1 𝑛 − 2 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan 

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat 

pada software Maple, karena det𝐋(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰 adalah hasil perkalian entri 

diagonal matriks utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.: 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛−1
2 (𝜆) 

Corollary 2 

Misal grup modulo (𝑍𝑛) = {0̅, 1̅, 2̅, … , �̅�, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , …𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  }, untuk 𝑛 

ganjil. Maka spektrum matriks Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝒔(𝒁𝒏)) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 2, polinomial  karakteristik dari matriks Laplace graf 

invers dari grup modulo Zn untuk n ganjil adalah: 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛−1
2 (𝜆) 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 𝑛, 𝜆2 =

𝑛 − 2 , 𝑑𝑎𝑛 𝜆3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 =

𝑛−1

2
,  𝑚𝜆2 =

𝑛−1

2
, 𝑑𝑎𝑛 𝑚𝜆3 = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace  graf 

invers dari grup modulo, untuk n ganjil adalah: 
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𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

 3.2  Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari 

Grup Modulo untuk 𝒏 Genap dan 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ   
 

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum 

Laplace dari grup modulo Z𝑛, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo 

𝑍6, 𝑍10, dan 𝑍14. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo Zn dapat 

dipaparkan pada subbab berikut ini. 

3.2.1 Grup Modulo 𝐙𝟔 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan matriks 

Laplace dari grup modulo Z6. Adapun langkah-langkah yang dilakukan sama 

seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur dari 

anggota grup modulo Z6. 

Tabel 3.9 Operasi Penjumlahan Modulo 6 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

   

 Dari Tabel 3.9 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍6 adalah 0̅ dan 3̅ dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 
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1̅, 2̅ , 4̅  dan 5̅. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers 

dari grup modulo Z6. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 

3.9 adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3.5 Graf Invers Grup Modulo Z6 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.5 sebagai berikut:   

A(𝚪𝐬(𝐙𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0]

 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z6 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1]

 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟔)) = [
3 2 1 0 −1
1 1 2 1 1

] 
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Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z6 

dengan cara melihat derajat titik dari Gambar 3.5 sehingga diperoleh: 

D(𝚪𝐬(𝐙𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
4 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3]

 
 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝟔(𝐙𝟔)) =

𝐃(𝚪𝟔(𝐙𝟔)) − 𝐀(𝚪𝟔(𝐙𝟔)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 

L(𝚪𝐬(𝐙𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
4 −1 −1 0 −1 −1

−1 3 0 −1 −1 0
−1 0 3 −1 0 −1
0 −1 −1 4 −1 −1

−1 −1 0 −1 3 0
−1 0 −1 −1 0 3 ]

 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z6. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟔)) = [
6 4 2 0
1 3 1 1

] 

3.2.2 Grup Modulo 𝐙𝟏𝟎 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan 

matriks Laplace dari grup modulo Z10. Adapun langkah-langkah yang dilakukan 

sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur 

dari anggota grup modulo Z10. 
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Tabel 3.10 Operasi Penjumlahan Modulo 10 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

 

Dari Tabel 3.10 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍10 adalah 0̅ dan 5̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri 

adalah 1̅, 2̅ , 3̅, 4̅, 6̅, 7̅, 8̅  dan 9̅. Kemudian langkah selanjutnya adalah 

menggambarkan graf invers dari grup modulo Z10. Graf invers yang terbentuk dari 

operasi penjumlahan Tabel 3.10 adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3.6 Graf Invers Grup Modulo Z10 
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Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.6 sebagai berikut:   

A(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z10 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) = [
3 2 1 0 −1
2 1 4 1 2

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z10 

dengan cara melihat derajat titik dari Gambar 3.6 sehingga diperoleh: 
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D(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 7 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝟏𝟎(𝐙𝟏𝟎)) =

𝐃(𝚪𝟏𝟎(𝐙𝟏𝟎)) − 𝐀(𝚪𝟏𝟎(𝐙𝟏𝟎)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 

𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1
−1 7 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 7 0 −1 −1 −1 −1 0 −1
−1 −1 0 7 −1 −1 −1 0 −1 −1
−1 0 −1 −1 7 −1 0 −1 −1 −1
0 −1 −1 −1 −1 8 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 0 −1 7 −1 −1 0
−1 −1 −1 0 −1 −1 −1 7 0 −1
−1 −1 0 −1 −1 −1 −1 0 7 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 7 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z10. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟎)) = [
10 8 6 0
2 5 2 1

] 

3.2.3 Grup Modulo 𝐙𝟏𝟒 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan 

matriks Laplace dari grup modulo Z14. Adapun langkah-langkah yang dilakukan 

sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur 

dari anggota grup modulo Z14. 
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Tabel 3.11 Operasi Penjumlahan Modulo 14 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅  9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅  6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

 

 Dari Tabel 3.11 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍14 adalah 0̅ dan 7̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri 

adalah 1̅, 2̅ , 3̅, 4̅, 5̅, 6̅ , 8̅, 9̅ , 10̅̅ ̅̅ , 11̅̅ ̅̅ , 12̅̅ ̅̅    dan 13̅̅ ̅̅ . Kemudian langkah selanjutnya 

adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Z14. Graf invers yang 

terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.11 adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.7 Graf Invers Grup Modulo Z14 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.7 sebagai berikut:   

𝐀(𝚪
𝐬
(𝐙𝟏𝟒)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z14 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 
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A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) = [
3 2 1 0 −1
3 1 6 1 3

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z14 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) =

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 
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𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 11 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0

−1 −1 11 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1

−1 −1 −1 11 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1

−1 −1 −1 0 11 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1

−1 −1 0 −1 −1 11 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1

−1 0 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1

0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 12 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 11 −1 −1 −1 −1 0

−1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 11 −1 −1 0 −1

−1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 11 0 −1 −1

−1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 11 −1 −1

−1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 11 −1

−1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 11]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z14. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟒)) = [
14 12 10 0
3 7 3 1

] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers 

dari beberapa grup modulo, diantaranya: 

Tabel 3.12 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo 

untuk 𝑛 genap dimana  𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐,𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Antiadjacency 

6 Grup Modulo Z6 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)(𝜆 − 2)(𝜆 − 1)2(𝜆)(𝜆 + 1) 

10 Grup Modulo Z10 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)2(𝜆 − 2)(𝜆 − 1)4(𝜆)(𝜆 + 1)2 

14 Grup Modulo Z14 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)3(𝜆 − 2)(𝜆 − 1)6(𝜆)(𝜆 + 1)3 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 
𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)

𝑛−2
4 (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)

𝑛−2
2 (𝜆)(𝜆 + 1)

𝑛−2
4  

 

Tabel 3.13 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo  untuk 𝑛 genap 

dimana  𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

6 Grup Modulo Z6 [
3 2 1 0 −1
1 1 2 1 1

] 
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10 Grup Modulo Z10 [
3 2 1 0 −1
2 1 4 1 2

] 

14 Grup Modulo Z14 [
3 2 1 0 −1
3 1 6 1 3

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

 
Tabel 3.14 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk 

𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Laplace 

6 Grup Modulo Z6 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 6)(𝜆 − 4)3(𝜆 − 2)(𝜆) 

10 Grup Modulo Z10 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 10)2(𝜆 − 8)5(𝜆 − 6)2(𝜆) 

14 Grup Modulo Z14 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 14)3(𝜆 − 12)7(𝜆 − 10)3(𝜆) 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−2
4 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−2
4 (𝜆) 

 

Tabel 3.15 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk 𝑛 genap 

dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

6 Grup Modulo Z6 [
6 4 2 0
1 3 1 1

] 

10 Grup Modulo Z10 [
10 8 6 0
2 5 2 1

] 

14 Grup Modulo Z14 [
14 12 10 0
3 7 3 1

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

 

Teorema 3 

Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo 

𝑍𝑛 untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−2
4 (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)

𝑛−2
2 (𝜆)(𝜆 + 1)

𝑛−2
4  
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Bukti 

Diketahui anggota grup modulo (𝑍𝑛) untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈

ℕ adalah {0̅, 1̅, 2̅, … , �̅�, … ,
𝑛

2
− 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2

̅ ,
𝑛

2
+ 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ …𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ }. Maka langkah 

selanjutnya adalah mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo 𝑍𝑛 

dan diketahui bahwa unsur yang identitasnya diri sendiri dari grup modulo 𝑍𝑛 

adalah 0̅ dan 
𝑛

2

̅ dan unsur yang identitasnya bukan diri sendiri adalah 

{1̅, … , �̅�, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … ,
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} . Kemudian 

langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Zn. Graf 

invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan 𝑍𝑛 adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3.8 Graf Invers Grup Modulo Zn untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.8 sebagai berikut: 
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𝐀(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�

𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 … 1 1 … 1 0 1 … 1 1 … 1
1 0 … 1 1 … 0 1 1 … 1 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 … 0 0 … 1 1 1 … 1 0 … 1
1 1 … 0 0 … 1 1 1 … 0 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 0 … 1 1 … 0 1 0 … 1 1 … 1
0 1 … 1 1 … 1 0 1 … 1 1 … 1
1 1 … 1 1 … 0 1 0 … 1 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 … 1 0 … 1 1 1 … 0 0 … 1
1 1 … 0 1 … 1 1 1 … 0 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 0 … 1 1 … 1 1 0 … 1 1 … 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Zn dengan cara mengganti entri 

“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

 

𝐀+(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�

𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 … 0 0 … 0 1 0 … 0 0 … 0
0 1 … 0 0 … 1 0 0 … 0 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 1 1 … 0 0 0 … 0 1 … 0
0 0 … 1 1 … 0 0 0 … 1 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 … 0 0 … 1 0 1 … 0 0 … 0
1 0 … 0 0 … 0 1 0 … 0 0 … 0
0 0 … 0 0 … 1 0 1 … 0 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 1 … 0 0 0 … 1 1 … 0
0 0 … 1 0 … 0 0 0 … 1 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 … 0 0 … 0 0 1 … 0 0 … 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada 

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−2
4 (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)

𝑛−2
2 (𝜆)(𝜆 + 1)

𝑛−2
4  
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Corollary 3 

Misal grup modulo (𝑍𝑛) = {0̅, 1̅, … , �̅�, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … ,
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2

̅ ,
𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ. Maka spektrum matriks 

𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 adalah:  

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 3, polinomial  karakteristik matriks antiadjacency 

graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ. 

P(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−2
4 (𝜆 − 2)(𝜆 − 1)

𝑛−2
2 (𝜆)(𝜆 + 1)

𝑛−2
4  

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen                              

𝜆1 = 3, 𝜆2 = 2  𝜆3 = 1, 𝜆4 = 0, 𝑑𝑎𝑛 𝜆5 = −1, dan multiplisitas masing-masing 

dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 =
𝑛−2

4
,  𝑚𝜆2 = 1, 𝑚𝜆3 =

𝑛−2

2
,𝑚𝜆4 = 1,dan 𝑚𝜆5 =

𝑛−2

4
. 

Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 graf invers dari grup modulo, 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐,𝐤 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

Teorema 4 

Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−2
4 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−2
4 (𝜆) 

Bukti 

Dari Gambar 3.8 maka diperoleh matriks 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 dari graf invers grup 

modulo Zn dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 
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𝐃(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) = 

0̅
1̅
⋮
�̅�

𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 2 0 … 0 0 … 0 0 0 … 0 0 … 0
0 𝑛 − 3 … 0 0 … 0 0 0 … 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑛 − 3 0 … 0 0 0 … 0 0 … 0
0 0 … 0 𝑛 − 3 … 0 0 0 … 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 0 … 𝑛 − 3 0 0 … 0 0 … 0
0 0 … 0 0 … 0 𝑛 − 2 0 … 0 0 … 0
0 0 … 0 0 … 0 0 𝑛 − 3 … 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 0 … 0 0 0 … 𝑛 − 3 0 … 0
0 0 … 0 0 … 0 0 0 … 0 𝑛 − 3 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 0 … 0 0 0 … 0 0 … 𝑛 − 3]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(𝚪𝐬(𝐙𝐧))=D(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) - 

A(𝚪𝐬(𝐙𝐧)), maka diperoleh: 

 

𝐋(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) = 

0̅
1̅
⋮
�̅�

𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 2 −1 … −1 −1 … −1 0 −1 … −1 −1 … −1
−1 𝑛 − 3 … −1 −1 … 0 −1 −1 … −1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 … 𝑛 − 3 0 … −1 −1 −1 … −1 0 … −1
−1 −1 … 0 𝑛 − 3 … −1 −1 −1 … 0 −1 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 … −1 −1 … 𝑛 − 3 −1 0 … −1 −1 … −1
0 −1 … −1 −1 … −1 𝑛 − 2 −1 … −1 −1 … −1

−1 −1 … −1 −1 … 0 −1 𝑛 − 3 … −1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 … −1 0 … −1 −1 −1 … 𝑛 − 3 0 … −1
−1 −1 … 0 −1 … −1 −1 −1 … 0 𝑛 − 3 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 … −1 −1 … −1 −1 0 … −1 −1 … 𝑛 − 3]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Karena det(𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada 

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut: 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−2
4 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−2
4 (𝜆) 
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Corollary 4 

Spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk 𝑛 genap 

dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 4, polinomial  karakteristik dari matriks Laplace graf 

invers dari grup modulo Zn untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛−2
4 (𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−2
4 (𝜆) 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 𝑛, 𝜆2 =

𝑛 − 2 , 𝜆3 = 𝑛 − 4, 𝑑𝑎𝑛 𝜆4 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai 

Eigennya 𝑚𝜆1 =
𝑛−2

4
,  𝑚𝜆2 =

𝑛

2
, 𝑚𝜆3 =

𝑛−2

4
  dan 𝑚𝜆4 = 1. Maka diperoleh 

spektrum matriks Laplace  graf invers dari grup modulo, untuk 𝑛 genap dimana  

𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟐,𝐤 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

3.3  Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari 

Grup Modulo untuk 𝒏 Genap dan 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ   
 

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum 

Laplace dari grup modulo 𝑍𝑛, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo 

𝑍8, 𝑍12, dan 𝑍16. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo 𝑍𝑛 dapat 

dipaparkan pada subbab berikut ini. 
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3.3.1  Grup Modulo 𝐙𝟖 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan matriks 

Laplace dari grup modulo Z8. Adapun langkah-langkah yang dilakukan sama 

seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur dari 

anggota grup modulo Z8. 

Tabel 3.17 Operasi Penjumlahan Modulo 8 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0 1̅ 2̅ 

4̅ 4 5̅ 6̅ 7̅ 0 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0 1̅ 2̅ 3̅ 4 

6̅ 6̅ 7̅ 0 1̅ 2̅ 3̅ 4 5̅ 

7̅ 7̅ 0 1̅ 2̅ 3̅ 4 5̅ 6̅ 

 

Dari Tabel 3.17 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍8 adalah 0̅ dan 4̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri 

adalah 1̅, 2̅ , 3̅, 5̅, 6̅  dan 7̅. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan 

graf invers dari grup modulo Z8. Graf invers yang terbentuk dari operasi 

penjumlahan Tabel 3.17 adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3.9 Graf Invers Grup Modulo Z8 
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Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.9 sebagai berikut:   

A(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z8 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟖)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 1]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) = [
3 2 1 0 −1
1 2 2 2 1

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z8 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

D(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
6 0 0 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0 0 0
0 0 6 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 6 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 0 0 5]
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Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) =

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 

L(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) =

[
 
 
 
 
 
 
 

6 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1
−1 5 −1 0 −1 −1 −1 0
−1 −1 6 −1 −1 −1 0 −1
−1 0 −1 5 −1 0 −1 −1
0 −1 −1 −1 6 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0 −1 5 −1 0
−1 −1 0 −1 −1 −1 6 −1
−1 0 −1 −1 −1 0 −1 5 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z8. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟖)) = [
8 6 4 0
2 4 1 1

] 

3.3.2 Grup Modulo 𝐙𝟏𝟐 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan 

matriks Laplace dari grup modulo Z12. Adapun langkah-langkah yang dilakukan 

sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur 

dari anggota grup modulo Z12. 

Tabel 3.18 Operasi Penjumlahan Modulo 12 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 
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6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

 

Dari Tabel 3.18 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup 

modulo 𝑍12 adalah 0̅ dan 6̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri 

adalah 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅ ̅̅ , dan 11̅̅ ̅̅ . Kemudian langkah selanjutnya adalah 

menggambarkan graf invers dari grup modulo Z12. Graf invers yang terbentuk dari 

operasi penjumlahan Tabel 3.18 adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3.10 Graf Invers Grup Modulo Z12 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.10 sebagai 

berikut:   
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A(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z12 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 

A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) = [
3 2 1 0 −1
2 2 4 2 2

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z12 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 
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D(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) =

𝐃(𝚪(𝐙𝟏𝟐)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 

L(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
10 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1
−1 9 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 9 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 10 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1
−1 −1 0 −1 9 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1
−1 0 −1 −1 −1 9 −1 0 −1 −1 −1 −1
0 −1 −1 −1 −1 −1 10 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 0 −1 9 −1 −1 −1 0
−1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 9 −1 0 −1
−1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 10 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 9 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 9 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z12. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟐)) = [
12 10 8 0
3 6 2 1

] 

3.3.3 Grup Modulo 𝐙𝟏𝟔 

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan 

matriks Laplace dari grup modulo Z16. Adapun langkah-langkah yang dilakukan 
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sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur  

dari anggota grup modulo Z16. 

Tabel 3.19 Operasi Penjumlahan Modulo 16 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

14̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

15̅̅̅̅  15̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  

 

Dari Tabel 3.19 diketahui unsur yang inversnya diri sendiri dari grup modulo 

𝑍16 adalah 0̅ dan 8̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 

1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 9̅, 10̅̅ ̅̅ , 11̅̅ ̅̅ , 12̅̅ ̅̅ , 13̅̅ ̅̅ , 14̅̅ ̅̅   dan 15̅̅ ̅̅ . Kemudian langkah selanjutnya 

adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Z16. Graf invers yang 

terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.19 adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.11 Graf Invers Grup Modulo Z16 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.11 sebagai 

berikut:   

A(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z16 dengan cara mengganti entri “0” 

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 
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A+ (𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperolah 

spektrum antiadjacency nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) = [
3 2 1 0 −1
3 2 6 2 3

] 

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z16 

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

D(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus 𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) =

𝐃(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) − 𝐀(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) seperti langkah sebelumnya, maka  didapati: 
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L(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 13 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 13 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 13 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1
−1 −1 −1 −1 14 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1
−1 −1 −1 0 −1 13 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 −1 13 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 −1 13 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 14 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 13 −1 −1 −1 −1 −1 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 13 −1 −1 −1 0 −1
−1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 13 −1 0 −1 −1
−1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 14 −1 −1 −1
−1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 13 −1 −1
−1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 13 −1
−1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 13]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari 

matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo 

Z16. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum 

Laplace nya adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝟏𝟔)) = [
16 14 12 0
4 8 3 1

] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum matriks antidjacency dan matriks Laplace graf invers 

dari beberapa grup modulo, diantaranya: 

Tabel 3.20 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers Grup Modulo 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ  

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Antiadjacency 

8 Grup Modulo Z8 P(𝜆) = (𝜆 − 3)(𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)2(𝜆)2(𝜆 + 1) 

12 Grup Modulo Z12 P(𝜆) = (𝜆 − 3)2(𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)4(𝜆)2(𝜆 + 1)2 

16 Grup Modulo Z16 P(𝜆) = (𝜆 − 3)3(𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)6(𝜆)2(𝜆 + 1)3 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn P(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−4
4 (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)

𝑛−4
2 (𝜆)2(𝜆 + 1)

𝑛−4
4  

 

Tabel 3.21 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers Grup Modulo untuk 𝑛 genap 

dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

8 Grup Modulo Z8 [
3 2 1 0 −1
1 2 2 2 1

] 



71 
 

 
 

12 Grup Modulo Z12 [
3 2 1 0 −1
2 2 4 2 2

] 

16 Grup Modulo Z16 [
3 2 1 0 −1
3 2 6 2 3

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn [
3 2 1 0 −1

n − 4

4
2

n − 4

2
2

n − 4

4
] 

 
 

Tabel 3.22 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers Grup Modulo untuk 𝑛 

genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Polinomial Antiadjacency 

3 Grup Modulo Z8 P(𝜆) = (𝜆 − 8)2(𝜆 − 6)4(𝜆 − 4)(𝜆) 

5 Grup Modulo Z12 P(𝜆) = (𝜆 − 12)3(𝜆 − 10)6(𝜆 − 8)2(𝜆) 

7 Grup Modulo Z16 P(𝜆) = (𝜆 − 16)4(𝜆 − 14)8(𝜆 − 12)3(𝜆) 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛
4(𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−4
4 (𝜆) 

 

Tabel 3.23 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers Grup Modulo untuk 𝑛 genap dimana 

𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ 

n Grup Modulo 𝑍𝑛 Spektrum 

6 Grup Modulo Z8 [
8 6 4 0
2 4 1 1

] 

10 Grup Modulo Z12 [
12 10 8 0
3 6 2 1

] 

14 Grup Modulo Z16 [
16 14 12 0
4 8 3 1

] 

... ... ... 

n Grup Modulo Zn [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 

 

Teorema 5 

Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo 

𝑍𝑛 untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−4
4 (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)

𝑛−4
2 (𝜆)2(𝜆 + 1)

𝑛−4
4  

Bukti 

Diketahui anggota grup modulo (𝑍𝑛) untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈

ℕ adalah (𝑍𝑛) = {0̅, 1̅, … , �̅�, … ,
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2

̅ ,
𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,… , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. Maka langkah 



72 
 

 
 

selanjutnya adalah mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo 𝑍𝑛 

sebagai berikut: 

Tabel 3.24 Operasi Penjumlahan Modulo n untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ 

+ 0̅ 1̅ … k̅ … (
n

2
) − 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

n

2

̅
 (

n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 … n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

0̅ 0̅ 1̅ … k̅ … (
n

2
) − 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

n

2

̅
 (

n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 … n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1̅ 1̅ 2̅ … k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … 
n

2

̅
 (

n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (

n

2
) + 2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 … n − k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  … 0̅ 

⋮ ⋮ ⋮  ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ 

k̅ k̅ k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
… 2k̅̅ ̅ … (

n

2
) − 1 + k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 
n

2
+ k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 (

n

2
) + 1 + k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … 0̅ … n − 1 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

⋮ ⋮ ⋮  ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ 

(
n

2
) − 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (

n

2
) − 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

n

2

̅
 … (

n

2
) − 1 + k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0̅ … (

3n

2
) − 1 − k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … (

3n

2
) − 2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

n

2

̅
 

n

2

̅
 (

n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 … 

n

2
+ k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0̅ 1̅ … 3n

2
− k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … 

3n

2
− 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

(
n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (

n

2
) + 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (

n

2
) + 2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 … (

n

2
) + 1 + k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … 0̅ 1̅ 2̅ … (

3n

2
) + 1 − k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … 

3n

2

̅̅̅̅
 

⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ 

n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − k + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  … 0̅ … (
3n

2
) − 1 − k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

3n

2
− k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 (

3n

2
) + 1 − k

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 … 2n − 2k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  … 2n − k − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮  ⋮ 

n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 0̅ … n − 1 + k̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  … (
3n

2
) − 2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 
3n

2
− 1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

3n

2

̅̅̅̅
 … 2n − k − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  … 2n − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

Dari Tabel 3.24 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari 

modulo Z𝑛 adalah 0̅ dan 
𝑛

2

̅ sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri 

adalah {1̅, … , �̅�, … ,
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,… , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. Kemudian langkah selanjutnya 

adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Zn. Jadi dikatakan graf invers 

yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.24 adalah sebagai berikut: 



73 
 

 
 

 
Gambar 3.12 Graf Invers Grup Modulo Zn untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ 

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.12 sebagai 

berikut: 

 

𝐀(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�
⋮

𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 … 1 … 1 0 1 … 1 … 1
1 0 … 1 … 0 1 1 … 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 … 0 … 1 1 1 … 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 0 … 1 … 0 1 0 … 1 … 1
0 1 … 1 … 1 0 1 … 1 … 1
1 1 … 1 … 0 1 0 … 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 … 0 … 1 1 1 … 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 0 … 1 … 1 1 0 … 1 … 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks 

antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Zn dengan cara mengganti entri 

“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks 

berikut: 
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𝐀+(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�
⋮

𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 … 0 … 0 1 0 … 0 … 0
0 1 … 0 … 1 0 0 … 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 1 … 0 0 0 … 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 … 0 … 1 0 1 … 0 … 0
1 0 … 0 … 0 1 0 … 0 … 0
0 0 … 0 … 1 0 1 … 0 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 1 … 0 0 0 … 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 … 0 … 0 0 1 … 0 … 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Karena det(𝐀+(𝚪𝒔(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada 

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut: 

P(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−4
4 (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)

𝑛−4
2 (𝜆)2(𝜆 + 1)

𝑛−4
4  

 

Corollary 5 

Misal grup modulo (𝑍𝑛) = {0̅, 1̅, … , �̅�, … ,
𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

𝑛

2

̅ ,
𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, … , 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,… , 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒,𝐤 ∈ ℕ. Maka spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦 

adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 5, polinomial  karakteristik dari 𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) adalah: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)
𝑛−4
4 (𝜆 − 2)2(𝜆 − 1)

𝑛−4
2 (𝜆)2(𝜆 + 1)

𝑛−4
4  

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen                              

𝜆1 = 3, 𝜆2 = 2  𝜆3 = 1, 𝜆4 = 0, 𝑑𝑎𝑛 𝜆5 = −1, dan multiplisitas masing-masing 

dari nilai Eigennya 𝑚𝜆1 =
𝑛−4

4
,  𝑚𝜆2 = 2, 𝑚𝜆3 =

𝑛−4

2
,𝑚𝜆4 = 2,dan 𝑚𝜆5 =

𝑛−4

4
. 
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Maka diperoleh spektrum matriks 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑐𝑦   graf invers dari grup modulo, 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒,𝐤 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐀+(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

Teorema 6 

Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk 

untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛
4(𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−4
4 (𝜆) 

Bukti 

Dari Gambar 3.24 maka diperoleh matriks 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 dari graf invers grup 

modulo Zn dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh: 

 

𝐃(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�
⋮

𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 2 0 … 0 … 0 0 0 … 0 … 0
0 𝑛 − 3 … 0 … 0 0 0 … 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 𝑛 − 2 … 0 0 0 … 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 … 𝑛 − 3 0 0 … 0 … 0
0 0 … 0 … 0 𝑛 − 2 0 … 0 … 0
0 0 … 0 … 0 0 𝑛 − 3 … 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 … 0 0 0 … 𝑛 − 2 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 0 … 0 0 0 … 0 … 𝑛 − 3]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari 

matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(𝚪𝐬(𝐙𝐧))=D(𝚪𝐬(𝐙𝐧))-

A(𝚪𝐬(𝐙𝐧)), maka diperoleh: 
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   0̅      1̅   … 𝑘̅ …
𝑛
2

−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑛

2

̅ 𝑛
2

+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

… 𝑛−𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ … 𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐋(𝚪
𝐬
(𝐙𝐧)) =

0̅
1̅
⋮
�̅�
⋮

𝑛

2
− 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

2

̅

𝑛

2
+ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⋮
𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 − 2 −1 … −1 … −1 0 −1 … −1 … −1
−1 𝑛 − 3 … −1 … 0 −1 −1 … −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 … 𝑛 − 2 … −1 −1 −1 … 0 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 … −1 … 𝑛 − 3 −1 0 … −1 … −1
0 −1 … −1 … −1 𝑛 − 2 −1 … −1 … −1

−1 −1 … −1 … 0 −1 𝑛 − 3 … −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 … 0 … −1 −1 −1 … 𝑛 − 2 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 … −1 … −1 −1 0 … −1 … 𝑛 − 3]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Karena det(𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝒏)) − 𝝀𝑰) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks 

utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada 

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut: 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛
4(𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−4
4 (𝜆) 

Corollary 6 

Spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo 𝑍𝑛 untuk 𝑛 genap 

dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 

Bukti 

Berdasarkan teorema 6, polinomial  karakteristik dari matriks Laplace graf 

invers dari grup modulo Zn untuk 𝑛 genap dimana 𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒, 𝐤 ∈ ℕ adalah 

P(𝜆) = (𝜆 − 𝑛)
𝑛
4(𝜆 − 𝑛 + 2)

𝑛
2(𝜆 − 𝑛 + 4)

𝑛−4
4 (𝜆) 

Dengan menetapkan P(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 𝜆1 = 𝑛, 𝜆2 =

𝑛 − 2 , 𝜆3 = 𝑛 − 4, dan 𝜆4 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai 

Eigennya 𝑚𝜆1 =
𝑛

4
,  𝑚𝜆2 =

𝑛

2
, 𝑚𝜆3 =

𝑛−4

4
  dan 𝑚𝜆4 = 1. Maka diperoleh 
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spektrum matriks Laplace  graf invers dari grup modulo, untuk 𝑛 genap dimana  

𝒏 = 𝟒𝐤 + 𝟒,𝐤 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜𝐋(𝚪𝐬(𝐙𝐧)) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 

3.4   Kajian dalam al-Quran 
 

 Graf dalam bahasa matematika adalah himpunan dari objek-objek yang 

dinamakan titik, simpul, atau sudut yang dihubungkan oleh garis atau sisi sehingga 

titik-titik tersebut terhubung langsung. Sama halnya dengan ta’aruf yang telah 

diperkenalkan dalam al-Quran. Secara bahasa istilah ta’aruf berasal dari bahasa 

Arab yang artinya saling mengenal atau berkenalan. Ta’aruf sangat dianjurkan 

dalam agama Islam agar saling mengenal antara satu sama lain. Salah satu cara agar 

saling mengenal sesama manusia yaitu dengan bersilaturrahim yang disebutkan 

dalam surat al-Hujurat ayat 13 yang berbunyi: 

 َٰٓ هَايَ يُّ
َ
ِن كُمنََٰ خَلقَۡ  إنَِّا لنَّاسُ ٱ أ نثَََٰ  ذَكَرٖ  م 

ُ
ٓ  اشُعُوبا  كُمۡ نََٰ وجََعَلۡ  وَأ ْۚٗ لِِعََارَفُوٓ  ئلَِ وَقَبَا  إنَِّ  ا

كۡ 
َ
ِ ٱ عِندَ  رَمَكُمۡ أ تۡ  للََّّ

َ
َٰ أ َ ٱ إنَِّ  كُمۡۚٗ قَى   ١٣ بيِرٞ خَ  عَليِمٌ  للََّّ

 
Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki 

dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku 

supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara 

kamu disisi Allah ialah orang yang paling taqwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah 

Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat: 13). 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa terjalinnya hubungan satu sama lain di 

antara sesama manusia merupakan suatu ketetapan dari Allah, dan hubungan ini 

berawal dari berbeda-bedanya ciptaan manusia. Hubungan antar manusia adalah 

kemampuan mengenali sifat, tingkah laku, pribadi seseorang. Ruang lingkup 

hubungan antar manusia dalam arti luas adalah interaksi antar seseorang dengan 
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orang lain dalam suatu kehidupan untuk memperoleh kepuasan hati. Hubungan 

antar manusia adalah suatu sosiologi konkrit karena meneliti situasi kehidupan, 

khususnya masalah “interaksi” dengan pengaruh psikologisnya. 

Secara matematika suatu graf dapat dipresentasikan dengan matriks 

adjacency terdapat nilai 1 untuk graf yang titiknya saling terhubung dan nilai 0 

untuk graf yang titiknya tidak terhubung. Hal ini jika dimaknai nilai 1 dapat 

menggambarkan proses silaturahmi antar sesama manusia dan nilai 0 dapat 

dimaknai putusnya hubungan silaturahmi antar sesama manusia. Dalam suatu hadis 

dikataka bahwa 

لُ  لَُ  قَاطِعُ  الْجَنَّةَُ يَدْخ 
Artinya: “Tidak akan masuk sorga orang yang memutuskan (persaudaraan)”. (HR. al-

Bukhâri dan Muslim). 

 

Berdasarkan hadis diatas juga dijelaskan bahwa Allah SWT tidak menyukai 

orang-orang yang memutus hubungan silaturahmi. Maksud dari kalimat “tidak akan 

masuk surga” tertuju kepada orang yang menganggap halal memutuskan 

persaudaraan tanpa sebab padahal dia tau keharamannya, maka orang ini tidak akan 

masuk surga. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan yang sudah diperoleh, maka dapat diambil 

kesilmpulan bahwa pola umum spektrum matriks Antiadjacency dan matriks 

Laplace dari graf invers dari grup modulo dapat diklasifikasikan sebagai berikut: 

a. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup 

modulo untuk 𝑛 ganjil  adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
2 1 0

𝑛 − 1

2
1

𝑛 − 1

2

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 0

𝑛 − 1

2

𝑛 − 1

2
1
] 

b. Spektrum matriks antiadjacency graf invers dan matriks Laplace dari grup 

modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, 𝑘 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 2

4
1

𝑛 − 2

2
1

𝑛 − 2

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0

𝑛 − 2

4

𝑛

2

𝑛 − 2

4
1
] 

c. Spektrum matriks antiadjacency graf invers dan matriks Laplace dari grup 

modulo untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 4, 𝑘 ∈ ℕ adalah: 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐀+(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
3 2 1 0 −1

𝑛 − 4

4
2

𝑛 − 4

2
2

𝑛 − 4

4

] 

𝐒𝐩𝐞𝐜 (𝐋(𝚪𝒔(𝒁𝒏))) = [
𝑛 𝑛 − 2 𝑛 − 4 0
𝑛

4

𝑛

2

𝑛 − 4

4
1
] 
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4.2 Saran 

 Bagi peneliti selanjutnya, disarankan untuk mengkaji spektrum degree dan 

spektrum signless Laplace graf invers dari grup modulo atau berbagai macam graf 

lainnya. 
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