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ABSTRAK

Febry, Ifkra. 2019. Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf
Invers dari Grup Modulo. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains
dan Teknologi, Universitas Islam Negri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1) Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Kata Kunci: matriks antiadjacency, matriks Laplace, spektrum antiadjacency,
spektrum Laplace, graf invers, grup modulo.

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, seperti matriks antiadjacency
yang dinotasikan A" (G) yang diperoleh dari matriks adjacency dinotasikan A(G),
matriks Laplace yang dinotasikan L(G) diperoleh dari operasi pengurangan matriks
derajat titik dinotasikan D(G) dan matriks A(G) yang ditunjukan oleh L(G) =
D(G) — A(G). Ketika graf telah dalam bentuk matriks, maka dapat ditentukan nilai
eigen pada baris pertama dan algebraic multiplicity pada baris kedua disebut
spektrum. Spektrum yang diperoleh dari matriks A" (G) disebut spektrum matriks
antiadjacency dinotasikan sebagai Spec (A*(G)) dan yang diperoleh dari matriks
L(G) disebut spektrum Laplace dinotasikan sebagai Spec (L(G)). Tujuan dari
penelitian ini adalah mencari pola dari Spec (A*(G)) dan Spec (L(G)). Hasil dari
penelitian ini diperoleh:
a. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup

modulo untuk n ganjil adalah:

2 1 0
Spec (A*(I‘S(Zn))) = [HT—l . " ; 1]

n n—2 0
Spec (L(I‘S(Zn))) = [n W =1 1]
2 2

b. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup
modulo untuk n genap dan n = 4k + 2,k € N adalah:
3 2 1 0 -1
Spec (A*(FS(ZH))) = [n =) s 2 . "o 2]
4 2 4

n n—2 n—4 0
Spec (L(FS(Z,,))) = ln -2 m n-2 1]
' 4 2 4
c. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup
modulo untuk n genap dan n = 4k + 4,k € N adalah:
1 0 -1
n—4 n—4 n-— 4]

Spec (A+(rs(zn))) =

Spec (L(I‘S(Zn))) = [;
4

Bagi penelitian selanjutnya, diharapkan dapat menemukan bermacam-macam
teorema tentang spektrum selain antiadjacency dan Laplace dari graf lainnya.
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ABSTRACT

Febry, Ifkra. 2019 The Spectrum of Antiadjacency Matrix and Laplacian
Matrix Graph Inverse of Modulo Group. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic University
of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1)
Dr. Usman Pagalay, M.Si.

Keyword: antiadjacency matrix, Laplacian matrix, antiadjacency spectrum,
Laplacian spectrum, inverse graph, modulo group.

Graph can be shown in the from of matrix, like antiadjacency matrix is
denoted by A*(G) obtained from adjacency matrix denoted A(G), Laplacian
matrix is denoted by L(G) obtained from the reduction operation of degree matrix
denoted D(G) and matrix A(G) indicated by L(G) = D(G) - A(G). When the
graph is in the form of a matrix, then it can be determined the eigenvalue in the first
row and algebraic multiplicity in the second row is called the spectrum. The
spectrum obtained from the matrix A*(G)is called the antiadjacency matrix
spectrum denoted as Spec (A*(G)) and what is obtained from the matrix L(G) is
called the Laplacian spectrum denoted as Spec (L(G)). The purpose of this study
is to look for patterns from Spec (A*(G)) and Spec (L(G)). The results of this
study were obtained:

a. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix of the inverse graph of

the modulo group for odd n is:
0

2 1
Spec (A*(I‘S(Zn))) = [n ; il A ; 1

n n—2 0
Spec (L(FS(Z,,))) - ln -1 n-1 ]
2 2

b. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix is the inverse graph of
the modulo group for nevenand n = 4k + 2,k € N is:
Sl 2 1 0 -1
Spec (A*(FS(ZH))) = ln =2 o ez 2 ; - 2]
4 2 4

n n—2 n—4 0
Spec (L(FS(Z,,))) = ln -2 .n n-2 1]
- - - 4 .2 4 - - -
c. Spectrum antiadjacency matrix and Laplacian matrix is the inverse graph of
the modulo group for nevenand n = 4k + 4,k € N is:

3 2 1 0 -1
Spec (A+(rs(zn))) —|n-4 , M- 4 , n—4]
4 2 4
n n—2 n—4 0
Spec (L(I‘S(Zn))) = [2 n n-—4 1]
4 2 4

For further research, it is expected to find various kinds of theorems about
spectrum other than antiadjacency and Laplacian from other graphs.
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3 2 1 0o -1
Spec (A*(I‘S(Zn))) = [n -2 1 n—2 1 n— 2]
4

2
n n—2 n—4 0]

Spec (L(I‘S(Zn))) = [n -2 n n=2 )
4 2 4

3 slyskdegest Sl ol s Y Bshany WIS Raslie Byias T
ipn =4k + 4keN

¢] 2 1 R -1

+ _|ln— — N

Spec (A (I‘S(Zn))) - [n 4 , n-4  n-4

4 2 4

r n—2 n—4 1

Spec (L(Fs(Zn))) =

n n n—=4
— 1

4 2 4
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V (G)
yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan
dengan n(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan
dilambangkan dengan m(G). Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik « dan
v, ditulis e = uv. Jika e = (u,v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut
terhubung langsung (adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung
(incident), dan titik u dan v disebut ujung dari e (Chartrand, dkk, 2016).

Teori graf juga membahas tentang suatu graf yang dibangun dari grup,
misalnya graf invers dan komplemen graf invers. Misalkan (T',*) adalah grup
berhingga dan S = {u € T'lu # u~1}. Didefinisikan graf invers yang terkait dengan
I, yaitu Gg(I") adalah graf yang himpunan titiknya anggota dengan I" sedemikian
sehingga dua titik yang berbeda u dan v adalah terhubung langsung jika dan hanya
jikau v € S atau v * u € S (Monther dan Yusuf, 2017).

Salah satu kajian dalam teori spekral graf adalah menentukan spektrum pada
graf. Spektrum pada graf merupakan pasangan terurut dari nilai-nilai eigen matriks
ketetanggaan beserta multiplisitasnya. Jika A adalah nilai eigen dari matriks A,
maka multiplisitas aljabar didefinisikan sebagai multiplisitas dari A sebagai akar
polinom karakteristik dari A. Multiplisitas geometri didefinisikan sebagai dimensi

1



2
dari ruang eigen EA. Matriks simetri, multiplisitas geometri sama dengan
multiplisitas aljabarnya (Kolman, 2007).

Adapun penelitian sebelumnya yang sudah dilakukan para peneliti tentang
spectrum graf yaitu Shuhua Yin (2006) meneliti spektrum Adjacency dan spektrum
Laplace pada graf Gl yang diperoleh dari graf komplit KI dengan menambahkan
pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di KI. Yuanping Zhang (2008)
meneliti tentang Q-spectrum graf lolipop. Abdussakir, dkk (2009) meneliti
spektrum Adjacency pada graf Komplit (Kn), graf Star (Sn), graf Bipartisi Komplit
(Km,n), dan graf Lintasan (Pn). Ayyaswamy dan Balachandran (2010) meneliti
spectrum Detour beberapa graf. Imam Fachruddin (2010) meneliti spektrum graf
hasil kali Cartesius. Lailatul Khusnah (2011) meneliti spektrum Detour pada Graf
Komplit (Kn ). Bayu Tara Wijaya (2011) meneliti spektrum Detour Graf m-Partisi
Komplit.

Hakikat keberadaan manusia di atas sendi kekeluargaan erat hubungannya
dengan tali silaturahim. Dihimpunnya semua unsur ini didalam hati nurani manusia
dan dijadikannya titik pusat untuk mengatur masyarakat islam di atas pondasinya.
Dipelihara golongan lemah melalui rasa soladaritas antar keluarga, yang
bertuhankan Sang Maha Pencipta Yang Maha Esa; dan dipeliharanya masyarakat
ini dari kekejian, kezaliman, dan fitnah; serta diaturnya keluarga mislim,
masyarakat muslim, dan seluruh manusia muslim diatas prinsip kesatuan rububiyah
dan kesatuan kemanusian. Allah Swt. berfirman dalam al-Quran surat an-Nisa ayat

1, yaitu:
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Artinya: “Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan
kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari pada
keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang banyak. dan
bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-Nya kamu saling
meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan silaturrahim. Sesungguhnya Allah
selalu menjaga dan mengawasi kamu” (QS.An-Nisa /4:1)

Dalam al-Quran surat an-Nisa ayat 1 menjelaskan bahwa agar umat manusia
senantiasa bertakwa kepada Allah swt, dan mengingat akan kekuasan-Nya yang
telah menciptakan manusia dari satu iradah, yang bersumber dari satu asal usul.
Dan menjaga kekeliruan pandangan yang menyakitkan dan merendahkan seorang
wanita. Serta membangun keluarga dan memeliharanya serta menjalin
silaturrahimdan menjaganya.

Merujuk pada al-Quran surat an-Nisa ayat 1 menyatakan bahwa
permasalahan tentang sendi kekeluargaan erat hubungannya dengan tali
silaturrahim, tak terlepas juga bahwa ilmu tersebut juga dibahas dalam bidang
matematika. Salah satunya tentang spektrum matriks antiadjacency dan matriks
Laplace graf invers dari grup modulo.

Melihat penelitian-penelitian sebelumnya, maka peneliti merasa perlu untuk
meneliti spektrum suatu graf, yang lebih dikhususkan pada spektrum antiadjacency
dan spektrum Laplace dengan judul “Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks

Laplace Graf Invers dari Grup Modulo”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah:
1. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace
graf invers dari grup modulo untuk n ganjil?
2. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace
graf invers dari grup modulo untuk n genap dan n = 4k + 2,k € N?
3. Bagaimana pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace

graf invers dari grup modulo untuk n genap dan n = 4k + 4,k € N?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah
1. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks
Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil
2. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks
Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil dann = 4k + 2,k € N
3. Untuk mengetahui pola umum spektrum matriks antiadjacency dan matriks

Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil dann = 4k + 4,k € N

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Memberikan informasi tentang pola umum dari spektrum matriks

antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil
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2. Memberikan informasi tentang pola umum spektrum matriks antiadjacency

dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil dan
n=4k+2,keN

3. Memberikan informasi tentang pola umum spektrum matriks antiadjacency

dan matriks Laplace graf invers dari grup modulo untuk n ganjil dan

n=4k+4,k€N.

1.5 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini metode yang digunakan penulis adalah studi literatur
dengan mempelajari dan menelaah beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang
mendukung penelitian ini.

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1 Mengidentifikasi semua anggota dari grup modulo yaitu Z3 hingga Z4

2 Menggambar graf invers dari grup modulo yaitu Z3 hingga Z¢

3 Menentukan matriks adjacency dan matriks antiadjacency

4 Mencari spektrum dari matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo.

5 Mencari matriks degree dan matriks Laplace dengan cara mengurangi matriks
adjacency dengan matriks degree.

6 Mencari nilai eigen dari matriks antiandjacency dan matriks Laplace.

7 Mencari spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo.

8 Mencari pola spektrum matriks antiandjacency dan matriks Laplace graf invers
dari grup modulo dan dirumuskan menjadi suatu teorema serta dibuktikan

kebenarannya secara umum.



1.6 Batasan Masalah

Untuk lebih memfokuskan penelitian, maka grup modulo yang dibahas

untuk pencarian pola umum dibatasi pada Z3 hingga Z .

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah dalam menelaah dan memahami skripsi ini, maka

penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab.

Masing-masing bab dibagi kedalam beberapa sub bab dengan rumusannya

sebagai berikut:

Bab |

Bab 11

Bab Il

Bab IV

Pendahuluan

Bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang berhubungan dengan
pembahasan pola umum dari spektrum matriks Antiadjacency dan
spektrum matriks Laplace

Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas mengenai pola umum dari spektrum
matriks Antiadjacency dan spektrum matriks Laplace

Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dilakukan
dan saran bagi pembaca yang akan melanjutkan penelitian dalam

skripsi ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan G

tidak sama dengan himpunan kosong (G # 0) dan = adalah operasi biner pada G

yang memenubhi sifat-sifat berikut:

1. (a*b)*xc=ax(bx*c),untuk semua a, b, c € G (yaitu * asosiatif).

2. Ada suatu elemen e di G sehingga a *e = e *a = a, untuk semua a € G (e
disebut identitas di G).

3. Untuk setiap a € G ada suatu elemen a=1 di G sehinggaa*a ™' =al*xa=e
(a~1 disebut invers dari a).

Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jikaa x b =

b * a untuk semua a, b € G (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh:

Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat, maka (Z,+) adalah grup karena

berlaku:

i. Operasi penjumlahan (+) pada Z merupakan operasi biner yang terdefinisi di Z
sebab operasi biner merupakan pemetaan Z X Z — Z. Untuk setiap a,b € Z
maka a + b € Z. Sehingga Z tertutup terhadap operasi +.

ii. Untuk setiap a,b,c € Z maka a+ (b+c) = (a+b)+c. Jadi operasi +
bersifat asosiatif di Z.

iii. Terdapat anggota identitas yaitu 0 terhadap operasi * di Z sedemikian sehingga

a+0=0+4a = a, untuk setiap a € Z.
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iv.Untuk a € Z terdapat a~! yaitu (—a) € Z sedemikian sehingga a + (—a) =
(—a)+a=0.

Berdasarkan i, ii, iii, dan iv di atas Z memenuhi aksioma grup maka terbukti bahwa

(7, +) adalah grup.

2.2 Modulo
Misalkan s dan t bilangan bulat, dan n bilangan bulat positif. Maka dapat

dituliskan s = t(mod n) jika n membagi t — s. s = t(mod n) dibaca “s
kongruen t modulo » . Bilangan bulat positif n disebut modulus.
2.3 Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan
V(G) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan
E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (u, v) dari titik-titik u dan v yang
berbeda di V(G) disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi e = (u, v) pada graf G ditulis
e = uv (Chartrand, dkk, 2016).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut titik-titik yang terhubung langsung
(adjacent vertices), sedangkan u dan e disebut terkait langsung (incident), begitu
juga dengan v dan e. Selanjutnya, jika e; dan e, adalah sisi-sisi berbeda di G yang
terkait langsung (incident) dengan titik, maka e; dan e, adalah sisi-sisi yang
terhubung langsung (adjacent edges) (Chartrand, dkk, 2016).

Suatu graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya
harus ada minimal satu. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi disebut
graf trivial.Banyaknya titik di graf G disebut order dari G yang dilambangkan

dengan n(G), sedangkan banyaknya sisi disebut ukuran (size) dari G yang
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dilambangkan dengan m(G). Graf G(n,m) memiliki order ndan size m
(Chartrand, dkk, 2016).

Graf G dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram (gambar) yang setiap
titik G digambarkan dengan suatu noktah dan setiap sisi yang menghubungkan dua
titik di G digambarkan dengan kurva sederhana (ruas garis) dengan titik-titik akhir
di kedua titik tersebut. Ada tiga cara untuk menggambarkan suatu graf, yaitu dalam
bentuk diagram secara geometri, matriks, dan dengan menggunakan himpunan
pasangan berurutan (Budayasa, 2007).

Misalnya diberikan graf G dengan V(G) = {u,v,w,x}dan E(G) =
{e1,e5,€3,64,65} dimana e; = uv,e;, = vw,e3 = wx, e, = ux,es = uw. Maka G

dapat digambarkan sebagai berikut:

Uu €1 v
@
€s
G €y e,
[
x €3 w

Gambar 2.1 Graf G

Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai 4 titik dan 5 sisi sehingga n(G) = 4

dan m(G) = 5 (Budayasa, 2007).
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2.3.1 Graf Terhubung
Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v, ditulis e = uv. Jika
e = (u,v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), sedangkan u dan e, v dan e disebut terkait langsung (incident).

(Chartrand, dkk, 2016).

Contoh:

Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi

E(G) = {v,v,, v1v3,v11,}. Maka G dapat digambarkan sebagai berikut:

V3 Vg
o
G:
@
U1 Uy

Gambar 2.2 Graf Terhubung

Graf G pada Gambar 2.2 adalah graf terhubung karena G memuat lintasan
v — v, untuk setiap dua titik yang berbeda v, dan v, di G, begitu juga dengan v, —

V3 dan V1 — V4.

2.3.2 Komplemen Graf
Komplemen G (ditulis G) dari graf G adalah graf dengan himpunan titik

V(G) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di G jika dan hanya jika



11

titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Jika graf G berorde n dan berukuran

m, maka G berorde n memiliki ukuran ("(”2_1)) — m (Chartrand, dkk, 2016).

Contoh:

u

(i
~ - .f/ i \\\
(:: v \ w S v 7 O w
1 H Z U ;1-7: 5; zZ

Gambar 2.3 Graf G dan Komplemennya

Pada graf G, titik u dan v terhubung langsung dan titik u dan v di G tidak
terhubung langsung, begitu juga dengan titik lain yang terhubung langsung di graf
&

2.3.3 Graf Invers dari Grup

Misalkan (T,«) adalah grup berhingga dan S = {u € I'lu # u~1}.
Didefinisikan graf invers yang terkait dengan TI', yaitu Gs(I') adalah graf yang
himpunan titiknya anggota dengan I" sedemikian sehingga dua titik yang berbeda u
dan v adalah terhubung langsung jika dan hanya jika uxv € S atau v*u € S
(Monther dan Yusuf, 2017).

Catatan

1. Jelas, identitas e adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri
dalam grup berhingga I'. Maka e ¢ S. Sehingga menyebabkan kardinalitas dari
S kurang dari kardinalitas dari I'. Khususnya, jika I" tidak memuat anggota yang

invers terhadap dirinya sendiri selain identitas maka |S| = || — 1.
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2. Banyaknya anggota S selalu genap, maka |S| = |T'| — 1 jika banyaknya anggota
[" ganjil.
3. Untuk sebarang graf invers, dege = |S| (Monther dan Yusuf, 2017).
2.3.4 Representasi Graf dalam Matriks
Misalkan G graf dengan order n (n = 1) dan ukuran m serta himpunan tititk
V(G) = {vy, vy, ..., 1 }. Matriks keterhubungan titik atau matriks keterhubungan
dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (n X n) dengan unsur pada
baris ke -i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v;
dan 0 untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) =
[a;;],1 <i,j <n, dengan
1 ,jika v; v; € E(G)
N {o jika v; v, & E(G)
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1
dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat loop
dan tidak memuat sisi paralel.
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v,, vV, V,V3, V514, V3V, }. Maka diagram dan matriks keterhubungan

graf G sebagai berikut:

V4 (%]
U1 Uy V3 Vy
G v170 1 0 1
AG)=v2 |1 0 1 1
V310 1 0 1
Uy 11 1 1 0
v, Vn

Gambar 2.4 Graf G dan Matriks Keterhubungan Titik
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Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan sisi

E(G) = {ey, ey, ..., e, }. Matriks keterhubungan sisi dari graf G, dinotasikan dengan
B(G), adalah matriks (m x m) dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j

bernilai 1 jika sisi e; terhubung langsung dengan sisi e;, dan 0 untuk lainnya.
Dengan kata lain, matriks keterhubungan sisi dapat ditulis B(6) = [b;;], 1 < i,j <
m, dengan

1 ,jika e; dan e; terhubung langsung

ij
0 ,jika e; dan e; tidak terhubung langsung

Matriks keterhubungan sisi suatu graf G juga merupakan matriks simetri
dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya.
Contoh:

Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {vy,v,,v3,v,} dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, V14, VU3, UoVs, V31, ). Maka diagram dan matriks

keterhubungan graf G sebagai berikut:

171 UZ
€1
T €1 € €3 €e4 €3
ez 0 1 1 1 O]
G: e €3 _€ |1 0 0 1 1|
\ €a 3(6)6310011
94[1 1 1 0 1J
e

° 50 1 1 1 0

Vg s U3

Gambar 2.5 Graf G dan Matriks Keterhubungan Sisi

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan titik
V(G) = {vy,v,,...,v,} dan himpunan sisi E(G) = {e,, ey, ...,e;}. Matriks

keterkaitan dari graf G, dinotasikan dengan I(G), adalah matriks (n x m) dengan
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unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang menyatakan berapa kali titik
v; terkait langsung dengan sisi e;. Dengan kata lain, matriks keterkaitan dapat
ditulis I(G) = [¢;;],1 < i <n,1 < j <m,dengan

1 ,jika v; terkait langsung dengan e;

Cij
0 ,jika v; tidak terkait langsung dengan e;

Matriks keterkaitan suatu graf G adalah matriks dengan unsur O dan 1
(Abdussakir, dkk, 2016).
Contoh:

Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v;, V3, v3, v, v5} dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, V1Vs, V,V3, V5 Vs, V5 Vs, V4 Vs ). Maka diagram dan

matriks keterkaitan dari graf G sebagai berikut:

2 o v,
T fie e e; e, € ep
o 6 U1[110000]
_ 5 3
A ] G="2|1 011 1 0
4 V(0 0 1 0 O O
V410 0 0 1 0 1
U5[0 1 0 0 1 1J
°
vs 66 v4. U3

Gambar 2.6 Graf G dan Matriks Keterkaitannya

2.3.5 Matriks Antiadjacency
Misalkan G adalah graf dengan order p dan A(G) adalah matriks adjacency
dari graf G. Didefinisikan matriks J = [e;;],1 < i,j < p dengan
e =1Vij,1<ij<p
maka matriks A*(G) =[b;], dengan A"(G) =] —A(G) disebut matriks

antiadjacency dari graf G, atau dapat ditulis juga:
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1 ,jikai # j,dan v; terhubung langsung dengan v;
aij =
0 ,lainnya
(Putra dan Sugeng, 2015)
Contoh
Dari graf G pada Gambar 2.4 dapat ditentukan diagram dan matriks

antiadjacencynya A" (G) graf G sebagai berikut:

%1 Uy

[}
(UA0NTH] S () ] S ()
G: AT@=v, 10 1 0 0
V311 0 1 O
Vs 10 0 0 1

[ ]
Vg U3

Gambar 2.7 Graf G dan Matriks Antiadjacency

2.4 Matriks

Suatu matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan matriks dinamakan entri. Matriks terdiri dari
entri-entri yang disusun menurut baris dan kolom sehingga berbentuk persegi
panjang dengan panjang dan lebar menunjukkan banyak baris dan banyak kolom.
Matriks yang memiliki m baris dan n kolom disebut matriks berukuran m X n.

Bentuk umum dari matriks adalah sebagai berikut:

aj; Qg2 0 Qp
a1 Az = Qyn
A= . . . atau [ai]-]
. . H mxn
Am1 Amz2 *° Amn

(Anton & Rorres, 2004)
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Contoh:

1 2
3 0], 2 1 0], 1, (4]
!—1 4] [3]

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom, sehingga
ukurannya adalah 3 x 2. Angka pertama selalu menunjukkan banyaknya baris dan
angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam
contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1 X 3,2 X 2,2 x 1,1 x 1 (Anton

& Rorres, 2004).

2.4.1 Operasi Matriks
2.4.1.1 Penjumlahan Matriks

Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka
jumlah A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang

ukurannya berbeda tidak bisa ditambahkan (Anton & Rorres, 2004).

Contoh:
2 i -4 3 5
A=|-1 0 2 B=|2 2 0
4 =2 7 3 2 —4
Maka
24+(—4) 1+3 0+5 -2 4 §
A+B=|-1+42 0+2 240 =’1 2 2]
4+ 3 —2+2 7+(-4) 7 0 3

2.4.1.2 Pengurangan Matriks
Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka

selisih A — B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
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entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang
ukurannya berbeda tidak bisa dikurangikan.

Contoh:

T N R v

O R e Y

2.4.1.3 Perkalian Matriks

Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriks r X n, maka hasil kali
AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut, untuk
mencari entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilihlah baris i dari matriks A dan
kolom j dari matriks B, kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom
tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan.
Perkalian A dan B terdefinisi jika dan hanya jika banyak kolom matriks A sama
dengan banyak baris matriks B.

Contoh:

1 4

Matriks A = [g _12] dan B = [_3 5

dengan mengalikannya, maka menghasilkan
- 3 e e el P
a= [—13 LZL] [g —12] - [104 :;
Jadi AB # BA (Anton & Rorres, 2004).

2.4.2 Matriks Laplace
Misalkan G (V, E) adalah graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi

E, dengan |V| =n dan |E| = m. Jadi G adalah graf dengan n titik dan m sisi.
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Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G), dengan D(G) adalah
diagonal matriks dimana entrinya adalah derajat titik dari G dan A(G) adalah
matriks Adjacency graf G (Biyikoglu, dkk, 2009). Matriks derajat dari graf G,
dinotasikan dengan D(G) adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-i dan
kolom ke-j derajat dari v;,i = 1,2,3, ..., n. Jadi, matriks derajat dari graf G dapat
ditulis D(G) = [d;;],1 < i,j < n, dengan

d.: = {deg(vi) 'i :j
P10 Li#j

(Abdussakir, dkk, 2016).
2.4.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Kata “vektor eigen” adalah ramuan bahasa Jerman dan Inggris. Dalam
bahasa Jerman “eigen” dapat diterjemahkan sebagai ‘“sebenarnya” atau
“karakteristik”. Oleh karena itu, nilai eigen dapat juga dinamakan nilai sebenarnya
atau nilai karakteristik. Dalam literatur lama kadang-kadang dinamakan akar-akar
latent.

Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol x di dalam R" dinamakan
vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x; yakni,
Ax = Ax untuk suatu skalar A . Skalar A dinamakan nilai eigen (eigen value) dari A
dan x dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A (Anton & Rorres, 2004).
Teorema

Misalkan A matriks n x n. Bilangan A adalah nilai eigen jika dan hanya jika
det(A — AI) = 0, dimana I notasi dari matriks n x n (Jain & Gunawardena, 2004).

Nilai eigen dan vektor eigen mempunyai tafsiran geometrik yang

bermanfaat dalam R? dan R>. Jika 1 adalah nilai eigen dari A yang bersesuaian
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dengan x, maka Ax = Ax, sehingga perkalian oleh A akan memperbesar x, atau
membalik arah x, yang bergantung pada nilai A. Untuk mencari nilai eigen matriks
A yang berukuran n X n maka dituliskan kembali Ax = Ax sebagai Ax = Alx
atau secara ekivalen (AI-A)x = 0.

Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari
persamaan ini. Akan tetapi persamaan ini akan mempunyai pemecahan tak nol jika
dan hanya jika det(AI- A) = 0 ini dinamakan persamaan karakteristik A4, skalar
yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Bila diperluas, maka
determinan det(AI- A) adalah polinom A yang dinamakan polinom karakteristik
dari A (Anton & Rorres, 2004).

Jika A adalah matriks n x n, maka polinom karakteristik A harus terpenuhi
sebanyak n dan koefisien A" adalah 1. Jadi, polinom karakteristik dari matriks
n X n mempunyai bentuk det(AI-A) = A" + ¢, A" L + - + ¢p,.

Jika A matriks n X n, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu
sama lain:

1. A adalah nilai eigen dari A.

2. Sistem persamaan (AI-A)x = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial.
3. Ada vektor tak nol x di dalam R™ sehingga Ax = Ax.

4. A adalah pemecahan riii dari persamaan karakteristik det(Al- A) = 0.

Vektor eigen A yang bersesuaian dengan nilai eigen A adalah vektor tak nol
x yang memenuhi Ax = Ax. Secara ekivalen, vektor eigen yang bersesuaian dengan
Aadalah vektor tak nol dalam ruang pemecahan dari (AI-A)x = 0. Ruang
pemecahan ini dinamakan sebagai ruang eigen (eigen space) dari Ayang

bersesuaian dengan A.
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2.5 Spektrum Laplace
Spektrum Laplace dari graf berhingga I" didefinisikan dengan spektrum dari
matriks Laplace yang merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan dengan
multiplisitas dari nilai eigen tersebut.
Misalkan A4, 4,, ..., 4, adalah nilai eigen berbeda dari L, dengan 1, > 4, >
-+ > ], dan misalkan m(4,),m(4,), ..., m(4,) adalah banyaknya basis untuk
ruang vektor eigen masing-masing A;, maka matriks berordo (2 X n) yang memuat
A1, 43, ..., A, pada baris pertama dan m(4,), m(4,), ..., m(4,,) pada baris kedua
disebut spektrum graf G. Spektrum yang diperoleh dari matriks L(G) disebut
spektrum Laplace dan dinotasikan dengan spec, (G). Jadi, spektrum Laplace dari
graf G dapat ditulis dengan
/11 /12 An
spec,(G) =
m(d) m(dz) - m(dy)
(Abdussakir, dkk, 2009).
Contoh:
Untuk menentukan spektrum Laplace suatu graf, perhatikan graf komplit K3

beserta matriks keterhubungan titik dan matriks derajatnya berikut ini:

K3:

0 1 1 2 00
A=11 0 1 D=0 2 O

1 1 0 0 0 2
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Pertama menghitung matriks Laplace dengan rumus

L=D-A
2 0 0 0 1 1
=[0 2 0—[1 0 1]
1 10

0 0 2
[2—1—1

—1 2 "l
-1 -1 2

Kemudian menentukan nilai eigen dari matriks Laplace menggunakan

persamaan det(L — Al ) = 0. Diperoleh

ZE il 1 NO.L0
aee(|-1 2 Z1]-alo 1 of)-o
=) g R} 0 0 1

>4 1 1 — 1l
det([ =1V8 45 IRl 7L D:O
—al = o=

—3+4+31+2=0
2*-31-2=0
(P-2)@a+1?2=0
Jadi, diperoleh nilai eigen A; = 2 dan 4, = —1.
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai
algebraic multiplicity, m(4,) = 1 dan m(4,) = 2.

Dengan demikian, spektrum Laplace graf K5 adalah

spec;(K3) = [? _21]

2.6 Kajian dalam al-Quran
Agama Islam merupakan agama yang penuh rahmat, cinta dan kasih sayang.
Agama Islam merupakan agama yang menjunjung tinggi perdamaian. Untuk

mewujudkannya diperlukan kerjasama antar manusia, baik dari umat muslim
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maupun bagi yang non muslim. Salah satu faktor untuk mendukung terjadinya
perdamaian adalah menjaga tali silaturahmi yang bagaimana telah dijelaskan pada

surat Al-Hujurat ayat 13.

P

0 g C _ s z?
Pgsm\oﬁﬁf_——,’w\ww@ﬁ:

\

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki
dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara
kamu di sisi Allah ialah orang yang paling takwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah
Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat: 13).

M. Quraih Shihab menyatakan bahwa ayat tersebut memberikan uraian
tentang prinsip dasar hubungan manusia, karena pada ayat ini seruan tidak lagi
ditujukan secara khusus kepada orang-orang beriman, akan tetapi kepada seluruh
jenis manusia yaitu “Wahai sekalian manusia” (Shihab, 2004). Sebagaimana telah
dijelaskan dalam hadits yang berbunyi:

Fi

e ¢ J’L:i.&\ 'S “\muv\} c.xi;dw\ Bas (o d N e

L Ap BE wdﬁw\w&\&w&}\ oF A
up)swdu cria\@mqy@u@ww pala” s wa
,AMJOLM cdw\do\/" CJMJ\

— o\

Ju
N

Artinya: “Abu Isa At-Turmuzi mengatakan, telah menceritakan kepada kami Ahmad ibnu
Muhammad, telah menceritakan kepada kami Abdullah ibnul Mubarak, dari Abdul Malik
ibnu Isa As-Saqafi, dari Yazid Mula Al-Munba'is, dari Abu Hurairah r.a., dari Nabi Saw.
yang telah bersabda: Pelajarilah  nasab-nasab  kalian untuk  mempererat
silaturrahim (hubungan keluarga) kalian, karena sesungguhnya silaturrahim itu
menanamkan rasa cinta kepada kekeluargaan, memperbanyak harta, dan memperpanjang
usia .
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Agama Islam di samping mengatur hubungan antar manusia (hablum min
an Nas), juga menitikberatkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah

(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt berfirman surat Ali Imran ayat 112:

s
g

<7 sy~ P S R
iy U5 B G2 555 Al Gs i Y e

£ s
- \ -

- > I Ed
b &2 Al e &5 o
o P z < }
QT col -0 b5 156 280 aud &l L gle @5 by Al o
S -2

Z o’/.f/o - - - /fcw/ > 7 ,-(/’
Qjﬁ&b}gjww&’b&ﬁswf

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka
kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian
itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan

vang benar. Demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(0S. Ali
Imran: 112).

. Al-Quran mengenalkan konsep yang luar biasa: keragaman itu untuk
manusia saling mengenal satu sama lain. Dengan saling mengenal perbedaan
manusi bisa belajar membangun peradaban. Dengan saling tahu perbedaan di antara
manusia maka kita akan lebih toleran, manusia mendapat kesempatan belajar satu
sama lain. Kesalahpahaman sering terjadi karena manusia belum saling mengenal

keragaman diantara manusia.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini, dibahas mengenai spektrum graf terhubung yang terbentuk

dari grup modulo berdasarkan tabel Cayley.

3.1 Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari
Grup Modulo untuk n Ganijil

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum
Laplace dari grup modulo Z,, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo
Z3,Zs, dan Z;. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo Z,, dapat

dipaparkan pada subbab berikut ini.

3.1.1 Grup Modulo Z;

Dalam subbab ini, akan dijelaskan tentang cara mengidentifikasi anggota
dari grup-grup modulo. Dalam penelitian ini dibatasi hanya pada modulo Z; hingga
Z,, sedangkan untuk grup modulo yang lain maka akan mengikuti pola yang
didapatkan pada penelitian ini. Cara mengidentifikasi anggota grup modulo adalah
sebagai berikut. Lagkah pertama tentukan unsur-unsur dari modulo Z; adalah

sebagai berikut:

Tabel 3.1 Operasi Penjumlahan Modulo 3

24

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



25

Dari Tabel 3.1 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup
modulo Z; adalah 0 dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah 1 dan 2.
Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers dari modulo Z3.

Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.1 adalah sebagai

berikut:

=

0 .2

Gambar 3.1 Graf Invers Grup Modulo Z,
Sehingga diperoleh matriks antiadjacency dari Gambar 3.1 sebagai berikut:

0y 1a
A(T(Z3)) = [1 0 0]
1 0 O

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari grup modulo Z3 dengan cara mengganti entri “0” menjadi “1”,
sedangkan yang berentri “1”” diganti menjadi “0”. Seperti matriks berikut:

1 0 O]

A+(rs(Z3))=[0 i I\
[0 1l sl

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks

antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup

modulo Z5.

det(A" (T5(Z3))— A1) =0

1 00 00
det ([0 1 1] [ 1 OD =
0 1 1 0 1
0
1

[0 1 ])-
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.

I 0
0 1 —A 1
det =0
" 7 _k(—2+k)
-1+ A

Karena det(A+ (T's(Z3)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

P(1)

a-nad _/1)<_/1(—2+/1)>

—1 9%

L Y- R L0
R P

-3 +4+32%2-21

A=2)A-1)

Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1, =2, 1, =1,
dan A3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mi; =1,
mA, =1, dan mAz = 1. Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency graf
invers dari grup modulo Z; adalah:

Specy+ (T, (Zs) =2 T 7]

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z3
dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:
20 0]

D(Ts(Z3)) = !0 10
00 1

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari

matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus:
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D(Ts(Z3)) — A(Ts(Z3)) = L(T5(Z3))

2 0 0] 011 2 -1 -1
[0 1 0] - [1 0 0] = [—1 1 0 ]
0 0 1111 0 O -1 0 1

L(Ts(Z3))
Langkah selanjutnya adalah menentukan spektrum dari matriks Laplace
grup modulo Z3 dengan menggunakan cara seperti mencari spektrum matriks

antiadjacency.

det(L(Ts(Z3)) — A1) =0

RS

v, o 8 — 1l
e | BAp [)-o
-1 0 I S

Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat pada

software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.

[ %o 1 B
2
A =30+ 1
0 N =]
det > N —2 0
(A2 —4ar+3)n
0 0 .
MR+ 1

Karena det(L(Ts(Z3)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

P(A)

A2=31+1\, (A*—41+3)2
a3
=2 )¢ A2—31+1 )
A+ 72 —1623 +1322 =32
A2—31+1

= 22—42%+32

1=3)A-DW)
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Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1; =3, 1, =1,

dan A3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mi; =1,
mi, = 1, dan mAz = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari

grup modulo Z, adalah:

310
spec,(L(Zs) = | 1 4

3.1.2 Grup Modulo Zg
Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan
matriks Laplace dari grup modulo Zs. Adapun langkah-langkah yang
dilakukan sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan

unsur-unsur dari anggota grup modulo Zs.

Tabel 3.2 Operasi Penjumlahan Modulo 5

Sl I Wil NI =
RISl I Wl NI
NI I Sl &I wI
WIf NI =l Sl

0
1
2
3
4

Dari Tabel 3.2 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup
modulo Zs adalah 0 dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah
1,2,3 dan 4. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers
dari grup modulo Zs. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel

3.2 adalah sebagai berikut:
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—|

ol
nl

4 3
Gambar 3.2 Graf Invers Grup Modulo Zs

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.2 sebagai berikut:

L
[=d0% 17,1 o
AT(Zs)=|1 1 0 0 1
11001J
1 Or I

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Zs dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:
1 0 0 0 O
[01001]
A*(T(Zs) =0 o 1 1 o
0 01 1 O
© 9l @ Qi

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks
antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup
modulo Zs.

det(A*(T4(Zs))— A1) =0

/[100001 [100001\
|01001| |o1000|
det|lo 0 1 1 ol-2lo o 1 0 ol|=0
k|00110| |00010|)
lo 100 1d loooo 1
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1

| cor o
I
o

1-1

[ 0 0 0
| — 0 0

det | 0 1-2 1
l > e J

1 0 0 1-A1

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.

"+ D 0 0 0
0N Y+ 1_ L0 0 1
0 A, BT 1 0
det =0
A—1
0 0 0 0 _A(h—2)
N

Karena det(A" (T's(Zs)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal
matriks utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

P

(1 —2)(A* — 423 + 422)

= 2 —s5a* +80° — 4’

A—-2A-1DW?

Dengan menetapkan P(4) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1; = 2, 4, =1,

dan A; = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mai; = 2,
mA, =1, dan mAa3 = 2. Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency graf

invers dari grup modulo Zs adalah:

2 1 0
specy: ((Zs) =[5 1 5

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Zs

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:
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[4 0 0 O 0]
IO 3 0 00
D(Ts(Zs))=10 0 3 0 O
0 0 0 3 OJ
0 0 0 0 3

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(I(Zs)) =

D(Is(Z5)) — A(Is(Z5)) seperti langkah sebelumnya, maka diperoleh:

=T R
3 -1 -1 0|
_{fr3. "0 21
—1 *of 3 —1J|

[

|_
(L, (Zs)) = |-

l— 0 -1 & 3

[N N

Langkah selanjutnya adalah menentukan spektrum dari matriks Laplace
grup modulo Zs dengan menggunakan cara seperti mencari spektrum matriks
antiadjacency.

det(L(T(Zs)) —AD) =0

el P 7w R 1 0 0 0O

[—1 A A () ] [0 1 0 0 0]
det|[-1 -1 3 0 -—-1{—A{0 0 1 0 0]||=0

=1 &ig U = 0 0010

iU e | 0 00 01

/4—,1 —1 =1 R 1]
[ L S3=py1 & A\ ET 0 ]
det|] -1 -1 3—-21 0 —il
\[ -1 -1 0 3-21 -1 J
—l 0 = 2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperolen persamaan

/e
)

karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.
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|

—x+4,-1,-1,—1,-1l,

o M oThH1 A5 A-s i
’ A—4 T A—4" A—4 r—4]
o X 10N 43024 2h-9 N -8r+ls
o P —7h+11 A —7a+11 AP —Ta+11
OOO_x4—13x3+58x2—99x+45 C(A=3) (0 —8r+15)
N —1002+300—24 A =10 +300—24 |
2
0,0,0,0’_(x2—8x+15)x
= 503

Karena det(L(T's(Zs)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

S8 6 11 2045, EEGA0 =005

P(A)

A—=5*A- 3%

Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen A; =5, 1, =3,
dan A3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mi; = 2,
mA, = 2, dan mAz = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari

grup modulo Zs adalah:

spec,(0(Zs) =[5 5 ]

3.1.3 Grup Modulo Z-

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan
matriks Laplace dari grup modulo Z,. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur

dari anggota grup modulo Z-.
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Tabel 3.3 Operasi Penjumlahan Modulo 7

1] 2 5
1123 |4 |5]6]0
2 1314|5601
3/ 4|5|6]01]|2
4 |56 0 1|2]3
5|6 0| 1|2 |34
6 B 1 | 2 | 3 | 4 |5

Dari Tabel 3.3 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup
modulo Z; adalah 0 dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah
invers dari grup modulo Z-. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan

Tabel 3.3 adalah sebagai berikut:

5 4

Gambar 3.3 Graf Invers Grup Modulo Z,

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.3 sebagai berikut:

A(Ts(Z7)) =

LN
OR R R RO R
RO R RO R R
N =Y Y Sr
N Y = i Y SI O
RO R RO R R
SR RRrRLROR
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Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Z; dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:

1T 0 0 0 0 0 O

01 0 0 0 O0 1

0 01 0 0 1 O

A*T(Z-) =10 0 0 1 1 0 O

Ol i0 A » O O

G p .1 0o 71 O

LONEL 0 0, 0" Q7 1.

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks
antiadjacency dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks antiadjacency grup
modulo Z,.

det(A"(Ts(Z7)) — A1) =0

1 0 0 000 O 1 0O OO0 O O
(0100001 0100000\
(NN 1 =0 0 1/ 0 0010000
det|[o0 0 0 1 1 0 o|=-2lo 0 0 1 0 0 ofl]|=0
OIS G, () 000 0100
00100710 000 0O0T1O0
0 100 00 11 bbooooo 1
1 =2 0 0 0 0 0 0 -
/0 ¥— 20 0 0 0 1\
0 0 QIR0 0 1 0
det|| o 0 0 1-2 1 0 o‘:o
0 0 0 ) 0
\0 0 1 0 0 1-2 o/
L0 1 0 0 0 0 1-A

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.
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a1 0 0 0 0 0 0
0 -A+1 0 0 0 0 1
0 0 -A+1 0 0 1 0
0 0 0 -A+1 1 0 0
det (s =0
0 0 0 0o - (A—2) 0 0
L—1
0 0 0 0 0 A(h—2) 0
A —1
0 0 0 0 0 0 _A(r—2)
A —1

Karena det(A* (T's(Z7)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks
utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

P(}) Xy RER

A=23@A-D@?

Dengan menetapkan P(4) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 4, =2, 1, =1,
dan A; = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mAa; = 3,
mA, = 1, dan mAa; = 3. Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency graf

invers dari grup modulo Z- adalah:

SpeCA+( FS(Z7)) = [é 1 g]

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z,

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:

6 0 0 0 0 0 O
050000 0
005000 0

D(T(Z-) =0 0 0 5 0 0 0
000O0TG5 00
000O0O0TG5 0
0 0 000 0 5
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Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(Ts(Z;)) =

D(Is(Z,)) — A(Ts(Z)) seperti langkah sebelumnya, maka diperoleh:

6 -1 -1 -1 -1 -1 -1
15 =1 -1 -1 -1 0
"l Wy _1 0 -1
L((Z-)=|-1 -1 -1 5 0 -1 -1
S, W
O COF -1 —1 ™ N1
LANA 0 ISl =21 — N

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Z7.

det(L(Ts(Z;)) — 42D =0

s o, B8 el O N 1 0 0 0 0 0 O
/—15—1—1—1—10 0100000\
=i = e — W (F S 001 00 0 Of]f
detl|-1 =1 -1 5 0 -1 —-1|-2l0 0 0 1 0 0 o|ll=0
i i B A ) e 000010 ol
\—1—10—1—15—1 0000010/
LN (R (S | SPSI| — 1 0 0 0 0 0 0 1

v TR ™
N 5—1 -l 1 -1 0 \
pel=1 5-1 -1 -1 0 —l
det| -1 ] =1 5 4e~T0 - = |=0
-1 -1 = 0 JP-T -1 A
\—1 —il 0 A =i B —1/
] 0 e oy ) |

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.



37

-A+6,-1,-1,-1,-1,-1, —1‘,

0,_7\2—117~+29,_x—7,_x—7’_x—7’_7»—7’ |
A—6 A—6 A—6 A—6 A—6 A—6

00_x3—16x2+82x—132 =67 (A—6)(r—-7)

o P —1a+29 A —11a+29 A —11a+29

2L 13 A —12A+35

P11 +29 A —11A+29 |

000_73«1573+69k—90 32-20  (A-35)(A-7)

P —100+22 AP —10A+22 A —10r+22

ATE 12A+35

P 10NN

0000_7L4—20x3+141x2—400x+350 R () k)

2 — 1507+ 691 — 90 SN 15+ 694 —90

(s 35)
M50 M 603 90 |

I A — 1987 + 12447 — 3054 +175 (A —5) (A% 121 + 35)
’’’’’ (ol AR sad o) Y @l G)(AE = s 0)
)
o,o,o,o,o,o,—7“(%2_1““5)
e

Karena det(L(I'4(Z)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks
utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.

P(A) A 3625 — 53707 + 4248 0% — 1879507 + 441000 — 428750

A=73A—-53)

Dengan menetapkan P(4) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 2; =7, 1, =5,
dan A; = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya ma; = 3,
mA, = 3, dan mAz = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf invers dari
grup modulo Z- adalah:

7 5 0

SpeCL(Fs(Z7))=[3 3 1
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Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers

dari beberapa grup modulo, di antaranya:

Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo untuk n

ganjil
n Grup Modulo Z,, Polinomial Antiadjacency
3 Grup Modulo Zg p(AD)=A-2)1-D)
5 Grup Modulo Zs p(A) = (A —-2)2UA-1)(1)?
7 Grup Modulo Z,, p(AD)=A-230A1-1)()3
n—1 n—1
n Grup Modulo Z,, PN =(-2) 7 A-1DA) T
Tabel 3.5 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo untuk n ganjil

n Grup Modulo Z,, Spektrum
3 Grup Modulo Z; [2 1 0]

L5l 1l
5 Grup Modulo Zg [2 1 0]

2 1 2
7 Grup Modulo Z, 2 1 0]

3 1 3
n Grup Modulo Z, 2 0

n—1 n—1
2 2
Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk
n ganjil

n Grup Modulo Z, Polinomial Antiadjacency
3 Grup Modulo Z; pD)=A-3)1-D)
5 Grup Modulo Zs p(A) = (A—5)2(1—3)%2(1)
7 Grup Modulo Z, p(A) =A-7)3A-5)30)

n—1 n-—1
n Grup Modulo Z,, P =(A—n)ZT (A=—n+2) 7 ()
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Tabel 3.7 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk n ganjil

n Grup Modulo Z,, Spektrum
3 Grup Modulo Z, [3 1 0]
1 1 1
5 Grup Modulo Zs [5 3 0]
2 2 1
7 Grup Modulo Z,, [7 5 0]
3 3 1
n Grup Modulo Z,, LN —2 0
n—1 n—1 1
2 2
Teorema 1

Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo

Z, untuk n ganjil adalah

P = (A—2)"T (A= D)) T
Bukti

Diketahui anggota grup modulo (Z,) untuk n ganjil adalah

{0,1,2,...,k,...n—k,..n—2,n—1}. Maka langkah selanjutnya adalah

mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo Z,, sebagai berikut:

Tabel 3.8 Operasi Penjumlahan Modulo n

0 1 2 -

1 2 3 k+1 n—k+1 n—1 0

2 3 4 K& 2 n—k+2 0 1

k k+1 | k+2 2k 0 n—2+k | n-1+K
n—-k |n—k+1|n—k+2 0 2n — 2k Zn—2—-k|2n—-1-Kk
n—2| n-1 0 n-2+k Zn—-2-k 2n—4 | 2n—3
n—1 0 1 n—1+Kk 2n—1-K 2n — 3 2n — 2

Dari Tabel 3.8 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup

modulo Z, adalah 0 dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah

1,2,...k ..,n—k,..n—2,dann— 1. Kemudian langkah selanjutnya adalah
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menggambarkan graf invers dari grup modulo Z,,. Graf invers yang terbentuk dari

operasi penjumlahan Tabel 3.8 adalah sebagai berikut:

1

-2 ..
Gambar 3.4 Graf Invers Grup Modulo Z,

nk

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.4 sebagai berikut:

A(I(Zy)) =

NI = Ol

oo K| eee

N

(el

1

-1

]

(S s R SN

1
0

NI

O R R

0
il

~

(SRR G

1
1

n—k ..

1
1
1
0
0

1
1

n—2 n—1
1 17
1840
0 1
1 1
1 1
0 1
1 O

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks

antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Z, dengan cara mengganti entri

“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matrik

berikut:

A" (Ts(Zpn)) =

c o R

(=N ]

= OO

(=N e e]

. n—2 n-—-1
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Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks

antiadjacency dengan cara mencari nilai eigen pada matriks antiadjacency grup

modulo Z,,.
det(A" (Ts(Z,)) — Al)
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
Olet000 1 1 00_7\(:)00 1 0 00=O
0 0 O 1 1 0 0 0 0 O 0 1 0 0
© O il 0 0 1 0 0 0 O 0 0 1% O
© 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 1
1-—2 0 0 0 0 0 0 1
0 =7 0 0 0 0 1
0 0 =2 0 0 1 0
it 0 0 0 1TA 1 0 0
0 0 0 1 IL=I 0 0
0 0 1 0 0 . 1—-2 0
0 1 0 0 0 0 1— A

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat

pada software Maple, diperoleh hasil sebagai berikut.

1—4 0 0 0 0 0 0
0 1-2 0 0 0 0 1
0 0 1-4 0 0 1 0
0 0 0 1-2 1 0 0
det| ' ' ' I ) ' N
0 0 0 0 . — . 0 0
A-—-1
—2(A—2)
0 0 0 0 0 0
A-1
—A(1-2)
0 0 0 0 0
A—-1
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Karena det(A" (T'x(Z,)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks

utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.:

P = (A—2)T (A= 1D T

Corollary 1

Misal grup modulo (Z,) = {0,1,2, ...,k,...,n—k,..n—2,n— 1}, untuk

n ganjil. Maka spektrum matriks antiadjacency adalah:

2 1 0
Specy+(Ts(Zy)) = [n =1 s 1]
2 2

Bukti
Berdasarkan teorema 1, polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf

invers dari grup modulo Z,, untuk n ganjil adalah:

L nEgx
PAD=1-2z2A-1DA) 2z
Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1, =2, 1, =1,
n—1

dan A3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mAa, ==

mA, =1, dan mA; ="T_1. Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency

graf invers dari grup modulo Z, untuk n ganjil adalah:

Specy+(Ts(Zy)) =|n—1 — 1
2 2

2 1 0 ]

Teorema 2
Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo Z,

untuk n ganjil adalah

P = (- T A-n+2)7 @)
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Bukti
Dari Gambar 3.4 maka diperoleh matriks degree dari graf invers grup

modulo Z, dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh derajat titiknya

adalah:
0=n-—1 n—k=n-2
1=n-2 :
2=n-—2 n—2=n-2
: n—1=n-2
k=n-2

Sehingga diperoleh matriks degree sebagai berikut:

0 1 2 .. k "3 n=KkK.. n—-2%m-1

0 m—1 0 0 0 0 0 0 7
i 0 n—-2 0 0 0 0 0
2 0 e W87 B 0 0 0 0
K 0 0 0 L. =2 0 0 0
D (rzw) = : : ; : : : :
n—k 0 0 0 0 .. MN—=2 .. 0 0
n — 2 0 0 0 0 0 e n—2 0

n—1L 0 0 0 0 0 0 n-21

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(Ts(Z,)) = D(I5(Zy)) -

A(Ts(Z,)), maka diperoleh:

0 1 2 k n—Kk n—2 n—1
0 n.— 1 -1 =1 -1 -1 -1 -1
1 -1 n—=2 -1 =1 -1 -1 0
2 -1 -1 n-2 -1 -1 0 -1
k -1 -1 -1 n—2 0 -1 -1
L (FS(Zn)) - : : : : : : :
n—k| —1 -1 -1 0 w n—2 .. -1 -1
n—2]| —1 -1 0 -1 -1 . n—2 -1
n—-1~L -1 0 -1 -1 -1 -1 n-2

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum dari matriks

Laplace dengan cara mencari nilai eigen pada matriks Laplapce grup modulo Z,.
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det(L(T's(Z,)) — A =

n—1-2 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 n—2-21 -1 -1 -1 -1 0
-1 -1 n—2-21 -1 -1 0 -1
-1 -1 -1 n—2-21 0 -1 -1
-1 -1 -1 0 e M=2-1 .. -1 -1
-1 -1 0 =il -1 w m—2-4 -1
-1 0 =1l =il -1 -1 n—2-—M

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan
karakteristik. Dengan menggunakan metode Gaussian Elimination yang terdapat
pada software Maple, karena detL(Ix(Z,)) — Al adalah hasil perkalian entri

diagonal matriks utama, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut.:

P =(A—n)Z (A-n+2)Z Q)

Corollary 2

Misal grup modulo (Z,) = {0,1,2, ...,k,...,n—k,..n—2,n— 1}, untuk n

ganjil. Maka spektrum matriks Laplace nya adalah:

n n—2 0
Specy(T5(Z,)) = [E n—1 ]
2 2

Bukti
Berdasarkan teorema 2, polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf

invers dari grup modulo Z, untuk n ganjil adalah:

n-1 n-1
PA=A-n)yzA1A—-n+2)2z Q)
Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1, =n, 4, =
n—2, dan A3 = 0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai Eigennya mA; =

"7_1, mi, = "7_1 dan mA; = 1. Maka diperoleh spektrum matriks Laplace graf

invers dari grup modulo, untuk n ganjil adalah:
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Spec, (Fs(Z) = -1 n—1

n n—2 1
2 2

3.2 Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari
Grup Modulo untuk n Genapdann =4k +2,keN

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum
Laplace dari grup modulo Z,, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo
Ze, Z19, dan Zq4. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo Z, dapat

dipaparkan pada subbab berikut ini.

3.2.1 Grup Modulo Z¢

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan matriks
Laplace dari grup modulo Zg. Adapun langkah-langkah yang dilakukan sama
seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur dari

anggota grup modulo Z.

Tabel 3.9 Operasi Penjumlahan Modulo 6

Dari Tabel 3.9 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup

modulo Z, adalah 0 dan 3 dan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah
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1,2,4 dan 5. Kemudian langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers
dari grup modulo Zg. Graf invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel

3.9 adalah sebagai berikut:

=]

=]
»
N

4
Gambar 3.5 Graf Invers Grup Modulo Zg

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.5 sebagai berikut:

Al Ol 5
| B0V e BIFSE 10
10010 1

ATz =[t 90 1 01
1 1 01 0 o
1 0110 o

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Zs dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:
[1 0O 01 O 0]
01 1 0 0 1
+ o1 1 0 1 o
[0 010 1 1J
01 0 01 1

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh
spektrum antiadjacency nya adalah:

321 0 -1
SpecA+(rS(Z6)): 1 1 2 1 1]
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Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Zg

dengan cara melihat derajat titik dari Gambar 3.5 sehingga diperoleh:

D(I's(Ze)) =

OO OO OB
SO OO WOo
SO O WO o
OO OO O
O WoO oOOoOOo
wWwoO oo oOo

| |

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(T4(Zg)) =
D(T¢(Zg)) — A(T¢(Zg)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:

—ia =il O =i =il

3 y00 =1 =l O
v R 0=

[ 1

o '

L0 = & VO S|

l—1 U B0 il (I |
Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai eigen pada matriks Laplace grup modulo

Ze. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum

Laplace nya adalah:

spec,(LZ) =[5 5 2 ]

3.2.2 Grup Modulo Z;,

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan
matriks Laplace dari grup modulo Z;,. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur

dari anggota grup modulo Z4.
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Tabel 3.10 Operasi Penjumlahan Modulo 10

0 | 1|2 3|4 /|5|6/|7|8]|09
1,12 |3|4]|5 |6 |7 |89 /|0
2 (314251671819 0!l1
3|1 4|56 |7 |89 |0]|1|2
4 5|6 |7 |89 |0 |1|2]3
516 |7 |8 |9|0|1|2|3]|4
6 |7 (8|9 e 1|2 |3 |2 5
7 18 |9 M 1|2 |3 |4 @Sl 6
8 |90 MU 1 | 2|3 |4 |l 6|7
O B 1 |2 |3 |4 S 6|7 |8

Dari Tabel 3.10 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup
modulo Z;, adalah 0 dan 5 sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri
adalah 1,2,3,4,6,7,8 dan9. Kemudian langkah selanjutnya adalah

menggambarkan graf invers dari grup modulo Z,,. Graf invers yang terbentuk dari

operasi penjumlahan Tabel 3.10 adalah sebagai berikut:

Gambar 3.6 Graf Invers Grup Modulo Z;,
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Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.6 sebagai berikut:

0 11110111 1
1011011110
1100111101
1100111011
1011010111

ACsZo)=lp 1 1 1101111
1111010110
1110111001
1101111001
1 01111011 ol

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Z;, dengan cara mengganti entri “0”
menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:

A" (Ts(Z10)) =

cCoocorococoOoR
cCoocOoOROCOoCOO R
RFOoOOoOROROOOO
ORROoOOCOROOO
oORROCOCOCOoOROO
RO OROOCOO RO

PO O OO R OORO
OPRP OO OORrRrRFRrOO
OO ROOO R FROO
SO O RrRrORrOoOOoORrOo

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh

spektrum antiadjacency nya adalah:

3 2 1 (et
Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z,

dengan cara melihat derajat titik dari Gambar 3.6 sehingga diperoleh:
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D(T's(Z10)) =

CooO0CO0OCO0OOM®
coocococococoNo
coocococoNocoo
coocoocoNococoo
coocomoococoo
cooNococococoo
coNoococococoo
oONOoocococococoo
Noooo0o000O

SO ODOODOONOO

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(Tyo(Z1g)) =

D(T10(Z19)) — A(T10(Z10)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:

po RSN S R Nlal S N
ST L I B R e R I ()
-1 -1 7 Ol T 1 S B
— .= L 7 Vol B TR (RS i

M) =il Ny BV R DR e

=y S o = T 0 -1
. e =g =i =i 0 1
LU W T YL Gl A S I e e R 7

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Z10. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum
Laplace nya adalah:

[10 8 6 0]

3.2.3 Grup Modulo Z44

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan
matriks Laplace dari grup modulo Z.4. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur

dari anggota grup modulo Z4.
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Tabel 3.11 Operasi Penjumlahan Modulo 14

0| 1|23 |4|5|6[7|8|9|10[11|12|13
1|2|3|4|5|6|7|8|9|10[11[12|13|0
2|3/4|5|6|7 18|09 |10[11]12[13/0 1
3/ 45|67 |89 |10/11|12|13|0 | 1] 2
4|56 |7 |8|9(10(11|12|13|0| 1| 2|3
5|67 |8|9|10({11|12|13| 0 |1 |2 |3 |4
6 W7 8 |9 |10|11 (121300 1 |2 |3 | 4|5
7|18 |9 |10(11(12({13)00 | 1|2 |3|4|5]|6
8|9 (10|11 (12 (13 e 1 |2 |3 | 4|5 | 6 W%
9|10|11|12|13| 0 | 1|2 |3 |4 |5|6|7]|8
10 |11 ({12 (13 gl 1 | 2 (3 |4 |5 | 6 M 8 | O
11 |12 |13 M 1 | 2 | 3 (2 |5 | 6 M 8 | 9 |10
12 |13 1 | 2 |3 |4 |5 |6 8|9 (10|11
3/0(1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12

Dari Tabel 3.11 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup

modulo Z,, adalah 0 dan 7 sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri

adalah 1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12 dan 13. Kemudian langkah selanjutnya
adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Zq,. Graf invers yang

terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.11 adalah sebagai berikut:
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Gambar 3.7 Graf Invers Grup Modulo Z; 4
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Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.7 sebagai berikut:

AT (Z19) =

PR R R R R ORRRRERERO

ORRPRRPRRRPRPRORRRRLROR

P OR R R R R PR ORR,LOR R

PR ORRRPRPRPRPRPOORRRE

PR P ORRPRRPRPRPOORRRE,
PR R R OR PR ORROR R

PR RS R e R

N S S W B = W S G S G S G G Y

ORPRPRRPRPRORORRRRLRERERE

P OR P ORRRORRRR, R

PR OORRPRRPRRRPRPORRRRE,

R R OO R R R R RO R R

R ORRPRORRPRRRPRPRRORR

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan

SRR RPRRPORRPRRELRPLRRPOR

matriks

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z;4 dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:



53

O-HoOOocOocOoOoO—HTOoOOO O
COHOOOCOOO—HOO—HO
Coo-HOoOOoOoOOOOHAD O
CoocoO-HOoOOoOOO——HOO
CoO0ocoCcOoOHOOOHO O —HO
COoO0OCOoOoOHO A0 OO
—oOo0ocococo-HOOOO OO
oOHoococoHOHOOO OO
co-HOoOOHOOOHOO OO
Coo-HOOOOO—HO OO
Coo-HHOOOOOO HO O
Co-HOoOOHOOOOOO —HO
OCHOOCOOHOOOO OO

O OO0 —HOOOOOO

A" (Ts(Z14))

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh

spektrum antiadjacency nya adalah:

B

8" | 2y
7 1 Al

[

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z4

Specy+(Ts(Z14))

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:

r12

0
0

11

D(T(Z14))

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari

dengan matriks adjacency dengan rumus L(T5(Z14))

matriks degree

D(I5(Z14)) — A(Ts(Z14)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:
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L(r,(z.) =

R o S B 3 BN 08 B a0 N1 -1 11

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Z14. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum

Laplace nya adalah:

14 12 10 O
SpecL(rS(Zl‘l-)) = [ 3 7 3 1]

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers

dari beberapa grup modulo, diantaranya:

Tabel 3.12 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo
untuk n genap dimana n =4k + 2,k e N

n Grup Modulo Z,, Polinomial Antiadjacency
6 Grup Modulo Zg P =A-3)A1-2)A-D*DA+1)
10 Grup Modulo Z;, p(A)=A=3)2(1—-2)1—D*D)(A + 1)?
14 Grup Modulo Z,, p(AD=A-332A-20A-1D°W)A+1)3
—2 —2 —2
n Grup Modulo Z, p(A) = (/1_3)"7(1_2)(/1_1)"7(/1)(14_1)'17

Tabel 3.13 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers dari Grup Modulo untuk n genap
dimana n=4k+2,keN

n Grup Modulo Z,, Spektrum
321 0 -1
6 Grup Modulo Zg 112 1 1 ]




321 0 -1
10 Grup Modulo Z;, 5 1 4 1 2 ]
3210 -1
14 Grup Modulo Z,, Sl e 1 3 ]
3 2 1 0 -1
n Grup Modulo Z,, n—2 1 n—2 1 n—2
4 2 4
Tabel 3.14 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk
ngenap dimanan =4k + 2, ke N
n Grup Modulo Z,, Polinomial Laplace
6 Grup Modulo Zg p(AD)=A-6)1-493A-2))
10 | Grup Modulo Z,, p(A) = (A —-10)2(1—-8)°(1—6)2(1)
14 | Grup Modulo Z,, p(A)=A—-14)31-12)"(1—-10)3(1)
n-2 n n-2
n | Grup ModuloZ, pD=A-n) 7 A-—n+2)ZA-n+4) 7 (1)
Tabel 3.15 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers dari Grup Modulo untuk n genap
dimanan =4k +2,keN
n Grup Modulo Z,, Spektrum
6 4 2 0
6 Grup Modulo Zg 13 1 1]
10 8 6 0
10 Grup Modulo Z, [ 5 5 2 1
14 12 10 0
14 Grup Modulo Z, 4 [ 3 7 3 1]
n n—-2 n—4 0
n Grup Modulo Z,, n-2 n n-2 1
4 2 4
Teorema 3

Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo

Z, untuk n genap dimana n = 4k + 2,k € N adalah

P =(A—3)T(A-DA-1D)T WA+ DT
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Bukti

Diketahui anggota grup modulo (Z,)) untuk n genap dimanan = 4k + 2,k €

Nadalah {0,1,2, ..., k, g— k%% +k,..,n—k..n—2,n—1} Makalangkah

selanjutnya adalah mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo Z,,

dan diketahui bahwa unsur yang identitasnya diri sendiri dari grup modulo Z,

adalah Gdang dan wunsur yang identitasnya bukan diri sendiri adalah

Sl s R R B — kM=, Kemudian

I ., kk+1,.,-

2

langkah selanjutnya adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Z,. Graf

invers yang terbentuk dari operasi penjumlahan Z,, adalah sebagai berikut:

(nf2)+1

Gambar 3.8 Graf Invers Grup Modulo Z,, untuk n genap dimanan = 4k + 2, ke N

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.8 sebagai berikut:



AT (Zy) =

mro ©
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N N

=
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=

1
1 0
0 1
1 1
1 .1
1 .01
1 0
0 1
0 1
1 0.

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks

antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Z, dengan cara mengganti entri

“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1”” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:

AT (T (Zy) =

‘ R =]

==
e 4
Uy

NS
|
[N

NS
e 4 [N
=

S
|
==
|
[uny

S
e
==

n—1

[ S

0

=i

oo R

1

CoOOo R R .00 ~

oot O oo

0

RO e OO e RO

0

it

e O O e

0

ROR OO .-

1

U

0

0 0
0 1
1 0
0 0
0 0
0 0
0 1
1 0
1 0
0 .. 1l

Karena det(A+ (T's(Z,,)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks

utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut:

P =(A-3)TA-DA- DT WA+ DT

n-—2
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Corollary 3

Misal grup modulo (z,)={1,.. kk+1,..

-1

NS
N3]

NS

+1,..n—k—-1n-k, ..,n—1},
untuk n genap dimana n=4k+2,keN. Maka spektrum matriks

antiadjacency adalah:

3 2 1 0 -1
Specy+(Ts(Zy)) = |n— 2 L o 2 L "o 2
4 2 4

Bukti
Berdasarkan teorema 3, polinomial karakteristik matriks antiadjacency

graf invers dari grup modulo Z,, untuk n genap dimanan = 4k + 2,k € N.

n-—2 n-—2

=4
P =(1-3)T (A-2)A-1)Z WA+ 1) T
Dengan menetapkan P(41) =0 maka diperoleh nilai Eigen

AM=314=213=1, 14, =0, dan A; = —1, dan multiplisitas masing-masing

dari nilai Eigennya maA; = ”T_Z, mi, = 1, miy =22

n—2
5 ,mAy = 1,dan mAs = -

Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo,

untuk n genap dimana n = 4k + 2,k € N adalah:

3 2 il! 0 -1
= -2 -2 -2
Specy+(T4(Zy)) = |0 i LB
4 2 4

Teorema 4
Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo Z,, untuk

untuk n genap dimana n = 4k + 2,k € N adalah

P =(A—n) T (A—n+2)2(L—n+4) 7 Q)
Bukti

Dari Gambar 3.8 maka diperoleh matriks degree dari graf invers grup

modulo Z, dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:



0 1 k r+1 ;—.—1 g §+1 we A—k—=1 A-Kk e n-1

0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 n-3 0 0 0 0 0 0 0 0
kLH 0 0 n-3 0 0 0 0 0 0 0
! 0 0 0 n-3 0 0 0 0 0 0

T 1 :
R 0 0 .. 0 O a3 0 0 .. 0 0 .. 0
D(T(Zy)) = g 0 0 .. 0 0 . O n-20 .. 0 0 .. 0
T 0 0 0 0 (:) 0 n-3 0 0 0
e S 0 0 .. 0 0 0 .on-3 0 0
n 0 0 0 0 .. 0 0 0 0 n-3 0
n—k . .
—7 L0 0 0 0 0 0 0 0 0 no3

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(I(Z,))=D(Ix(Z,)) -

A(Ts(Z,)), maka diperoleh:

0 1 w kK E¥T .. =-1 = SH1 e Aok Wk . e
-z -1 . -1 -1 . -1 0 -1 . -1 =1 .. -1j
0 -1 »-3 w -1 -1 . 0 -1 -1 .. -1 -1 .. 0
A Y o B 4§ N~ N -1 0 -1
k+1 [-1 -1 0 =n-3 -1 -1 -1 0o -1 -1
r_1 i
_z_" |[-1 o0 -1 -1 n-3 -1 0 -1 -1 -1
LT, Za)) = 5 0 -1 = =l -1 a-2 -1 -1 -1 -1
| -1 -1 =171 0 -1 n-3 -1 -1 0
n—k-1|-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 n-3 0 -1
wok SN 0 -1 — L IS N=1 0 n-3 -1
n;1 ‘
-1 0 -1 -1 -1 -1 0 - -1 n-3

Karena det(L(Ts(Z,)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks
utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut:

P = (A=) T (A—n+2)20—n+4) 50
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Corollary 4
Spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo Z,, untuk n genap
dimanan = 4k + 2,k € N adalah
n n

Specy(Ts(Z,)) = |n— 2
4

NS |

Bukti
Berdasarkan teorema 4, polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf

invers dari grup modulo Z, untuk n genap dimana n = 4k + 2,k € N adalah

n—2

-2
P =(A-n)T (A-n+2)Z(A—n+4) 7 (1)
Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 2; =n, 1, =

n—2, Al3=n—4, dani, =0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai

Eigennya mAi; = % mi, = g mis; = "T_Z danmA, = 1. Maka diperoleh

spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo, untuk n genap dimana
n =4k + 2,k € N adalah:
n n—2 n—4 0

Spec(Is(z,)) =|n =2 7 n-2
4 2 4

3.3 Spektrum Matriks Antiadjacency dan Matriks Laplace Graf Invers dari
Grup Modulo untuk n Genapdann =4k + 4,K€ N

Sebelum menentukan pola umum spektrum antiadjacency dan spektrum
Laplace dari grup modulo Z,, maka akan dibahas terlebih dahulu grup modulo
Zg,Z1,, dan Z.4. Sehingga ketika diimplementasikan ke grup modulo Z,, dapat

dipaparkan pada subbab berikut ini.
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3.3.1 Grup Modulo Zg

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjaceny dan matriks
Laplace dari grup modulo Zg. Adapun langkah-langkah yang dilakukan sama
seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur dari

anggota grup modulo Zg.

Tabel 3.17 Operasi Penjumlahan Modulo 8

N 1 | 2 | 3 e 5 | 6 | 7
1 (2|3 5|6 |7 N
2 (3|4 |5 |6 |7 0|1
3 B 5 | 6|7 Al 1| 2
N - | 6 | 7 BB 1 | 2 | 3
5 (6 | 7 | 1|2 | 3 8
6 | 7 I 1 | 2 | 3 N 5
7 BN 1 | 2 | 3 A 5 | 6

Dari Tabel 3.17 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup
modulo Zg adalah 0 dan 4 sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri
graf invers dari grup modulo Zg. Graf invers yang terbentuk dari operasi

penjumlahan Tabel 3.17 adalah sebagai berikut:

1

ol
ol

~|
w|

=3}
i

5

Gambar 3.9 Graf Invers Grup Modulo Zg

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.9 sebagai berikut:

0 1110 1 1 1
10101110
11011101
10101011
ATEZa)=10 1 1 101 1 1
11101010
11011101
1 01110 1 0

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Zg dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:
1 0 0 01 0 0 O
ol &8 A 10 A0N s
@l 105 (% ToV oS0 Wikt
od T 01 doat BilRG
AN (58 R 070 P Bolto
00010101
001000T10
010 00 1 0 1

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh
spektrum antiadjacency nya adalah:

3 2 1 01

Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Zg

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:

D(s(Zg)) =

coococcooo
cocoocoococowuio
cocoocococooco
cocoococuiooco
cococoocococo
couviocoocooco
ocoocococococo
noocococooo
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Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(Ts(Zg)) =

D(Is(Zg)) — A(Ts(Zg)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:

6 -1 -1 -1 0 -1 —1 -1
1 5 -1 0 -1 -1 -1 0
o e, My 1 -1 (0 -1
AN e 0 -1 —1
LTsZe) =g 7 —1 21 6 -1 -1 -1
B N e W ()
B S=y JoSN L] 21 —1™NoN-1
LTSS T =S 5 h %

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Zg. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum
Laplace nya adalah:

spec, (0, Za) =[5 & 1 ]

3.3.2 Grup Modulo Z;,

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan
matriks Laplace dari grup modulo Z;,. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur

dari anggota grup modulo Z1,.

Tabel 3.18 Operasi Penjumlahan Modulo 12

6 | 7|8 |9 10|11
112|3|4|5|6|7|8|9|10[{11|0
2|3|4|5|6|7|8|9|10{11]0 |1
3/ 4|5(6|7|8|9|10[/11|0|1]2
4|56 |7 |89 |10(11T|0| 1|23
5/6|7|8|9|10[/11/0 | 1|2|3]4
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Dari Tabel 3.18 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari grup

modulo Z;, adalah 0 dan 6 sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri

menggambarkan graf invers dari grup modulo Z,,. Graf invers yang terbentuk dari

operasi penjumlahan Tabel 3.18 adalah sebagai berikut:

N
/
17

%
S

N/

)

s
I/
72

4\
KT

Gambar 3.10 Graf Invers Grup Modulo Z;,

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.10 sebagai

berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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0 1111101111 1
101110111110
110101111101
111011111011
110101110111
101110101111

A(rs(z12))‘011111011111
111110101110
111101110101
111011111011
110111110101
1 0111110111 ol

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks
antiadjacency dari graf invers grup modulo Z;, dengan cara mengganti entri “0”
menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:

A" (Ts(Z12)) =

TErEEEEEEEEE
RFOOOCOoOOROOOR O
OROCOoCOCOoOROROO
corRrococococOoORrROOO
cCoOoOROCOoOOROROO
coocoRrRrOoOROOOR O
cCoococoRrROOOCOOR
RFOOoOOROROOOOO
oOROoOROCOOROOOO
corRocOocococOoORrROOO
oOROoOROCOOOOR OO
FOOOROOOOOR O

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh

spektrum antiadjacency nya adalah:

e ) 1
SpecA+ (FS(ZIZ)) - [2 2 4 2 2 ]
Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z,,

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:
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D(Ts(Z12)) =

Iooooooooooogl
cCocoococococoOowo
cCoocoococococowvwoo
coococoococoogfgocoo
cCcocoocococwvwoooO
coococoocovooocoo
cococovoococoococoo
coocovooocococooO
cvoococoocoocoocoo
OO0 OO

coococoocogfoocococoo
cofococoococococoo

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree  dengan matriks adjacency dengan rumus L(Isx(Z43)) =

D(T'(Z12)) — A(Is(Z12)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:

LIZ2D = g0 23 1 -1 -1 -1 10 -1 -1 -1 -1 -1

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Z1,. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum
Laplace nya adalah:

12 10 8 0
SpecL(rS(ZIZ)) = [3 6 2 1

3.3.3 Grup Modulo Z44

Pada sub bab ini akan dicari spektrum dari matriks antiadjacency dan

matriks Laplace dari grup modulo Z;¢. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
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sama seperti pada pembahasan sebelumnya. Pertama akan ditentukan unsur-unsur

dari anggota grup modulo Z4.

Tabel 3.19 Operasi Penjumlahan Modulo 16

Dari Tabel 3.19 diketahui unsur yang inversnya diri sendiri dari grup modulo
Z1¢ adalah 0 dan 8 sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri adalah
1,2,3,4,56,7,9,10,11,12,13,14 dan 15. Kemudian langkah selanjutnya

adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Z;c. Graf invers yang

terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.19 adalah sebagai berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3.11 Graf Invers Grup Modulo Z; 4
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Sehingga diperolen matriks adjacency titik dari Gambar 3.11 sebagai

berikut:

Als(Z16)) =

RR R PR R RO RR R R R R RO

ORRPRRPRRPRRPRPRPRORRRLRRLRRLROR

R OR R R R R R P OR R RO

R R ORRRPRRPRRPRPRPOROR R, R,

R R RORRPRRPRRRPRRPRORRRR

PR R R ORRRRPROROR R R

R R PR PRPRORRRPORRPLRRPROR R

R R R R R R ORORRRRER,OR

R R RPPRPRPRRPRPORRRRLRRPERLREPLO

ORRERRERE P OROR R R R R R R

R ORRPRPRPRORRRPRORRRRRER,

REROROR R R R RO R R R

R R PRPORRRPRRPRPPRPORRRE,R,

PR OROR R R R PR P OR R, R

R ORRRORRRRPRRL,PRPORR,

ORrRPRRPRPRPRORRPRRPRPRPRRPLEPLOR

Setelah menentukan matriks adjacency maka akan ditentukan matriks

antiadjacency dari graf invers grup modulo Z;¢ dengan cara mengganti entri “0”

menjadi “1”, sedangkan yang berentri “1” diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:



69

EEEEEEEEEEE T
COoO-HOOCOO0OOO—HOO O — O
COoOO0O-HOOOOOOOHO —HO O
cCoCcoO-WOoOOoCOoOOOoOOoOO—HOOO
CoocCcCOoOHOOOOOHO —HO O
oo HOOO—HOOO —HO
CoOCcCCcCoCOoOoOHOAOOO OO A
e =E=E=E=R=R=R=Rak=R=R=R=N=N==)
oOHOoOOoCococoOHOHOOOO OO
co-HOoOOOoO-HOOOHOOO OO
OO0 HOHOOOOO—HOO OO
cCoCcoO-OoOOoOOOOOHOOO
OO0 HOHOOOOOOO—HOO
COoO-HOOOHOOOOOOO —HO
OHOCOOOoOHOOOOO OO A

HOOOOOOOHO OO OO OO

A" (Ts(Z16))

Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperolah

spektrum antiadjacency nya adalah:

S N

— O

AN N

[3
3
Setelah itu menentukan matriks degree dari graf invers grup modulo Z4

Specy+(Ts(Z16))

dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:

OOOOOOOOOOOOOOOB

coocococococoococoocooco o

cocoocococococoocococoocfoo

OOOOOOOOOOOOMOOO
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D(T5(Z16))

Kemudian tentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari

dengan matriks adjacency dengan rumus L(T5(Z16))

matriks degree

D(I5(Z16)) — A(Ts(Z46)) seperti langkah sebelumnya, maka didapati:
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‘14 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -—17
-1 13 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0
-1 -1 13 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1
-1 -1 -1 13 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1
-1 -1 -1 -1 14 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1
-1 -1 -1 0 -1 13 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1 -1 13 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1

-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 13 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
L(r(Zse)) = 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 14 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 13 -1 -1 -1 -1 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 13 -1 -1 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 13 -1 0 -1 -1
-1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 14 -1 -1 -1
-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 =1 0 -1 13 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 13 -1
-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 13/

Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari spektrum Laplace dari
matriks Laplace dengan cara mencari nilai Eigen pada matriks Laplace grup modulo
Z16. Dengan perhitungan yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh spektrum
Laplace nya adalah:

16 14 12 O
SpeCL(FS(Z16)) = [4 8 3 1]

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum matriks antidjacency dan matriks Laplace graf invers

dari beberapa grup modulo, diantaranya:

Tabel 3.20 Polinomial Karakteristik Matriks Antidjacency Graf Invers Grup Modulo
untuk n genap dimanan = 4k+ 4,k e N

n Grup Modulo Z,, Polinomial Antiadjacency
8 Grup Modulo Zg P =@A-3)1—-2)2A—-1?*D?*(A1+1)
12 | Grup Modulo Z,, P() =(A-3)2(1—-2)2A—-D*D)?A+ 1)?
16 | Grup Modulo Z, P =A-33A1-2)2A-1D°W)?*(A+1)3
-4 -4 —4
n | Grup Modulo Z, P =(A—3) T (A-22(A—-1)7 W2A+1) T

Tabel 3.21 Spektrum Matriks Antidjacency Graf Invers Grup Modulo untuk n genap
dimanan =4k+4,keN

n Grup Modulo Z,, Spektrum
321 0 -1
8 Grup Modulo Zg 122 2 1 ]
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321 0 -1
12 Grup Modulo Z,, 2 2 4 2 2 ]
3 2 1 0 -1
16 Grup Modulo Z44 3 2 6 2 3 ]
3 2 1 0 -1
N Grup Modulo Z, n-4 ,n-4,n-¢
4 2 4

Tabel 3.22 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf Invers Grup Modulo untuk n
genap dimanan =4k +4,ke N

n Grup Modulo 7, Polinomial Antiadjacency
3 Grup Modulo Zg P =A1-8)2(1-6)*U1—4)(1)
5 Grup Modulo Z, P =(1-12)3(1—-10)%(1 —8)%2(1)
7 Grup Modulo Z, P =A-16)*(1—-14)831-12)3(1)
n n n—4
n Grup Modulo Z, P =A-n)2(A-n+2)2A-n+4) % (1)
Tabel 3.23 Spektrum Matriks Laplace Graf Invers Grup Modulo untuk n genap dimana
n=4k+4,keN
n Grup Modulo Z,, Spektrum
8 6 4 0
6 Grup Modulo Zg 1[% Lllo 18 10
10 Grup Modulo Z,, 5 = 1J
4
14 Grup Modulo Z [4 S 4
n n-—2 n—4 0
n Grup Modulo Z,, [ﬁ n n-4 1]
4 2 4
Teorema 5
Polinomial karakteristik matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo
Z, untuk n genap dimana n = 4k + 4,k € N adalah
n—4 n—4 n-4

PA=A-3)71A-2’A-1D)Z W*A+1) =

Bukti

Diketahui anggota grup modulo (Z,,) untuk n genap dimanan = 4k + 4,k €

,>+1,..,n—k,..,n—1}. Maka langkah

N adalah (Z,) ={0,1,...k ...,> 1,

N3
N3
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selanjutnya adalah mengidentifikasi operasi penjumlahan elemen grup modulo Z,

sebagai berikut:

Tabel 3.24 Operasi Penjumlahan Modulo n untuk n genap dimanan =4k + 4, ke N

kK | = 7K B)-1] 5+k | B+ 0 (s
n <

= @f - |77 A1) 0 G - | &
n n Y I B 3n

7 | @+ —+k =l "o 1 sn < -
O+1| O+ O+l 4R Al & &)1 3’2_“
ne=k|oi-k+1| .. 0 (32_“)_1 %_k (32_“)+1 N e 2n—k
n—1| 0 Wie=a+1 .. (3;1)_23;_“_1 % Zn—k— 2n—2

Dari Tabel 3.24 diketahui bahwa unsur yang inversnya diri sendiri dari
modulo Z, adalah 0 dan g sedangkan unsur yang inversnya bukan diri sendiri
adaleh {1, ...k, .., = 1,2+ 1,..,n = k,..,n— 1}. Kemudian langkah selanjutnya

adalah menggambarkan graf invers dari grup modulo Z,. Jadi dikatakan graf invers

yang terbentuk dari operasi penjumlahan Tabel 3.24 adalah sebagai berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(nf2)+1
Gambar 3.12 Graf Invers Grup Modulo Z, untuk n genap dimanan = 4k + 4,k € N

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Gambar 3.12 sebagai

berikut:

0 0 1 1 | o i@ 1 1
1 o 1 Rl 1 0
BLPVE ) T

T ; | W :
a0 1 01 0 1 1
OISR ) WL KT
S gt T Y
11 0 1 d«xf 0 1
n—k|. . : 2 1N : :
i~ pdE0 150V 0 . WS o

Setelah menentukan matriks adjacency titik maka akan ditentukan matriks
antiadjacency titik dari graf invers grup modulo Z, dengan cara mengganti entri
“0” menjadi “1”, sedangkan yang berentri 1 diganti menjadi “0”. Seperti matriks

berikut:
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0 1 0 0 01 0 0 0
o 1 0 100 0 1
0 0 1 00 0 1 0

2_1: 2
' 2 o 1 0 10 1 0 0
AEED="T 11 o .0 .. 010 . 0 ..0
_+190 0 }(:)1 0 1
P ) 1 0 00 1 0
n—kf, . : T : :
——lg 1 .. 0 .. 00 1 %o . 1

Karena det(A™ (Ts(Z,)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks
utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut:

P =(A-3) % (/1 22(A-1) 7 (/1) A+1) T

Corollary 5

Misal grup modulo (Z,) ={0,1, ..., k, % b | |

,§+1,...,n—k,...,n—1}

untuk n genap dimana n = 4k + 4,k € N. Maka spektrum matriks antiadjacency

adalah:

3 2 1 0 -1
SpecA+(I‘s(Zn)): n—4 7 n—4 7 n—=4

Bukti

Berdasarkan teorema 5, polinomial karakteristik dari A* (Ts(Z,,)) adalah:

n—4

p(A) =@A- 3) (/1 2)*(A - 1) (/1) A+1)+
Dengan menetapkan p(4) =0 maka diperoleh nilai Eigen

AM=31=213=1, 14, =0, danA; = —1, dan multiplisitas masing-masing

dari nilai Eigennya mA; = "7_4, miA, =2, mid3 = — m/14 = 2,dan mAs = 74.



75
Maka diperoleh spektrum matriks antiadjacency graf invers dari grup modulo,
untuk n genap dimana n = 4k + 4,k € N adalah:
3 2 1 0 -1

SpecA+([‘s(Zn))= n—4 ) n—4 n—4
4 2 4

Teorema 6
Polinomial karakteristik matriks Laplace graf invers dari grup modulo Z,, untuk

untuk n genap dimana n = 4k + 4,k € N adalah

P(D) = (1 — )L —n+ 2DT(A—n +4) 7 (1)
Bukti

Dari Gambar 3.24 maka diperoleh matriks degree dari graf invers grup

modulo Z, dengan cara melihat derajat titik sehingga diperoleh:

o 1 T . . B S D+ 1 e T — K ol B — T

0 . 0 0 0 0 0 0 0
L _— 0 0 0 © 0 0
R : :
: 0 0 n-2 0 0 0 0 0
— : i N
_2_ 0 0 0 A 0 0 0 e 0
D(T (Z,)) = g 0 0 0 . O O ¥ 0
§+1 0 (:) 0 (:) (:) n—3 O O
0 0 0 0 0 0 i A 0
n—k :
n._1 0 0 0 0 0 0 0 ne3

Kemudian menentukan matriks Laplace dengan cara mengitung selisih dari
matriks degree dengan matriks adjacency dengan rumus L(Is(Z,))=D(Is(Zy))-

A(Isx(Z,)), maka diperoleh:



A T 7 n n n
0 o, —1 -1 -1 0 -1 -1 -1
-1 .5 -1 0 -1 -1 -1 0
-1 -1 Vs -1 -1 -1 0 -1
"1 :
2 -1 0 g wozs —1 0 —1 —1
MWD = 2 1) 1 e Sy, 1 .. -1 .. -1
i —1 -1 (:) N 1 0
» L7 0 —1 —1 2y . -1
n—=k -
—Ll1 0 | LA o N

Karena det(L(T's(Z,)) — AI) adalah hasil perkalian entri diagonal matriks
utama, yang diperoleh dari metode Gaussian Elimination yang terdapat pada

software Maple, sehingga didapati polinomial karakteristik sebagai berikut:

n n n—4
PO =A-—n)t(A—n+2)2A—-—n+4) % (1)
Corollary 6
Spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo Z,, untuk n genap

dimanan = 4k + 4,k € N adalah

Specy,(Is(Z,)) = [

S S
NS |

Bukti
Berdasarkan teorema 6, polinomial karakteristik dari matriks Laplace graf

invers dari grup modulo Z, untuk n genap dimana n = 4k + 4,k € N adalah

n n n—4
PA=QA-—n)tA—n+222A—-—n+4)4+ 1)
Dengan menetapkan P(1) = 0 maka diperoleh nilai Eigen 1, =n, 4, =
n—2, Al3=n—4, dan A4 =0, dan multiplisitas masing-masing dari nilai

Eigennya ma; = %, mi, = % mi; = "7_4 danml, =1. Maka diperoleh
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spektrum matriks Laplace graf invers dari grup modulo, untuk n genap dimana

n = 4k + 4,k € N adalah:

n
Specy,(Ts(Z,)) = [E
4

3.4 Kajian dalam al-Quran

Graf dalam bahasa matematika adalah himpunan dari objek-objek yang
dinamakan titik, simpul, atau sudut yang dihubungkan oleh garis atau sisi sehingga
titik-titik tersebut terhubung langsung. Sama halnya dengan ta’aruf yang telah
diperkenalkan dalam al-Quran. Secara bahasa istilah 7a aruf berasal dari bahasa
Arab yang artinya saling mengenal atau berkenalan. 7a’aruf sangat dianjurkan
dalam agama Islam agar saling mengenal antara satu sama lain. Salah satu cara agar
saling mengenal sesama manusia yaitu dengan bersilaturrahim yang disebutkan

dalam surat al-Hujurat ayat 13 yang berbunyi:

d
A Yo [ B DR 4T f,/// g,"/ = w 2 7?./1 g (R PL AL
- - 57 C, 22F I > -2 E
v a2 ) ) 22 E8 ) due 1l
b (2 O z =

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki
dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara
kamu disisi Allah ialah orang yang paling tagwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah
Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (OS. al-Hujurat: 13).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa terjalinnya hubungan satu sama lain di
antara sesama manusia merupakan suatu ketetapan dari Allah, dan hubungan ini
berawal dari berbeda-bedanya ciptaan manusia. Hubungan antar manusia adalah
kemampuan mengenali sifat, tingkah laku, pribadi seseorang. Ruang lingkup

hubungan antar manusia dalam arti luas adalah interaksi antar seseorang dengan
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orang lain dalam suatu kehidupan untuk memperoleh kepuasan hati. Hubungan
antar manusia adalah suatu sosiologi konkrit karena meneliti situasi kehidupan,
khususnya masalah “interaksi” dengan pengaruh psikologisnya.

Secara matematika suatu graf dapat dipresentasikan dengan matriks
adjacency terdapat nilai 1 untuk graf yang titiknya saling terhubung dan nilai 0
untuk graf yang titiknya tidak terhubung. Hal ini jika dimaknai nilai 1 dapat
menggambarkan proses silaturahmi antar sesama manusia dan nilai O dapat
dimaknai putusnya hubungan silaturahmi antar sesama manusia. Dalam suatu hadis

dikataka bahwa

Y JAY sl 2lald
Artinya: “Tidak akan masuk sorga orang yang memutuskan (persaudaraan)”. (HR. al-
Bukhéri dan Muslim).

Berdasarkan hadis diatas juga dijelaskan bahwa Allah SWT tidak menyukai
orang-orang yang memutus hubungan silaturahmi. Maksud dari kalimat “tidak akan
masuk surga” tertuju kepada orang yang menganggap halal memutuskan
persaudaraan tanpa sebab padahal dia tau keharamannya, maka orang ini tidak akan

masuk surga.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang sudah diperoleh, maka dapat diambil
kesilmpulan bahwa pola umum spektrum matriks Antiadjacency dan matriks
Laplace dari graf invers dari grup modulo dapat diklasifikasikan sebagai berikut:
a. Spektrum matriks antiadjacency dan matriks Laplace graf invers dari grup

modulo untuk n ganjil adalah:

2 1 0
Spec (A+ (I‘S(Zn))) = [n I ) = 1]

2 2

n e —
Spec (L(I‘S(Zn))) = [n -1 n—1 ]

A 4

b. Spektrum matriks antiadjacency graf invers dan matriks Laplace dari grup

modulo untuk n genap dan n = 4k + 2,k € N adalah:

3 2 1 grs —1
Spec (A+(I‘S(Zn))) — [n —2 1 n =42 1 n-— 2]
4 % 4

n n—2 n—4 0
Spec (L(Fs(Zn))) = [n — 2 n n—2 1]
4 2 4

c. Spektrum matriks antiadjacency graf invers dan matriks Laplace dari grup

modulo untuk n genap dan n = 4k + 4,k € N adalah:

3 2 1 0 -1
Spec (A+(I‘S(Zn))) = [n —4 , M- 4 n-— 4]
4 2 4

Spec (L(I‘S(Zn))) - E
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4.2 Saran
Bagi peneliti selanjutnya, disarankan untuk mengkaji spektrum degree dan
spektrum signless Laplace graf invers dari grup modulo atau berbagai macam graf

lainnya.
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