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ABSTRAK

Umar, Nabila. 2019. Distance Laplacian Energy dan Distance Signless Laplacian
Energy dari Komplemen Graf Subgrup dari Grup Dihedral. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir,
M.Pd (1) Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata Kunci: distance Laplacian energy, distance signless Laplacian energy, graf
subgrup, komplemen graf subgrup, grup dihedral

Misalkan G subgrup dan H subgrup normal dari G. Graf subgrup Iy (G)
adalah graf dengan himpunan titik semua unsur di ¢ dan dua titik berbeda x dan y
terhubung langsung jika dan hanya jika xy € H. Komplemen graf subgrup
I';(G) adalah graf dengan himpunan titik semua unsur di G sedemikian hingga dua
titik akan terhubung langsung jika dan hanya jika tidak terhubung langsung di G.
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan distance Laplacian energy
(DLE) dan distance signless Laplacian energy (DSLE) dari komplemen graf
subgrup (r), (r?), (r?,s), (r?,sr), dan (r3) dari grup dihedral D,,,. Hasil penelitian
ini adalah sebagai berikut:
1. DLE dari komplemen graf subgrup (r), (r2), (r?,s), (r?, sr), dan (r3) dari grup
dihedral D,,, adalah
a. DLE dari komplemen graf subgrup I3;y(D,y,) untuk n > 3 dan DLE dari
komplemen graf subgrup Ii2, 6, (Dan)s Liy2 gy (Dan) untuk n > 4 dengan n
bilangan genap adalah
EDL([ZT)(DZTI)) = EDL(F(rZ,S)(DZn)) = EDL(F(rZ,sr)(DZn)) = 6n* —4n
b. DLE dari komplemen graf subgrup [3,2y(D,,) untuk n =4 dengan n
bilangan genap adalah
ED,(Fy2y(Dyn)) = 512 — 4n
c. DLE dari komplemen graf subgrup I3,sy(D,y) untuk n =6 dengan n
kelipatan tiga adalah
———  14n% -10n
EDy (I3 (Dgn)) = ————
2. DSLE dari komplemen graf subgrup (r), (r?), (r2,s), (r?,sr) dan (r3) dari
grup dihedral D,,, adalah
a. DSLE dari komplemen graf subgrup I3,y (D,,) untuk n = 3 dan DSLE dari
komplemen graf subgrup I3,z ¢,(Dan), [y2 5y (D2p) Untuk n > 4 dengan n
bilangan genap adalah
EDLT(F(T)(DZn)) = EDZ_(['(TZ,S)(DZTI)) = EDZ_(F(rZ,sr)(DZn)) = 6n’ —4n
b. DSLE dari komplemen graf subgrup [i,2y(D,,) untuk n = 4 dengan n
bilangan genap adalah

ED} ([y2y(D2n)) = 502 — 4n

XV



c. DSLE dari komplemen graf subgrup Ii,s,(D,,) untuk n =9 dengann
kelipatan tiga adalah
—————— 14n% —10n
ED} (Fy2)(Don)) = ———5——
Penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait energi
dari komplemen graf subgrup dari grup dihedral untuk subgrup normal yang lainnya
atau dari grup lainnya.
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ABSTRACT

Umar, Nabila. 2019. Distance Laplacian Energy and Distance Signless
Laplacian Energy of Complement of subgroup Graph of Dihedral
Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang.
Advisors: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd (1) Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata Kunci: distance Laplacian energy, distance signless Laplacian energy,
subgroup graph, complement of subgroup graph, dihedral group

Let G be a subgroup and H is a normal subgroup of G. Subgroup graph
I (G) is a graph with a set of point of all elements in G and two distinct vertices x
and y are adjacent if and only if xy € H. A complement of subgroup graph I, (G) is
a graph with a set of point of all elements in G such that two distinct vertices will
be adjacent if and only if not adjacent in G.
The purpose of this research is determine the distance Laplacian energy
(DLE) and distance signless Laplacian energy (DSLE) of complement of subgroup
graph (r), (r?), (r?,s), (r?,sr), and (r3) of dihedral group D,,,. The result of this
study are as follows:
1. DLE of complement of subgroup graph (r), (r2), (r?,s), (r?,sr), and (r3) of
dihedral group D5, is
a. DLE of complement of subgroup graph I3,y(D,y) for n = 3 and DLE of
complement of subgroup graph I,z 5,(Dan), {72 5y (D2r) for n = 4 with n
is even is
EDL([ZT)(DZTI)) o EDL(F(rZ,S)(DZn)) = EDL(F(rZ,sr)(DZn)) = 6n* —4n
b. DLE of complement of subgroup graph I3,2,(D,,,) for n = 4 with n is even
is
ED,(y2y(D2p)) = 5n% — 4n
c. DLE of complement of subgroup graph I3,sy(D,y) for n = 6 with n is
multiple of three is
————  14n%2 —10n
EDy(Ir3y(Dan)) = ——5——
2. DSLE of complement of subgroup graph (r), (r?), (r?,s), (r?,sr), and (r3) of
dihedral group D,,, is
a. DSLE of complement of subgroup graph I3,y(D,,) for n = 3 and DSLE of
complement of subgroup graph I,z ,(Dyp), Iiy2 ¢y (Day) for n > 4 with n
is even is
EDL(F(T)(DZn)) = EDL(F(TZ,S)(DZTI)) = EDL(F(TZ,ST)(DZn)) = 6n? — 4n
b. DSLE of complement of subgroup graph I3,z (D) forn = 4 withnis even
IS

ED} (Iy2y(Dsy)) = 5n% — 4n
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c. DSLE of complement of subgroup graph I3,3y(D;y,) for n = 9 with n is
multiple of three is
————— 14n% —10n
ED/ ([r3y(Dan)) = ——5——
For the further research the author suggest to determine the theorem related
to energy obtained from the complement of subgroup graph for the other normal
subgroup or the other group.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran adalah kalam Allah Swt yang di dalamnya terkandung hal-hal
yang wajib dan sunnah bagi umat Islam. Banyak sekali anjuran di dalam al-Quran
yang bisa dilakukan untuk menambah pahala kebaikan pada hari akhirat kelak.
Salah satunya yaitu anjuran untuk saling tolong menolong antar sesama manusia.
Anjuran untuk saling tolong menolong antar sesama manusia dalam al-Quran

terdapat pada surat al-Maidah ayat 2 sebagai berikut

).R_:b Q)J}J‘jﬁ‘}!‘&‘y}@ Y} LS}-E*J‘jj‘J‘J&‘ L;.:
P

“Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa, dan jangan
tolong menolong dalam berbuat dosa dan permusuhan. Bertakwalah kepada Allah,
sungguh Allah sangat berat siksa-Nya”

Ayat di atas menjelaskan bahwasanya Allah Swt menganjurkan untuk saling
tolong menolong sesama umat manusia dalam hal kebajikan dan takwa, baik pribadi
maupun kelompok, baik perkara agama maupun dunia sesuai dengan kemampuan
masing-masing. Sehingga sebagai seorang hamba yang beriman haruslah bisa
melakukan anjuran dalam al-Quran tersebut (Ad-Dimasyqi, 2001:173).

Orang yang berilmu haruslah menolong sesama umat manusia dengan cara
membagikan ilmu yang dimilikinya (Al-Qurtubi, 2008:116). Termasuk para ahli

matematika dalam menemukan suatu rumus atau pola pada kajian teori graf aljabar.
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Teori graf merupakan suatu kajian yang digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan hubungan antara suatu titik dengan titik lainnya. Gabungan dari titik
tersebut menggambarkan suatu rute, lintasan atau circuit. Graf G adalah pasangan
(V(6),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari
objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong)
pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V (G) yang disebut sisi. Banyaknya
unsur di V(G) dinamakan order dari G dan dilambangkan dengan p(G), dan
banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G).
Apabila permasalahan hanya pada graf G, order dan ukuran dapat dituliskan
sebagai p dan g atau G(p, q) (Abdussakir, dkk, 2009).

Misalkan terdapat graf G dengan V(G) adalah himpunan titik dan E(G)
adalah himpunan sisi. Komplemen suatu graf G adalah graf dengan himpunan titik
V' (G) sedemikian hingga dua titik akan terhubung langsung jika dan hanya jika dua
titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Komplemen suatu graf G dinotasikan
dengan G (Abdussakir, dkk, 2009).

Misalkan G adalah graf terhubung berorder n dengan himpunan titik V()
dan himpunan sisi E(G). Misalkan u, v € V(G) maka distance atau jarak antara u
dan v adalah panjang lintasan terpendek dari u dan v (Xing & Zhou, 2013). Jarak
antara u dan v dinotasikan dengan d;(u,v) atau d,,. Matriks distance yang
dinotasikan dengan D(G) adalah suatu matriks berukuran n x n dengan unsur
ke—(i,j) adalah dvi,,].. Transmisi T,..(v) dari titik v didefinisikan sebagai
penjumlahan distance dari v ke titik lainnya di G (Xing dan Zhou, 2013). Matriks

transmisi adalah suatu matriks diagonal dari transmisi titik pada G yang dinotasikan
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dengan T,.(G). Jadi T,.(G) adalah matriks dengan unsur ke—ij adalah 7. .(v;) dan
0 untuk lainnya (Alhevaz, dkk, 2018).

Terdapat konsep energi baru tentang energi Laplace dan energi signless
Laplace yaitu distance Laplacian energy (DLE) dan distance signless Laplacian
energy (DSLE). Misalkan terdapat graf G berorder n, matriks distance Laplacian
dari G didefinisikan sebagai D;(G) = T.(G) — D(G) sedangkan matriks distance
signless laplacian dari G didefinisikan sebagai D, *(G) = T,-(G) + D(G) (Gutman,
dkk, 2013). Polinomial karakteristik dari D,(G) dan D;(G) adalah p,(1) =
det(D,(G) — AI) dan pp(At) = det(D; (G) — A*1). Akar-akar suatu persamaan
karakteristik dinamakan sebagai nilai eigen (Kaladevi dan Abinayaa, 2017). Nilai
eigen dari D, (G) dan D;f (G) disebut sebagai nilai eigen dari distance Laplacian
dan nilai eigen distance signless Laplacian (Atik, 2018). Nilai eigen dari D, (G) dan
D; (G) dinotasikan dengan 24,15, ..., 4, dan Af,23,..., 4+ (Xing & Zhou, 2013).
DLE dari suatu graf terhubung G didefinisikan sebagai ED; (G) = };i-,|4;| dengan
A; adalah nilai eigen dari D,(G), begitupula dengan DSLE yaitu ED; (G) =

™ |47 | dengan A} adalah nilai eigen dari D;f (G) (Alhevaz, dkk, 2018).

Salah satu graf yang baru diperkenalkan adalah graf subgrup. Misalkan G
grup dan H adalah subgrup dari G. Misalkan I, (G) adalah graf berarah (digraph)
dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung langsung ke
y jika dan hanya jika x # y dan xy € H. Jika xy € H dan yx € H untuk x,y € H
dengan x # y maka unsur x dan y dihubung langsungkan oleh sisi tak berarah.
Oleh karena itu, akan diperoleh graf I, (G) yang disebut sebagai graf subgrup dari

G (Anderson, dkk, 2012).
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Apabila H merupakan subgrup normal dari G maka graf subgrup Iy (G)
akan jelas eksistensinya. Jika xy € H maka belum tentu yx € H. Jika H subgrup
normal di G, maka xy € H berakibat yx = x~1(xy)x € H. Oleh karena itu, ketika
H subgrup normal maka graf subgrup I;(G) dan I;(G) berbentuk graf (graph),
bukan graf berarah (digraph) (Kakeri dan Erfanian, 2015).

Penelitian mengenai distance pada suatu graf sudah pernah dilakukan oleh
Bo Zhou Rundan Xing pada tahun 2013 tentang distance dan distance signless
Laplacian energy dari graf spectral radii of bicyclic. Penelitian lain oleh Jienshan
dkk pada tahun 2013 juga menerangkan masalah bounds on distance Laplacian
energy dari suatu graf G. Kemudian penelitian terbaru di antaranya penelitian
Abdollah pada tahun 2018 tentang distance signless Laplacian spectrum and
energy of regular graph, penelitian Fousul Atik dan Pratima Panigrahi pada tahun
2018 tentang on distance and distance signless Laplacian eigenvalues of graphs
and the smallest gersgorin disc, kemudian penelitian Abdussakir dkk. pada tahun
2018 tentang on distance spectrum and distance energy of complement of subgroup
graphs of dihedral group.

Berdasarkan paparan di atas, maka penelitian mengenai distance Laplacian
energy dan distance signless Laplacian energy dari komplemen graf subgrup dari
grup dihedral belum pernah dilakukan. Oleh karena itu, peneliti akan menelitinya

sebagai topik baru pada teori graf aljabar.
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1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas maka didapatkan rumusan masalah
sebagai berikut
1. Bagaimana rumus DLE dari komplemen graf subgrup (r), (r2), (r?, s), (r?, sr),
dan (r3) dari grup dihedral?
2. Bagaimana rumus DSLE dari komplemen graf subgrup (r),(r?), (r?s),

(r?,sr), dan (r3) dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas didapatkan tujuan penelitian sebagai
berikut
1. Mengetahui rumus DLE dari komplemen graf subgrup (r), (r?), (r?s),
(r2,sr), dan (r3) dari grup dihedral
2. Mengetahui rumus DSLE dari komplemen graf subgrup (r),(r?), (r?s),

(r?,sr), dan (r3) dari grup dihedral

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat sebagai berikut
1. Memberikan informasi mengenai rumus DLE dari komplemen graf subgrup
(r), (r?), (r?,s), (r?,sr), dan (r?) dari grup dihedral
2.  Memberikan informasi mengenai rumus DSLE dari komplemen graf subgrup

(r),(r?), (r?,s), (r?, sr), dan (r3) dari grup dihedral.



1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini akan memfokuskan pembahasannya pada DLE dan DSLE.
Graf yang digunakan untuk menentukannya yaitu komplemen graf subgrup dari
grup dihedral. Subgrup yang diambil yaitu subgrup normal (r) untukn > 3,
subgrup normal (r?), (r?,s), (r?, sr) untuk n > 4 dengan n genap dan subgrup
normal (r3) untuk n kelipatan 3 dengan n > 6 dalam menentukan DLE dan untuk

n > 9 berlaku dalam menentukan DSLE.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian merupakan penelitian pustaka (library research). Referensi yang
dijadikan rujukan berasal dari beberapa jurnal, buku, dan artikel yang berkaitan
dengan teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak. Kajian pada teori graf dan
jurnal terkait penelitian dikhususkan pada kajian mengenai graf. Kajian pada buku-
buku aljabar linier berkaitan dengan topik matriks, khususnya mengenai nilai eigen
dan energi dari matriks. Kajian pada buku aljabar abstrak berkaitan dengan topik
grup dan subgrup normal.

Adapun langkah-langkah penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif.
Yaitu melakukan pembuktian dari hal-hal khusus (induktif) hingga ditemukannya
pola. Pola tersebut nantinya akan digeneralisasikan secara deduktif menjadi sebuah
rumus. Langkah-langkah dalam penelitian ini yaitu:
1. Menentukan semua subgrup normal (r), (r?), (r2,s), (r2,sr), dan (r3) pada

suatu grup D,,, untuk beberapa kasus n, yaitu n = 3,4, 5, 6, 7, 8 untuk subgrup

normal (r), n =4,6,8 untuk subgrup normal (r?), (r?s), (r?,sr), n=
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6,9, 12 untuk subgrup normal (r3) dalam menentukan DLE dann = 9,12, 15
untuk subgrup normal (r3) dalam menentukan DSLE

2. Menggambar graf subgrup dan komplemennya. Kemudian menyatakan
keterhubungan titik ke dalam bentuk matriks distance, transmisi, distance
Laplacian, dan distance signless Laplacian

3. Mencari nilai eigen dari matriks distance Laplacian dan distance signless
Laplacian

4. Menentukan DLE dan DSLE

5. Membuat dugaan (konjektur) tentang energi berdasarkan pola yang ditemukan
untuk masing-masing kasus

6. Merumuskan atau mengeneralisasikan konjektur tentang energi menjadi suatu
teorema

7. Menghasilkan suatu teorema tentang energi dengan menyertakan bukti secara

deduktif.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari
empat bab, masing-masing dibagi ke dalam subbab yaitu sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan tersusun atas latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan penelitian, metode penelitian, dan

sistematika penelitian.



Bab Il Kajian Pustaka
Kajian Pustaka tersusun atas teori-teori yang dapat digunakan dalam
menjawab rumusan masalah sehingga membantu dalam pembahasan. Pada
penelitian ini, teori yang digunakan yaitu: teori graf, matriks, energi, grup,
dan subgrup. Juga disertai dengan tafsir ayat al-Quran mengenai pentingnya
tolong menolong antar sesama manusia dalam kebaikan.

Bab Il Pembahasan
Pembahasan tersusun atas bagaimana menentukan rumus umum DLE dan
DSLE komplemen graf subgrup (r), (r2), (r?,s), (r? sr), dan (r3) dari
grup dihedral dan perhitungan energi dalam pandangan Islam.

Bab V Penutup
Penutup tersusun atas kesimpulan dari pembahasan dan saran-saran sesuai

dengan hasil penelitian.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V (G)
yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) dinamakan order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Apabila permasalahan hanya pada graf G, order
dan ukuran dapat dituliskan sebagai p dan g atau G (p, q) (Abdussakir, dkk, 2009).

Apabila e = (u,v) merupakan suatu sisi pada graf G maka dikatakan
bahwa titik u terhubung langsung (adjacent) dengan titik v. Titik u dengan sisi
e juga titik v dengan sisi e dinamakan terkait langsung (incident) (Abdussakir, dkk,
2009).

Mengikuti definisi graf, maka diberikan contoh graf G di bawah ini:

Vy

e Vs e

vy V2

Gambar 2.1 Graf G berorder 4
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Berdasarkan Gambar 2.1, graf G mempunyai 4 titik dan 3 sisi yang
dinotasikan dengan G(4,3) dengan V(G) = {vy,v,, V3, 14}, E(G) = {eq,e,, e3}.
Pada graf G terlihat bahwa semua sisi pada graf G saling terkait langsung (incident)
di titik v,. Hal tersebut menyebabkan semua titik pada graf G yaitu v, dengan v,,
v; dengan v;, v; dengan v, saling terhubung langsung (adjacent). Titik v, dengan
v3, V3 dengan v,, v, dengan v, saling terhubung. Titik v; dengan sisi e,, v; dengan

sisi e,, v, dengan e; dinamakan terkait langsung.

2.2 Derajat Suatu Titik

Berdasarkan penjelasan sebelumnya bahwa titik pada suatu graf
G dinotasikan dengan v, maka derajat pada titik tersebut merupakan banyaknya sisi
di graf G yang terhubung langsung pada v. Notasi derajat suatu titik v adalah
deg;(v). Ganjil atau genapnya derajat titik v tersebut menjadi acuan titik

v dikatakan ganjil atau genap (Abdussakir, dkk, 2009).

Vg vy

@
v

Vq > 3

Gambar 2.2 Graf G1 berorder 5

Berdasarkan Gambar 2.2 dapat dilihat bahwa derajat setiap titik adalah

dege1(v1) =3, degei(vz) =3, degei(vz) =1, dege(vy) =2, dan
degs1(vs) = 3. Kemudian diketahui titik vy, v,,vs berderajat ganjil, titik v,

berderajat genap dan titik ujung yaitu v5 berderajat 1.
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2.3 Graf Terhubung

Asumsikan terdapat graf G yang mengandung suatu titik x dan y dengan
tidak harus berbeda. Deretan berbatas dan berselang-seling pada graf G disebut
jalan x ke y. Deretan tersebut dinotasikan

W:x =y e1,¥1,2,Y2 - enYn =Y

Antara sisi dan titik yang diawali dengan titik kemudian diakhiri dengan
titik. Diketahui bahwa e; = y;_;y; dan i = 1,2, 3, ..., n merupakan sisi di graf G.
Yo Merupakan titik awal, y,, merupakan titik akhir, y,, y,, ..., y,,_1 merupakan titik
internal, kemudian n menujukkan panjang W. W merupakan jalan terbuka bila
Yo # Y, dan tertutup bila y, = y,. Jalan trivial merupakan jalan yang tidak
memiliki sisi. Karena satu sisi terhubung oleh dua titik, maka jalan x ke y
dinotasikan W:x = yg, €1, V1,61, V2, o, € Yn =y ataUW:x = yo, V1, o, V-1, Vn
=y ( Abdussakir, dkk, 2009).

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Suatu graf G dikatakan
terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan u-v di
G. Sebaliknya, jika ada dua titik u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u-v di G,
maka G dikatakan tak terhubung (disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009).

Diberikan contoh graf terhubung berikut

V3

L)

1

Gambar 2.3 Graf G2 berorder 3
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Berdasarkan Gambar 2.3, graf G2 merupakan graf terhubung setiap dua titik

yang berbeda di G2 dihubungkan oleh lintasan.

2.4 Komplemen Graf

Misalkan terdapat graf G dengan V(G) adalah himpunan titik dan E(G)
adalah himpunan sisi. Komplemen suatu graf G adalah graf dengan himpunan titik
V(@) sedemikian hingga dua titik akan terhubung langsung jika dan hanya jika dua
titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Komplemen suatu graf G dinotasikan
dengan G. Sehingga diperoleh bahwa V(G) = V(G) dan uv € E(G) jika dan hanya
Jjika uv € E(G) (Abdussakir, dkk, 2009).

Diberikan contoh graf dan komplemennya berikut

vg vg

Gambar 2.4 Graf G3 dan Komplemennya

2.5 Graf dan Matriks
2.5.1 Matriks Distance

Misalkan G adalah graf terhubung dengan himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi E(G). Diketahui bahwa u, v € V(G) maka menurut Xing & Zhou
(2013), distance atau jarak antara u dan v adalah panjang lintasan terpendek dari u

dan v. Distance dinotasikan dengan dg;(u,v) atau d,,. Misalkan V(G) =
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{v1,v,, ..., v }. Menurut Alhevaz, dkk (2018), Matriks distance yang dinotasikan

dengan D(G) adalah suatu matriks berukuran n x n dengan unsur ke—(i, j) adalah
vivj-

Diberikan graf G4 berikut

(%]

Gambar 2.5 Graf G4 berorder 5

Berdasarkan Gambar 2.5, dapat diketahui bahwa d, ,, = 2,d, ,, =
ENde PN =NRdTS. =20y, M=, i3 = 3%, 5 |SZ2Nd0S=Zndd 8 = 1,
dy,n. =1 dan jarak d;; dengan i = j = 0, sehingga matriks distance dari graf

G4 ditulis sebagai berikut

Vy Uy V3 Uy Us

V0 2 11 2
U2[20132]
DG =731 1 0 2 1
DN P 74 & 1
vslz2 2 1 1 0

2.5.2 Matriks Transmisi
Misalkan terdapat graf G dengan V(G) = {vy, v, ..., U}, Transmisi 7. . (v)
dari titik v, didefinisikan sebagai penjumlahan distance dari v ke titik lainnya di G

(Xing dan Zhou, 2013), yaitu
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T, (v) = Z dg(w, v)
uev(e)

Matriks transmisi adalah suatu matriks diagonal dari transmisi titik pada G
yang dinotasikan dengan T,.(G). Jadi T,.(G) adalah matriks dengan unsur ke—ii

adalah T. . (v;) dan 0 untuk lainnya (Alhevaz, dkk, 2018).

Diberikan graf G5 berikut.

143 Vs

U3

121 v,

Gambar 2.6 Graf G5 berorder 5

Berdasarkan Gambar 2.6, dapat diketahui bahwa T, ..(v;) =
7, Tres(02) =4, T, . (v3) =6, T, .. (vy) =4, dan T,...(vs) =6 sehingga

matriks transmisi ditulis sebagai berikut
V1 Uy V3 Vs Vs

vif7 0 0 0 0
v2[04000]
T,(G4) =vs[0 0 6 0 0
/0 0 0 4 0
vslo 0 0 0 6

2.2.3 Matriks Distance Laplacian
Matriks distance Laplacian dari graf G adalah matriks D;(G) = T,.(G) —
D(G) dengan T,.(G) adalah matriks transmisi dan D(G) adalah matriks distance

dari G (Gutman, dkk, 2013).
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Diberikan graf G6 berikut.

Ve Vs

Vy

121 U,

Gambar 2.7 Graf G6 berorder 6

Berdasarkan Gambar 2.7, diperoleh matriks distance dan transmisi sebagai

berikut

V1 Vy U3 Vg Vs Vg V1 Vy U3 Vg Vs Vg

LErDRNINZ o] 820 820 V1ir8 0 0 0 0 O

Uzl (O ile=78 118 il V210 6 0 0 0 O

P B s PR B V3l0 0 8 0 0 O
D(G6)_v41 2%y (AVE Tr(GE’)_wo 0 09 00
Us||4 ot 1%2f Of il Vsito 0 0 0 7 O

gl2. 1 2 1 1 0O VelO 0 0 0 0 7

Sehingga berdasarkan definisi, matriks distance Laplacian D;(G6) = T,(G6) —

D(G6) sebagai berikut

ir8 -1 -2 -1 =2 =27
Vzl=1 6 —1 =2%% -1

14
D.(G5) =,

vE=2t =1 =1 -2 7 S
el =T 7 |

2.2.4 Matriks Distance Signless Laplacian
Matriks distance signless Laplacian dari graf G adalah matriks D, (G) =
T,.(G) + D(G) dengan T,(G) adalah matriks transmisi dan D(G) adalah matriks

distance dari titik G (Alhevaz, dkk, 2018).
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Diberikan graf G6 berikut

vy Ve

Vs Vs V3

12 v,

Gambar 2.8 Graf G7 berorder 7

Berdasarkan Gambar 2.8, diperoleh matriks distance dan transmisi sebagai

berikut

V1 Vp V3 Vg Vs Ve Uy Vg Uy V3 Uy Vs Vg Uy

v1ir0 1 3 2 1 2 17 Virl0o 0 0 0 0 O O

Ul @z il 2 g 210 8 0 0 O O O

|2 72 © 1 YA 3 3]0 0 15 0 O O O
DG6)="V4l2 1 1 0 3 1 2 T.(G6)=v410 0 0 10 0 O O
Ugllil. 72 ez (F vh il vsto0 0 0 O 13 0 O

Usllz 1§ ZL # W fi V¢ei0O 0O O O O 9 O

vzi11. 1 3 2 1 1 0 vzL0 0 0 O O O o9

Sehingga berdasarkan definisi, matriks distance signless Laplacian D} (G6) =

T,.(G6) — D(G6) sebagai berikut
Vi VU V3 Vs Vs VgUy

V1110 1

U2 8

U3

DL+(G6) = v4-

Us

Ve

v, L

=
U.ll\.)w
_ =N

R NP NWR
—_
=
=
r—‘Nww-PNr—k
O R P NWR P

N RN
W N B

N =W

_ ON RN

2.6 Energi
Misalkan A matriks n X n, maka polinomial karakteristik A memiliki
derajat n dan koefisien variabel 1™ adalah 1, sehingga polinomial karakteristik p (1)
dari matriks n x n adalah
p(D) =detA—AD) =A"+cA" 1 —c A" 2+ +¢, =0

(Anton, dkk, 2011)
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Misalkan graf G berorder n dan A adalah matriks keterhubungan dari graf
G. Suatu vektor x bukan nol dikatakan vektor eigen dari A jika Ax adalah suatu
kelipatan skalar dari x, yaitu Ax = Ax, untuk sebarang skalar A. Notasi A disebut
nilai eigen dari A sedangkan x sebagai vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan
A. Persamaan Ax = Ax ditulis kembali dalam bentuk (A — AI)x = 0 dengan [
adalah matriks identitas berordo n X n untuk menentukan nilai eigen dari matriks
A. Persamaan tersebut mempunyai solusi bukan nol jika dan hanya jika
det(A — AI) = 0. Persamaan det(A — AI) = 0 akan menghasilkan persamaan
polinomial dalam variabel A dan disebut persamaan karakteristik dari matriks A.
Nilai-nilai eigen dari matriks A adalah skalar-skalar 4 yang memenuhi persamaan
karakteristik (Anton, dkk, 2011).

Energi suatu graf G adalah penjumlahan nilai eigen mutlak dari nilai eigen
matriks dari graf G. Misalkan graf G berorder n. Misalkan f,, 85, ..., B, dengan
B1 = B, = -+ = A, adalah nilai eigen dari suatu matriks, maka energi dari G adalah
E(G) =X 1B:(G)| (Nic’, 2010). Misalkan A4,4,,...,4, adalah nilai eigen
berbeda dan m(4,), m(4,), ...,m(/lp) adalah banyaknya basis ruang vektor eigen
dari A;, maka energi graf G adalah E(G) = X m(4;(G))|2;(G)| sehingga dapat
diketahui E(G) = Xi=11B:(G)| = Xiz; m(1;(G))|1;(G)| (Kaladevi dan Abinayaa,

2017).
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2.7 Grup dan Subgrup
2.7.1 Grup
Grup merupakan himpunan tak kosong G yang di dalamnya terdapat operasi
biner " ", Sedemikian hingga menurut (Herstein, 1975), struktur aljabar (G,*)
disebut grup jika dan hanya jika:
1. Tertutup di G (untuk setiap a, b € G berakibata + b € G atau a * b € G).
2. Bersifat asosiatif (untuk setiap a, b,c € G berakibata b xc = a*b xc).
3. Memiliki elemen identitas yaitu e (terdapat suatu elemen e € G sedemikian
sehinggaa *e = e xa = a untuk setiapa € G).
4. Memiliki unsur invers dari a di G (untuk setiap a € G, terdapat suatu elemen
a~! € G sedemikian sehinggaaxa ! =al*xa =e.
Grup (G,*) dikatakan abelian (komutatif) jika untuk setiap a, b € G berlaku
axb = b * a (Arifin, 2000).
Misalkan (G,*) adalah sebarang grup. Misalkan g adalah sebarang elemen
dari G. Order dari suatu elemen g pada suatu grup G adalah bilangan bulat positif
n sedemikian hingga g" = e (e adalah elemen identitas di G). Order dari suatu

elemen g dilambangkan dengan |g| = n (Gallian, 2010).

2.7.2 Grup Dihedral

Grup dihedral dengan notasi D,, merupakan suatu grup yang terdiri dari
himpunan dari simetri-simetri (rotasi dan refleksi) pada segi-n beraturan (polygon)
dengan n € Z* dan n > 3. Rotasi pada segi n beraturan sebanyak n rotasi dan

refleksi pada segi n beraturan sebanyak n refleksi (Dummit dan Foote, 1991).
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Grup dihedral ini akan sangat diaplikasikan sehingga dibutuhkan beberapa
notasi atau hitungan untuk membantu terlaksananya pengamatan-pengamatan pada
D,,, diantaranya:
a. 1,r,7% ..,r™ 1 adalah unsur-unsur yang berbeda dengan r™ = 1 sehingga
|r| = n (order r adalah n)
b. |s| = 2 atau order s adalah 2 sehinggasecs =1
c. s # r'untuk semua i
d. sri=sriuntuk semua 0 < i,j < n — ldengan i # j akibatnya setiap elemen
dari D,, = {1,7,7%, ...,v" 1, 5,51, 572, ..., sr™ 1} dapat ditulis secara tunggal
dalam bentuk s*r% untuk suatu k = Oatau 1dan0 <i<n-1
e. sr =r"1s, ini menunjukkan bahwa r dan s tidak komutatif sehingga D,
adalah non abelian
f. sr'=r"'s, untuk setiap 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991).
Diberikan contoh, grup dihedral D, yang memuat semua himpunan simetri

(rotasi dan refleksi) pada bangun segitiga sehingga D = {1,7,72,s, s, sT?}.

2.7.3 Subgrup dan Subgrup Normal

Misalkan (G,x) merupakan suatu grup, terdapat S € G dan S bukan
merupakan himpunan kosong. Kemudian S disebut sebagai subgrup dari G jika dan
hanya jika untuk setiap a, b € S maka berlaku a * b € S.

Dari definisi subgrup di atas menghasilkan suatu lemma (syarat cukup dan

perlu), yaitu:
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Misalkan (G,*) merupakan suatu grup, terdapat S € G dan S bukan merupakan
himpunan kosong. Kemudian S disebut sebagai subgrup dari G jika dan hanya jika
untuk setiap a, b € S maka berlaku a = b~ € G (Gallian, 2010).

Subgrup S dari G dinotasikan sebagai S < G. Jika di dalam subgrup tersebut
berlaku gsg~?! pada setiap s € S, g € G maka S akan dikatakan sebagai subgrup
normal dari G (Gallian, 2010). Semua subgrup dikatakan normal apabila grupnya
abelian karenas = es = gg~'s = gsg~! € S untuk setiap s € S, g € G (Gallian,
2010).

Misalkan grup D,,={1,7,72, ..., "1, s,s7,s1%,...,sv™ 1} adalah grup
dihedral berorder 2n. Subgrup normal dari D,,, dengan n ganjil adalah (r), (r¢)
ketika d membagi n dan D,,, sendiri. Subgrup normal dari D,,, dengan n genap
adalah (r), (r%) ketika d membagi n, (r?, s), (r?, sr), dan D,,, sendiri (Abdussakir,
2017).

Diberikan contoh, misalkan grup dihedral D, = {1,7,72,s, s, sr?} untuk
n = 3 dengan n ganjil. Berdasarkan definisi subgrup maka diperoleh subgrup dari
Dg adalah {1}, {1, s}, {1, s}, {1,sr?}, {1, 7,72}, dan {1,, 7%, s, sr, sr?}. Sedangkan

subgrup normal dari D, adalah {1, ,72} dan D, sendiri.

2.8 Graf Subgrup dan Komplemennya

Misalkan H merupakan subgrup dari G. Misalkan I'; (G) adalah graf berarah
(digraph) dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung
langsung ke y jika dan hanya jika x # y dan xy € H. Jika xy € H dan yx € H

untuk x,y € H dengan x # y maka unsur x dan y dihubung langsungkan oleh sisi
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tak berarah. Oleh karena itu, akan diperoleh graf I, (G) yang disebut sebagai graf
subgrup dari G (Anderson, dkk, 2012).

Apabila H merupakan subgrup normal dari G maka graf subgrup Iy (G)
akan jelas eksistensinya. Jika xy € H maka belum tentu yx € H. Jika H subgrup
normal di G, maka xy € H berakibat yx = x~1(xy)x € H. Oleh karena itu, ketika
H subgrup normal maka graf subgrup I;(G) dan I;(G) berbentuk graf (graph),
bukan graf berarah (digraph) (Kakeri dan Erfanian, 2015).

Misalkan terdapat grup dihedral Dg yang dibangun oleh subgrup normal
(ry = {1,r,7%,73}, sehingga diperoleh graf subgrup dan komplemennya sebagai

berikut

Gambar 2.9 Graf I3, (Dg) dan I3,y (D)

2.9 Anjuran Tolong Menolong dalam Al-Quran

Al-Quran adalah kalam Allah Swt yang didalamnya terkandung hal yang
wajib dan sunnah. Banyak sekali anjuran di dalam al-Quran yang bisa dilakukan
untuk menambah pahala kebaikan pada hari akhirat kelak, salah satunya yaitu
anjuran untuk saling tolong menolong antar sesama manusia. Anjuran untuk saling
tolong menolong antar sesama manusia dalam al-Quran terdapat pada surat al-

Maidah ayat 2 sebagai berikut
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“Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa, dan jangan
tolong menolong dalam berbuat dosa dan permusuhan. Bertakwalah kepada Allah,
sungguh Allah sangat berat siksa-Nya ”

Allah Swt memerintahkan kepada hamba-Nya yang beriman untuk saling
tolong menolong dalam berbuat kebaikan, yaitu kebajikan dan meninggalkan hal-
hal yang munkar; hal ini dinamakan ketakwaan (Ad-Dimasyqi, 2001:173). Menurut
Az-Zuhaili (2012), kebajikan dan takwa adalah dua kata yang memiliki kesamaan
arti, disebut berulang dengan kata yang berbeda sebagai penegasan dan penekanan,
sebab setiap kebajikan adalah takwa dan setiap takwa adalah kebajikan. Kemudian
Allah Swt melarang mereka bantu-membantu dalam kebatilan serta tolong
menolong dalam perbuatan dosa dan hal-hal yang diharamkan (Ad-Dimasyaqi,
2001:173).

Penjelasan tafsir surat al-Maidah ayat 2 menurut beberapa ulama’ sebagai

berikut

P
3T 7T Je 155153
“Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa .

Al Mawardi berkata, “Allah menganjurkan untuk saling tolong menolong
dalam kebajikan, dan Allah pun menyertakan ketakwaan kepada-Nya terhadap
anjuran itu. Sebab dalam ketakwaan terdapat keridhaan Allah, sedangkan dalam
kebajikan terdapat keridhaan manusia. Sementara orang yang menyatukan antara
keridhaan Allah dan keridhaan manusia, maka sesungguhnya sempurnalah

kebahagiaanya dan luaslah nikmatnya” (Al-Qurtubi, 2008:115).
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Ibnu Khuwaizimandad berkata dalam Ahkam-nya, “Tolong menolong

dalam mengerjakan kebajikan dan takwa dapat dilakukan dengan berbagai cara.

Adalah suatu hal yang wajib bagi seorang alim untuk menolong manusia dengan

ilmunya, sehingga dia mau mengajari mereka, sedangkan orang yang kaya wajib

menolong mereka dengan hartanya. Adapun seorang pemberani, (dia wajib

memberikan pertolongan) di jalan Allah dengan keberanianya” (Al-Qurtubi,
2008:116).

Selanjutnya Allah memberikan larangan, Allah berfirman,

T
- 8 20 ? £ Pd > o 2 // ~
Tt ‘/ o ‘ ‘ . “® - -
091y Y1 e 52510 Y
“Dan jangan tolong menolong dalam berbuat dosa dan permusuhan”.

Maksud ayat tersebut adalah ketetapan yang diperuntukkan bagi dosa dan
udwan, yaitu menzhalimi manusia (Al-Qurtubi, 2008:116). Dalam (Maraghi, dkk,
1987:85), udwan diartikan sebagai melampaui batas-batas syari’at dan adat dalam

soal mu’amalat, dan tidak berlaku adil pada keduanya.

Setelah itu Allah Swt memerintahkan agar bertakwa dan mengeluarkan

ancaman. Allah Swt berfirman

O eladl spus Dl o) b 5305
“Bertakwalah kepada Allah, sungguh Allah sangat berat siksa-Nya ”

Bertakwa dalam arti mengikuti sunnah-sunnah Allah yang terdapat dalam
al-Quran maupun dalam sistem yang berlaku pada makhluk-Nya. Sehingga, orang
yang bertakwa tidak akan terkena hukuman melainkan bila tidak sesuai dengan
petunjuk-Nya dan wajib diketahui bagi orang yang bertakwa bahwa siksa Allah

sangatlah pedih. Karena tidak ada kasihan dan damai lagi bila hukuman Allah telah
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tiba. Allah memang takkan memerintahkan sesuatu kecuali yang beguna, dan tidak
mencegah sesuatu kecuali yang berbahaya (Maraghi, dkk, 1987:87).

Berdasarkan penjelasan beberapa tafsir surat al-Maidah ayat 2 tersebut
bahwa perilaku saling tolong menolong antar sesama manusia dalam hal kebajikan
sangat dianjurkan di dalam al-Quran. Bahkan kebajikan sekecil apapun sesuai
kemampuan masing-masing manusia. Inilah gambaran bahwa orang yang berilmu
haruslah menolong sesama umat manusia dengan cara membagikan ilmu yang
dimilikinya, termasuk ahli matematika dalam menemukan suatu pola atau rumus

umum.
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3.1 DLE dan DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I';y(D3,) dari Grup
Dihedral
3.1.1 Grup Dihedral D4
Diketahui anggota grup Dg adalah {1,7,72,s,sr,sr?}. Subgrup yang
dibangun oleh (r) pada grup dihedral D, adalah {1, r,72}. Operasi unsur-unsur di

D¢ yang hasilnya berada di (r) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 7 W s ST P ST
1 (f r? S ST = sr?
T 7 Tl 1 S s ST
e T 1 r EV il 575 s
s S ST ST 1 ¥ r
ST ST S Srtdl Tl 1 r?
i - B 5T s r r? 1

Berdasarkan Tabel 3.1 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,y (De) sebagai berikut

.5“1"2

Er

Gambar 3.1 Graf I3,y (D)

25

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



26

Dari Gambar 3.1 diperoleh komplemen graf subgrup I3, (De) sebagai berikut

Matriks distance D (Qr)(DG)

1
r

e TZ
D (Iin0e) = "
ST

Sr2

1

T

Vo T'Z
T, ([Zr)(D6)) — S
ST

i a

r r2

e

—» S

S

Gambar 3.2 Graf I'(y(De)

il
0 2 2
220 &%
22 2840
1 Nl
i 1 .
1 1 1
g 7 77
7 0 0
0 7 0
0O 0 7
0 0 O
0 0 O
0 0 O

Matriks distance Laplacian

dan transmisi T,.(I7,y (D)) sebagai berikut

Sr Sr2
1_

NNOR R R

NODNRFER P
SONDN P

r

SO O OO
NO OO OO Y

diperoleh dari perhitungan D, (F<r>(D6))=

T, (Iy(De)) - D (Qr>(D6)) adalah

1 —

r
D, (Iin0e)) = .

Sr
2

sr-t
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Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian terlebih dahulu akan di cari

polinomial karakteristik dari matriks tersebut dengan cara:

det (DL (F(T) (D6)) - ,11) -

7-1 -2 -2 -1 -1 -1
/—2 7-2 -2 -1 -1 1\
| -2 -2 7-2 -1 -1 -1 |
det] | 1 1 7-2 -2 -2 |
\—1 — 1 S R —2/
1 S AT,

Matriks tersebut direduksi menggunakan eliminasi baris elementer pada aplikasi

Maple 18 dan diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

7—A2 -2 -2 -1 -1 -1
G =5 =9) 2(1—9) 1-9 1-9 1-9
—7+ 2 —7+4 —7+2 —7+1 = %)
0 0 A-3)1-9) 1-9 1-9 1-9
1-5 1-5 1-5 1-5
d > £ A2 —101+ 18 21-9 21—-9
1-3 A=3 = 3
. o . " A=—9)(12—81+9) (A—9)(21—9)
T A2—101+18 " A2—101+18
A=-6)(A—9A
| ° ! P 4 / R RN

Sehingga polinomial karakteristik dari D, (FM(DS)) diperoleh dari perkalian

unsur-unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut adalah

P =7-2 (— (A‘_S;(i-‘”) (_ u_i)_(i_g)) (_ 12-1?18)

(_ (,1—9)(/12—8/1+9)) (_ (1—6)(1—9)/1)
A2-101+18 A2-81+9
=A1-9*@U1-6)1
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 1, = 9,4, = 6,dan 1; =0

dengan multiplisitas masing-masing yaitu m(4,) = 4,m(4,) = 1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,y (D) adalah

ED, (1) (Ds)) mem
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=(4-19D+@-l6D)+(1-]0D)
=42

Sedangkan matriks distance signless Laplacian diperoleh dari perhitungan

D} (I (D6)) = Ty (Iiry(De)) + D (Iipy (D)) adlalah

1 r r%2 s sr sr?

1 17 2 2 il ] ™Sy

a2 /8 2N B

-~ 2

N 22 2 711 1
D, (Q”(D6))_ st 117 2 2
S I b il 2 i 2

st i1t 1 2 2 ™M

Setelah mendapatkan matriks distance signless Laplacian terlebih dahulu akan di

cari polinomial karakteristik dari matriks tersebut dengan cara:

det (DL+ (F(r)(DG)) A 1) -

Fad H 2 1 1 1
/ > 7 By 1 1 1 \
| 2 ] a8 ) 1 1 |
det
e 1 i i A 2 |
\ 1 1 1 o A0 1 /
1 1 1 2 2 7

Matriks tersebut direduksi menggunakan eliminasi baris elementer pada aplikasi

Maple 18 dan diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

7 -1t 2 2 1 1 1
. @ =5@ -9 2(1* - 5) -5 *—5 it —5
T W v —7 + A% -7+t —7+2* -7+t
. . @ -5)@ —11) -5 -5 AN 4 =5
-9 -9 -9 -9
0 i . 12— 182* + 74 22t =19 227 —19
-1 I —11 11
(At = 5)(a*% - 202" + 93) A+ —5)(24% — 19)
0 0 0 0 - > 5
12— 184* + 74 22— 181* + 74
-5t —8)(AT — 14
0 0 0 0 0 ( )( )( )

A*2 201+ 4+ 93

Sehingga polinomial Kkarakteristik dari D,* (QT)(D6)) diperoleh dari perkalian

unsur-unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut adalah
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-7+t At—9 At-11

PA") _ (7-2%) (_ (71+—5)(1+—9)) (_ (/'1+—5)(/1+—11)) (_ A+2—18/1++74)

(_ (,1+—5)(A+2—201++93)> (_ (,1+_5)(,1+_8)(/1+_14))

At% 18t +74 A+t%—201++93

= At =-5)* At -8)(At — 14)
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen A1 = 5,1 = 8,dan A} =
14 dengan multiplisitas masing-masing yaitu m(AY) = 4,m(13) =1, dan
m(A3) = 1. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I, (D) adalah
02 (10 03) S
i=1
= 415D+ @-[8]) + (1-]14])

= 42.

3.1.2 Grup Dihedral Dg
Diketahui anggota grup Dgadalah {1,7,72,7r3,s,sr,sr?, sr3}. Subgrup
yang dibangun oleh (r) pada grup dihedral Dg adalah {1,r,72,73}. Operasi unsur-

unsur di Dg yang hasilnya berada di (r) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 r e 4 ¥ s sr | sr? | srd
1 1 i e = S sr | sr? | srd
¥ r r? r3 1 S S sr | sr?
r? r? ] 1 2 sr? | srd s ST
rd r3 1 r r? sr | sr? | srd s
s s sr | sr? | srd 1 T r? r3
ST Ssr sr? | sr3 s r3 1 r r?
sr? | sr? | srd s ST r? rs3 1 r
sr3 | srd s sr | sr? r r? rs3 1
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Berdasarkan Tabel 3.2 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,y (Dg) sebagai berikut

Gambar 3.3 Graf ',y (Dg)

Dari Gambar 3.3 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I',,(Ds) sebagai

berikut

Ky sr

Gambar 3.4 Graf I'(,,(Dg)

Matriks distance D(T;,,(Dg)) dan transmisi T, ( I}r)(DS)) sebagai berikut

1. r r2 r3 s sr sr?srd
10022 2 1 11 1

rl2 02 21111

212 2 0 2 11 1 1

— 3|2 2201111
D(HT>(D8))=511110222
srlt 1112 0 2 2

sr?2l1 1 1.1 2 2 0 2

sr3lt 111 2 2 2 o
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N
w

sr  sr? sr

1 T r r S

1¢10 0 0 O O O 0 01

r{i0 10 0 0O O 0 O O

r2l0 0 10 0 0 O 0 O

T _r|l0o 0 0 10 0 0 0 O
T"(F(”(Dg))_ slo o 0o o 10 0 o0 o0
sr!l0 0 0 O 0 10 0 O

sr2lo 0 o 0 0o 0 10 O

sr3lo 0 0o 0 o o0 o0 10/

Matriks distance Laplacian diperoleh dari perhitungan Dy (I“M(Dg)) =

T, (Iry(Dg) ) - D (I (Dy) ) adalah

L 10 =2 =2 '=2 =1 =la—F =l
r

r
i

w N
I
[\
I
N
I
[\
—_
(@]
|
—_
I
—_
|
—_
|
=

DL(F(T>(D8))_ 4% Bl YIRS 0
Sl S D SO e —
Gt Al LT R Al
ST o B S AN SR Rt N

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut

P — 10— (- ) (-t (e

(_ (1—12)(12—12“24)) (_ (/1—12)(/12—1OA+12)) (_ (1—8)(,1—12)/1)
A2—-1421+36 A2—-121+24 AZ2—10A+12

=A-12)¢(1-98)1
Dengan menetapkan p(1) = 0, diperoleh nilai eigen 4; = 12,1, = 8,dan1; = -0
dengan multiplisitas masing-masing m(1,) = 6,m(1,) =1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, (Dg) adalah

£D, (1) (0p)) mem
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=(6-112D+ @-[8D + (1-]-0D
=80

Sedangkan matriks distance signless Laplacian diperoleh dari perhitungan

D,* ([y(Dg)) =T, (Liy(De)) + D Iy (D)) adalah

1 r r?® r3 s sr sr? sr

1710 2 2 2 1 1 1 17
1l O Ny 1 1

r2l2 2 10 2 1 1 1 1

sl .32 2 2 10 1 1 1 1
D, (Q”(D‘Q)‘ sArlIN ™ RS 108 2 2N 2
KM 1 1™~ d0es 2 &

1 1. MAAl1 2 9F 19 2

Frail Y o b B LA &Y 7V RS P 1))

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

polinomial karakteristik D} (1"<r>(D8)) sebagai berikut

p(1*) _ (10 — 1) (_ (A+—8)(/1+—12)) (_ (,1+—8)(/1+—14)) (_ (/1+—8)(/’1+—16))

—10+A* At—-12 At—14

(_ l+2_26/1++156) <_ (A+—8)(A+2—28,1++184)> <_ (,1+—8)(,1+2—30/1++212)>

At—16 At% 261t +156 At2_281t+184

(_ (/1+—zo)(/1+—1z)(/1+—8))
At -10A++12
= (* — 20)(1* — 12)(1* — 8)°
Dengan menetapkan p(A1*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 20,47 = 12,dan A3 =

8 dengan multiplisitas masing-masing m(A}) = 1,m(4}) = 1, dan m(1}) = 6.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,y (Dg) adalah

£D} (I (D)) Zmu*)w

= (1-120D) + (1-[12]) + (6-18])

= 80.
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3.1.3 Grup Dihedral D4,
Diketahui Do = {1,7,72,73,r% s,sr,sr?,sr3,sr*}.  Subgrup yang
dibangun oleh (r) pada grup dihedral D,, adalah {1,r,72,73,r*}. Operasi unsur-

unsur di D, yang hasilnya berada di (r) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral Dy,

° 1 | r | r2 |3 | r* | s | sr | sr? | srd®|sr*
1 1 r | r2 | 3| r*| s | sr|sr? | sr3|srt
r | 2 a2t N ) srt | s sr | sr? | srd
2 2 a7 | TN 1 7 Rlesied (B2 | s sr | sr?
£ rlamnt | 1 r A Jr3 | sre 66 | srt [MsN s
rt R LN B Y72 53 st hosr?d B | s [N
s s | S Tsr® [ sr2 | sr | 1 s | AN 2 NN
Se N seNues set st hsed et i T r> | &
S NSl sl el st MR Rl 1 r | r?
eSS Nsrals| NS llisny i 22 et il 7
S mmor ¥ 156> Wseall 57 P s r [irZ [ ety | 1

Berdasarkan Tabel 3.3 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,y (D1o) sebagai berikut

sr Ssr

Gambar 3.5 Graf ', (Dy0)
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Dari Gambar 3.5 dapat diperoleh komplemen graf subgrup

vy (D1o) sebagai berikut

Gambar 3.6 Graf I'(,y(Dy,)

Matriks distance D(I;,y(Dy,)) dan transmisi T, (I}r)(DIO)) sebagai berikut

a2 S I e | oF sralsi iste

ilNih, 2B -S0 B0 BN V1 11 AN

M e AR RN

! B2l O il B BN 18I

o /e 0 B2 BN D410 B

1. 2Vl ) WF
D(’?T>(D1°)):s1111102222

O | PN 1 AN T

Gl 1T 4 1A Pa PR’ B

Sit R Y & 04

artlGl g iy NEET A & ¥ )

. W™ 22 Tt SIS G G
1713 0 0 0 O O O 0O 0 07
™13 ¢ 0 0 4N~ 0 JO
2 [0 FOFRTE IO OSSOANF O O OoF @
|0 0 0 13 0 0 0 0 0 O
|lo o 0 0 13 0 0 O 0 O

TT(F(”(D“’))_ slo o 0 0 0 13 0 0 O O
sr{f0 0 0 O O O 13 0 0 O
st’2l0 0 0 O O O O 13 0 O
st3lo 0 0o 0 O O O 0 13 ©
sr'k0 0 0 0 O O O 0 0 13

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy (I"m(Dlo)) =

T, (I (D10)) = D (Iir)(D1o)) adalahn
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D, (F(r)(Dm)) =

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

PO = (13- (- ) ()

(_ (,1—5)(1—15)) (_ /12—18)L+60) (_ (/1—15)(12—167L+45)) (_ (71—15)(/12—14/‘1+30))
A=7 A-5 A2-181+60 A2—-161+45

(_ (/1—15)(12—12/1+15)) (_ (;1—10)(,1—15),1)
A2-1421+30 A2-122+15
=1 —-15)8%@1-10)1
Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 15,4, = 10,danA; = 0

dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 8,m(4,) =1, dan m(1;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, (D;) adalah

£D, (i (D)) meul

= (8-115]) + (1 - [10]) + (1 - [0])
=130

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

D (Iin(10)) = Ty (i (D10)) + D (I (Do) ) adalah
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1 r r?2 r3 r* s sr sr? sr3 srt
113 2 2 2 2 1 1 1 1 17
r{2 13 2 2 2 1 1 1 1 1
r?12 2 13 2 2 1 1 1 1 1
r¥*l2 2 2 13 2 1 1 1 1 1
-_— 4
+ _r*l2 2 2 2 13 1 1 1 1 1
DA(Mn@0)="c |7 T T 1 1 13 2 2 2 2
sr|1 1 1 1 1 2 13 2 2 2
sr’2l1 1 1 1 1 2 2 13 2 2
sr3'1 1 1 1 1 2 2 2 13 2
sTil LN Ty 2 2 2 13

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(A) — (R~ (_ (/1+—11)(/1+—15)) (_ (A+—11)(A+—17)) (_ (A+—11)(,1+—19))

—13+A% At-15 At—-17

At—19 At-21 A2-341+268

(_ (/1+—11)()L+—21)) (_ /1+2—34/1++268> <_ (l+—11)(ﬂ+2—361++305))

(_ (,1+—11)(/1+2—38/1++342)> ( (/1+—11)(/1+2—4OA++379)>

A+%_361++305 A+2-381++342

(_ (/1+—11)()L+—26)(/1+—16))
A*+%—402*+379
= At -26)(At —16)(A* — 11)8
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 26,13 = 16, dan A% =
11 dengan multiplisitas masing-masing m(17) = 1,m(43) = 1, dan m(13) = 8.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,y (D;,) adalah

£D; (Iiry(D1o)) mem*

= (1-126]) + (1-16[) + (8- ]11])

= 130.
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3.1.4 Grup Dihedral D4,
Diketahui Dy, = {1,7, 72,73, 74,15 5,57, 512,513, sr*, sr°}. Subgrup yang
dibangun oleh (r) pada grup dihedral D,, adalah {1,r,72,7r3 1% r>}. Operasi

unsur-unsur di D;, yang hasilnya berada di (r) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.4 Tabel Cayley Grup Dihedral D,

° 1 rlr2 |3l rr | > | s | sr |sr?|sr3|srt|sr®
1 1 rlr2 |3l rr | > | s | sr |sr?|sr3|srt|sr®
r r|r2 | 3| r* | > | 1 |sr5| s | sr |sr?|srd|srt
rigl o | 2 N1k I~ 1 T SR N, S | 572 | sr3
ol = I | P gy ose RS s o [ s, W s | s
| riSAe AL\ T2 [ s sr¥(isrt | sroN, & | sT
r> X1 B | 2 | 73| rt | siNLER el hsrt (BN s
s N soNPsre [Fse? sril sr2t 01 |t e | rA %S
e G 0 ey e O e o I S B L R T S I o
Srosmsralsr srétlsrs (Ws B syl w400 2 =l RS 2l &
SieT*srRescyit |[Nr- 5D ol (W5 BPcA2T 77 A8 TSl Sl &2
Siaatis BNc s [N SN (hor 2B 4l 20 (ot S IR &
S aN Rl (st~ SR d Y E Ve R R N1

Berdasarkan Tabel 3.3 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,y (D;2) sebagai berikut

ST'3 STZ

Gambar 3.7 Graf I'y(Dy2)
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Dari Gambar 3.7 dapat diperolen komplemen graf subgrup I3, (D;,) sebagai

berikut

Gambar 3.8 Graf I},-,(D;,)

72 5 7l B A G 57 S

r

Matriks distance D (I,y(D;2)) dan transmisi T, (Fm(Dlz)) sebagai berikut
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T, (1) (D12))

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan D, (Fm(Dlz))

T, (I (D12)) = D (Iir)(D12)) adalan
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D, (Ir(D12)) =
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N
|
N
|
N
[y
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

pr(1) — (16 — A) (_ (7L—14)(/1—18)) (_ (/1—12)(1—18)) (_ (A—lO)(A—lS))

-16+4 A-14 A-12

s )

( (,1—18)(12—18“54))( (7L—18)(7L2—167L+36))( 13—3222+2721—342)
A2—201+72 A2—-181+54 A2-161+36

( (/1—8)(13—307LZ+2181—18))
A3—-3212+272A-342

=A-18)1"A-12)2
Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 18,4, = 12,dan 1; = 0

dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 10,m(1,) = 1, dan m(4;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, (D;,) adalah

£D, (It (D1)) Zm(z I

= (10-]18]) + (1~ [12]) + (1 - [0])
=192

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (QT)(DH)) =T, (QT)(DH)) + D (Fm(Dlz)) adalah
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1 r r2 B r* 5 s sr sr? srd srt sr®
116 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 17
r|2 16 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1
r2l2 2 16 2 2 2 1 1 1 1 1 1
B2 2 2 16 2 2 1 1 1 1 1 1
r*l2 2 2 2 16 2 1 1 1 1 1 1
— 5
+ 2 2 2 2 2 16 1 1 1 1 1 1
D,* (Iin(D12)) = s|l1 11 1 1 1 16 2 2 2 2 2
srl1 1 1 1 1 1 2 16 2 2 2 2
sr2lt 1 1 1 1 1 2 2 16 2 2 2
sr3lt 11 1 1 1 2 2 2 16 2 2
st 11 1 1 1 2 2 2 2 16 2
sr®’l1t 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 16l

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral D, diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(1*) _ (16 — 1*) (_ (/1+—14)(/1+—18)) (_ (/’1+—14)(,1+—zo)) (_ (,1+—14)(A+—22))

—16+A* At-18 At=20

(_ (/1+—14)(/1+—24)) (_ (l+—14)(/1+—26)) (_ A+2—42/1++410>

At =22 At—-24 At-26

(_ ()L+—14)(/1+2—44,1++456)> <_ (/1+—14)(7L+2—4-6A++502)>

At%—42)%+410 At%—44)%+456

(2% -14)(2** 482+ +548) ( /1+3_64A+2+12967L+—8362)
At% 461t +502 A+t%—481++548

At3—641t%+12961t—8362

< ()l+—14)(/1+3—66A+2+1370/1+—9006)>

= (At =32)(At = 20)(A+ — 14)1°
Dengan menetapkan p(A1*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 32,17 = 20,dan A3 =
14 dengan multiplisitas masing-masing m(A}) = 1,m(43) = 1, dan m(13) = 10.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3, (D;,) adalah

£D} (I (012)) Z m@HIA|

=(1-132]) + (1-120]) + (10 |14])

= 192.
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3.1.5 Grup Dihedral D14
Diketahui Dy, = {1,7,7%,73,...,7%,s,sr,sr?,sr3, ..., sr®}. Subgrup yang
dibangun oleh (r) pada grup dihedral D,, adalah {1,7,72%,73,7%,7°,r®}. Operasi

unsur-unsur di D;, yang hasilnya berada di (r) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.5 Tabel Cayley Grup Dihedral D,

c 1l r {23 rt | > |8 | s | sr|sr?|srd|srt|srd|sr
1|1 | r|r2|r3|r*|r>|r° | s | sr|sr?|srd3|srt|sr>|sr®
rlr [r2 3| r* |5 | 8| 1 |sr®| s | sr |sr?|srd|srt|sr®
22 |3 rt 3| 1 | v |sri|sr®| s | sr|sr?|sr3|srt
ri3gl o e Rt | WA (P rf s 16 sel | SN N | sr?| srd
F e | oA (o I 72 B s kst s | sr8 s N, s | sr?
2 | 2 S 1SRy [ r2 | 2 |t | sr&lsle | st 52| srRINs | sr
S [ rONY WwA 72 [t | no | sr || sk2epsre ETR | s MNsTR| s

GO T I A G ey A e I e B O SR 228 P S O
S S a0 s st (Rsr Bl sePal 2O e N At l| 0
SralEs NN INC I be o) oo (Vs SP ol 77 (SROW S i s i 4
St amst Psr2 NSRS, W57 hst Bsttdl ndblar® [NrCRINIS T e B 3
g a ey o Vs Rl cd | YA Eak Rl | A IR
SrNsEiNsE "SrosE®| S (s BPsACHR 4l | RN RNl N |

EciNs ol o LT NG | S J N I (S N | 1

Berdasarkan Tabel 3.5 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,y (D14) sebagai berikut

Gambar 3. 9 Graf I';y(D14)
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Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy (FM(DM)) =

T, (I (D14)) = D (Iir)(D14)) adlalan
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

P = (19-1) (_ ()L_Z);SZI)) (_ (/1—1;3(117—21)) (_ (/1—1/133(115—21))

R A e )

( (21—21)(,12—24,1+105))( (/1—21)(12—22/1+84))( (/1—21)(/12—201+63))
A2-26A+126 A2-242+105 A2-22)+84

(_ (21—21)(/12—18/1+42)) (_ (/1—21)(/12—16/1+21)) (_ (/1—14)(1—21)/1)
A2-20A+63 A2—181+42 A2-16A+21
=1 -21)21—14)2
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 21,4, = 14,dan 1; =0

dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 12,m(4,) =1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, (D,,) adalah

£D, (I (01)) Z m@)Il

=(12-]21) + (1-|14D + (1 -[0])
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= 266

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (I;;y(D14)) = Ty (Fry(D14)) + D(I7y(D14)) adalah
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

PAY) = (19 — z+) (- LA 20y (_ GF-1Gos)) ( @ro17)dt2o))

—-19+1% At-21 At-23

(- 17)(A+—27)) ( (A+—17)(A+—29)) (__(A+—17)(A+—31))

At-25 At=27 At-29

At-31 At% 501+ +582 At% 521+ +637

A+2_501++582) ( (A+—17)(A+2—521++637)> < (A+—17)(A+2—54l++692)>

A+t?—542++692 A% 561t +747

A+2—_601++857

(ﬂ+—17) A*°-601*+857) ( (A+—17)(A+—38)(A+—24))
A+2—581++802

( (a*-17)(2** 56A++747)> (__(A+—17)(A+2—581++802)>
=@

— 38)(At = 24)(AT — 17)12
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 38,1 = 24,dan A} =
17 dengan multiplisitas masing-masing m(A) = 1,m(43) = 1, dan m(A3) = 12.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,y (D;4) adalah
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

P (22 — 1) (_ ()L—zo)(/l—24)) (_ (/1—18)(1—24)) (_ (2—16)()1—24))

—22+A7 A-20 A-18

=5 0 UG Bt ) e i

A2 —30/1+168) (_ (/1—24)(12—28)L+144)) (_ (A—zo)(/l—e)(/l—u))
A2-301+168 A2—281+144

(A1-6)(1-20) A2-242+96 (A-4)(1-18)

(-
(-
( - 24)(/12—24)L+96)) (_ (1—24)(1—4-)(2—18)) (_ (2—24)(22—ZOA+48))
(&

- 24)()12—18)L+24)) (_ ()L—16)(l—24»)/1)

A2-201+48 A2-181+24

S 20 16)7

Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 24,1, = 16,dan1; = 0

dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 14,m(1,) = 1, dan m(4;3) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, (D;¢) adalah

£D, (I (019)) Zma )l

= (14124 + (1-]16)) + (1-[0])

= 352
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Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (I;;y(D16)) = Ty (Firy(D16)) + D(I7y(D16)) adalah

1 r 72 3 r* > v v7 s sr sr? sri3sr® srosrbsr’

1222 2 2 2 2 221111111 17

r{y2222 2 22 2211111111

r212 2222 2 2 2211111111

312 2 2222 2 2 211111111

r*l2 2 2 2222 2 2 11111111

r"l2 2 2 2 2222 2 11111111

12 2 2 2 2 2222 11111111

v o _r’|l2 2 2 2 2 2 2211111111
D" (I (D1e)) = gl a qd 6 LT il 22 2 2 A
sr| ™% EASA1 MNGAL 1 84 22 2 2w W 2 2

st N B 1 1 1.1 1T AfR A 2 2N2WN2 2

sl 1 o WM il 2 282 @2 2 A2

ket 1 uI\BN 151 17170 22 20520 2 B %

oD 1 1 11 1 1 AJ2NZ 2AN22 2N

srell i 1 1 17 1 W 1 2 22 2N Zem2 22 2

SrACI 1 B O 1 T2 s 227

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(1*) _ 22 — 1) (_ (A+—20)(A+—24)) (_ (/1+—20)(,1+—26)) (_ (1*-20)(2*-28)

—22+A% At—24 At-26

(/1+—20)(/1+—30)) (_ (/1+—20)(/1+—32)) (_ (/1+—2o)(/1+—34))

At-28 At-30 At-32

At—34 At-36 A+t%_581++784

(2 —20)(/1+—36)) (_ A+2—58/1++784> <_ (/1+—20)(1+2—60/1++848)>

7S 20)(/1+—38)(/1+—z4)) <_ (A+—20)(/1+2—64/1++976)>

A+%_601++848 (At—24)(1t-38)

At% 641+ +976 (At —40)(A*-20)

(- 20)(a+* 70/1++1168)>< (/1+—20)(,1+3—72/1+2+1236/1+—128)>

At%_681t+1104 At%2_701t+1168

(-
(=
(-
( (2 —26)(/1+—4o)(/1+—20))< A+(/1+2—681++1104)>
=@*

—44)(At - 28)(AT —20)14

Dengan menetapkan p(A1*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 44,17 = 28,dan A% =

20 dengan multiplisitas masing-masing m(17) = 1,m(43) = 1, dan m(4%) = 14.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I7,4(Dy¢) adalah
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ED} (I (D1)) Zmu*)w

= (1-144]) + (1-1]28]) + (14 -|20])
= 352.
Dari DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I3,y (D;,) untuk n > 3 yang

telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.7 Tabel pola DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup 77,y (D;,,)

Dy, | n PLE DSLE

DI ,IN3 42=6-7 42
=2-3(3:3-2)

DY [~ 80 =810 80
=2-4(3-4—2)

Do 5 130 =10-13 130
=2-5(3:5-2)

D, | 6 192 =12-16 192
=2:6(-6—2)

Dy | 7 266 = 14-19 266
=2-7(3-7—2)

D¢ 8 352 = 6y VP 352
=2-8(3:8—2)

D,, | n 2n(3n —2) = 6n® — 4n 6n? — 4n

Teorema 1

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,7" 1, 5,571,572, ..., sv™" 1} dan
(ry = {1,r,r%, ...,v™ 1} subgrup normal dari D,,, untuk n > 3. DLE dan DSLE

dari komplemen graf subgrup I3, (D,,) dari grup dihedral D,,, adalah

EDL([Zr)(DZn)) = ED:(ar)(DZn)) = 6n® —4n

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Bukti:
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72, ..., 7™ L, 5,51, 572, ..., st™ 1} untuk
n > 3. Ambil (r) = {1,7,72%, ..., 1} subgrup normal dari D,,. Sesuai definisi
graf subgrup dan komplemennya, maka diperoleh graf I,4(Ds,) dan Iiyy(Dap)

yaitu:

Gambar 3.13 Graf I}, (Dy;,) dan Ii,y(Day)

Sehingga diperoleh matriks distance dari I7,,(D,,,) sebagai berikut

D" 72 v WP 2An"wl's stsrasr syt psrn!
e MO 2 2 7% 2 2 1 1 1 1 1 1
T 28 7 vy o~ 11 1 il il 1 1
= WM o0 7 72 | S| 1 1
|2 2 2 0 207 | R | G | | 1 1
22?2 2 - «2 b al al 1 1
= Tl . M e ] 7 2 0 1 1 1 1 1 1
D(Lin(Dzn)) = s |11 11 11 0 2 7248 2 2
sr 11 1 1 1 (IS () % 2 2 2
sr2 |1 1 1 1 | gl ®™=" ) (O 2 2 2
sr3 11 1 1 1 1 1 2 2 2 0 2 2
sr™211 1 1 1 1 1 2 2 2 2 0 2
srm il 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 0

dan matriks transmisi I,y (D,,,) adalah:



T, (I—Zr) (DZn)) =
1 r r? r3 2z gpnl s sr sr
1 [3n-2 0 0 0 0 0 0 0 0
r 0 3n—2 0 0 0 0 0 0 0
r2 0 0 3n—-2 0 0 0 0 0 0
r3 0 0 0 3n—-2 0 0 0 0 0
2| 0 0 0 0 3n—-2 0 0 0 0
1l 0 0 0 0 0 3n—2 0 0 0
s 0 0 0 0 0 0 3n—2 0 0
sr 0 0 0 0 0 0 0 3n—2 0
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0 3n—
srd 0 0 0 0 0 0 0 0 0
srn2l 0 0 0 0 0 0 0 0 0
srnil o 0 0 0 0 0 0 0 0

Matriks distance Laplacian Laplacian yang diperoleh dari

DL ([Zr)(DZn)) == Tr (I—Zr)(DZn)) -D (I—Zr)(DZn)) adalah

DL(I—Zr)(DZn)) =
1 7 i i R r g s sr
1 3n—-2 -2 a4 =2 bl -2 =2 -1 -1
r =2 3n—2 -2 =2 k.. -2 =2 -1 -1
r? =2 -2 3n—2 -2 L. -2 =2 -1 -1
77 -2 -2 -2 3n—2 .. -2 -2 -1 -1
e || =2 -2 -2 -2 w. 3n-—2 -2 -1 -1
|| =7 -2 -2 -2 -2 3n—2 -1 -1
s -1 -1 -1 -1 -1 -1 3n—2 -2
ST -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 3n—2
sr? -1 -1 -1 -1 ", -1 -1 -2 -2
sr3 -1 -1 -1 -1 o -1 -1 -2 -2
sr"?| -1 -1 -1 -1 B -1 -1 -2 -2
srtiL —1 -1 -1 -1 . -1 -1 -2 -2

sr3 sr?

0 - 0

0 . 0

0 . 0

0 . 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
3n—-2 0

0 . 3n-—=2

0 - 0

Sr sr

-1 -1
-1 -1
-1 -1
—1 -1
—1 -1
—1 -1
—2 —2
—2 —2
3n—2 -2
-2 3n—-2
-2 -2
-2 -2

52

srt

0
3n—24

sr?

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-2
-2
-2
-2

perhitungan

sr™”

Polinomial karakteristik Dy (I;,y (D)) diperoleh dari det (DL (I}r)(DZn)) — /11).

Dengan eliminasi baris elementer pada D (Qr)(DZn)) — AI diperoleh matriks

segitiga atas berikut

1 r r?
1 '(37’1 — 2) -1
0 _ (2-GBn-9))@-3n)
r —-(3n-2)+1
2 _ (A-(3n-6))(1-3n)
r 0 0 1 Gn-4) .
Srn_l_ 0 0 O

Srn—l

_ (—2m(-3m2
i)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Maka det (D L (I“(r)(DZn)) - AI) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal utama

matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik dari

Dy (It (D2n) ), yaitu:

p(1) = 21 — 2n)(1 — 3n)?"2
Dengan menetapkan p(41) = 0 maka diperolen A, = 0,4, = 2n,dan A; = 3n
dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 1,m(1,) = 1,danm(1;) = 2n — 2.
Maka DLE dari komplemen graf subgrup I, (D,,,) adalah

ED, (Qr)(Dzn)) = m(A)|4| + mA)12;| + m(23)]4;]

=1-|0]+1-|2n|+2n—2-|3n|
=2n+ 6n% —6n
= 6n?% — 4n

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

Dy (Iiy(D2n)) =Ty (Iry(D20)) + D (Fry(D2n) ) adalah

DZ(ar)(DZn)) =

1 r i i rERCF Llal s sr sr? ST srm2 grnTl
il 1Bna2 2 2 7 2 2 1 i 1 i 1 1
i 2 3n—-2 2 2 2 2 il 1 1 1 il 1
r? 2 2 3n—2 2 2 2 1 1 1 1 il 1
r3 2 2 2! 3n-—2 2 2 1 1 il 1 1 1
rn2 2 2 2 2 3n—2 2 1 1 1 1 1 1
rnl 2 2 2 2 2 3n—-2 1 1 1 1 1 1
s 1 1 1 1 1 ! 3n—2 2 2 2 2 2
sr 1 1 1 1 il il 2 3n—2 2 2 2 2
sr? 1 1 1 1 1 1 2 2 =72 2 2 2
sr3 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3n—2 2 2
sr? 1 1 L 1 1 1 2 2 2 2 e 3n-=2 2
st 1 1 2 2 2 2 2 3n—-2
- - - - + 7~ N - -
Polinomial karakteristik D} (I;y(D2n)) diperoleh dari

det(D{ (Qr)(DZn))—/l’fl). Dengan eliminasi baris elementer pada

D} (I’m (DZn)) — A*1 diperoleh matriks segitiga atas berikut
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n-1

1 r r sr

Bn-2)—-21
1 0 (A-Bn-9)1-3n)
r -Bn-2)+2
r2 0 0 (-@n-7m)a- Gn+2)
. A - 3n
pn-1 0 0 0 . A-Gn-9)2-Un-9)(A-(6n—-4)

fA

Maka det (DZ (Qr>(D2n))—A+1) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D} (I“(T)(Dz,l)), yaitu:
p(At) =@A"—4n+4HAt —6n+4)(At —3n + 4)*" 2
= (A" - (4n—4))A* — (6n — 4)(A* — Bn — 4))*" 2
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh Af = 4n — 4,17 = 6n — 4,dan A} =
3n — 4 dengan multiplisitas masing-masing m(A7) = 1,m(13) = 1,danm(A3) =
2n — 2. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I (D,,,) adalah

7= .. A 19+ +Y1 9+ +\1 9+
SN, el Sl ke Gl

=1-|4n—4|+1-|6n—4|+2n—2-|3n — 4|
=4n—-4+6n—-4+6n>—8n—6n+8
= 6n? — 4n.

3.2 DLE dan DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I(,2y(D,y,) dari Grup
Dihedral

3.2.1 Grup dihedral Dg
Diketahui anggota grup Dg adalah {1,7,72,73,s,sr,sr?, sr3}. Subgrup
yang dibangun oleh (r?2) pada grup dihedral Dg adalah {1, 72}. Operasi unsur-unsur

di Dg yang hasilnya berada di (r?) seperti pada tabel berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.8 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 r r? r3 s sr | sr?| srd
1 1 r r? r3 s sr | sr? | srd
r r r? r3 1 sr3 s sr | sr?
r? r? r3 1 r sr? | srd s ST
r3 r3 1 r r? sr | sr? | srd s
s s sr | sr? | srd 1 r r? r3
sr | sr | sr?| srd s r3 1 r r?
sr? | sr? | srd g ST r? rs3 1 r
sr3 | srd s sr | sr? T r? rs3 1

Berdasarkan Tabel 3.8 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I,z (Dg) sebagai berikut

Gambar 3.14 Graf I},2,(Dg)

Dari Gambar 3.14 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,2y (Dg) sebagai

berikut

Gambar 3.15 Graf I3,2y(Dg)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Matriks distance D(T;,2,(Dg)) dan transmisi T, ( QrZ)(Dg)) sebagai berikut

1

1
r
2
- -3
D(Qrz)(DS)) =
ST
sr?
sril

PR R RRNR O

L
w 3, R

T, (Iiy2y(Dg)) =

%)
<

%)
=
N

(9]
=
w

r

PR R R NP OR

—_

OCocoocococoo®

r

SO OO OO XXVO N RPRRERRERRORDN

2 r

R R R O RN R

=
N

ERe © © (2 @9 =2 =)

3 s sr sr?srd
1 1 1 17
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
01 2 1
1 0 1 2
2 1 0 1
1N 1 %)
r3 s Sr Sré.sreé
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
8 0 0 0 O
0 8 0 0 O
0O 0 8 0 O
0O 0 0 8 0
0O 0 0 0 8

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan D, (Qrz)(DS)) =

T, (Iiy2y(Dg)) - D (Iy2)(Dy) ) adalah

v 338 -

Dy (2 (Dg)) =

Silé

S
3

Sl

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian terlebih dahulu akan di cari

polinomial karakteristik dari matriks tersebut dengan cara:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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det (DL (F<r> (Dg)) - /11) -

8—1 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1
-1 8-1 -1 —2 -1 -1 -1 -1
-2 -1 8-14 -1 -1 -1 -1 -1
det -1 —2 -1 8-1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 8-21 -1 -2 -1
-1 -1 -1 -1 -1 8-1 -1 -2
-1 -1 -1 -1 V) -1 8-14 -1
-1 -1 sl ] =l —2 -1 8-1

Matriks tersebut direduksi menggunakan eliminasi baris elementer pada aplikasi

Maple 18 dan diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

8—1 -1 =74 =il =i =il -1 -1

) A-7DA-9) A-10 20-17) I o A-9 A-9 A-9
1-8 -8 -8 f = -8 -8 -8
p 0 (A—10)(2% — 142 + 46) (1 —10)2 2-10 A-10 A-10 2-10
A-NG-9 A-NG-9 =7 %] =7 -7
4 N N A-10A-8)A-4) (A-10)(A—8) A-10)(A—8) (A-10)(A —8) (1=10)(A - 8)
72— 144+ 46 22— 142 + 46 72— 144+ 46 72— 142 + 46 T 142+46
) N 3 y 22 —121+28 1-8 2(A—6) 1-8
-4 i-4 -4 -4
) a . i ) (A —9)(A? — 111 + 20) A-10)(A —8) 212 =292 + 100
T Z—121+28 T A-122+28 T A2—122+28
A —8)(A—10)(22 — 104 + 10 2 —10)2(1— 8
) . N . ) N _(-8)a-10) ) (-10(-8)
(A2 — 112 + 20) (72— 112+ 20)
(A-8)A—-10)24
0 . " " 0 s . TEot0AT 1z

Sehingga polinomial karakteristik dari D, (F(,J)(Ds)) diperoleh dari perkalian

unsur-unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut adalah

p(D)  _(a_ _ @A=D@-9)\ (_ 1-10)(2*~142+46)\ [ (A1-10)(A-8)(A—4)
(8 A)( A-8 )( (A-7)(A-9) )( A2-142+46 )

(_ /12—12/1+28) (_ (/1—9)(/12—11/1+20)) (_ (1—8)(/1—10)(12—10/1+10))
A—4 A2—-121+28 (A2-111+20)

(_ (/1—3)(,1-10),1)
A2-10A+12
=1 —-10)*(1-8)31
Dengan menetapkan p(1) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 10,4, = 8,dan A3 =0

dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 4,m(1,) = 3, dan m(1;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(Dg) adalah

ED, (T2 (D)) Zm(z Il

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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=(4-110D+ @-18D + (1-]0])
= 64

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (I—ZrZ)(DS)) =T, (I—ZrZ)(DS)) +D (QTZ)(Dg))adalah

1 ™ dammed  mgi- s 513

18 1 2 1 1 1 1 17

ri|i1 8 1 2 1 1 1 1

r?12_ 178 Ikl 1 1

1R 3 BNl 17001 4l

D,* (RT”(DB)) ~% M1 1 4.8 1T 2/
572 TN T S | | e R | )

sAMRt T 1 1 2 14891

sr3l1 1.1 1 1 2 1 8

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D; (Iv2(Dy) ) sebagai berikut

A-8 1-7)(1-9)

p(A") —(8-1Y) (_ (/1+—7)(A+—9)) <_ (/1+—6)(/1+2—18,1++78))

B (,1+—6)(/1+—12)(/1+—8)) (_ /’l+2—20/1++92) <_ (/1+—7)(/1+2—21/1++100)>

At%-181++78 A+-12 At%—201++92

At-7)(A+*=211*+100) At2+221t-10

(_ (,1+—6)(A+—8)(A+2+22/1+—106)> (_ (,1+_16)(,1+_6)(,1+_8))
(

At —16)(A* — 8)3(A* — 6)*

Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen 17 = 16,13 = 8,dan A} =
6 dengan multiplisitas masing-masing m(17) = 1,m(43) = 3, dan m(1}) = 4.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(Dg) adalah

ED; (B2 (Ds)) mew

=(1-116D+ 3-8 + (4160
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3.2.2 Grup dihedral D4,

59

Diketahui Dy, = {1,7,7%,73, 74,75, s,s1, 512,513, sr*, sr°}.  Subgrup

yang dibangun oleh (r2) pada grup dihedral D,,adalah {1,72%,7*}. Operasi unsur-

unsur di D,, yang hasilnya berada di (r2) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.9 Tabel Cayley Grup Dihedral D;,

2 1 a2 | 2o lgzh (52| s"Esr | s NN srt | srd
y’ 1 1 2 IS YN 5 | srdllsp? | srial S¢? | sr’
T T Sr2 sk vt [ | 1 [ Y s [Pk NsrZ Ny sr?t
2 N RN | 2 r | srt | ST S g=sr | sTK Mer?
rearE (SO s 1 r il 727 se2 | srtafsr NS S | sr % sh
risicrt N |1 m 2 2 se2 s st sk s g
o 5 1 ruh i RPN 57 T e s B
s G (e (e (L7 W X ril e e et &°
g g o % ok KR a0 7 o e
S ANSE RN 5T ST B Psho (IS BIPSARN 4007 51 PRI e | -3
St NS Nsr* | szagllasi | “SprlaSrZ [} 25 ISR (-2
Gl N AP - AP 2. N ey ¥
SR RS INS. s7_{g65:2 ¥ 518 | 6| S T2 NI ) 1

Berdasarkan Tabel 3.9 dan definisi

subgrup I3,2y (D;,) sebagai berikut

graf subgrup, maka diperoleh graf

Gambar 3.16 Graf I},.2)(D;;)
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Dari Gambar 3.16 dapat diperolen komplemen graf subgrup Ii,zy (D) sebagai

berikut

-«

AL
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Gambar 3.17 Graf I},2y(D; )

Matriks distance D(I,2y(D;,)) dan transmisi T, (Qr2>(D12)) sebagai berikut
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Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy (F(m(Dlz)) =

T, (Iy2y(D12)) - D (I2)(Dy2) ) adalah

1 r 2 3 r* 5 s sr sr? sr® sr* sr®
i3 -1 -2 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —1"
rj-1+ 13 -1 -2 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1
r’|{-2 -1 13 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
r*l-1.-2 -1 13 -1_-2».-1 -1 -1 -1 -1 -1
rt | =27 o —20 —10 13 S, . —1 -1 -1 -1 -1
72 | SF=72R DRSS ., Sy, 1 —1 —1 -1

D, (I (D1)) =

%)
|
[
|
=
|
[
|
[N
|
=
|
=
[N
w
|
[y
|
[\
|
_
|
N
|
[N

sr|-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 13 -1 -2 -1 =2
ST
Sl
sr¥f-1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -2 -1 13 -1
srel

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(1) _ (13— 2) (_ (/1—12)(/1—14)) (_ (/1—15)(22—24“141)) (_ (/1—15)(;1—13)(/1_9))

A-13 (A1-12)(1-14) A2—-242+141

B ()1—15)(/12—20)L+93)) (_ (1—15)(1—6)(2—12)) (_ 12—197L+72)
(1-13)(1-9 A2-201+93 1-6

(1—14)(/12—181+6o)) ( (A—15)(13—30/12+267A—600))
A2—19A+72 (A-14)(12-181+60)

B (21—13)(/1—15)(/12—15/1+30)) (_ (,1—12)(1—15)(/12—14“15))
A3-301242671—600 (1-13)(A12-151+30)

—~ N N

{ (;1—12)(1-15)1)
A2-142+15
=(1-158%01 —-12)32
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen A; = 15,1, = 12, dan 13 =

0 dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 8, m(1,) = 3, dan m(1;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(D;,) adalah

£D, (I (D1 Emu Il

=@ 115 + (3-[12)) + (1-]0])
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=156

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (I—ZrZ)(Dlz)) =T, (F(rZ)(Dlz)) + D (F(rz)(Dlz)) adalah

N
w
£
wu
N
w
£
wu

1 r r r r r S Sr Src sr° sr* sr

113 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 17

ry1 13 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2 | 28 L3NNI, . 1 1 1 1 1

m»l1T 2 1 13 1 2 1 1 1 1 1 1

r*l2 1 2 1 13 1 1 1 1 1 1 1

o A B2 MR TR . . 1 1
D" (Ir2)(Dr2) = g |ld o cah A qd o q o d a3 il 2 Y VA
Fona ST TR TR | | | S R A T 2

o7 21| 1T S BT S TR TR R 1 T [ S|

ot | 1S T R TR [ TR | SR M R I O, 7

oz | S T T ) S A3 B |

st°Ll1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 13

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(A") — (13- (_ (/1+—12)(/1+—14)) <_ (/1+—11)(/1+2—28,1++193)>

A+-13 (A+-12)(A+-14)

(/1+_11)(,1+_17)(/1+_13)) <_ (,1+—11)(,1+2—32/1++249))

At%-281++193 At-13)(At—17)

A+2-321++249 A+-20 A+%-33)++254

_ (ar—20)(a*- 11)(/1+—14)) (_ /1+2—33/1++254) <_ (/1+—12)(/1+2—34/1++268)>

(/1+ 12) A+2—342l++268) A+3_481+ +7351+—3638

A+2_381++327

( (,1+—11) A+°—_agat +735/1+—3638)> <_ (,1"'—11)()l+—13)()l+2—37/1++316)>

(/'l+-11)(/1+—14)( —38/'l++327) (_(A+—11)(A+—14)(A+—26))
(A*-13)(2*+?-374% +316)

= (A = 26)(At — 14)3(1* — 11)8
Dengan menetapkan p(A1*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 26,17 = 14,dan A% =
11 dengan multiplisitas masing-masing m(A7) = 1,m(4}) = 3, dan m(1}) = 8.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2(D;,) adalah



ONVIVIN 40 ALISHIAINN DIAVISI 31VLS NIHVAHEI MITTVIN VNVTINVIN 40

> | N O[O |10 (¥ | (N
s 2 S EEREEEEREE SRR
>
o
2 @ PSRN S NN R L R I
i © NARARZIRZIRRZ e 2 Bl IR B B &
[«b]
m [m [ [t [N ~ [O
a £ el el el e = Llnw s o |« e
(@] y wl alal vl vl gl 2 al bl o o o] s & |
~ L S
~ & =~ <+ | | | ~ [0 |in
= ~ J | |N ~ O (10
Wy - AR R BRI R R R R S S N Bl A S S
W B o ™M ;N ~ [© [0 [«
j e 9 N RN I N R R S S o L N
~ NN b < ul v vl » R RZIRZIRZI RS RS USRS
— & T;m = N [N N [© [0 [ [
— o i SISl Sl g SIS SI sl s oy (o n s |m
ANLE z,rl.m 3 vl vl n ARIRZIRZIRZIRS O N ) ) I
y o = [38] = ~ [© [0 [¥ [0 [N
x, “w e o a S S N b S G L R A [P
n s s = o ul » G| vl gl gl gl v Sl el a e s
O bt 2 N [© b ¥ ™ |N
) v © & 5} wlwl B sl el s s s s s e o N |
F g CI = RZIRZIRZIRZIRZIR%) S =
— 1 D ~ N M [ [ |©
- .,mh/ S M N R R R S I R Y
- : = . 8 g s | e =N = ul vl vl gl gl v
— - ~~
+.= — =) m —_ O [~ N [ [ [
~ &3 S D © (O [~ S [ T £ 1o T S s SSE S SN
= + r;.n_nb.w < SIS S ol Nl I O O I I S 20 0 (Rl I R B2 ) R
< < R = = © |~ < | w RS
mn |un N (o0
W\ N s 2 B = S Dl N D S N N R R RZIRZIRZIRZ
- ) n = - —_ ¥ [ [© [~ G
Y o9 0w N R o O T g S R Y N S
[ AJT o 9 EN T a2 B = e ] | e Lln| Gl Bl el AR
= i) —
I o N SE = o ol o o s (o] oo IRl ] o &%
T g e S S T “| al gl vl vl v ul 9
A~
—~ L ] N [0 [ b [© [~
— w.l ~ (=] N I L e L R L RN RN R RN R R R
N 2 SN s SRR RN N R “l vl vl v vl n 2
Q — © R > N M [ [1h [© |~
- © v 2 @ P I L LT o o R L B B S N I S I S S RN I A
& o 9 ° < NGRS ul vl vl gl vl vlan
~ 5 =
~ N M (g (1 [O [~
/W\ [ A = W= N N R N N AR RS S Y G Y
T O =2 W I R S ulal vyl vl yulan
) o g > NI PR R [T (R [N RSN
&8 M m S SO Rl ol O S B B 70 (20 Y IR B 7 R S I




64
Berdasarkan Tabel 3.10 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,2y (Dy6) sebagai berikut

b g sr®

Gambar 3.18 Graf I7,2,(Dy6)

Dari Gambar 3.18 dapat diperolen komplemen graf subgrup I7,2y (D;4) sebagali

berikut

AN,
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T SNNGZ
" Y 1’4‘ SK

XX

XLRS
S P
<

== T A
PSS 722\,

Gambar 3.19 Graf I},.2y (D)

Matriks distance D(I;;2y(D16)) dan matriks transmisi T, (Qrz>(D16)) sebagai

berikut
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

p(d) _ _ _ (A-171)(A-19)) (_ (1-20)(2*-342+286)\ [ (1-20)(1-18)(A-14)
(18 A)( A-18 )( (A-17)(1-19) )( A2-342+286 )

(1-20)(12-301+218) (A-20)(A-11)(A-17) (1-20)(1%2-261+156)
(A-18)(A-14) )(_ A2-301+218 )(_ (A-11)(A-17) )

(A-20)(A-16)(A- 8)) (_ 12—26A+136) (_ (/1—19)(/12—25/1+120))
A2-261+156 A-8 A2-261+136

(1-19)(2%2—-252+120) A3—-4222+45341-1840

(1-20)(2%-384%+4181— 1040)) (_ (/1—17)(/’1—20)(/’12—19/1+40))

(1-18)(12-221+80) A3—-38124+4181-1040

(A-16)(A- 20)(/12—18)L+20)) (_ (/1—16)(/1—20)/1)

(A-17)(A2—191+40) A2-181+20

(-
(-
( (1-20)(2%-422%+5341— 1840)) (_ (/’1—18)()1—20)(/12—22)L+80))
(
(5
= (

—20)12(1 - 16)31
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 4; = 20,4, = 16, dan 1; =
—0 dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 12,m(4,) = 3, dan m(4;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(D;) adalah

ED, (F(TZ)(DM)) Z m(4)| 4]

= (12-]20]) + (3 - [16]) + (1 - [-00)
=288

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, *(I,2y(D16)) = Tr(Iir2y(D16)) + D(I3,2(D16)) adalah
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

poinomial karakteristik sebagai berikut

At-18 At-17)(At-19)

p(A7) — (18- 2% (_ (A+—17)(A+—19)) <_ (/1+—16)(/1+2—38/1++358)>

(At-16)(at-22)(2*-18)
A+?-382++358

< (a*-16)(2+* 42/1++434)>

(At-18)(At-22)

—42A1T+434 (At—19)(1+-25)
—46A%+496
At-28

(-
(-
(-
( (a*-17)(2+ —47/1++516)>< (a*-16)(2*° —66/1+2+13981+—9608)>
(-

(at-20)(2t-16)(2*-28)
A+ 462+ +516

(A+—25)(/1+—16)(l+—19))< (at- 16) A+ —46/1++516))

A+ 461t +496 a+- 17)(,1+2—47A++516)

(- 16)(A+ 18)(2+*-501*+584) (2*-16)(2**-702** +15702* -11416)
_664*+°+13981+-9608

(/1+—18)(/1+2—50/1++584)

@ —16)(/1+ 19)(2*+* —53/’l++652)) <_ (/1+—16)()1+—20)(/1+2—54/‘1++668)>

3_70A+%+15704*-11416 (A*+-19)(2+* 532+ +652)

(At-36)(2t-16)(2*- 20))
A*+?—542+ 4668

= (A* — 36)(A* — 20)3(A* — 16)12
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 36,43 = 20,dan AZ =
16 dengan multiplisitas masing-masing m(17) = 1,m(4%) = 3, dan m(1}) = 12.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(D;¢) adalah
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ED; (o) (D1e)) Z m(AH)IAF|

= (1-136]) + (3-]20]) + (12-|16])
= 288.
Dari DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I3,2y (D,,) di grup

dihedral yang telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.11 Tabel pola DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup 3,2y (D)

Dy |1 DLE DSLE

Dy | 4 64 =416 64
=4(5-4—-4)

D, | 6 156 =626 156
=6(5'6—06)

Dig | 8 288 =8-36 288
— 8(5-8 — 8)

. n(5n —4) = 5n% —4n 5n% — 4n

Teorema 2
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,7" 1, 5,571,572, ..., sv™ 1} dan
(r?y = {1,r%,r*, ..., ™2} subgrup normal dari grup dihedral D,, untuk n > 4
dan n bilangan genap. DLE dan DSLE dari komplemen graf subgrup I7,.2y (D7)
dari grup dihedral D,,, adalah
ED, (T;y2(D2n)) = ED} ([y2) (D)) = 512 — 4n
Bukti:
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,7%, ..., 7" L, 5,571,572, ...,st™ 1} untuk n
genap dengan n = 4. Ambil (r2) = {1,72,7%, ..., 7™ 2} subgrup normal dari grup
dihedral D,,,. Sesuai definisi graf subgrup dan komplemennya, maka diperoleh graf

I[;2y(D4y) dan [3y2y(Dy) yaitu:
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Matriks distance Laplacian dari yang diperoleh dari perhitungan Dy (3,2 (D2y)) =

T, ([r2y(Dan))- D(Iir2y(Dyy)) adalah

DL(F(rZ)(DZn)) =

1 r r? r3 rn-2 1l s sr sr? sri3 sr2 syt
1 [5n—12 -1 -2 -1 . -2 -1 -1 -1 -1 -1 - -1 -1
r -1 5n—12 -1 -2 . -1 -2 -1 -1 -1 -1 - -1 -1
r? -2 -1 5n — 12 -1 . -2 -1 -1 -1 -1 -1 .. -1 -1
rd -1 -2 -1 5n—12 .. -1 -2 -1 -1 -1 -1 .. -1 -1
) =2 -1 -2 -1 . 5n—12 -1 -1 -1 -1 -1 . -1 -1
i -1 -2 -1 -2 . -1 5n—12 -1 -1 -1 -1 . -1 -1
s -1 -1 -1 -1 . -1 -1 5n—12 -1 -2 -1 .. -2 -1
sr -1 -1 -1 -1 . -1 -1 -1 5n—12 -1 -2 .. -1 -2
sr? -1 -1 -1 -1 = -1 -1 -2 -1 5n — 12 -1 - -2 -1
srd -1 -1 -1 -1 = -1 -1 -1 -2 -2 Sn—12 .. -1 -2
srT2l -1 -1 -1 -1 .. -1 -1 -2 -1 -2 -1 v 5n—12 -1

srnil 1 -1 -1 -1 - -1 -1 -1 -2 -1 -2 - -1 5n — 12

Polinomial karakteristik Dy (Fy2y(D2p)) diperoleh  dari

det(DL(I"(rz>(D2n))—)ll>. Dengan eliminasi  baris elementer pada

D, (I}m(DZn)) — AI diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 7 72 - sr*1
(52—" - 2) —2
o R e
. )
r2 0 d (A—gn)(lz—(5n—6)/1+(%n2—15n+6)>

(-

ufzéil—%ga

Maka det (DL (QrZ)(DZn)) — /11) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal
utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D; ([ZTZ)(DZn)), yaitu:

2n—4

p(1) = A(A — 2n)? (,1 - ;n)

A2 —(2n—2)1—%n2 +4n ]
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, = 0,4, = 2n,dan A; = ;"

dengan multiplisitas masing-masing m(1,) = 1,m(1,) = 3,danm(43) = 2n — 4.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I7,2y(D,,) adalah

ED, ([2T2>(D2n)) = m(A)|A1| + m(A)12;,] + m(/lg)|13|

=(1-0pD+ @3- 12n]) + <(2n —4)- E”D

=6n+5n?—10n
=5n% —4n
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Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan
D1 (2 (D2n)) = Tr(Ir2)(D2n)) + D(Lr2)(D2n)) adalah
ol —
Dy (r(rz)(DZn)) =
1 r 7% 74 -l T s sr S sr3 sr"2 sr
1 5n—-12 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1
T 1 5n—12 1 2 1 2 i 1 1 1 1 1
7 2 1 5n—12 1 V. 1 1 1 1 1 1 1
7 1 2 1 5n—12 1 2 il 1 1 1 1 1
pn2 2 1 2 1 5n— 12 1 1 1 1 1 1 1
el 1 2 1 2 1 Spv —#1» 1 il 1 1 1 1
s 1 1 1 1 1 1 5n—12 1 2 1 2 1
sr 1 1 1 ik 1 1 1 STl 1 2 1 2
sr? 1 1 1 it il il 2 1 5n—12 1 2 1
sri 1 1 1 1 1 1 1 2 1 5n—12 1 2
szl 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 sn—12 1
STt 1 1 1 1 2 1 2 1 5n — 124
Polinomial karakteristik D} (Iy2y(Dyn)) diperoleh dari

det(D[ (I}rz>(D2n))—/1+I). Dengan eliminasi baris elementer pada

D} (Qrz)(DZn)) — A* I diperoleh matriks segitiga atas berikut

n-1

B (l—(sn—4))(A—(‘;’Z—"—4))(A—(3n—4))

1 r r? ST
(57" - 2) .y

o e

r 1-(3-2)

r2 0 0 (1—@:—4))(AZ—(Sn—z)M(%nZ—Sn—z))

- (-G-9)(-GF-0)
Srn_l H .

0 0 0

22-(8n-10)A+15n2-2n+24 |

n-1
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Maka det (DZ (I“(rz)(DZn)) —A*I) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D} (I}rz)(DZn)), yaitu:

2n—4
p(1*) = (1" — (51— )(A* = BGn - ) (ﬁ - <;n - 4)>

Dengan menetapkan p(A*t) = 0 maka diperoleh A} = 5n — 4,13 = 3n — 4, dan

A= gn — 4 dengan multipisitas masing-masing m(1}) = 1,m(A3) = 3, dan

m(A3) = 2n — 4. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I;2y(D,,,) adalah
ED; (T Dp) = MDA+ mADIAL+mGDIA]
=(1-Isn—4D+(3-13n—4) + (2n—4-[Zn - 4|)

=5n—4+4+9n—-12+5n%>—-8n—10n + 16
= 5n% — 4n.

3.3 DLE dan DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I,z ¢,(D2,) dari Grup
Dihedral
3.3.1 Grup dihedral Dg
Diketahui Dg = {1,7,72,73,s, sr,sr?, sr3}. Subgrup yang dibangun oleh
(r?, s) pada grup dihedral Dg adalah {1,772, s, sr2}. Operasi unsur-unsur di D;, yang

hasilnya berada di (r?, s) seperti pada tabel berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.12 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 | r | r2 | 13| s | sr |sr?|srd
1 1 | r | % |3 sr | sr? | srd
r | r |2 r3| 1 |sr¥| s | sr |sr?
r2 23| 1 | r |sr?|srd®| s | sr
303 1 | r | r? | sr|sr?|sr3| s
s s | sr|sr?|sr3| 1 | r | r? |
st | sr|sri|sr3| s | r3 | 1 | r | r?
sr?|sr?|sr3| s |sr | v2 | 13| 1 r
sr3|sr3| s | sr|sr?| r | r? |3 | 1

Berdasarkan Tabel 3.12 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,z ¢y (Dg) sebagai berikut

isrd sr

Gambar 3.21 I},2 ;,(Dg)

Dari Gambar 3.21 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,z , (Dg) sebagai

berikut
T rz
1 r
L/
e, A
sré 2
sr? sr

Gambar 3.22 Graf I3,2 5y (Dg)
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Matriks distance D([3,2(Dg)) dan matriks transmisi T, (Qrz,s)(Dg)) sebagai

berikut

D(arz,s) (D8)) =

{4 A ﬁwﬁwﬁ =

i
ST

w

w N

r

r
S

Sr

Si

T, (er,s)(Ds)) =

sr3lL

R NRNRNR O -

1 5,
r

NRNRNROR N

—_
S =

O @Cle © E 9

r?2 r3s sr sr?srd

2 1 2 1 2 17

1 2 1 2 1 2

0o 1 2 1 2 1

1R OR /il 2

2 1 0 1 2 1

1 2 1 0 1 2

2 7| R ()

(IS S| S | SN ()

VM ALE M s g sr S5
0 0 0 0 0 0
10 O 0 0 0 0
0 10 O 0 0 0
0 0 10 O 0 0
0 0 0 10 O 0
0 0 0 0 10 O
0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0

ST

o e e e @ e @

[E
=

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy ([2,,2’5)(D8)) =

B (I}Tz,s)(Dg)) -D (Qrzjs)(Dg)) sebagai berikut

S R

~is
w N

Dy (I (D)) =

%)

Setelah mendapatkan

7 r®2 r® s fs¢
-1 -2 -1 -2 -1
10 -1 -2 -1 -2
-1 10 -1 -2 -1
-2 -1 10 -1 -2
-1 -2 -1 10 -1
-2 -1 -2 -1 10
-1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 -2 -1 -2

matriks distance Laplacian

SrNeri
-2 —17
-1 -2
-2 -1
-1 -2
-2 -1
-1 -2
10 -1
-1 10

maka dicari polinomial

karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (Q,z,s)(Dg))—/ll).
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Matriks Dy, (F(rz_s)(Dg))—AI akan direduksi untuk memperoleh polinomial

karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (I"(rz,s)(Dg)) sebagai berikut

p(1) _ (10 — 1) (_ (/‘1—9)(21—11)) (_ (/1—12)(/12—187L+78)) (_ (1—10)(/1—6)(/1-12))

—-10+4 A-9)(1-11) A2-181+78

(_ (/1—12)(12—14/1+42)) (_ (1—12)(/1—3)(/1—9)) (_ (/1—12)(/12—10/1+12))
(A-10)(1-6) A2—14A+42 (A1-3)(1-9)

(_ ()1—8)(,1—12)/1)
A2-10A+12
=1(A1—-8)(1—12)°
Dengan menetapkan p(1) = 0, diperoleh nilai eigen 1; = 12,4, = 8,dan 13 =0

dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 6,m(1,) =1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, s (Dg) adalah

ED, (T2 (D)) Z M@0l

=(6-112D + (1-18D) + (1-]0))
=380

Sedangkan matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari

perhitungan D, * (Qr2,s>(D8)) =T, (Qrz,ﬂ(Dg)) + D (Qrm(Ds)) adalah

1 r r®2 r® s sr sr? sr3
1710 1 2 1 2 1 2 11
r11 10 1 2 1 2 1 2
r2l2 1 10 1 2 1 2 1
-~ 3
+ 31 2 1 10 1 2 1 2
D, (F“Z'”(DB))‘ sl2 1 2 1 10 1 2 1
sr|1 2 1 2 1 10 1 2
sr2l2 1 2 1 2 1 10 1
sr3l1 2 1 2 1 2 1 10
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Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

Dy (I—Zrz's) (Dg)) sebagai berikut

p(1) (10— %) (_ (A+—9)(/‘l+—11)) <_ (/1+—8)(/1+2—22/1++118)>

-10+A2 At-9)(at-11)

(_ (,1+—1o)(/1+—3)(/1+—14)) (_ (/1+—8)(/1+2—26)l++162))
At2-222*t+118 A+-10)(A*+-14)

(_ (/1+—11)(/1+—17)(/1+—8)) (_ (/1+—8)(/12—30/1++212))

A2—-26A+162 At-11)(A+-17)

(_ (/1+—20)(/1+—12)(A+—8))
A2-30A1+4212
=t =200t —12)(At — 8)°
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 20,43 = 12, dan Af =

8 dengan multiplisitas masing-masing m(A) = 1,m(A}) = 1, dan m(A%) = 6.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2 ¢y (Dg) adalah

ED} (I (09)) mem*

=(1-120D + (1-]12)) + (6-18])

= 80.

3.3.2 Grup dihedral D4,
Diketahui Dy, = {1,7,72,73,7%,7>,s,sr, sr?,sr3,sr*, sr°}. Subgrup yang
dibangun oleh (r?, s) pada grup dihedral D, adalah {1,7%,7%,s, sr?, sr*}. Operasi

unsur-unsur di D;, yang hasilnya berada di (r?, s) seperti pada tabel berikut
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Tabel 3.13 Tabel Cayley Grup Dihedral D;,

° 1| r | r2 | r3 | r* | > | s | sr |sr?|sr3|sr*|sr®
1 1 | r | r2 |3 | r* | r5 | s | sr |sr?|sr3|sr*|sr®
r|r |23t S| 1 | sr®| s | sr|sr?|srd|srt
2l r2 3t 31| r | srt|srd| s | sr|sr?|srd
33| rt S| 1| r | r? | srd¥|srt|sr®| s | sr | sr?
r* ot S 1 | r | r? 3 s sr3 sttt sr®| s | sr
>l S 1 r | r2 3t srsr?lsr3|srt|srd| s
s s | sr|sr®|sr3|srtlsrS | 1 | r | r?2 | r3 |t | rd
st | sr|sr?|srd3|srt|sr®| s |2 | 1 | r | r? | r3 | r*
sr2 | sr?|srd3|sr*|sr5| s | sr|r* | > | 1 r | r? | r3
sr3|srd3|sr*|sr®| s | sr|sr?| 3 | r* | > | 1 | r | r?
srt | g fsrS | se INsT=hsri (Mse¥ | 7R | 72 it | 1 r
st o | sa sk Ist< [ sre [sr=r e | "N | r° | 1

Berdasarkan Tabel 3.13 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,z ¢y (D17) sebagai berikut

A,

N

AL

Gambar 3.23 Graf I},2 i, (D;5)
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Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan D, (Qr2'5>(D12)) =

T, (29 (D12)) =D (L2, (D12) ) adalah

1

1 ri16
r =1
r? -2
r3|-1
r*|-2
r3 -1
DL( (r2,5>(D12)) = |
sr |—1
sr?|—-2
sr3|—1
srt|—-2
srel—1

T
-1
16
-1
-2
-1
=7
=il
=7
=il
=7
=1l
=2

T
-2
-1
16
-1
=7
=il
=7
-1
2
=il
=7
=il

2 3t 5 s sr
-1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 -2 -1 =2
-1 -2 -1 -2 -1
16 -1 -2 -1 =2
-1 16 -1 -2 -1
-2 -1 16 -1 =2
-1 -2 -1 16 -1
-2 -1 -2 -1 16
-1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 -2 -1 =2
-1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 -2 -1 =2

sr?

-2
-1
-2
-1
-2
kel
-2
-1
16
-1
=7
-1

sr3

-1
-2
-1
-2
-1
-2
-1
-2
=1
16
=1l
=7

sr¥ srs
-2 —17
-1 =2
-2 -1
-1 =2
-2 -1
-1 =2
-2 -1
-1 =2
-2 -1
-1 =2
16 -1
-1 16

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial

karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (F(rZ,s>(D12)) —/11).

Matriks Dy (I’(rzjs)(Dlz))—M akan direduksi untuk memperoleh polinomial

karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (er,s>(D12)) sebagai berikut

P = 16-2)(

-16+1

B (/1—15)(/1—17)) (_ (1-18)(12-301+222)
(A-15)(A1-17)

) (_ (/1—16)(/1—12)(,1-13))

A2-301+222

(A1-18)(A2—221+108)

(_ (21—18)(12—26/1+162)) (_ (1-15)(A—18)(1-9)

(A1-12)(1-16)

A2-261+162

)(

(1-15)(A1-9) )

(_ (21—6)(/1—18)(1—14)) (_ (1-18)(12—181+60)
A2—-222+108

(A-6)(1-14)

(_ (1—18)(12—14-/1+18)) (_ (/1—12)(1—18)1)

(A-13)(A1-3)

A2—-14A+18

=1—-12)(4—18)14

) (_ (1-13)(1-3)(A-18)

A2—-181+60 )

Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 18,4, = 12,dan1; =0

dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 10,m(4,) = 1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,z )(D;,) adalah



80

£D, (Iy29(D12)) Z m@)IAl

= (10-[18]) + (1-]12)) + (1-]0D)
=192

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

D;* (T2 (D12)) = Ty (Fy2.9)(D12)) + D (Fip2,59(D1) ) adalah

i 7. 72 P PP g 5 T T S

i@l 2 1 2 1 2 il 2 1 2 17

7 | IR ] 2 il 2 il 2 1 2 1 2

251%2 i ale 2 1 2 ! 2 il 2 1

3|1 2 1 16 1 2 1 74 1 2 1 2

rh2 1 2 1 16 1 2 1 2 1 2 1

e o | 2 1 2 i fle 1 2 il 2 1 2
D" (Firz9(D12)) = gz 1M W B B i 1 2 1 2 i
sr|1 2 1 2 1 2 1 16 1 2 1 2

sr2l 2 1 2 1 2 1 2 1 MG il 2 i

sz it 2 il 2 1 2 1 /A 4 G il 2

szt | 12 1 2 1 2 1 2 i 2 1 16 1

srol1 2 1 2 1 2 i 2 1 2 1 16

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D} (1"<r2,s>(D12)) sebagai berikut

—-16+A1 At-15)(1t-17)

p(A") — (16— (_ (;L+_15)(,1+_17)) <_ (/1+—14)(,1+2—34A++286)>

(At-20)(2*-16)(21T-14)
A+t%-342++286

< (a*-14)(2*” 38/1++354)>

(At-20)(At-16)

(At-17)(at-23)(2+-14)
A+? 382+ +354

i Gl 14)(A**-422* +428)
A*t-17)(at-23)

Z_42)++428 (At-26)(1T-18)

(At-14)(a*-29)(2*-19)
A*t?—462++508

(At-29)(1+-19)

< (a*-14)(2** 46/1++508)>
( (a*-14)(2*° 50/1++594>

(At-20)(2*-32)(A*-14)
A2 —50A++594

(- )
(- )(-
( (2 —26)(21"—18)(/1*—14))
(- )
(- )

= (At = 32)(A* — 20)(A+ — 14)?
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Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 32,43 = 20,dan AZ =
14 dengan multiplisitas masing-masing m(13}) = 1,m(4}) = 1, dan m(1}) = 10.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I,z (D) adalah

ED} (I (D12)) mew

=(1-132]) +(1-]20]) + (10-|14))

=192.

3.3.3 Grup dihedral D
Diketahui D¢ = {1,7,72,73,...,17,s,s7r,s1%,s13,...,sr”}. Subgrup yang
dibangun oleh (r?, s) pada grup dihedral D, adalah{1,72,7%,7%,s,sr?, sr*, sr®}.

Operasi unsur-unsur di D, ¢ yang hasilnya berada di (r?, s) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.14 Tabel Cayley Grup Dihedral D,

IR R85 | z4diha-o A 488 (7 15 Mg (Bc NSNS RSN oFC | s77
11| r [r2|r3|r* |3 |78 | 77| s |sr|srfsrdsrt|srdsr®|sr’
b- W 2 | 7B R 14 s s sr | sedsr S NS WsrS | sr®
R (RN | Lal sl isr NSRS ST 2E 4 sr* | sr5
rfR (et (#8212 | sr| sr Bad™ss | st gl &F sri | srt
rrlrt | r3 e r7 | 1 | r | 7?2 |r3|srYsrdsr¥sr?| s |sr|sr?|srd
> 2| re | r7 |1 | r |r?|r3|r*|srY srY srosrfsr’| s | sr | sr?
rélrolr? | 1 | r [ r?2|r3|r* | r3|srysrd srYsrisr®|srl s | sr
r’lr7 |1 | r | r2 |3 | rt | |18 | sr|srYsrdsrY sr®|srqsr’| s
s | s |sr|srdsrdsrysrisrsr’ 1 |r |r2|r3|r* |r5| r® | 7
sr|sr|srysrdsrysrdsrsr’l s |[r”| 1| r |rv2| 3 |r*| r> | r°
st sr? srd sr¥ srisrqsr’| s |sr|ro|r7 | 1 | r | v |r3| r* | ¥
sty srd srY sri srsr’l s |sr|srqr®|re |7 | 1| r |r?| 3 | r*
st sr¥ srd sr¥ sr? s |sr|srysryrt || 7| 1 | r | r? | 3
sr¥ srd sr sr’ s |sr|srysrdsrd 3 rt |3l {7 | 1| r | r?
st sr9 sr’l s |sr|srdsrdsrysrdr?|r3|r* > |rC (77| 1 | r
sr’lsr’| s | sr|srisrdsrysrdsr r | r2 |3t S (e r7 |1
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Berdasarkan Tabel 3.14 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,z ¢y (D16) Sebagai berikut

Gambar 3.25 Graf I},2 ;,(Dy6)

Dari Gambar 3.25 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,z 5 (D1¢) sebagai

berikut
sr® 1
sr T
srs rz
5
7 iﬁf N e
sr* \5&/ 4
r
srd b
sr? 76
s 7

Gambar 3.26 Graf I3, (D16)

Matriks distance D(I;,z(D16)) dan matriks transmisi T, (I“(rzls)(Dm)) sebagai

berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ONVIVIN 40 ALISHIAINN DIAVISI 31VLS NIHVAHEI MITTVIN VNVTINVIN 40

2 __
~
©
&
—
“
N
~
=
& ; )
L oocoocoocoocoocoocoocoocoococococool (.H
[
e Y“ cococococococococococococolo Q T .
1% r ! A o~ S AN T NN AN AN AN AN AN
© HANH NN NN AN AN O ) - = R A O T A A
[ L O0CCcoo0O0OCcoOCcOOCOoOOeo [ O NN N N N N N g
N AN AN A NN AN AN A O o 2 . mv 1= T R R T T R R R T T N T
WM & CoCooocoCcooocococo oo =! ST HAN AN AN AN ANANA NN
- FNHN A NN N AN A O AN 2 = ST R R T T N TR TR N I
= M oo coocoococooooloooo = SR, B o o o
DN H N AN AN AN N O N % = ST T I T T TR
3] N
~ cocoocoocoocoococoocoocoolJococoococo @
b maumedancasnmoomea b ~ =S L RS TTYTTTRTY T
e~ —
N SO E e e e =k © A= Gl =1 =
L Nemmmsasacomama b . 5 R T TY TR
N
coocoocoocoococolJoocoococoococo 2
A AN “ N < ETTTTTYTYTRTYTNTY
o~
W NAdNFANANHoOAN-N-N— L 2F9f°ffeeacecececoce m G TN TN N oy e
N
~ = ~
L omNSNdNdonNdNdNon R 9999998 9999099°° 2§ FTIYTTIIRIYTIITTY
o~ = © )
% NoNCdNHodNCN-SN—-ao . CP9F%°%acoeeececee m o 4 o TTITTTRTYTYTYTST
~ (55
L AN H N A O AN N N N A SRS INISESRSACESIOIS ofSia, S mﬂ — 71_:/__1_:/_.1_‘21_:/_.1_.41_.41_.41_.7_.
~ < N
~N [
T NH N O AN N A A A m OooJooococooocoooo Sy © ~ ST TR TR TN T e
o
~ Q @
“w HNHO AN AN NN AN N W CPORRP ETEEIO ST ERZ S m — r.l_:/__1_‘21_:/_.1_:/_.1_.J_1_.J.1_.J.1_.7_.
—~ o~
N 'O al
L N O A NN AN AN NN W O NPOCOO0OO0OOoOOO0OoOoOOoOO0OoOo % ~ LN AN AN AN N AN A NN
S L o e O e e e A O |
— ~
~ HO AN H N AN N AN AN AN — NJoocococoocoococoocoocoo w ~ T‘l_AZAﬂﬂ/_.1_.7_.1_.7_.1_:ﬁ1_:ﬁ1_.ﬂ1_.7_.
b 3 = 3
N M T N O
O AN AN AN AN A AN A N N S T T - - S T~ S U T S S — 2 N O N N N N N O
S TEER T R T | ST I T r T T
AR S U U S R R Il &} - o e m oo EELEEL
— = gv) S S SRR LN AL
I ~ I ©
© +— I
~ — w Q
) Q = — =
= . © = 9
Q & @ e} )
—~ 2T N —~
a = — S =
L ~— = = T
= ~ < . =
— &~ M ~ =
Q B~ Q



84

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial
karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (F(rz’s>(D16)) —/11).
Matriks Dy (I"(rz,s)(Dm))—/lI akan direduksi untuk memperoleh polinomial
karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (I}szs)(Dm)) sebagai berikut

p(1D) _ 4 _ (A-21)(1-23) _(/’1—24)(/12—421+438) _ (A-22)(1-18)(A-24)
(22 A)( —22+41 )( (A1-21)(1-23) )( A2—42)+438 )

(_ (/1—24)(/12—3SA+354)) (_ (/1—15)(1—21)(,1—24)) (_ (/1—24)(/12—34/1+276))
(1-18)(1—22) A2-381+354 (1-21)(1—15)

(_ (/1—20)(1—12)(/1—24)) (_ (1—24)(/12—3oz+204)) (_ (1—24)(,1—19)(/1—9))
A2-341+276 (1-20)(1-12) A2—-301+204

(_ (21—24)(/12—26/1+138)) (_ (/1—6)(/1—18)(/1—24)) (_ (/1—24)(/12—22/1+78))
(A1-19)(1-9) A2-26A+138 (A-6)(1-18)

(_ (,1—17)(/1—3)(/1—24)) (_ (/1—24)(/12—18/1+24)) (_ (/1—16)(/1—24)/1)
A2-221+78 (A-3)(1-17) A2-181+24

=1 -24)"A1—-16)2
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 24,4, = 16,dan 1; = 0
dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 14,m(4,) = 1, dan m(1;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,z ¢ (D;6) adalah

ED, (T2 (D1)) Z m@)IA|

= (14- 124D+ (1-|16)) + (1-]0D)
= 352

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

DL+(1—Zr2,s)(D16)) = Tr([Zrz,s)(Dlé)) + D([Zrz,s)(Dm))



1 r r2r3rt

11221 2 1 2
r{1221 21

r2l2 1221 2

Bl o2 1221

rl2 1 2 122

P51 2 1 2 1

rfl2 12 1 2

- 7

D Tep)="[2 2 1 21
sr| 1 2% 2«8

sr2l2 1 2 1 2

sr3l1 2 1 2 1

sr¥l2 1 2 1 2

gl 2 g

sollZ2 i AE 2

srelbal a2 il

<

wu

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 17
21 21 21 21 2 1 2
1 21 21 21 2 1 2 1
21 21 21 21 2 1 2
1 2121212 121
221 21 2 12 12 1 2
1221 2 1 2 12 121
21221 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1221 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1221 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1221 2 1 2 1
21 2 1 2 1221 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1221 2 1
ZINN R R e, el 22 1 2
(SR RNIER 7, a1 22 1
22017 RN CE N RN, 2, 1 22
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r® r7 s sr sr? srd sr*srdsr® sr’

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D; (arz,s)(ulﬁ)) sebagai berikut

p(A7)

(At-21)(a+-23)

= (22— 1Y) (—

) <_ (A+—20)(A+2—46/1++526)>

—22+A% At-21)(A*t-23)
(,1+—20)(/1+ 26)(1+-22) (2*-20)(2**-502* +618)
+2_462*+526 (at-26)(At-22)
(A+—20)(,1+ 23)(At-29) (7L+—20) A+? 54—7L++716
+2_501++618 (At-23)(At-29)
(A+-20)(1+-32)(1*-24) (A*—20)(a*+* 58)1++820)>
A+2 542+ 4716 (A+=32)(A*—24)

A+t%-581++820

(2 —20)()1+—26)()L+—38)

(2*-20)(1**~661*+930)
(A+t-35)(A*t-25)

+2_664*++930

(At-20)(a*-41)(2+-27)

(2 —20) /1+ 66/1++1046
(At-26)(11-38)

5
.
S
S

At%—661t+1046

(- )\~
(- (-
(- )
( (/1+—35)(/‘1+-25)(7L+—20))
(- )
(- )
(-

(At-20)(at-28)(a*- 44))
A+2—701*++1168

= (1 — 20)™*(A* — 28)(A*

(A*-20)(2**-7021* +1168)
@t-41)(@at-27)

— 44)
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Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 44,13 = 28,dan AZ =
20 dengan multiplisitas masing-masing m(A}) = 1,m(13) = 1, dan m(A%) = 14.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,z sy (D;6) adalah

ED} (I (D1o)) mew

=(1-144]) + (1-128]) + (14 -]20])
= 352
Dari DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I3,z g (D,y,) di Grup

Dihedral yang telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.15 Tabel pola DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I’z sy (D)

M DLE DSLE

Dg | 4 80 = 8(10) 80
=2:4(3-4-2)

Dy, | 6 192 = 12 - 16 192
=2-6(3-6—2)
=2:8(3:8—-2)

DN n 2n(3n —2) = 6n® — 4n 6n? — 4n

Teorema 3

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,7" 1, s,s1, 572, ..., sv™ 1} dan
(r2,s) ={1,72, ..., r"2,5s,sr?, ..., sr™ 2} subgrup normal dari D,,, untuk n >
4 dan n bilangan genap. DLE dan DSLE dari komplemen graf subgrup

I},2 ¢, (D,y,) dari grup dihedral D,,, adalah

EDL([ZrZ,s)(DZn)) = EDL-i-([Zrz,s)(DZn)) = 6n* —4n
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Bukti:
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72, ..., 7™ %, 5,51, 572, ..., st™ 1} untuk
n = 3. Ambil (r2,s) = {1,72, ..., 2, 5,572, ..., sr™ 2} subgrup normal dari grup
dihedral D,,,. Sesuai definisi graf subgrup dan komplemennya, maka diperoleh graf

I—Zrz,s)(DZn) dan I—irz,s)(DZn) yaitu:

srn—l

2 sr 2
ST ST sr

Gambar 3.27 Graf [},2 5, (D;y,) dan I,z 5y (Doyp)

Sehingga diperoleh matriks distance dari I3,z (D,, ) sebagai berikut

1 it o7 4R I S 2Rl Gl A N 2 i1 1

B ST () ) =] o4 A o il 2 il 2 Bl
r 1 0 1 2 i il 2 2 1
r2 (2 1 0 1 gl 2 il 2l 2 1
r |1 2 1 0 i 2 il Zoid 7 1 2
A\ il 2l . zZ il 2 il 2 1
28 12 S () R 7 S ) 1 2
D(Firz,5)(D2n)) = s |12 1 2 1 2 101 2 1 2 1
ISraiad 1017 | ) IO R () ] _? 1 2
sr2 12 1 2 1 2 1 2 1 0 1 2 1
sr3 11 2 1 2 1 2 1 2 1 0 1 2
sr™212 1 2 1 21 2 1 2 1 0 1
sr*7il1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 0

dan matriks transmisi 7,2 ¢y(D,,,) adalah:
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T, (I—Zrz.sr) (DZn)) =

1 T r r r r N NG
1 3n-2 0 0 0 0 0 0 0
r 0 3n—2 0 0 0 0 0 0
r? 0 0 3n—2 0 0 0 0 0
r3 0 0 0 3n—2 0 0 0 0
2 0 0 0 0 3n—2 0 0 0
rn-t 0 0 0 0 0 3n—2 0 0
s 0 0 0 0 0 0 3n—2 0
sr 0 0 0 0 0 0 0 3n—2
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0
sri 0 0 0 0 0 0 0 0
srv2l 0 0 0 0 0 0 0 0
srvilo0 0 0 0 0 0 0 0

Na

88
srd sr?

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
3n—2 0

0 . 3n-—2

0 0

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan DL(I}TZJQ(DM)) =

Tr([ZrZ,s) (DZn))_ D(F(rz,s) (DZn)) adalah

DL([ZrZ,s)(DZn)) =
1 7 72 7 el e s sr ST srd sy gyl
r —i 3m=22 —1 —2 — —72 =1 —2 —i! —2 -1 -2
772 =2 =l 3n =2 —1 —Z —1 —2 il —2 —1! -2 -1
7 -1 -2 - 3n—2 — v i -2 -1 -2 -1 -2
m2 2 4 2 o1 - = - 2 -1
=il -1 -2 - -2 B 3n—-2 | F -1 -2 -1 -2
s -2 -1 o -1 -3 -1 3n—-2 =L -2 -1 -2 -1
sr -1 -2 -1 gl e ] =2 -1 3n—-2 -1 -2 -1 -2
5132 —2 il - —1 —2 —1! =2 il 3n—2 il -2 -1
ST —1 —2 —1l —2 — —2 =1 —2 —1 3n—2 -1 -2
sr’.“z —.2 —.1 —'2 —.1 —'2 —.1 —.2 —.1 —.2 —.1 3n.— 2 —.1
sril —1 —2 —1 —72 —il =2 =1 =2 —1 —2 -1 3n — 2
Polinomial karakteristik Dy (2,5 (D21)) diperoleh dari
det (DL (Qr2,5>(Dzn)) — /11). Dengan eliminasi  baris elementer pada
D, (DTZ b (D,,,ﬂ — AI diperoleh matriks seqitiga atas berikut
1 7 7 srnt
1 r(3n—2)— 4
0 _ (1-(3n-3))(21-(3n-1))
T —-(3n-2)+1
2 0 0 (/1—3n)—(AZ—(Gn—6)A+(9n2—18n+6))
B (1-(3n-3))(2-(3n-1))
et : _ (A—2m)(A-3m)2
sr7H 0 0 0 22— (2n-2)A+3n

srnt

0

3n — 21
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Maka det (DL (Qr2,5>(Dzn)) —AI) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari Dy, (Qr2,3>(02n))' yaitu:

p(1) = 21 — 2n)(1 — 3n)?"2
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh A; = 0,4, = 2n,dan A; = 3n dengan
mulitiplisitas masing-masing m(1,) = 1, m(4,) = 1,dan m(4;) = 2n — 2. Maka

DLE dari komplemen graf subgrup I3,z 5,(D,,) adalah

6D, (D)) = MWl +m2)I2e] +mGa)ls
=1-|0]+1-|2n|+2n—2-|3n|
=2n+6n? — 6n
= 6n% —4n

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

D, (I—Zrz,s)(DZn)) = Tr([Zrz,s) (DZn)) = D([Zrz,s) (DZn)) adalah

+ —
D; ([Zrz,s)(DZn)) .
1 i7 i 77 k2 7 s ST S St sri? srt
1 3n—2 1 2 1 2 i | 2 1 2 1 2 1
i 1 3n—2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
% 2 1 3n—2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
r3 1 2 1 3n—2 1 2 1 2 1 7 1 2
rn=2 2 1 2 1 3n—2 1 2 1 2 1 2 1
rnl 1 2 il 2 1 3n—2 il 2 il 2 1 2
s % 1 2 1 2 it 3n—2 1 2 1 2 1
sr 1 2 1 2 1 2 1 3n—2 1 2 1 2
sr? 2 1 2 1 2 1 2 1 3n—2 1 2 1
sri 1 2 1 2 1 2 1 2 1 3n—2 1 2
sr? 2 1 2 1 2 1 z 1 2 1 o 3n—2 1
srtLo1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 3n — 24

Polinomial ~ Karakteristik D} (I;;25(D;,))  diperoleh  dari
det(D{ (Qrz,s)(DZn))—FI). Dengan eliminasi baris elementer pada

D} (I’(rzls) (DZn)) — A*1 diperoleh matriks segitiga atas berikut
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1 r r? srmt
1 ((3n—2)— 1
0 _ (2-Bn-3))(2-3n-1))
r —-(3n-2)+1
r2 0 0 _ (A-@n-9)-(2*-(6n-2)A+(9n*-6n-2))
(2-(3n-3))(2-(3n-1)) "
- ' ' ' (A=(6n—)) (A= (4n—4))(1—(Gn—1))
1 —
sr’ L 0 0 0 : A2-(10n—10)A+(24n2-49n+24) |

Maka det (DZ (HrZ,s)(Dzn)) — A*I) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D} (Qrz,s)(DZn)) yaitu:
p(AY) =@A"—4n+ At —6n+4)(At —3n + 4)?" 2
=" - (4n— )@ - (bn— ) — Bn—4))*"?
Dengan menetapkan p(1*) = 0, diperoleh A1 = 4n — 4,1 = 6n — 4,dan Af =
3n — 4 dengan multiplisitas masing-masing m(A}) = 1,m(13) = 1,danm(A3) =
2n — 2. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I,z ¢, (D,,,) adalah

mAD A |+ m@A)12Z] + m(A3)|43]

EDZ_ (I—ZTZ,S)(DZTL))
1-|4n—4|+1-|6n—4|+2n—2-|3n — 4|
An—4+6n—4+6n>—8n—6n+8
6n’ — 4n.

3.4 DLE dan DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I,z s,y (D2,,) dari Grup
Dihedral

3.4.1 Grup dihedral Dg
Diketahui anggota grup Dg adalah {1,7,72%,73,s,sr,sr?,sr3}. Subgrup
yang dibangun oleh (r?, sr) pada grup dihedral Dg adalah {1,72,s, sr3}. Operasi

unsur-unsur di Dg yang hasilnya berada di (r?, sr) seperti pada tabel berikut
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Tabel 3.16 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 r r? r3 s sT sr? sr3

1 1 T r? r3 s ST sr? sri3

r r r? r3 1 sr3 s ST sr?
r? r? r3 1 T sr? sri3 s ST
r3 r3 1 T r? ST sr? sr3 s
s s sT sr? sr3 1 r r? r3
ST ST sr? sr3 s r3 1 r r?
sr? sr? sr3 s ST r? r3 1 r
sr3 sr3 s sr S r r? r3 1

Berdasarkan Tabel 3.16 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf subgrup

I, oy (Dg) sebagai berikut

sr? sr

Gambar 3.28 Graf I,z ¢, (Dg)

Dari Gambar 3.28 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I, .,y (Dg) sebagai

berikut
¥ r2
1 -
N\
sr? sr

Gambar 3.29 Graf I;,2 ¢ (Dg)
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Matriks distance D(I},zs(Dg)) dan matriks transmisi T, (F(rz,sr)(Dg)) sebagai

berikut

1
T

w N

r
<\ _ T
D(F(rz,sr)(DS)) = s
sr
sr?
sr3

T, (r(rz,sr>(D8)) =

T T T B

sr?
3

S17 -

=

N RN RN RO

F N R NN RO R 3

==
o

CEOICEOESNONCS

=
N

NP NP PO N

[UnN
o @

CONSRCONCONCNCS)

w
(9]

P NRRPNORNRER S

PN REREONRFPEDN R

=
N

S S o) (S ) (S

=
w

SHEESIE 5 @ © €

sr sr?sr

NP ORFRRPRPNREPEDN

(%)

P O FRPMNDNREFLDN

cooBococoo

SR NR RN

%)
<

59 EeEeOE

ST
0 01
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
10 O
0 10!

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy, (Qr2_5r>(D8)) =

T, (er,sr)(Ds)) -D (F(TZ,sr)(DS)) adalah

1

1 r10

r |—-1

re |-2

y 3

r° |—1

D, (r(rz,sr)(DS)): s/ |=1
sr|—2

sr2|—-1

sr3l-2

SiF2 Y
-1 =27
-2 -1
-1 =2
-2 -1
-2 -1
-1 =2
10 -1
-1 10

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial

karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (I“(rz,sr)(DB)) —/11).

Matriks Dy, (I}rz,sr)(Ds))—/’ll akan direduksi untuk memperoleh polinomial
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karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (I“(rz,sr)(Dg)) sebagai berikut

p(A) _ o @-9(-11) (. (A-12)(A2-181+78)
= (10 /1)( -10+A )( (1-9)(1-11) )

(_ (/1—10)(/1—6)(/1—12)) (_ (/1—12)(/12—14/1+42)) (_ (;1—12)(/1—3)(/1—9))
A2-181+78 (A-10)(1-6) A2—142+42

(_ (21—12)(/12—10)L+12)) (_ 1-8)(A-12)1 )
(A1-3)(A1-9) A2—101+12

=A1-12)°(1-8)1
Dengan menetapkan p(1) = 0, diperoleh nilai eigen 4; = 12,4, = 8,dan A3 =0
dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 6,m(4,) =1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,z s,y (Dg) adalah

ED, (Iy.0n (D)) Z m@2)1)

=(6-112)+ (- [8D + (1-]0D)
=80

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

DL+ (r(rz,sr)(DS)) (I—Zrz,sr)(Ds)) +D (I—Zrz,sr)(DS)) adalah
1
1

T2 12 s sr g SERSsre
110 1 2 1 1 2 1 27
r [~ Y™ 2 1
r2|l2 ™M* %0 1 2 1 2
—— % 3
.\ 31 2 1 10 2 1 2 1
D, (F<r2,sr>(D8))— S B ] ]
srl2 1. 2 1 1 10 1 2
sr2l1 2 1 2 2 1 10 1
s¥3l2 1 2 11 2 1 10

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D} (I’(rzlsr)(Dg)) sebagai berikut
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—10+A* At-9)(at-11)

p(*) _ (10 — 1) (_ (,1+—9)(/1+—11)) <_ (A+—8)(A+2—22,1++118))

(_ (/1+—10)(A+—8)(A+—14)) (_ (A+—8)(A+2—26l++162))
A*?-222++118 (A+-10)(A*-14)

(_ (/1+—11)(A+—17)(A+—8)) (_ (A+—8)(A+2—301++212))
A+2_261++162 (A+-11)(A*-17)

(_ (At-20)(at-12)(1*-8) )
A*+?—30A++212
= (1 - 8)5(At —200(AT — 12)
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 20,43 = 12, dan Af =

8 dengan multiplisitas masing-masing m(A}) = 1,m(43) = 1, dan m(1}) = 6.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,z s,-y(Dg) adalah

ED} (Tiy25r) (D)) Zmu*)w

=(1-120D + (1-]12)) + (6-18])

= 80.

3.4.2 Grup dihedral D,
Diketahui D;, = {1,7,72, ...,75, s, sr,sr?, ..., sr°}. Subgrup yang dibangun
oleh (r?, sr) pada grup dihedral D,, adalah {1,72, 74, sr, sr3, sr°}. Operasi unsur-

unsur di D;, yang hasilnya berada di (r2, sr) seperti pada tabel berikut
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Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy, (F(rz,sr)(Dlz)) =

Tr (I—ZTZ,S'I")(DlZ)) -D (1772 cr\(D1 7)) adalah

1

Dy (Iy25r)(D12)) =

%
=
oA W N
|
(=5

r
-1
16
-1
-2
-1
—
=
-1
=2
=il
=2
-1

r2 3 ot s

-2 -1 -2 -1 -1 -2 -1 -2 -1 =2
-1 -2 -1 -2 -2 -1 -2 -1 -2 -1
6 -1 -2 -1 -1 -2 -1 -2 -1 =2
-1 16 -1 -2 -2 -1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 16 -1 -1 -2 -1 -2 -1 -2
-1 -2 -1 16 -2 -1 -2 -1 -2 -1
-1 -2 -1 -2 16 -1 -2 -1 -2 -1
-2 -1 -2 -1 -1 16 -1 -2 -1 -2
-1 -2 -1 -2 -2 -1 16 -1 -2 -1
S/ ISR RIS, Yl 16 -1 -2
=1l =7 =il =2 =7 =l YA S N |
SIS R SRR, R, —1 16

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial

karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (I}szsr)(Dlz)) —/11).

Matriks D, (I}rz,sr)(Dlz))—/U akan direduksi untuk memperoleh polinomial

karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (Uﬂ,sr)(Dlz)) sebagai berikut

p(1) _ (16 — 1) (_ (1—15)(/1—17)) (_ (/1—18)(/12—30/1+222)) (_ (/1—16)(/1—12)(/1—18))

-16+1

(A-15)(1-17) A2—-301+222

(_ (/‘1—18)(/12—26A+162)) (_ (/1—15)(/1—18)(/1—9)) (_ (1—18)(/12—22/1+108))
(A-12)(1-16)

A2-261+162 (A-15)(1-9)

(_ (1-6)(A-18)(A-14)

A2—-222+108

) (_ (/1—18)(;12—18,1+60)) (_ (/1—13)(/1—3)(/1—18))
(1-6)(1-14) A2—-181+60

(_ ()L—g)_(fi)—(ﬁijw)) (_ (/1—12)(/’1—18)1)

A2—-14A+18

=(1-12)(1—-18)1°2

Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen 4, = 18,4, = 12,dan1; = 0

dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 10,m(4,) = 1, dan m(43) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,z y(D;,) adalah
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ED, ([Zrz ST) (D12) Z m(l )I)L |

= (10-[18]) + (1-]12)) + (1-]0D)
=192

Matriks distance signless Laplacian vyang diperoleh dari perhitungan

D" (Fy2,5r(D12)) = Tr(I'(D12)) + D(Iy2,5)(D12) ) adalah

L 7 2P P8 G s i iy

LGl 2 1 2 il 1 2 1 2 1 2

Pl kel 2 1 2 2 1 2 1 9 1

72| 2 i G sl 2 1 1 2 1 2 1 2

79[l 2 1 16 1 2 % 1 % 1 2 1

7 |2 1 2 1 16 1 1 2 1 2 1 2

e e 7 |l 2 1 2 1 16 2 1 2 1 2 1
D" (Fir2er)(D12) = SN2 BN 1BE 20 WP 2R RN R SO
sr|2 1 2 1 2 1 Iy & L 2 1 2

sr2l 1 2 1 2 il 2 2 G il 2 1

sr3l 2 1 2 1 2 1 1 2 il lE - il 2

sril 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 16 1

sr2L 2 1 2 1 Z il 1 2 1 2 1 16

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D} (1"<r2,sr>(D12)) sebagai berikut

p(17) — (16— 2% (_ (/1+—15)(,1+—17)) <_ (/1+—14)(7L+2—34/1++286)>

—16+A% (At-15)(At-17)

(at- 20)(/1+—16)(/1+—14-)
+2_342++286

< (a*-14)( /1+2—38/1++354)>

(A+t=20)(A*t-16)

(At-17)(a*-23)(2+-14)
A+?-381++354

(7L+—14-)(7L+ 42/1++428))
(A*t=17)(A+-23)

At%_a21++428 (At-26)(1t-18)

(At-14)(2*-29)(2+-19)
A*+?—462++508

< (2*-14)(2**-461* +508)

(a*-14)(2*” 50,1++594)

At-29)(1t-19)

(At-20)(2*-32)(A*-14)
A2 501+ +594

(- )
E )(-
(- e i)
(- )~
(- )

= (At —=32)(At —20)(At — 14)1°
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Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 32,43 = 20,dan AZ =
14 dengan multiplisitas masing-masing m(13}) = 1,m(4}) = 1, dan m(1}) = 10.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I,z ,-y(D;,) adalah

EDL ([27”2 sr)(Dlz) Z m()l+)|)l+

=(1-132]) +(1-]20]) + (10-|14])

=192.

3.4.3 Grup dihedral D44

Diketahui D;¢ = {1,7,72,..,77, s, sr, sr?,sr3, ..., sr’}. Subgrup yang
dibangun oleh (r?, sr) pada grup dihedral Dig adalah
{1,7%,7%,7°,sr,sr3,sr>, sr’}. Operasi unsur-unsur di D, ¢ yang hasilnya berada di

(r?, sr) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.18 Tabel Cayley Grup Dihedral D;

R 1 =R et 2l | 7 | DS |51 | srdesiaR| s STl sr9 sr7
(1 WD NN |75 | 68 sr | sr? srd srY srd sr9 sr’
N (23 et | r3 78 (77 | 1 | sr?| s || s sr?¥ sn?| s srd| sro
2| r2 3| r* (S| |r7 | 1| r |sr9sr? s |sr|srdsrdsrY srd
r3 (3 rt |3 | r8 (r? | 1 | v |12 |srd sr9sr’| s [sr|sry srd srd
rrlr* 3| |7 | 1 | v |r? |13 | srY srd srf sr’ s | sr|sr?srd
P3| rl | r7 |1 | r | r? |3 |r* | srd srY srd srf sr?| s | sr|sr?
ro v r7 | 1 r |2 |3 | r* | r> | srY srd srY srd srf sr’| s |sr
r’|r” | 1| r | r?|r3|r* | r> | r8 | sr|srfsrd srY sro srf sr’ s
s | s |sr|srysrdsrysrosrosr’| 1 | r [r?|r3|r*|r>|ro |27
sr|sr|srdsrdsrsrosrdsr’ s [r7| 1| r |r?|[r3|r*|r3 |1
st sr¥ srd sr¥ sr¥ sr¥ sr’ s |sr|ro|r7 |1 | r | r? 3|t | s
srd sr¥ srY sr¥ sr¥ sr’l s |sr|srdr> (o |7 | 1| r |r? |3 |t
st st srd sr9 sr’l s |sr|srdsrrt |3l 7|1 | r | 7?3
st srd srQ sr’l s | sr|srdsrdsrd 3|t |3 o7 | 1| r | r?
st sr9 sr’l s |sr|srysrdsrysror?|r3|r*|{r5 (e |7 | 1 | r
sr’l st/ s | sr|sr¥srdsrysrdsrd r | r2 |3t S| 7| 1
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Berdasarkan Tabel 3.18 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,z ¢,y (D16) Sebagai berikut

A

-
N

Gambar 3.32 Graf [},2 .y (D16)

Dari Gambar 3.32 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,z s, (D16) Sebagai

berikut

Wi

YY)

s

S r7

Gambar 3.33 Graf I},2 oy (D16)

Matriks distance D(I},z sy (Ds6) )dan matriks transmisi T, (1"<r2,sr>(D1e)) sebagai

berikut
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Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial
karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det (DL (Qrzm(DlG)) —AI).
Matriks D, (I}rz,sr)(Dm))—M akan direduksi untuk memperoleh polinomial
karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik Dy, (F(rZ,sr)(Dm)) sebagai berikut

p(A) & B _ (A-21)(1-23) _(/1—24)(/12—421+438) _ (A=22)(1-18)(1-24)
(22 /D( —22+41 )( (1-21)(1-23) )( A2—421+438 )

> (1—24)(12—38“354)) (_ (/1—15)(1—21)(,1—24)) (_ (1—24)(/12—34A+276))
(A-18)(1—22) A2-381+354 (A-21)(1—-15)

N\ (A—zo)(,l—12)(/1—24)) (_ (1—24)(/12—3oz+204)) (_ (1—24)(,1—19)(1—9))
A2-341+276 (1-20)(1-12) A2-301+204

B (,1—24)(/12—26A+138)) (_ (/1—6)(/1—18)(/1—24)) (_ (/1—24)(/12—22/1+78))

—~ ~~ N

(A1-19)(1-9) A2-261+138 (A-6)(1-18)
B (,1—17)(/1—3)(/1—18)) (_ (/1—24)(/12—1sa+24)) (_ (/1—16)(/1—24)/1)
A2-222+78 A-3)(A1-17) A2—-181+24

=A-24)"A-16)1
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen 1, = 24, 1, = 16,dan A3 =
0 dengan multiplisitas masing-masing m(4,) = 14,m(1,) = 1, dan m(4;) = 1.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3, ¢y (D16) adalah

EDL (I-Zrz sr)(D16) Z m(/l )M |

= (14-[24]) + (1-|16)) + (1-[0])
= 352

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

DL+(1—Zr2,sr)(D16)) = Tr(r(rz,sr)(Dlé)) + D(r(rz,sr)(Dle)) adalah
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r7 s sr sr?sr3srtsrd srésr’

T
1r221 2 1 2 1 2 11 2 1 2 1 2 1 27
r|1221 2 1 2 12 2 1212121
r?12 1221 212112121212
|1 2 122212 1221212121
r*l2 12 1221 2112121212
|1 2 12 1221221212121
2 12 12 122112121212
T oA o r’|1 212 12 12221212121
D, (F(rz‘sr)(Dlé)) Tsl1 2121 212221212121
srl2 1 2 1 2 1 2 1 1221 2 1 2 1 2
st?2l1 2 12 1 2 1 2 2 12212121
st3l2 121 2 1 2 112 122212 12
stl1 2 12 1 2 1 2 2 1 2 1221 21
st®l2 1 2 1 2 1 2 11 2 1 2 1221 2
STl NI 25 S 2SR 228 2 e, 2] 22 1
ST (R N ) B (R A TR R B A T, 291 22

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik

D} (I}rzm(Dm)) sebagai berikut

p(A7) = 22=1Y) (_ (A+—21)(A+—23)) <_ (/1+—20)(/1+2—46/1++526)>

—22+42% (At-21)(At-23)

(A+—20)(/1+ 26)(A+-22)
+2_462*+526

(At-26)(At-22)

< (a*—20)( /1+2—50/1++618)>

(At-20)(2+-23)(@A+-29)
A+ 501+ +618

(A+-23)(A+t-29)

(At-20)(a*-32)(1+-24)
A+? 542+ 4716

W 20)(A**-581%+820)

(2*-20)(2**-542% +716) )

(At-32)(1t-24)

(2*-20)(2** 62/1++930)>

A+t%—_581++820 (A+-35)(At-25)

(Aat-20)(2+-26)(2*-38)
A+ —621*+930

(/1+ 26)(1*+-38)

(At-20)(at-41)(2+-27)
A+2_66At+1046

(At=20)(1T-41)

< (a*-20)(2** 66/1++1046>

(a*—20)(2+* 70/1++1168)>

(- )
(- (-
(- )(-
( (2 —35)(/1"—25)(/1*—20))
(- )
(- )=
(-5

@t- 20)(/1+—23)(,1+—44))
At%_701*t+1168

= At =200 (AT —28)(AtT — 44)
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen AT = 44,13 = 28,dan AZ =
20 dengan multiplisitas masing-masing m(Af) = 1,m(13) = 1, dan m(A3) = 14.

Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2 ¢y (D;6) adalah
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ED} (Iir2on (D1)) me)w

=(1-]44]) +(1-128]) + (14-|20])

= 352.

Dari DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I3,z 5y (D25) di Grup

Dihedral yang telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.19 Tabel pola DLE dan DSLE pada komplemen graf subgrup I'¢-z ¢y (D2,)

D,, | n DLE DSLE

Dg | 4 80 = 8(10) 80
=2-4(3-4-2)

Dy, | 6 192 =12-16 192
=2:6(3:6—2)
=2l 18(3 18 =12)

D,, | n 2n(3n —2) = 6n® —4n 6n? — 4n

Teorema 4

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,7" 1, 5,571,572, ..., sv™ 1} dan
(r2,sry = {1,72,.., 7" 2, sr,sr3, ..., sr™ 1} subgrup normal dari D,, untuk
n = 4 dan n bilangan genap. DLE dan DSLE dari komplemen graf subgrup
Iiy2 5y(Dyy) dari grup dihedral D,,, adalah
EDy(Iy2,5ry(D2n)) = EDf (Iiy2,5)(D2n)) = 61 — 4n
Bukti:
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72, ..., ™1, 5,57, 512, ..., st 1} untuk

n = 3. Ambil (r?,sr) = {1,r?%,...,v"7 %, sr,s73,...,sr™ 1} subgrup normal dari

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



grup dihedral D,,,. Sesuai definisi graf subgrup dan komplemennya, maka diperoleh

graf I—Zrz,sr)(DZn) dan I—Zrz,sr)(DZn) yaitu:

r r:
! % iy '
. /(’

Sesuai langkah memperoleh matriks distance dan transmisi pada Teorema 3, maka

matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan D, (QrZ,sr)(DZn)) =

)

X

Gambar 3.34 Graf [},.2 ¢, (D5y) dan I,2 gy (Dyy,)

Ty (251 (Dan)) = D (Fiy2,51)(Dn) ) adialah

TZ

=
=fil

3n—-2

=7
=il
=il
=72

=7

-2

DL (I—Zrz.sr) (DZn)) =
1 r
1 3n-—-2 -1
r -1 3n—2
r? —2 —1
G -1 -2
| 2 -1
il -1 -2
s = —2
ST -2 —1
sr? -1 -2
sri -2 -1
sr2 1 =2
sriL -2 -1
Polinomial

det(DL (I}rzm(DZn))—/lI). Dengan eliminasi baris elementer pada

r rn—z
-1 -2
-2 -1
-1 -2
3n—2 -1

—.1 3n.— 2
-2 -1
-2 -1
-1 -2
-2 -1
-1 -2
_ 1
-1 -2

karakteristik

T S Sr
-1 -1 -2
-2 =2 -1
-1 -1 -2
—2 =2 il
S il —2
3n—2 —2 —il,
—2 3n—2 =1
—1 =1 3n—2
=2 -2 -1
-1 -1 -2
-2 -2 -1
-1 -1 —2
DL (F(rz,sr) (DZn))

ST ST
=il =7
=7) =il
=il 7
-2 =i
=il -2
=7 |
=7 -1
=il -2
BIET 2 -1
=1 3n—2
=2 -1
-1 -2
diperoleh

D, (QTZIST)(DZ,@)) — AI diperoleh matriks segitiga atas berikut

T 7,.2

105

Sr

-1
-2
-1
-2

-1
-2
-2
-1
-2
-1

dari

ST
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1 r 1"2 STn_l
1 r((3n—2)—2
0 _ (2-Gn-3))(2-(3n-1))
r -(3n-2)+1
r2 0 0 _ (A=3m)~(42~(6n-6)A+(9n?~18n+6))
(A-(3n-3))(21-(3n-1))
- : '  Geanamana
ST - 0 0 0 © 22-(2n-2)A+3nd

Maka det (DL (F(rz,sr)(DZn)) —/’lI) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari Dy, (I}Tz,sr)(DZn)), yaitu:

p(1) = 2(A1 — 2n)(1 — 3n)?"2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; = 0,4, = 2n, dan A; = 3n
dengan multiplisitas masing-maisng m(4,) = 1, m(1,) = 1, dan m(4;) = 2n —

2. Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,z oy (D,,,) adalah

ED, (QrZ,s)(DZn)) = m(A) || + m(A)[2;| + m(43)[45]
=1-|0|+1-|2n|+2n—2-|3n|
=2n+ 6n® — 6n
= 6n? —4n

Matriks distance signless Laplacian yang diperoleh dari perhitungan

D, ([Zrz,sr)(DZn)) =T, (I—Zrz,sr) (DZn)) +D (F(rz,sr)(DZn)) adalah

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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DZ(Qrz,sr)(DZn)) =
1 r r? r3 rn2 et s sr sr? sri3 sr™?2 srni
1 3n—-2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2
r 1 3n—2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1
r? 2 1 3n—-2 1 2 1 1 2 1 2 1 2
r3 1 2 1 3n—2 1 2 2 1 2 1 2 1
rn-2 2 1 2 1 3n—2 1 1 2 1 2 1 2
rn-t 1 2 1 2 1 3n—2 2 1 2 1 2 1
s 1 2 1 2 1 2 3n—2 1 2 1 2 1
sr 2 1 2 1 2 1 1 3n—2 1 2 1 2
sr? 1 2 1 2 1 2 2 1 3n—2 1 2 1
sr3 2 1 2 s 2 I 1 2 1 3n—2 1 2
sr? 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 o 3n—2 1
srtL 2 1 2 1 2 1 il 2 1 2 1 3n — 21

Polinomial karakteristik ~ Djf (Fy26y(D2y))  diperoleh  dari
det(D,f (Qrz,Sﬂ(DZn))—/l*I). Dengan eliminasi baris elementer pada

D} (I}sz(DZn)) — A* I diperoleh matriks segitiga atas berikut

il r # ST
3n—2)— 1
1 0 _ (A-3n—-3))(A-3n-1))
. —GBn-2)+1
5 (/1—(3n—4))—</12—(6n—2)/1+(9n2—6n—2)>
7 0 0
. (A—3n—3))(A-(3n—1))
J— (') (') (') L (A= (6n—4))(A—(4n—4)) (\— (3n—4)

A2 —(10n—10)A+(24n2—49n+24) ]

Maka det (Dzr (r(rz,sr)(DZn)) - /1+I) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D} (2,50 (Dzn) ), vaitu:
p(AY) =@A"—4n+ DAt —6n+ 4)(At —3n + 4)*"2
= (A" —(4n—-4)A" — (6bn—4))(A" — (3n —4))*"*
Dengan menetapkan p(1*) = 0 maka diperoleh Af = 4n — 4,13 = 6n — 4, dan
A =3n —4 dengan multiplisitas masing-masing m(Af) = 1,m(1}) = 1, dan

m(2A3) = 2n — 2. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,z 5y (D,,) adalah




EDI:I- (I—Zrz,sr) (DZn))

m@ADIAT |+ m@DIAZ] +m(A3)143]

A 4n—-4)D+@-|l6n—-4)D)+ 2n—-2-|3n—4|)
=4n—-4+6n—-4+6n>—8n—6n+8
= 6n% — 4n.
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3.5 DLE dan DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I,3,(D,) dari Grup

Dihedral

3.5.1 DLE dari Komplemen Graf Subgrup I ,3y(D,) dari Grup Dihedral

3.5.1.1 Grup Dihedral D,

Diketahui D,, = {1,7,72, ...,75,s,sr,s1?, ..., sr°}. Subgrup yang dibangun

oleh (r3) pada grup dihedral D, adalah {1,73}. Operasi unsur-unsur di D, yang

hasilnya berada di (r3) seperti pada tabel berikut

Tabel 3.20 Tabel Cayley Grup Dihedral D;,

° (N (TN Al G el T A A Br°
1 I Callaa®™ Wl ml G o o o 1
T2 S (5 AR PPN BINGEN RS2l STl st
T e SO PRy Fwbhd | A
N I R W | A A -2 R S R N | 72
T O O I | L a2 3N s s s s W F | sr
% | 251 TN PSR- _ar | SRS RSN NS oF > | s
s s Wy | 512 | stialest [ sr® | 1 TSI N Wt | S
S\ st | ST | srt | sr® | s | 22N r | r? | 3| rt
sra | Br? | srd | Srifst= s stCe i ke | 1 W | 2 | 3
sr3Wsie | srt | srd | S=1T%s% [ e |t | 54 A r | r?
sr* | sr*|sr®| s | sr|sr?|sr3| 2 |3 |t 5] 1 r
sr> | sr®| s | sr |sr?|sr3|srt| r | r2 | 73 | rt | > | 1
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Berdasarkan Tabel 3.20 dan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf

subgrup I3,3y (D;2) sebagai berikut

sr

(5]

Gambar 3.35 Graf I},.3,(D;,)

Dari Gambar 3.35 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,3y (D) sebagai

berikut

RIS
\\ng\\‘i,&‘\\!

N\ ‘—-_.\}3\',/ sr?

sr?

Gambar 3.36 Graf I3,3y(D;,)

Matriks distance D(Isy(D12)) dan matriks transmisi T, (I}rs)(Dlz)) sebagai

berikut
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—17
-1
-1
-1
-1

perhitungan
124

r2 3 r* 5 s sr sr?srdsr® sr®

1 r

sr sr? srd sr* sr®

120121111111

211011111111

121120111111

111111011211
S,

121
—1
-1
-1
-2
-1
12
-1

12
dari
=il
= i)
-2
—f
&)
12
-1
-1

=il
=il
=il
=il
12
-1
=14

7 G2 S GF i
-2

=il
=il
=il
12
=il
=il
-2
-1

S

=1l
=1l
12
-1
-1
=7
=
=1l

-1
13
i
=il
-1
-1
=il

yang diperoleh
-1

— 1
=7
ol
=]l
=il
=1l
=il
-1

=72
=1l
=1l
=il
=i
=1l
=1l
-

Laplacian
il
=il
=il
=il
L5
=il
=il
==

=il
=7
=il
=il
=]l
=1l
=1l
-1

12
=il
={l

S |l
sr?|-1

T, (rw)(plz)) -D (rw)(plz)) adalah
1
7,.5
S
sr =1
st |=1
srol—1

distance

101 1 2 111111 1 17
rit 0 2 11 2 1 11111

N N ¥ W
A R TS e

4111210 2111111
srf1 11111101121
sr?11 11111110 1 1 2
sr311 111112 11011
st*11 1111 1 1 2 1 10 1
sr°l1 1111111 2 1 1 0

S

N o n
o S

D(F(r3)(D12))
T, (I (D12))

ST
ST
ST
S

ST
I"(r3>(D12))—/11 akan direduksi untuk memperoleh polinomial

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial

Matriks
Dy (Iiry(Di12))

Dy (o) (Ds12))
karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det(DL (F(rs)(Dlz))—/ll).
Matriks Dy
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karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (F(rs)(Dlz)) sebagai berikut

p(1) _ _ _ A%-251+155) ( (A-13)(A-15)(A-10)\ [ (A-14)(4*-211+106)
(12 /1)( A-12 )( A2-251+155 )( (1-13)(A-10) )

( (A1-14)(A3-3512+3921— 1388)) (_ (/‘1—12)(1—14)(1—16)(1—6))
(A12-211+106)(1—15) A3-3512+43921-1388

( —18/1+66) (_ (/1—13)(/12—17/1+54)) (_ (/1—13)(/12—16/1+42))
(1-6) A2-181+66 A2—17A+54

( (A-14)(A- 12)(12—15/1+28)) (_ (1—14)(/1—12)(/12—14/1+14)) (_ /1(/1—14)(/1—12))
(A1-13)(A2-16A+42) (1-13)(A2-151+28) A2—141+14

=1(1—16)(A — 12)*(1 — 14)¢
Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen A; = 16,1, = 12,15 =
14,dan A, =0 dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 1,m(4,) =
4,m(A3) = 6,dan m(d3) = 1. Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,3y(D;,)

adalah

ED, (T (D12)) Zmu 1A

= (1-116]) + (4-[12]) + (6 |14]) + (1 -[0])

= 148.

3.5.1.2 Grup Dihedral D4g
Diketahui D;g = {1,7,72, ...,78,s,sr,sr?, ..., sr8}. Subgrup yang dibangun
oleh (r3) pada grup dihedral D;g adalah {1,73,7°}. Operasi unsur-unsur di D;g

yang hasilnya berada di (r3) seperti tabel berikut
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Dari Gambar 3.37 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3,3y (D,g) sebagai

berikut

l'A‘g :
. "1“\0‘
P :':Q‘!
XA
N ™

.

"}“{.i f/

ST

Gambar 3.38 Graf I3,3y(D;g)

Matriks distance D(I;,2(D;g))dan matriks transmisi T, (I}rs)(Dlg)) sebagai

berikut

D(I3y(D1g)) =

R R R R R R R RRRBRRAERNRRNRROS

RRPRRRRRRRRNRRNRRNOR S

=
N

R R R R Rl R R R NRRNDREONR

et renlr8ls st s srdsrisr sresrl st
2 il Il il il Bl gl LW 1l il 1 i
™ 1992 F1, S5 2%l 10 ST "SI0 O] TS
A7 1 SIWR 71 SIs ™1 5100 o T 0TS TR
G, i1 W 24 SCFLfil i@ 9 3 i i il
1 O ZeF ol L2 %l &% 1 dl 9 i i il
1w 0 1l ol L il il ol 3 i dl il
200 1 “S10 IR 1 i ST S S S R
1121 0 2 111111111
12112 0111111111
T T ] AT N () | M| S S ST R [ 18
e al=ml sl gl val Sl @ b ik o2 b ol ol
gl al b pab a9l abeal @ gl al 2l et
1111112110112 11
11111112 1101121
"] T ] S ) 0T ] 1 2
1111 11 211211011
1111 1112112110 1
111111112112 11 0J
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sr sr? srd srtsrdsr® sr7 sr®

2 r3rt S 6 7 8
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1
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N MmN ¥ 1N O N ©
T T U U S T N~ S S U G S S &
O S S S R - i~

Il

—

~

el

e

Q

—’

&

=

=

N—

-

=

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy (Urg)(Dlg)) =

T, (Ir2)(D1g) ) - D (Iiyy(Dsg) ) adalah

st sr2tsp3 sptsn® sre sy’ sré

1 7 72 7 @ 7P RS
98 — 19=10 =20 == 1= 2818 =18 ="18="=T] == == ="N=11 =i 7

=l 2007 1 Bl =) A =il B2l il =il =1l =il =il =i =Ig&=1}

L =2 Y =il ragdl =i =p) P il =il =il =i =i =i ==
- o I=TRRI0 Sl il =7 =ige-il =il =gl =il =il =il =il =i ==y
il Il =2 JiL V) =) =11 Sl Brg—l =l il =il =il =il =i =-a0
il =7 =ilgriey? ) —iF=7 il =il =gt @il =il =il =il =il =1 -0
SV i =7 il =il 1) il il =il = =1l =1l =1l =il =il =40 X
it =il =7 =il HREpF —il A1) @i =il g =il =il =il =il =il ol G

= NG SAPEAF =N TR g NER— =1l =7 =il =il =7 B e

A =7 =ilggil gl il =7 PR =i} =il =il =il =il =il o K

=il =il =il =il =il Sl =il =il =il =72 =il =il=7) =il S R e |
=il =ik Sl =il =il =il =il =il =il =TE =7 il =il =77 gl Sl W R |
I R e S RS R SIS IRES SRR 7S &2 —1 —1 19

1

~

2
B]
4
5]
6
7

R T

T8
S

Dy (F(r3)(D18))

§7 ||=18=1 =il =il Fil =il EEHl =il =119 =il =il =2 =il =Ii-/A\

sr’[-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-119 -1-1-2-1-1-2
sr3/-1 -1-1-1-1-1-1-1-1-2-1-119 -1 -1 -2 -1 -1
srl-1 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-2-1-119 -1 -1 -2 -1
sr®-1 -1 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-2-1-119 -1 -1 -2

S
ST
sré

Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial

karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det(DL (1“<r3>(D18))—/11).

Matriks Dy, (Qrs)(Dls))—AI akan direduksi untuk memperoleh polinomial

karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D, (I’(rs)(Dls)) sebagai berikut
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p(1)

21%2—391+379 (A—22)(A—17)(A—20)
- (19-2)(- )(-
( ) 1-19 ( 21%2-391+379 )

(A-21)(A%- 351+302)) (_ (A—21)(A3—56AZ+1029/1—6190))
(A-17)(A1-20) (A2-351+302)(1-22)

(1-23)(1-13)(1-19)(A- 21)) (_ (/1—21)(12—301+213))
A3-56124+10291-6190 (A-13)(1-19)

(1-21)(13-521%2+8581— 4419)) (_ (1—24)(1—18)(/1—9)(1—21))
(1-21)(A2-30A+213) A3—-5212+8581-4419

A2 —28/’L+162)( (/1—20)(,12—27/1+144))
A2-282+162

A2—272+144 (A1-20)(A2-26A+126)

(A1-21)(1—19)(A3—431%2+5421— 1638))
(1-20)(13-4412+5811-2016)

- 21)(/1 19)(/12—22/1+63)) (_ (;1—18)(;1—21)(,12—21,1+42))

—4312+5421—-1638 (A-19)(12-221+63)

(1-18)(1—21)(A%-20A—- 21)) (_ /1(,1—18)(/1—21))

(A1-19)(12-211+42) A2-201+21

(-
(-
(-
(-

(1-20)(1%>-261+126) (1-21)(13-441%+5811-2016)
i )(- )
(-

S
(-
=1

(A —24)(1 — 18)*(1 — 21)*2
Dengan menetapkan p(A) = 0, diperoleh nilai eigen A, =24, A, = 21,43 =
18,dan A, =0 dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 1,m(4,) =
12,m(A;) = 4, dan m(43) = 1. Maka DLE dari komplemen graf subgrup

I3y(D;g) adalah

ED, F(r3)(D18) Z m(4;) |4

=(1-124D + (12 - |21 + (4-[18]) + (1 - [0])

= 348.
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3.5.1.3 Grup Dihedral D5,
Diketahui anggota grup Dy, = {1,7,72%,..,r11, 5,57, 572, ..., 5111},
Subgrup yang dibangun oleh (r3) pada grup dihedral D,, adalah {1,73,7°,1°}.

Operasi unsur-unsur di D,, yang hasilnya berada di (r3) seperti pada tabel berikut
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Dari definisi graf subgrup, maka diperoleh graf subgrup I7,3y (D,4) sebagai

berikut

Gambar 3.39 Graf I},.3,(D;4)

Dari Gambar 3.39 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I7,3y (D,4) sebagai

berikut

Gambar 3.40 Graf I,3,(D,4)

Matriks distance D(I;,3y(D4)) dan matriks transmisi T, (I“(rs)(D24)) sebagai

berikut
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Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan Dy, (F(r3>(D24)) =

D(I3y(D24))
T, (1?7‘3)(1)24))

T, (I"(r3>(D24)) ) (Qrs)(D24)) adalah
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Setelah mendapatkan matriks distance Laplacian maka dicari polinomial
karakteristik dari matriks tersebut dengan rumus det(DL (Qr3>(D24))—/11).
Matriks Dy, (l}rg)(D“))—/U akan direduksi untuk memperoleh polinomial
karakteristik. Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial
karakteristik D, (Qrs)(D24)) sebagai berikut

p(A)

I ST 501 (A—24)(A—17)(A—29)
- (o6 (~F=Smaony
( ) 1-26 ( 21%2-531+701 )

(1-28)(A%- 49)l+596)) (_ (/1—28)(/13—77/12+1960/1—16480))
(A=27)(1-24) (A2-491+596)(1-29)

(A1-26)(1—28)(1-30)(A1— 20)) (_ (/1—28)(/12—44/1+472))
A3-77124+19601—-16480 (1-20)(1—-26)

(1-28)(A3-732%+17331— 13316)) (_ (/1—25)(/1—16)(/1—28)(1—31))
(1-30)(12-441+472) A3-7312+17331-13316

(1-16)(1—25) (1-31)(12-391+356)

A- 12)(A 24)(1-28)(A- 32)) (_ /12—38/1+300)

—6942+15041-10160 A-12

(-
(-
(-
( A- 28)(12—39A+356)) (_ (,1—28)(13—69AZ+1504A—10160))
(-
(-

A- 27)(12—37A+276)) (_ (/1—27)(/12—36A+252))

A2-381+300 A2-371+276
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(1-28)(13-611%2+11361— 5880))
(A-27)(A12-361+252)

(1-28)(1—26)(13-601%24+10841— 5208))
(A-28)(A13-6112+11361—-5880)

—-6012+10841-5208 (A-26)(A12-321+168)

(A1-25)(A— 28)(/13—55/12+864/1+2856))
(A-26)(13—-5612+916A1+3528)

(-
(-
( a- 28)(/1 26)(/12—32/1+168)) (_ (/1—28)(/13—56/12+916/1+3528))
(-
(-

(A1-25)(A— 28)(/12—28/’L+84))
A3-5512+8641—-2856

= A1 —32)(1 —24)*(1 — 28)18
Dengan menetapkan p(4) = 0, diperoleh nilai eigen A; = 32,1, = 24, dan A3 =
28 dengan multiplisitas masing-masing m(4;) = 1, m(4,) = 4, dan m(4;) = 18.

Maka DLE dari komplemen graf subgrup I3,sy(D,,) adalah

ED, (I (D20)) Z m@)I|

=(1-132]) + (4-|24]) + (18-28|)

= 632.
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Dari DLE pada komplemen graf subgrup I3,sy (D) di Grup Dihedral yang

telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.23 Tabel pola DLE pada komplemen graf subgrup Iz, (D2,)

D,, | n DLE
14-6 — 10
Diz | 6 148 = 6 (T)
_14(6)* — 10(6)
B 3
14-9-10
Dig |9 348 =9 (T)
_14(9)* — 10(9)
¥ 3
14-12—-10
D, | 12 632 = 12 <f)
_14(12)* — 10(12)
| | 3
Dy, | n 14n — 10 14n% — 10n
"( 3 ) - 3

Teorema 5

Misalkan grup dihedral D, = {1,7,7?,..,v"* 1 s,sr,sr?, .., sr™ 1} dan
2n

(r3) = {1,r3, ...,v™" 3} subgrup normal dari dari D,, untuk n >6 dan n

bilangan kelipatan 3. DLE dari komplemen graf subgrup I7,.3y(D,,) dari grup

dihedral D,,, adalah

ED,(I;3)(D2n)) =

14n? — 10n
3

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



123
Bukti:
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%, ..., 7" L, 5,571,572, ...,st™ 1} untuk n
kelipatan 3 dengan n > 6. Ambil (r3) = {1,73, ..., 3} subgrup normal dari D,,,.
Sesuai definisi graf subgrup dan komplemennya, maka diperoleh graf I},3y(Dy,,)

dan I},3y(D,y) Yaitu:

Gambar 3.41 Graf [,.3,(Ds,) dan [;;3y(D2y)

Sehingga diperoleh matriks distance dari I7,.sy(D,,) sebagai berikut

I 72 ro 4™ St sy srsre o s csr L
1 70 1 1 2 iy < N B 11
Dl il 4 i T 3r il
r2 11 2 0 1 r {1t 1 0 1 4
B2 110 111111 o i
m2(1 1 2 1 0 2 1 a8 1 W1
A% WA 2 1 1 2 0 d\S1 1 11
D(ly3)(Dan)) = s A1 LDaepl Iy ™ 1 2 11
st |11 1 1 111011 2 1
sr2 |11 1 1 11110 1 1 2
sr3 |1 1 1 1 112110 11
st 201 1 1 1 i 11 2 1 1 0 1
sttt 1 1 1 11112 1 10

dan matriks transmisi I3,y (D) adalah:
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Tr (I—Zr3)(D2n)) =
1 r r? r3 rn? rnt s sr sr? sré v STT2 gyl
1 (7n—-2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r 0 n—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r? 0 0 n—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r3 0 0 0 n—2 0 0 0 0 0 0 0 0
rn-2 0 0 0 0 n—1 0 0 0 0 0 0 0
rn-t 0 0 0 0 0 n—1 0 0 0 0 0 0
s 0 0 0 0 0 0 n—2 0 0 0 0 0
Sr 0 0 0 0 0 0 0 n—2 0 0 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0 n—2 0 0 0
sr3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 n—2 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . In—2 0
sr*tL o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7n — 21

Matriks distance Laplacian yang diperoleh dari perhitungan D, (Qr3>(D2n)) =

3 (F(rz)(DZn)) ) (ara)(um)) adalah

1 7 77 7 il By s 7 St sr® .. sr? st

1 7n-—-2 -1 -1 =2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 7
r -1 n—1 -2 -1 -1 =2 -1 -1 -1 -1 -1 -1
r? -1 =2 n—1 -1 =2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
7 -2 -1 -1 n—2 .. -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
e -1 -1 -2 -1 w. n-—-1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1
P -1 -2 -1 -1 -2 n—1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
s -1 -1 -1 -1 -1 -1 n—2 -1 -1 -2 -1 -1
Sr -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 n—2 -1 -1 -2 -1
sr? -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 n—2 -1 -1 -2
b7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 =2 = -1 -1
sr?| -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 e Tn—=2 -1

syl —1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 7n — 24

Polinomial karakteristik DL(I”(rz)(DZn)) diperoleh dari

det(DL(I“(rg)(DZn))—AI). Dengan eliminasi  baris elementer pada

D, (Qr3>(Dzn)) — AI diperoleh matriks segitiga atas berikut
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1 T r? st
\3 J
1 A%— En—3)/1+2nz—7n+1
0 _ 3 18
r 1-Cn-2)
TZ 0 0 _ (l—(gn—l))(l—(§n+1))(l—(§n—4—))
X Az—(;—4n—3)l+§n2—7n+l
» : : :
srh . . 0 B A(A—Gn))(l—(zn))

/12—(2n+2)/1+§n ]
Maka det(DL (Qrs)(DZn))—AI) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari Dy (I}Tg)(DZn)), yaitu:
8 7 2n—6
3 = A(/l —gn) (A — 2n)* (,1 —gn)
Dengan menetapkan p( A) = 0 maka diperoleh 4, =0, 1, = gn, A3 = 2n, dan

Ay = %n dengan multiplisitas masing-maisng m(4;) = 1,m(4,) = 1, m(4;3) =

4,dan m(4,) = 2n — 6. Maka DLE dari komplemen graf subgrup Ii,2y(Dyy,)
adalah

ED, (Qr3>(92n)) = m(A)|4 ] + m(22)| 22| + m(23)143] + m(43)]45]

= (- 1o+ (1- [2n]) + @+ 20D + (@n - 6) - [2n])

8 14
=§n+8n+?n2 — 14n
__14n®*-10n

- 3
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3.5.2 DSLE dari Komplemen Graf Subgrup I'(,3y(D,) dari Grup Dihedral

3.5.2.1 Grup Dihedral Dg

Diketahui D;g = {1,7,72, ...,78,s,s7, 5712, ..., sr®}. Subgrup yang dibangun
oleh (r3) pada grup dihedral D;g adalah {1,73,7°}. Operasi unsur-unsur di D;g
yang hasilnya berada di (r3) seperti pada tabel sebelumnya. Dengan cara yang

sama pada sebelumnya diperolen matriks distance signless Laplacian

D" (Itr3y(D1g)) = Ty (Iir3y(D1g)) + D (I3 (D1g)) Yaitu
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Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial karakteristik
D; (ar3>(1)18)) sebagai berikut

p(A%)

= (19— 1Y) (—

/1+2_39/1++379) (A*—18)(a+*~412*+416)
At-19 A+2-391+4379

2
(,1+—17)(,1+2_43,1++458) (/1+—19)(/1+3—62/1+ +1267/1+—854-6)

ti-412t+4a16 (A+—18)(/1+2—43/1++458)

(/1+—17)(/1+—19)(/1+2—46/1++517) (/1+—17)(/1+2—48/1++563)

2 2
A*3-6217 +12671t—8546 At —461T+517
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(/1+ 19) /1+3 661 +14122%— 9825)

(1t— 17)(/1+ 48/1++563)

+2_511+626

2 2
@710 - 19)(/1+ 51/1++626) 23702 +158617-11708
—66A+ +14122t-9825

@ 18) /1+3 71/1+2+1628/1+—12148)>

+3_702* +15861t—11708

G- 18) z+3 72,1+2+1670,1+—12588)
A3 —7117%+16281+-12148

AP 18)(&*3 721+2+1670/1+—12588)

2
(,1+—21)(,1+ 19)(1*4 93z+ +31564" —46626,1++254132>

3 2
(at- 18)(;1+ —932% +30971" —454721++246652>

2

@@= 19)(A+3 76/1+2+1847/1+—14534)>
93A+ +31561T —4662611+254132

_@-20@- 17)(a*° - 77a+2+1886a+—14908))

(1t - 19) /1+3 76/1+z+1847/1+—14534)

@200t~ 17)(A+3 78/1+2+1925/1+—15282)>

(rt- 19)(A+3 77/1+2+1886A+—14908)

3 _781t%+19251—15282

( ar-17)(at - 19)</1+4 931" +3097/1+2—45472/1++246652>

(;1*—20)(1+ 17)(/1+2 601*—824))

= (1* — 16)(A* — 38,7178)(At — 21,2822)(A+ — 20)3 (1" — 19)*
(At —17)®
Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen A7 = 38,7178,A% =
21,2822,A% =19,AF = 17,Af = 20,dan A} = 16 dengan multiplisitas masing-
masing m(A7) = 1,m(A3) = 1,m(Ad) = 4,m(Af) =8,m(A}) =3, dan

m(A¢) = 1. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,sy(D;g) adalah
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Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial

karakteristik D} (arz)(DM)) sebagai berikut

p(1) — (26— (_ ,1+2_531++701) (_ (/1+—25)(/1+2—55/1++752)>

At—26 A% 531+ +701

2
(1*-24)(2**-572* +808) ()l+—26)</1+3—83)1+ +2282)l+—20796)
B A+2_551++752 - (/1+—25)(/1+2—57/1++808)

2
+3_g32+” 122821+ -20796 A+t“—-601%+888

(/1+—26)(/1+—24)(/1+2 601++888)> <_ (/1+—24)(/1+2—62/1++948)>

5™ 24)(/1+2 62114948

2
+3_g7a+” 124831+ -23286 A+t —6511+1032

(2 —24)(A+—23)(/1+ 65/1++1032><

(a*-24)(2* —67/1++1o96)>

(A+—26) A+ -912% +26821+—25672)

(a+- 26) A+ -871% +2483A+—23286>

¢ 24)(A+2—67A++1096

(a*-22)(2* - 26)(/1Jr 701++1184>< /1+3—96/1+ +2992/1+—30440>

—91/1+ +268211-25672 +2_702*+1184

(2 —25) )l+ -974* +3050/’l+—31280)
+3_962+" +29921+~30440

97){" +30501%t—-31280

3 2
(2 —24) A+ 1251+ +57381F —115160)L++855280)

a+- 25)(1"' —-98/1"' +3108A%— 32120)

2
(2 —26)(/1+—24)</1+ _1264* +58201+ —117392/1++875440>

2
a+- 25)<,1+4 1252+ 457381+ —115160/1++855280>

2

(A+-26)(a+- 24)(/1+3 ~1024+% 433524+ - 35824))
+* 1262+ +58201+ —1173921++875440

2
(At- 24) /1+4 1301+ +61882* —128560)L++987408>

a+- 26)(/1+3 102A+2 433521+ — 35824-)

v
§
&3
5
5
S
( (* —zs) ~oe1*’ +31082+-32120)
-
S
o
[
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2
(A+—27)(A+—24)<A+4—131A+ +62701% —13079ZA++1007568>

2
at+- 26) A+4 1301"‘ +61884% —1285601++987408>

2

()L+—27)(A+ 24)(A+3 106A* —35961"'—39528)
+4_1312+" +62702+ —1307921++1007568

(ar- 27) ,1+ —106A7" —3596/1+—39528)

2
( t—24)(at- 28)<A+ —-1082" +3704,1+—40968)>

2
(at- 27) —-1072" —3650/1++40248)

( (at-28)(at— 24)(/1+ —-107a" —3650/1++40248)>

@29~ 28)(/1+ 82/1++1544)
—108/1+ +370411—40968

= (At — 22)(A* = 52,7047)(A* — 29,2953)(1* — 28)3(A+ — 26)°

(/1+ _ 24)12

Dengan menetapkan p(A*) = 0, diperoleh nilai eigen A = 52,7047, =

29,2953, A% = 28, A = 24,Af = 22,dan A = 26 dengan multiplisitas masing-

m(A}) = 1L, m(A3) = 1, m(A3) =3, m(A;) =12,m(A5) =1,  dan

m(A§) = 6. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I3,sy(D,,) adalah

£D} (I (020)) Zmu*)w

= (1-152,7047) + (1-129,2953|) + (3 - 128]) + (12"
124]) + (1 -[22]) + (6 [26])

= 632.
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3.5.2.3 Grup Dihedral D3,
Diketahui D3y = {1,7,72,...,v¥, 5,571,572, ...,sr1*}.  Subgrup yang
dibangun oleh (r3) pada grup dihedral D3, adalah {1,73,7%,7° r'2}. Operasi

unsur-unsur di D5, yang hasilnya berada di (r3) seperti tabel berikut
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leh graf subgrup I7,3 (D30) sebagai berikut

ipero

f subgrup, maka d

inisi gra

Dari def

3)(D30)

42 Graf I,

Gambar 3
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Dari Gambar 3.42 dapat diperoleh komplemen graf subgrup I3y (D3) sebagai

berikut

3)(D30)

Gambar 3.43 Graf I,
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Matriks distance D(I3,3)(Ds))dan matriks transmisi T, (Qrs)(Dgo)) sebagai

berikut
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perhitungan

Laplacian yang diperoleh dari

signless
T, ([r3y(Dsp)) + D(I3r3y(Dsp)) adalah

distance
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D, *(Fy3y(D30))
1

D" (r(r3)(D30)) =

Matriks

+
2 =

33,dan A7 =31 dengan multiplisitas

5=

0, diperoleh nilai eigen Af =28,1
+

36,14

+

4

Dengan cara yang sama pada sebelumnya diperoleh polinomial
(At —33)8(At — 31)1°6
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p(At) = (A* — 28)(A+ — 52 — 6V6) (A" — 52 + 61628) (A+ — 36)°
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masing-masing m(47) = 1,m(A3) = 1,m(A¥) = 1,m(A}) = 3,m(a}) = 8, dan

m(A§) = 16. Maka DSLE dari komplemen graf subgrup I7,-sy(D3,) adalah

karakteristik D} (I“(rs)(D30)) sebagai berikut

Dengan menetapkan p(1*)
6v6,13 = 52 + 61628, 1



ED; (Iirs) (Ds0))

Z MDA
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=(1-128D)+(1-]52—-6V6|) +(1-]52+6v6])+ (3"

=1000.

136]) + (8-(33]) + (16 - |31])

Dari DSLE pada komplemen graf subgrup I3,sy (D) di Grup Dihedral

yang telah ditemukan, dapat dilihat pada tabel berikut

Tabel 3.25 Tabel pola DSLE pada komplemen graf subgrup I3;2y (D2;,)

Teorema 6

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7r,72,...,7"" 1,5, s1, 572,

(r3) ={1,r3,

D,, | n DSLE
14-9-10
2iah 348 =9 (T)
_ 14(9)? —10(9)
| 3
14-12 - 10
D4 | 12 632 = 12 (T)
_14(12)% — 10(12)
B 3
1 14-15—10
Dy | 15 1000 = 15 <#)
_ 14(15)% — 10(15)
, 3
105092

il

3

14n — 10) ” 14n? — 10n

3

sr™ 11 dan

, 773} subgrup normal dari D,,, untuk n > 9 dan n kelipatan

3. DSLE dari komplemen graf subgrup Ii,sy(D,,) dari grup dihedral D,

adalah



14n? — 10n

ED; (I (Do) = ——

Bukti:
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Misalkan grup dihedral D,, = {1,r,7%, ..., 1, s,s7r,s72,...,sr™ 1} untuk n

kelipatan 3 dengan n > 9. Ambil (r3) = {1,73, ..., 3} subgrup normal dari D,,,.

Dengan cara yang sama pada sebelumnya dapat diperoleh matriks distance signless

Laplacian I3;,3y(Dy;,) Yaitu

+ A
DL (F(r)(DZn)) -
i 7 T 7 i A s sr S sr3
B 1 n—1 2 1 1 4 1 1 1 1
i~ 1 2 n—1 1 2 1 1 1 1 1
73 2 1 1 n—2 il 1 1 1 1 il
A= 1 1 2 1 n—1 2 1 1 1 1
=t il 2 1 1 2 n-—1 1 i 1 1
S i 1 1 1 1 1 n—2 1 i 2
Sr 1l 1 1 1 1 1 iy n—2 il 1
i 1 1 1 1 1 1 1 1 n—2 1
i 1 1 1 1 1 1 2 1 1 n—2
Sk 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
Srdant 1 1 1 1 1 i il ! 2 1

Polinomial karakteristik ~ Dj (Iy3y(D;,))  diperoleh

det(D{ (Qra)(DZn))—/ﬁI). Dengan eliminasi  baris elementer

Dy (1“<r3>(D2n)) — A*I diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 r 7 syt
7
(Gn-2)-2
1 22-(2n-3)2+ 202 -7n+1
. NS o
2 0 . (A—(én—.@))(ﬂ—(—%nz+10n—31)/1—%n2+147n—844)

58
AZ—(%n—3)ﬂ+Enzf7n+l

srit

0 0 0

- Tn—2 1

_ (1= (20-4)) (3 (En-0)) (2—(Enm6) 222 S0ns2)

n-2 n-1

sr

=
=

B
[SEN N QUGN NN

1 7n — 2

dari

pada

@)

Maka det (Dzr (I’(rs)(DZn)) —A*I) merupakan perkalian unsur-unsur diagonal

utama matriks segitiga atas tersebut. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik

dari D} (I“(r3>(D2n)), yaitu:
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p(/1+)=(/1—(2n—2))( ( n— 6)/1+(224 2 — n+1))</1_

n-a

) (- Gra) ™ (- G0

Dengan menetapkan p(A*) = 0 maka diperoleh A7 = 2n — 2,1} = (11

3

n? ——TL+1/1+_(11 —3)+ n2 —in+ 1,25 =n—-42t =In-
\ 3 \ 3 3 3

4,dan A} = gn — 4 dengan multiplisitas masing-masing m(1) = 1,m(A}) =

n-3)-

1,m@%) =1,m(A}) = 3,m(A) ==n—2,dan m(4¢) = n — 4. Maka DSLE

dari komplemen graf subgrup I7,3y(D,,,) adalah

ED; (Iiry(D2n)) Zm@ I

:(1-|2n—2|)+<1- (13—1n—3)—\/m‘>+
<1- (%n—3)+\/m‘)+(3-|gn—4|)+
(Gr=2) En=a])+ (G- Fn=e)

14n%-10n
3

3.6 Perhitungan Energi dalam Pandangan Islam

Anjuran tolong menolong antar sesama manusia dalam firman Allah Swt
surat al-Maidah ayat 2 telah dijelaskan dalam Bab II, di mana Allah Swt
memerintahkan kepada hamba-Nya untuk saling tolong menolong dalam kebajikan
dan tagwa. Berdasarkan penjelasan ayat ¢33 ﬂ\ o 1533835 “Dan rolong
menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa " di dalam tafsir Al-

Qurtubi bahwa Allah Swt menganjurkan saling tolong menolong dalam kebajikan
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yang disertai dengan ketakwaan. Karena dengan ketakwaan akan menghadirkan
keridhaan Allah. Selain itu Al Mawardi berkata bila terdapat keridhaan manusia
dalam mengerjakan kebajikan dan disertai keridhaan Allah Swt maka sempurnalah
kebahagian dan nikmat akan diluaskan oleh Allah Swt. Ini menunjukkan bahwa
saling menolong antar sesama manusia dalam hal kebajikan dan takwa sangat
penting dilakukan.

Dengan meneladani anjuran di dalam al-Quran untuk saling tolong
menolong dalam hal kebajikan tersebut, maka bagi peneliti salah satu bentuk
menolong atau memudahkan urusan orang lain adalah menentukan nilai energi dari
beberapa graf yang akan dipolakan, di mana pola tersebut menjadi suatu rumus
yang disertai bukti. Langkah pertama dalam menentukan energi dari suatu graf
adalah menggambar grafnya terlebih dahulu. Gambar graf tersebut diperoleh dari
perhitungan operasi komposisi antar anggota suatu grup. Jika hasil komposisi
tersebut adalah anggota subgrup, maka dua titik yang dikomposisikan dapat
digambarkan graf yang terhubung. Sebaliknya, jika hasil komposisi bukan anggota
subgrup, maka dua titik yang dikomposisikan tidak digambarkan graf yang
terhubung. Selanjutnya dari gambar graf tersebut dapat diperoleh matriks.

Matriks pertama yang harus diperoleh adalah matriks distance. Dalam
menentukan matriks distance peneliti harus mengetahui panjang lintasan terpendek
dari setiap titik pada suatu graf. Matriks-matriks distance dari beberapa graf dapat
dipola umumkan. Begitupula dengan matriks transmisi, distance Laplacian, dan
distance signless Laplacian.

Berdasarkan matriks dari suatu graf tersebut dapat diperoleh suatu nilai

eigen berbeda dan multiplisitas masing-masing dari nilai eigen. Setelah nilai eigen
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dan multiplitasnya diperoleh, maka dapat ditentukan nilai energi suatu graf dengan
penjumlahan setiap nilai eigen berbeda yang dimutlakkan dengan dikalikan
multiplisitas masing-masing. Oleh karena itu, nilai energi dari beberapa graf yang
telah diperoleh dapat dirumuskan.

Dengan demikian, berdasarkan surat al-Maidah ayat 2 mengenai anjuran
untuk saling tolong menolong dalam kebaikan, kita bisa melihat bahwa Allah Swt
selalu memudahkan jalan hamba-Nya untuk saling tolong menolong sesuai dengan
kemampuan masing-masing. Sebagai seorang hamba dengan kewajiban untuk terus
memperbanyak pahala dari Allah Swt, maka sepatutnya melaksanakan setiap
anjuran didalam al-Quran, termasuk ahli matematika dalam menentukan suatu

rumus energi dari suatu graf yang dapat diterapkan dalam bidang teori graf aljabar.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan maka dapat diperoleh kesimpulan beberapa pola
umum DLE dan DSLE dari komplemen graf subgrup (r), (r?), (r?, s), (r?, sr), dan
(r3) dari grup dihedral D,,,.

1. DLE dari komplemen graf subgrup (r), (r2), (r?,s), (r?, sr), dan (r3) dari grup
dihedral D,,, adalah.

a. DLE dari komplemen graf subgrup I3;y(D,y,) untuk n > 3 dan DLE dari
komplemen graf subgrup I,z 5, (D2n), {2 ¢y (D2n) Untuk n = 4 dengan n
bilangan genap adalah
ED (Iir)(D2n)) = EDy(Iy2,5)(D2n)) = ED, (L2 5r) (Dan)) = 6n° — 4n

b. DLE dari komplemen graf subgrup [i,2y(D,y) untuk n >4 dengan n
bilangan genap adalah

ED,(T;r2) (D)) = 512 — 4n

c. DLE dari komplemen graf subgrup [i,3(D,y,) untuk n > 6 dengan n

kelipatan tiga adalah

14n? — 10n

ED,(Ffys)(Dzn)) = —3

2. DSLE dari komplemen graf subgrup (r), (r2), (r2,s), (r?,sr), dan (r3) dari

grup dihedral D,,, adalah
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a. DSLE dari komplemen graf subgrup I7,y(D,y) untuk n = 3 dan DSLE dari
komplemen graf subgrup I3,z ,(D2n), I{y2 5y (D2n) Untuk n = 4 dengan n
bilangan genap adalah
ED} (I (Dz0)) = ED} (Ty25)(Dan)) = EDJ (yz,57) (D3)) = 6n% — 4n.
b. DSLE dari komplemen graf subgrup I3,2y(D,,) untuk n =4 dengan n
bilangan genap adalah
ED; ([y2y(Dan)) = 5n2 — 4n
c. DSLE dari komplemen graf subgrup I3,sy(D,,) untuk n =9 dengan n

kelipatan tiga adalah

14n% — 10n

EDZ([Zﬂ)(DZn)) . 3

4.2 Saran

Penelitian ini hanya menentukan energi dari komplemen graf subgrup dari
grup dihedral untuk subgrup normal (r), (r?),(r?,s), (r?,sr), dan (r3). Penelitian
selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait energi dari komplemen
graf subgrup dari grup dihedral untuk subgrup normal yang lainnya atau dari grup

lainnya.
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