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ABSTRAK

Purnamastuti, Evana Dyah. 2019. Keterbatasan Perumuman Operator Integral
Fraksional pada Ruang Morrey Kilasik. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. (1) Ach.
Nashichuddin, MA.

Kata kunci: keterbatasan, perumuman operator integral fraksional, ruang Morrey
Klasik.

Perumuman operator integral fraksional pertama kali dipelajari olen Nakai
pada tahun 2001. Selanjutnya kajian tentang Fractional Integral Operator and
Olsen Inequality in the Non-Homogen Classic Morrey Space telah dilakukan oleh
Utoyo, dkk pada tahun 2012. Kemudian kajian tentang keterbatasan perumuman
operator integral fraksional di ruang Lebesgue pada ruang kuasi metrik tak
homogen telah dilakukan oleh Utoyo pada tahun 2016. Ruang Lebesgue merupakan
bentuk khusus dari ruang Morrey Klasik. Perumuman operator integral fraksional
dikatakan terbatas jika terdapat C > 0 sedemikian sehingga ||[T(f): Y| < C||f: X||
untuk setiap f € X. Pembuktian keterbatasan pada penelitian ini menggunakan
ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev (H-L-S) dengan memanfaatkan fungsi
maksimal operator dan ketaksamaan holder.

Perumuman operator integral fraksional merupakan bentuk pengembangan
dari operator integral fraksional jika untuk p(t) =t% dimana 0 <a<n
sedemikian sehingga operator I, = I,. Perumuman operator integral fraksional
dalam penelitian ini dinotasikan sebagai I, f (x): = X”éf;—’;;ﬁ)f(y)dy(y).

Tujuan penelitian ini adalah menentukan keterbatasan perumuman operator
integral fraksional pada ruang Morrey Klasik. Selanjutnya diperoleh suatu teorema
yang menyatakan bahwa perumuman operator integral fraksional terbatas dari

sA
LP % (X) ke L9%2(X) dan juga terbatas dari LPA(X) ke L%(X). Metode penelitian
yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (library
research). Hasil penelitian ini adalah:
Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey
Klasik terbatas pada

1. LP’MTl(X) ke L9%2(X)

2. LPA(X) ke L9*(X)

Pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat dilanjutkan ke ruang yang lebih luas
yaitu ruang campanato.
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ABSTRACT

Purnamastuti, Evana Dyah. 2019. Boundedness of the Generalized Fractional
Integral Operator on Classic Morrey Spaces. Thesis. Mathematics
Department, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik lbrahim
State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Hairur Rahman, M.Si. (1)
Ach. Nashichuddin, MA.

Keywords: Boundedness, Classic Morrey Spaces, Generalization Fractional
Integral Operator

Generalization of the fractional integral operator were first published by
Nakai in 2001. Furthermore, studies of boundedness of the fractional integral
operator and Olsen Inequality in the Non-Homogen Classic Morrey Space has been
carried out by Utoyo, et. al. in 2012. Then, the study of limitations of the
generalization of fractional integral operators in the Lebesgue space in quasi-
homogeneous quasi-metric spaces was carried out by Utoyo in 2016. Lebesgue
space is a special form of the Classic Morrey space. Generalization of the fractional
integral operators is called to be limited if there is C > 0 such that ||T(f): Y]] <
Cl|f: X|| for every f € X. The proof of limitation in this case using the Hardy-
Littlewood-Sobolev inequality (H-L-S) by utilizing the maximum operator function
and the inequality of the holder.

A generalization of the fractional integral operators is a form of
development of fractional integral operators if for p(t) = t* where 0 <a<n
such that I, = I,. The generalization of fractional integral operators in this study is

p(8(x,y))

denoted by I, f (x): = [, Zo=5 f (M du().

The purpose of this research is to determine the limitation of the
generalization of fractional integral operators in the Classic Morrey Space.
Furthermore, a theorem is obtained which states that the fractional integral operator

is limited from L”'SATl(X) to L9%2(X) and also limited from LPA(X) to L9*(X). The
research method that used in this research is library research method. The results of
this study is:

The limitations of the generalization of fractional integral operators in the
Classic Morrey space are limited to

sA
1. LP7n (X) to L9%(X)
2. LPA(X) to LTA(X)
In further research, it is expected that it can be proceed to a wider space, namely
the campanato space.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Operator adalah suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke ruang
bernorma yang lain. Misalkan X dan Y ruang bernorma, dengan T merupakan suatu
operator terbatas dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y jika terdapat € > 0
sedemikian sehingga

IT(F): Y|l < C||f: X]|| untuk setiap f € X,

Dengan ||f: X|| menotasikan norma f di ruang bernorma X. Jika untuk ruang
bernorma X = Y dan T merupakan suatu operator terbatas, maka dikatakan bahwa
T terbatas di ruang bernorma X (Royden, H. L dan Fitzpatrick, 2010; Utoyo, M.,

dkk, 2012: 227; Hartanto. 2014: 1).

Operator yang menjadi bahan kajian utama pada perkembangan analisis
modern adalah operator integral fraksional. Operator integral fraksional pertama
kali diperkenalkan oleh Marcel Riesz sekitar tahun 1886. Selanjutnya G.H Hardy,
J.E Littlewood pada tahun 1932 dan Sergei Sobolev pada tahun 1938 membuktikan
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang lebesgue dan hasilnya dikenal
sebagai ketaksamaan  Hardy-Littlewood-Sobolev (H-L-S). Dan pembuktian
ketaksamaan Hardy- Littlewood-Sobolev (H-L-S) dilakukan dengan memanfaatkan
keterbatasan operator maksimal Hardy- Littlewood (M-H-L) pada ruang lebesgue.

Operator integral fraksional didefinisikan dengan misalkan f adalah fungsi terukur



2
bernilai riil pada R, n > 1, dan misalkan 0 < @ < n. Operator I, yang memetakan
fungsi f:R™ - Rke I,f: R" - R dengan

ef = |

Wf()’)dy, x € R".
Rn

Operator integral fraksional merupakan operator yang terbatas pada ruang

Lebesgue LP (R™) ke L9(R™) dimana terdapat C > 0 sedemikian sehingga,

af: LR < C||f: LP (R™)]|

dengan1 < p < g dan % - i - % (Gunawan, H, 2004: 1).

Selanjutnya pada tahun 1938 C.B. Morrey memperkenalkan perumuman
dari ruang Lebesgue yaitu ruang Morrey, dimana pendefinisian operator integral
fraksional diperluas dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey. Spanne (dalam (Peetre
(1969)) serta Adams (1975) dan Chiarenza dan Frasca (1987) membuktikan
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey Kilasik yang

merupakan perumuman dari ruang Lebesgue.

Pada tahun 2001 Nakai memperkenalkan dan mempelajari keterbatasan
perumuman operator integral fraksional I,, dimana perumuman operator integral
fraksional merupakan perumuman dari operator integral fraksional. Misalkan
R* := (0,00), terkait dengan suatu fungsi p:R" - R™ dan sebarang f,

didefinisikan pemetaan f — I, f, dengan

) )
G- | ’12(,5—’;;%@@
X

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



3
Jika untuk p(t) = t%, dimana 0 < @ < n maka operator I, = I, dikenal dengan
sebutan perumuman operator integral fraksional (Eridani,dkk, 2004: 307 dan
Gunawan, H, 2003: 2). Selanjutnya kajian tentang Fractional Integral Operator
and Olsen Inequality in the Non-Homogen Classic Morrey Space telah dilakukan
oleh Utoyo, dkk (2012). Hasil dalam penelitian ini adalah menggunakan ukuran
keteraturan yang lebih umum dari penelitian sebelumnya. Kemudian kajian tentang
keterbatasan perumuman operator integral fraksional di ruang Lebesgue pada ruang
kuasi metrik tak homogen telah dilakukan oleh Utoyo (2016). Hasil dalam
penelitian ini adalah bahwa syarat perlu yang dihasilkan bukan merupakan syarat

cukup untuk keterbatasan perumuman operator integral fraksional

Keterbatasan operator integral fraksional pada hakikatnya mengalami
perkembangan sehingga secara tidak langsung menuntut manusia untuk selalu
berfikir dalam mengembangkan ilmu. Anjuran untuk berfikir dalam
mengembangkan ilmu telah dituliskan dalam salah satu ayat al-Qur’an, pada surat

al-lmron ayat 189-191:

s 2 3 ) Lo 8 2 zo I 2.9, @
SILEN gl 3 O] #VA B 8 oo g8 e A D 25N ot AA W

5555 G all 53% ol ra B N Loy oul e U sl o5

e 13 At S 13k il G o35 olezd e Byang aads e
gray o

“Kepunyaan Allah-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah Maha Perkasa atas segala
sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam
dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. (yaitu) orang-orang yang
mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan mereka
memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan kami,
tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka peliharalah
kami dari siksa neraka”.
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Berfikir dalam istilah Arab disebut tafakur. Menurut Badi dan Tajdin (2007:15)
tafakur dapat diarahkan dalam beberapa tujuan, yaitu pada penciptaan alam
semesta, kekuasaan Allah Swt di alam semesta, serta untuk memahami dan

menangkap pesan dalam al-Quran.

Ahmad Bin Muhammad ash Showy al Mashry al Kholwaty al Maliky (1241-
1175H:260) berpendapat bahwa lafad &85 &55%% &)l menjadi badal dari lafad
sebelumnya vyaitu lafad < o ;;5{ hal ini menunjukkan bahwa orang-orang yang
memiliki akal yang sempurna adalah orang-orang yang mau berpikir dan berdzikir.
Lafad &5)%&5 menjadi athof dari lafad ¢s°%% yang berarti hal ini menunjukkan
adanya suatu pekerjaan yang dikaitkan atau sesuatu yang bersamaan. Ada kalanya
manusia mengingat Allah SWT terlebih dahulu, baru manusia tergugah untuk
memikirkan akan ciptaan-Nya. Adakalanya manusia berpikir untuk mencari atau
membuktikan suatu kebenaran, kemudian akhirnya sampai kepada hakikat dari apa
yang dicari yaitu adanya kekuasaan Allah SWT. Ada juga yang melakukannya
secara bersamaan. Mereka berpikir dan sekaligus berdzikir. Sedangkan lbnu Katsir
(2004) berpendapat bahwa dengan akal-akal yang sempurna dan memiliki
kecerdasan, yang dapat dengan mudah mengetahui segala sesuatu hakikat dari apa

yang dicari secara jelas dan gamblang.

Berdasarkan hikmah dari al-Qur’an surat al-Imron ayat 189-191, dapat
diketahui bahwa manusia memiliki kewajiban memperdalam ilmu untuk berfikir
serta mencari atau membuktikan suatu kebenaran karena manusia memiliki akal-
akal yang sempurna dan memiliki kecerdasan, kemudian pada akhirnya sampai
kepada hakikat dari apa yang dicari, selanjutnya membagikannya kepada sesama,

sehingga ilmu pun akan mengalami perkembangan yang berkelanjutan. Kajian
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tentang perkembangan dalam ilmu matematika selalu mengalami perkembangan
yang bertujuan untuk dapat membuktikan suatu kebenaran dari penemuan-

penemuan baru.

Berdasarkan paparan di atas dan sebagai pengembangan dari hasil-hasil
penelitian terdahulu yang banyak merujuk pada jurnal ataupun artikel. Sehingga
penulis ingin mengkaji lebih dalam dengan melengkapi bukti-bukti yang belum
banyak menjelaskan tentang hal tersebut secara terperinci. Oleh karena itu, penulis
merumuskan judul “Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional pada
Ruang Morrey Klasik”. Yang dalam penelitian ini penulis akan membuktikan

keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey Klasik

SA
terbatas dari L” = (X) ke L9%2(X) dan terbatas dari LPA(X) ke L9A(X) dengan p

memenuhi kondisi pertumbuhan atau growth condition u(B(x,r)) < Cr° dimana

k. — pq(n—a)
pa+p—q’

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang akan dikaji
dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimana keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang

SA
Morrey Klasik terbatas dari Lp'Tl(X) ke L9%2(X)?
2. Bagaimana keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang

Morrey Klasik terbatas dari LP*(X) ke L7*(X)?



1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini

adalah:

1.

1.4

1.5

Mengetahui keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang

sA
Morrey Klasik terbatas dari LP'TI(X) ke L9%2(X).
Mengetahui keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang

Morrey Klasik terbatas dari LP*(X) ke L9*(X).

Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
Dengan mengetahui keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada

Ruang Morrey Klasik diperoleh bahwa perumuman operator integral fraksional

sA
terbatas dari LP = (X) ke L9 (X).
Dengan mengetahui keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada

Ruang Morrey Klasik diperoleh bahwa perumuman operator integral fraksional

terbatas dari LP*(X) ke L2(X).

Batasan Masalah

Dalam penelitian ini akan dibuktikan keterbatasan perumuman operator

integral fraksional pada ruang Morrey Klasik sehingga tidak akan membuktikan

atau membahas hasil-hasil yang serupa pada ruang lainnya.



1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan
(library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan informasi atau
rujukan yang berasal dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan
integral fraksional sebagai landasan teori. Adapun langkah-langkah yang digunakan
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Pada pembuktian keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada

sA
ruang Morrey Klasik terbatas dari LP’TI(X) ke L9%2 (X) melalui teorema Hardy-

52'1

Littlewood-Sobolev (H-L-S) untuk -

B .
=2 dimana 0 <1, < "q—p dengan

memanfaatkan fungsi maksimal operator dan ketaksamaan holder.
2. Pada pembuktian keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional

pada ruang Morrey Klasik terbatas dari LP*(X) ke L%*(X) melalui teorema

Hardy-Littlewood-Sobolev (H-L-S) untuk é = % - a:;s dimana 0 < A<

dengan memanfaatkan fungsi maksimal operator dan ketaksamaan holder.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami
penelitian ini. Dalam sistematika penulisan penelitian ini terbagi menjadi empat bab
dan masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.



Bab 11

Bab 111

Bab IV

Kajian Pustaka

Bab ini terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung
pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam
penelitian ini  meliputi: integral Lebesgue, ketaksamaan holder,
keterbatasan operator, operator integral fraksional, perumuman operator
integral fraksional, fungsi maksimal operator dan ruang Morrey Klasik,
serta kajian agama.

Pembahasan

Bab ini menguraikan secara keseluruhan langkah-langkah yang
disebutkan dalam metode penelitian dan menjawab semua rumusan
masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: keterbatasan
operator integral fraksional pada ruang Morrey Klasik dan kajian agama.
Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan penelitian dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Integral Lebesgue
Definisi Fungsi Sederhana 2.1:

Fungsi f disebut fungsi sederhana jika f merupakan fungsi bernilai real
yang hanya mempunyai sejumlah berhingga nilai. Fungsi sederhana f dapat

dinotasikan dalam bentuk:

f=aixa, ++anxa,

Dengan {4, ..., A,} saling asing dan A; U 4, U ...U 4,, = X (Bartel,1966:10).

Misalkan f: X — R. Fungsi tak negatif f*(x) dan f~(x) didefinisikan dengan

f*(x) = sup{f(x), 0}

dan

f~(x) = sup{—f(x), 0}

Dimana fungsi f*(x) disebut bagian positif dari f(x) dan f~(x) disebut bagian

positif dari f(x). Berdasarkan definisi kedua fungsi tak negatif tersebut diperoleh

fe) =717 —f ()
dan
lf = fF(x) — f~(x)

(Bartel, 1966: 10; Burkill, J. C, 1963: 26; Hartanto, 2014: 8).
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Definisi Integral Lebesgue dari fungsi sederhana terukur f pada ruang
ukuran (X, 6, u) 2.2:

f fO)dp = ayxa, + -+ anxa,
X

Integral dari fungsi terukur g dengan ¢ merupakan fungsi sederhana terukur

didefinisikan sebagai:

f g(x)du = sup{pdu; 0 < ¢ < g}
X

Selanjutnya fungsi terukur f dikatakan terintegral pada himpunan terukur A4, jika

[ redue <o
A

(Bartel, 1966:41 dan Hartanto, 2014: 8).
Teorema 2.1:

Misalkan f dan g merupakan fungsi yang nilai integralnya ada di bilangan real pada
himpunan terukur A pada ruang metrik ukur (X, d,u) dengan X adalah himpunan,

6 adalah metrik dan p adalah ukuran.

(i) Jika |f] < |gl maka [,|f ()l du(x) < f,19C0)| duCx)

(i) Jika F himpunan terukur sehingga F < A maka

_ﬁﬂmmmwsjvwnwu)
F A

(i) [, If ()l du()| < [, If ()] dux)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(iv)Jika {A,} barisan himpunan pada A, maka U,-; A4, € A dan f fungsi

terukur tak negatif maka

o

d = d
| irelauc = | 1relduc

n=1 An

(Royden, H.L dan Fitzpatrick, 2010: 374-375 dan Hartanto, 2014: 9).

Contoh 2.1:
(i) Misalka fungsi f(x) = x dan fungsi g(x) = x?, dimana x bilangan real
dengan domainnya [1,2] maka untuk
lF GOl < 1g()l
x| < |x?|

x < x?

Jika dimisalkan x = 2 maka 2 < 22 atau ditulis dengan 2 < 4.

Selanjutnya misalkan A = [1,2] dimana A merupakan domain, fungsi f(x) = x dan
fungsi g(x) = x? dengan f(x) dan g(x) merupakan fungsi yang nilai integralnya
ada di bilangan real pada A maka

Kasus (i)

fvmmmm=£”ﬂwu)
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Kasus (ii)

jwmmwhj|ﬂwm
A [1,2]

Dengan demikian maka [, |f(x)| du(x) < [,1g()| du(x)

(ii) Misalkan F, A himpunan terukur, dengan F = [1,%] dan A = [1,2] sehingga
F € A, untuk f(x) = x dengan f(x) merupakan fungsi yang nilai integralnya

ada di bilangan real pada F dan A maka

Kasus (i)

fvmmmm=£#ﬂwu)

N| W

1
— A
zx]l

Kasus (ii)

jmmwm=j|mww
A [1,2]
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3
2
Dengan demikian maka [,.|f (x)| du(x) < [,If (x)| du(x)

(iii)  Misalka fungsi f(x) = x, dengan f(x) fungsi yang nilai integralnya ada di

bilangan real pada A, A himpunan terukur, dimana A = [1,2], maka

Kasus (i)
[iretaueo|=|[  ixlau
A [1,2]
W 2
B
A 3
=13
. 3
7

Kasus (ii)

fvmmmm=£”ﬂwa>

Dengan demikian maka |fA If (0| dux)| < fA |f ()| du(x)
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(iv)  Misalkan diambil 4,, = (n — 1,n] dan diambil

fA £ GOl da(x) = fA

(1
S=1 x€4,=(01]
1 1 _ o 1
fx)=4{22"37 * €4, = (1,2] >, dengann = 1,2, = ZFXA"(’C)
1 1 n=1
7=5 *€4s= (23]
\
_ ) ] ) (1 ,x€eA,
Selanjutnya yaitu f, (x) = — Xa,,(x), dimana X, (x) = {0 xgA,

A

n=1

dp(x)

Karena Yo, %XAn(x) >0

S 1 -Karena penjumlahan dan integral
[ Y X du) per 9
Anzln

bersifat linear, sehingga dapat
bertukar posisi.

(00}
1 -Karena — tidak berantung pada
=Y = [ au || e ke
n_lTl A x, sehingga dapat dikeluarkan

dari integral.
(00 1 n
Karena X, (x) = 1,x € A, =
:ZFJ g (n—ln]A
e n—1 )

o 1
=) Sr-@-1)

=1
Y=

n=1

Untuk menunjukkan bahwa Z;‘{;lniz = %2 maka diambil sin(x) dengan

sin(x) = x (1 —%)(1 +g) (1 —%) (1 +%) ()

x? x?
=x(1-5) (1)



o)

1 x*
=x —
n2m?

, x? x? x?
sing(x) = x (1 - F) (1 — _(Zn)2> (1 - _(3n)2>

2 2 2
=xh+0(x4)—%— ad (1 il )]

_ @m?z\  (3n)?
[ x*  x? 5
=X _1 +0(x*) — G ) L 0(x6)l
x> %3 x3

72 (2m)2 (3m)?

x3 x3 x3

AN @R

sing(x) = —

3

x3 x3
sinn(x) =T — lﬁ—l_m-l_ +Wl

3 3 3
Dengan — [x—+x—+ e ] = —x32,?=1#, maka

2 (2m)2 (nm)?
1 © (_1)nx2n+1 x3
sin(x) = m_x_i-l- .........
n=0
2

Sehingga

Selanjutnya mengalikan ruas kanan dan kiri dengan "—3 maka diperoleh
X
n? > 1
31 Z n?
n=1

atau bisa ditulis dengan

15



n? i 1
6 n?
n=1
Dengan demikian maka diperoleh

2 2
L If )] du(x) = ”? dimana untuk % = Z?)?:lniz

Pada sisi lain

1
— X, )| duo) |

i fA 0Ol du(x) = i fA

1
Karena — Xan x)>0

: i [ e, o)
n=1 n

S 1 Karena X, (x) =
_ZL =1 | Lxed,=@m-1n]

Dengan demikian maka [, £ (o)l du(x) = Eizey J, /00l duCo)

(Royden, H.L, 1988: 84).
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2.2 Ketaksamaan Holder

Definisi 2.4:

Misalkan L? (X) = {f:x > R: ([l o)1 du(y)f < oo}, 1< p,q < oo dan %+
éz 1. Jika feLP(X) dan geli(X) maka f,geLl'(X) dan

1

[l (9 (0l du) < ([l FCOIP du) ) (flgGo1 dpu(x) )7 (Hartanto, 2014:

9).

2.3 Keterbatasan Operator

Definisi 2.5:

Operator adalah suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke ruang
bernorma yang lain. Misalkan X dan Y ruang bernorma, dengan T merupakan suatu
operator terbatas dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y jika terdapat C > 0
sedemikian sehingga

IT(F): Y|l < C|lf: X]|| untuk setiap f € X,

Dengan ||f: X|| menotasikan norma f di ruang bernorma X. Jika untuk ruang
bernorma X = Y dan T merupakan suatu operator terbatas, maka dikatakan bahwa
T terbatas di ruang bernorma X (Royden, H. L dan Fitzpatrick, 2010; Utoyo, M.I,

dkk, 2012: 227; Hartanto. 2014: 1).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



18
2.4 Operator Integral Fraksional
Definisi 2.6:
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada X, n > 1, dan misalkan

0 < a < n. Operator I, yang memetakan fungsi f: X - Rke I,f: X — R dengan

1
Iof (x):= LWf(Y)dﬂ(}’). x €X

adalah operator integral fraksional (Gunawan, H, 2004: 1).

2.5 Perumuman Operator Integral Fraksional
Operator integral fraksional disebut sebagai perumuman operator integral
fraksional yaitu misalkan R* := (0, o), terkait dengan suatu fungsi p: R* - R*

dan sebarang f, didefinisikan pemetaan f — I, f; dengan

= [200) ﬁ)f( ()
X

Operator I, disebut perumuman operator integral fraksional sedangkan operator I,
disebut sebagai operator integral fraksional. operator I, adalah generalisasi dari
operator I, jika untuk p(t) =t%, dimana 0 < a <n maka operator I, = I,.
Perumuman operator integral fraksional yang didefinisikan sebagai 1,f(x) =

f 9(5(96 )
X

3Gy —— f(y)du(y) merupakan perumuman dari operator I, yang didefinisikan

sebagai I,f (x) = fX e )n —f(y)du(y). Berikut pembuktianya,

Diketahui bahwa perumuman operator integral fraksional didefinisikan sebagai

Ipf(x) _ P(5(x.y))

X sy

f(y)du(y), dengan memisalkan p(t) =t* selanjutnya

diperoleh
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p(6(x,y))

Lf(x) = | /= f)duly)

P )[ d(x,y)

_ (8 (x, y)*
5(x,y)"
X

f)du(y)

1
- j 5G gy YN OG)

f e y) _ F ) du(y)

1
= wa(wd#(w

Dalam hal ini diperoleh bahwa I,f(x) = fxmﬂy)d“(y)' dimana
telah diketahui bahwa definisi operator integral fraksional adalah I,f(x) =

fXWf(y)du(y) dengan demikian maka terbukti bahwa operator I, = I,.

Selanjutnya jika untuk p memenuhi kondisi penggandaan, maka untuk setiap

bilangan bulat k dan r > 0 berlaku bahwa jika 2%r < §(x,y) < 2k*1r, maka%

S(x,y)
2k+1T

< 2, sehingga

1 _p(6Cxy) .
0 TR N

IA

Oleh karena itu,

FP(21) < p(8Cxy)) < Cp(2*1r) (i)
cn g 1 p(®)
Berdasarkan  (if) diperoleh bahwa 2¢r <t < 2¥*'r maka - < k) = C

k+ k
sehingga ”(ZT < p(t) < Cp(2¥*1r). Oleh karena itu Ep(z +1p) < P®

2k+1y  — ¢ —

k+1 k+1 k+1
cPZT) atau bisa ditulis dengan 2T < P® oo p P pogan
2ky 2¢ 2kt1ip t 2kr
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2kHty 1 p(2

r) rp(t) 2k+1 p(2 r)
= dt <Cf dt < [, "202=_Car

demikian maka [,
sehingga — p(2k+1r‘) <C f - rp(t) dt < 2Cp(2%*1r). Jika p(2¥*1r) memenuhi
—p(r) < szk rp(t) dt < 2Cp(2*¥*1r) maka dapat ditulis dengan p(2¥*1r) <

fzkr r”(t) dt (Eridani,dkk, 2004: 307; Nakai, 2001; Hartanto, 2014: 12; Utoyo,

2016: 625).

2.6 Fungsi Maksimal Operator
Membuktikan keterbatasan perumuman operator integral fraksional

diperlukan adanya fungsi maksimal operator yang didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.7:

Mf(x):= sup

T d
8o 1(B(x, 7)) B(Mrﬁf(y)l u(y)

Dalam hal ini B(x, r) adalah bola buka di X yang berpusat di x € X dengan radius
r > 0 dan M(B(x, r)) adalah ukuran Lebesgue (Duoandikoetxea, 2001: 43 dan

Gunawan, G., & H. Gunawan, 2006: 31).

2.7 Ruang Morrey Klasik
Sebelum membahas ruang Morrey Klasik akan dibahas terlebih dahulu
ruang Lebesgue. Ruang Lebesgue L = L1(X),1 < q < o didefinisikan sebagai

ruang kelas-kelas fungsi ekivalen f dengan sifat
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1

If: L9 = ( f |f()’)|qd/,t(y)>q <o
X

Oleh karena setiap anggota dari ruang Morrey Klasik merupakan anggota ruang
Lebesgue lokal, dengan demikian sebelum mendefinisikan ruang Morrey Klasik
terlebih dahulu didefinisikan ruang Lebesgue lokal, L}, = LT (X),1 < q < .
Ruang Lebesgue lokal didefinisikan sebagai ruang kelas-kelas fungsi ekivalen f

sehingga untuk setiap subhimpunan kompak S di X berlaku

f FO)du(y) < oo

Ruang morrey pertama kali diperkenalkan oleh C.B. Morrey pada tahun
1938 dalam suatu penelitian dengan judul on the solutions of quasi linear elliptic
partial differential equations. Ruang morrey merupakan ruang morrey klasik
dimana ruang morrey klasik dinotasikan dengan LP*(X) yang didefinisikan sebagai

himpunan dari setiap f € LY _(X), sedemikian hingga

loc

g

If: LX) = sup <;1f|f(y)lqdu(y)>q<oo-
B=Bxn) \u(B(x,7))" '8

Dalam hal ini notasi B := B(x,r) merupakan bola buka di X yang berpusat di x €
X dengan radius r > 0, yaitu B(x,r) := {y € X:|x — y| < r}, untuk setiap x € X
dan r > 0. Ruang LP*(X) merupakan perumuman dari ruang LP(X), karena jika
dipilih 2 = 0, maka diperoleh bahwa LP*(X) = LP(X) (Utoyo, M.l,dkk: 2012;

Gunawan, G., & H. Gunawan, 2006: 36; Kevin, 2014: 2).



22

Contoh 2.2:

Misalkan X = {xe X:0 < x < 2} dan pu adalah ukuran lebesgue. Didefinisikan

fungsi f(x) = x% + 2x,Vx € X. Tinjau apakah fungsi f(x) tersebut berada pada

ruang Morrey Klasik LPA(X) untuk p = 1 dan A = % dengan B,(0)!

1

Akan ditunjukkan: sup (% fBIf(x)Il"alu(X))5 <o
B:=(x,r) i

il

J 1
lF:272@l = sup (;A j If(x)lpdu(x)>p
B

B:=(x,r)

1

1 1
- Bil(lgr) (%)p (Llf(x)lpdu(x)>p

1 2
= sup (—)( | If(x)ldu(x)>
B=(x,r) \ -5 0

1.4

= sup r_%<f |f(x)|du(x)>
0

B:=(x,r)

1 2
= sup 4_§f |x2 + 2x| du(x)
B:=(x,r) 0

171 ’
= sup 4 2[—x3 +x2]
B=(x,r) 3

1 (20)
= sup =(—
B'=(_xp,r)2 3

10
= sup —
Bzz(f,r) 3

0
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Karena ”f:Ll%(X)” = sup (ilfBlf(x)Ildu(x)) < oo. Dengan demikian maka

B:=(x,r) \42

fungsi f tersebut berada pada ruang Morrey Ll'%(X) (Nurjannah. 2018: 24-25)

2.8 Perintah Allah untuk Mengembangkan limu

Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan tentang perintah berfikir di
dalam al-Quran. Selanjutnya akan dibahas bahwa setiap manusia memiliki
kewajiban untuk memperdalam ilmu dan kemudian membagikannya kepada
sesama, sehingga ilmu pun akan terus mengalami perkembangan. Sebab dengan
ilmu, seseorang akan dapat memahami berbagai hal dan karena ilmu juga,
seseorang akan mendapatkan kedudukan yang lebih tinggi di sisi Allah, serta di

kalangan manusia. Berikut beberapa Hadits yang menjelaskannya:

Jalur Ibnu Majjah

P A el A Sl Al Ll D e & J35 J6 0 JB GG w\u;ww
(rle ol olyy ) S8 Wi PG 73a Sad) ass” il g Se () 3515 5 oo

“Hisyam bin ‘Ammar menceritakan kepada kami, Hafs bin Sulaiman menceritakan kepada
kami, Katsir bin Syindzir menceritakan kepada kami dari Muhammad bin Syirin, dari Anas
bin Malik berkata, Rasulullah SAW. bersabda : “Mencari ilmu itu wajib bagi setiap

muslim, dan orang yang meletakkan ilmu pada selain ahlinya bagaikan menggantungkan
permata mutiara dan emas pada babi hutan ”(HR. Ibnu Majjah)”.

(Software CD, al-kutub at-tis’ah)
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Jalur Al-Thabrani

ERPE

el o B s NG el B o Gedig SN LA o2 A2 Bl
) ekid 287 e R b I ciley e D Lo b g 06 106 ks
(@lek)

“Muhammad bin Yahya bin Mundzir Al-Qazzaz dan Husain bin Ishaq berkata, Hudail bin
Ibrahim Al-Himmany menceritakan kepada kami, Utsman bin Abdurrahman Al-Qurasyi
menceritakan kepada kami, dari Hammad bin Abi Sulaiman, dari Abi Wail, Dari Abdillah
bin Mas’ud berkata, Rasulullah SAW. bersabda : “Mencari ilmu itu wajib bagi setiap
muslim”’(HR. Thobroni).

(Software CD, Asy-Syamilah, Mu jam al-Kabir li al-Tabrani (9: 42))

Arif S Sadiman, dkk (2012) menjelaskan hadits di atas bahwa menuntut
ilmu merupakan suatu keharusan bagi setiap manusia. Karena dengan menuntut
ilmu, seorang bisa berubah dari yang belum tahu menjadi tahu. Selain itu akhlak
atau tingka laku seseorang bisa berubah dari buruk menjadi baik dalam perubahan
tingkah laku. Hal ini sesuai dengan tujuan pembelajaran, dan kebanyakan seseorang

telah belajar kemudian terdapat perubahan tingkah laku pada dirinya.

Menurut M. Fadholi Noer (2014) dari beberapa hadis di atas dapat
disimpulkan bahwa subtansi dari teks hadis diatas dapat diambil hikmah bagi kita
untuk memberikan dorongan atau pemberi motivasi tentang pentingnya sebuah
pengetahuan yang harus dicari dan yang diharapkan nantinya adalah menjadikan
seseorang berubah ke arah yang lebih positif, yaitu berubah dari hal yang tidak tahu
menjadi tahu, dari yang tadinya tidak bisa menjadi bisa,dan dari seorang yang
memiliki sifat tidak arif menjadi bijaksana, karena pengetahuan atau ilmu yang

didapatkannya tersebut menunjukkan kepada jalan ke surga sebagai balasannya dari
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akibat berbuat kebaikan. Dan karena ilmu, manusia dapat mengenal dirinya, tahu

tujuannya, tahu tugas dan kewajiban.

Dari hadis-hadis di atas dapat dipahami, bahwa hadis tersebut adalah
sebagai proses menuntut ilmu. Menuntut ilmu merupakan proses perubahan untuk
menuju sesuatu yang lebih baik, yaitu dengan pengetahuan yang dimiliki dari hasil
pencariannya. Seseorang dengan sendirinya akan memperbaiki kesalahan-
kesalahan yang pernah dilakukan. Selain itu pula, dari penjelasan hadis-hadis di
atas tersirat makna esensial bahwa manusia (umat Islam) didorong untuk selalu
mengkaji dan menggali ilmu. Tetapi M. Fadholi Noer (2014) memiliki anggapan

bahwa ilmu di sini tidak terbatas hanya pada ilmu agama saja, tetapi semua ilmu.

Lebih dari itu mengacu teks hadis di atas kata ~=! yang dimaksudkan adalah
perlu adanya prioritas keilmuan yang perlu diutamakan, dalam kasus ini yang
dimaksud adalah agama. Tapi bukan berarti ilmu yang lain tidak penting karena
penulis memiliki keyakinan kuat bahwa semua pengetahuan baik ilmu agama dan
ilmu umum itu bersumber dari satu sumber yaitu Allah swt, selain itu ilmu agama
merupakan ilmu yang mendasari keimanan seseorang “sebuah baju yang melekat”.

Sehingga maksud kata ~lll! di atas lebih condong ke arti ilmu agama.

Imam Khomeini (2004) membagi ilmu dari sisi kemanfaatannya menjadi
tiga jenis ilmu, yaitu: pertama, ilmu-ilmu yang bermanfaat bagi perkembangan
tahap-tahap eksistensi manusia sebagai tujuan akhir penciptaan. Kedua, ilmu-ilmu
yang merugikan manusia dan membuat manusia melalaikan kewajiban
pokoknya. Ketiga, ilmu-ilmu yang tidak membawa madharat dan tidak pula

membawa manfaat. Kebermanfaatan ilmu terkait erat dengan kegunaannya dalam
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mendukung evolusi kemanusiaan manusia menuju kesempurnaan dirinya. Sampai

saat ini, manusia terus menerus berada dalam proses evolusi.

Dari beberapa hadits di atas serta paparan para tokoh, dapat dimaknai bahwa
menuntut ilmu itu wajib, ilmu itu luas, ilmu itu banyak, tiada batasnya. Sehingga
manusia yang memiliki anugerah otak luar biasa dalam kepalanya diwajibkan untuk
belajar dan belajar tanpa henti, serta berkewajiban untuk memperdalam ilmu, untuk
berfikir dalam mengembangkan ilmu dan kemudian membagikannya. Hingga Allah
jualah yang berkehendak menghentikan nafas hidupnya. Hal ini serupa dengan
keterbatasan perumuman operator integral fraksional yang terus dilakukan
perkembangan untuk mendapatkan penemuan-penemuan baru sehingga dapat
digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Sehingga kajian keterbatasan perumuman
operator integral fraksional merupakan salah satu bentuk implementasi dari hasil

berfikir dalam mengembangkan ilmu.



BAB Il
PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dipaparkan mengenai penyelesaian keterbatasan
perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey Klasik. Penyelesaian
keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey Klasik

yang akan diselesaikan dibagi menjadi dua, yaitu keterbatasan perumuman operator

sA1
integral fraksional pada Ruang Morrey Klasik terbatas dari LP = (X) ke L9%2(X)
dan keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey
Klasik terbatas dari LP*(X) ke L9*(X) yang akan dibuktikan pada subbab 3.1 dan

subbab 3.2. Kedua subbab tersebut juga dilengkapi dengan syarat u € GC(s)

prq(n—a)

dengan s = !
pqt+tp—q

3.1 Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional Pada Ruang
Morrey Klasik dari L”'S)LTl(X) ke L9%2(X)

Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev yang berlaku pada ruang
Lebesgue menginspirasi penelitian lebih mendalam pada ruang yang lebih umum,
salah satunya pada ruang morrey klasik. Dalam penelitian ini, penulis
mengasumsikan bahwa p adalah anggota growth condition dengan s > 0.
Dikatakan bahwa ukuran ¢ memenuhi u € GC(s), jika terdapat konstanta C > 0
sedemikian sehingga untuk semua B(x,r),u(B(x,r)) < Crs. Dengan B(x,r)
adalah bola buka di X yang berpusat di x € X dengan radius r > 0, yaitu B(x,r) :=
{y € X:|x — y| < r}, untuk setiap x € X danr > 0. Teorema yang dibuktikan pada

subbab ini adalah teorema keterbatasan perumuman operator integral fraksional I,, f

sA
pada ruang Morrey Klasik terbatas dari Lp'Tl(X) ke L2942 (X)
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pq(n-a)

Teorema 3.1 Misalkan u € GC(s); s = ,
pq+pr—q

l1<p<g<odan 0 <A; <

sA
';—p. Operator I, terbatas dari Lp'Tl(X) ke L9%2(X) jika dan hanya jika S:—; = %.

Bukti:
Dengan memanfaatkan ketaksamaan Hardy-L.ittlewood-Sobolev pada ruang

Morrey Klasik, maka dimisalkan bahwa

5,
Lo = | f’g(;—’;ﬁ)ﬂymmm = 1) + 1)
X

dengan

1) = fy e FOVEED ) dan 1100) = [y, FOVEEED ),

Berdasarkan Teorema 2.1 (iii) dan (iv) serta fakta bahwa 2*r < §(x, y)

sehingga p(2Fr) < fk rp(t) dt, diperoleh

il=| [ rerfee i)y,
o(x,y)<r
p(8(x,y))
< f |f(Y)|WdH(Y)
§(x,y)<r
p(6(x,y)) p(6(x,y))
< f |f(}’)|WdI1(Y)+ f |f(Y)|WdH(Y)

5(X.J/)<%l" %rs&(x,y)<r



< j If()Ip((

1) (x,y)<%

%rsS (x,y)<r

e

S5 (x,y)<%r

+ [ o

L 1
erd(x,y)<§r

8(x,

o
v [ rond

p(8(x

p(8

lf (Wl

x,))

) dp(y)

(x,¥))

" i

7))

ok dp(y)

(x y))
5(x, y)"

p(8(x
6 (x,

I ()]

k=—00 okyr<§(x,y)<2k+1r

< p(2kr)
(Zkr)n

= i p(2kr)
k=—oo0

-1

2k+1r
<C E .f
L J2kr

k=—

+

f e )lp( )

1 1
s 6(x,y) <3r

y)

+

8(x,

)n

f Fey )lp(( 7))

1 1
§r58(x,y) <z’

du(y) +

y))
)TL

p(6(x,))
6 (x,

ym"

If ) lduy)

S(x,y)<2k+1y

1
(2kr)n

p(t)

S(x,y)<2k+ir

1

dt

t

(2k+1p)n

[ o

%rs&(x,y)<r

du(y)

du(y)

If ) ldu(y)

8(x,

p(6(x y))

f FO)du()

S(x,y)<2k+1ir

6(x,

)n

)n

du(y)

du(y)

du(y)
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-1 .
<cC Z P(T)W f If M lduy)
k=—o0

S(x,y)<2k+1r

a—l

r k+1 1
= Crn Z ,u(B(x, 2 r)) M(B(X,Zk“r)) " Z_l+1r)|f(}’)|dﬂ(}’)

k=—o0

S Crors ™Mf(x)
= Crets—nMEf(x)
Sehingga
1G] < CrsTmMf (x)
Selanjutnya berdasarkan Teorema 2.1 (iii) dan (iv) serta fakta bahwa p(2%r) <

f2k+1r &

2k dt, dan dengan menggunakan ketaksamaan Holder diperoleh

p(8(x,)) ‘
111 ()| = f) —=du(y)
S(x,y)=r 6(36, y)
p(8(x,))
< | ronGasta)
S(x,y)zr
p(8(x, 1) p(6(xy))
< | ronszam+ [ ronEE S ao)
S(x,y)z2r 2r<§(x,y)sr
p(8(x,) p(8(x,))
< | ronBSRam [ ronGasa)

6(x,y)=z4r 4r<é(x,y)<2r
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p(8(x,y))

| ronGea o

2r<é(x,y)sr

du(y)

o)

<y f f& >|”(( ) 1)

5(x,y)"
k=0 2kyr<§(x,y)<2k+1y

< ’(’Z(R—)) [ oo

8(x,y)s2k+1y

=) p(2*r) - If ) duly)
; (2kr)n ,[

8(x,y)<s2k+1ir
1 p-1
2k+1r (t) 1 ) P . 14
<C . ; (zkﬂr)n lf OIPdu(y) 19du(y)
a2 S(x,y)<2k+1y S(x,y)<2k+1ir
1 p-1
0 1 D D
<CY pgmgs| | FOINdE) [
k=0 S(x,y)<2k+ir S(x,y)<2k+t1r
1 p-1
r - f
< —nz J lfO)IPdu(y) f 19du(y)
k=0 \§(x,y)<2k+1r S(x,y)<2k+1r
1 p-1
o) shy 1 14 14
scrn Y umm | — | 1FOPd) | v
k=0 u(B)m S(x,y)<2k+1ir S(x,y)<2k+1y

p—1
< Crenm p

PR S (3620

k=0

s(p—1) sA1
<Cr* ™ P u(B)™

fpt (x>||
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s(p-1) , sAq
< Cra Y np

S}.l A
LPn X” —n+34+Z <
f X, a n+q+np

pq(n-a) dan S

Berdasarkan fakta hipotesis teorema bahwa s = = ’1—2, diperoleh
pq+p—q np q

s (L QLGS PR
q np p q
Karena itu
1
q
1 Ay sAy s(p=1)_ s yl
7 f HE1dRG) | < cr a5 | oo |
z S(x,y)<2k+iy
n pih
Cllf:L"n (X)
Sehingga

(0| < C ”f: Lp'%(x)”

Dengan menggabungkan persamaan |I(x)| < Cr®*tS—"Mf(x) dan |II(x)| <
sA

C ”f:Lp’Tl(X)” dengan pertidaksamaan |I,f| < |I(x) + [I(x)] dan

menggunakan Teorema 2.1 (ii) serta dipilihr > 0 3 Cr*™S—"Mf(x) =

S).l
C ”f: LP’T(X)” maka
S).l
Crats=nMF(x) = C || f: LP'T(X)”

r0 Mf

ra+s—n -

=C| ——5——
sAy
e wen]
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T (%_%) =C M/{
o]

D S f
ool

Gals
Denganr = C (M—{O diperoleh

FLPTR ()

pbq
p—q

(ZL)ia+s-n)
[pfl<C <|prMS—£(X)“> Mf(x)+C l f:Lp'SATi(X)“

bq

(p2)stars=—m)
] C(”f 1;( )||> (mpy+GEDsCersm
Lo n (X

SA
+C | f: Lp’Tl(X)”
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pq) (a+s—n)

(Mf) 1+(%)%(a+s—n)

= oo]) ”

. p,&
+C ||f: 1P 7 (X)

pq )1(a+ -n)

o1 < c ([ (X)”) oy s
+C “f: Lp’%(x)”
f“pflq du(x)
pq (a+ -n)
- C<||f P (X)”) f(Mf) )@ o
R (G ”f:Lp'STl(X)”
) (a+s-n) 1+(pp_q) (a+s—n)

)

<)) B (o

(

. P:m
+C||f: LP 7 (X)

= cllrr ool + C”f:Lp‘ - (X)”

sAy
=C||f:LP 7 (X)
Oleh karena itu.

A
1,F1: L9%2 (X0 < € ”f: L”'STI(X)”
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sA
Karena memenuhi |||1,£]: L9 (X)|| < € ”f: Lp'Tl(X)” maka operator I, terbatas.

sA
Dengan kata lain operator I, terbatas dari Lp'Tl(X) ke L9%2(X) dengan syarat
u(B(x,m)) < Crs. Dan jika diambil s=n maka didapatkan bahwa
11, £1: L% (0| < ¢||f: LP*1(X)|| atau dengan kata lain operator I, terbatas dari

LP*1(X) ke L9*2(X) dengan syarat u(B(x,7)) < Cr*.

3.2 Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional Pada Ruang
Morrey Klasik dari LPA(X) ke LT*(X)

Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev yang berlaku pada ruang
Lebesgue menginspirasi penelitian lebih mendalam pada ruang yang lebih umum,
salah satunya pada ruang morrey klasik. Dalam penelitian ini, penulis
mengasumsikan bahwa p adalah anggota growth condition dengan s > 0.
Dikatakan bahwa ukuran ¢ memenuhi u € GC(s), jika terdapat konstanta C > 0
sedemikian sehingga untuk semua B(x,7),u(B(x,7)) < CrS. Dengan B(x,r)
adalah bola buka di X yang berpusat di x € X dengan radius r > 0, yaitu B(x,r) =
{y € X:|x — y| < r}, untuk setiap x € X danr > 0. Teorema yang dibuktikan pada

subbab ini adalah teorema keterbatasan perumuman operator integral fraksional I, f

pada ruang Morrey Klasik terbatas dari LP*(X) ke L9*(X).

Teorema 3.2 Misalkan 1 <p < g < o dan 0 < A < 's. Operator I, terbatas dari

1 a—n+s

A A . .- l _1
LP*(X) ke L?*(X) jika dan hanyajlkaq =T
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Bukti:

Dengan memanfaatkan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev pada ruang

Morrey Klasik, maka dimisalkan bahwa

p(6(x, )

lof () = §(x,y)"

fdu(y) = 1(x) + 11 (x)

dengan

169 = Jy e OV EE () dan 11G0) = i, o FOV 22 ),

Berdasarkan Teorema 2.1 (iii) dan (iv) serta fakta bahwa p(2%r) <

f2k+1r p(t)
2kr

dt, diperoleh

p(8(x,y))

16O = el

f)

S(x,y)<r

du(y) ‘

p(8(x y))

< flf()l N

6 (x,y)<r

du(y)

< flf()lp((( Q)d<y>+ j g 2.

8 (x.y)<%r %rs&(x,y)<r

p(8(x y))

500, y)" dp(y)

< j F &y )|p(( ) 4y + f o 20EN) 4 o

§(x, y)" §(x, y)m
1) (x,y)<Zr erd (x,y)<§r
N IO 2

%rsS (x,y)<r



5(x,
< f vwnﬁéﬂﬁhﬂw+

S(xy)<gr

+ [ o

1 1
37=6(x,y)<zr

< i J

k=1 1

[ o)

1
§r56(x,y)<zr

p(8Cx, )
5(x, y)n du(Y) +

p(8(x,y))
lf Ol 5Cx )"

Zkr55(x’y)<m

-1

»

o) 22E)

6(x, y)"
i ==e2 2kr<8(x,y)<2k+1r

=il

p(2Fr)
< kz (2kr)n

=—00

\ Z p(ZkT) k1 n
Ne=in (2kr)

2k+1

"p(t)

lf ) ldu(y)

S(x’y)<2k+lr

[ 1ro

5T<6(x,y)<r

du(y)

du(y)

|f W)lduy)

8(x,y)<2k+ir

i

-1
<C Z f 2
k= 2k t (2k+11’)n

T
<c z #(B(x’2k+

k=—o0
< CrersMf(x)

= CT'a+S_an(x)

S(x,y)<2k+ir

S(x,y)<2k+1y

17‘)) 1

|fW)lduly)

|fWlduly)

u(B(x, 2k+1r))

B(x'2k+11-)

§(x, y)m

p(8(x,))
§(x, y)"

lf Wlduly)

du(y)

du(y)
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Sehingga
1G] < Cro*s " Mf (x)

Selanjutnya berdasarkan Teorema 2.1 (iii) dan (iv) serta fakta bahwa p(2¥r) <

fzzk’:dr@dt, dan dengan menggunakan ketaksamaan Holder diperoleh
B p(6(x,y))
[11(x)| = o’ f(}/)Wdﬂ()’)‘
X,Y)21
p(8(x,y))
< lf D ———57 )
S(x,l)zr 6( }/)
< [ ironee) fz) ao+ [ o )|”§((y§3) au(y)
6(x,y)=2r 2r<6(x,y)<r
p(8(x y)) p(8(x,y))
< If &y N —du(y) + lf D —7—57du)
6(x,51£24r ( ) 4rs6(9[y)52r 6( y)
+ [ ol 20w o
2r<8(x,y)<r 6(x’y)n

oo s '
Z [ ronoen)y,,

§(x, y)n
=0 2kr<§(x,y)<2k+1r i

Zk
Z ey | ol

S(x,y)s2k+1ir

1
@ [ IFOduE)

k=0 8(x,y)<2k+1r
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2k+1

’ (t) 1
< CZf 2k+1 — f If O ldu(y)
2ky T)
S(x,y)<2k+1r
1 p-1
00 1 p p
= CZ P(T)W f lf)IPdu(y) f 19du(y)
k=0 S(x,y)<2k+1y S(x,y)<2k+1r
1 p-1
. 00 p 14
<= [ rorao [
k=0 \§(x,y)<2k+1r S(x,y)<2k+tir
1 p-1
P P
e an Pl [ rorao [ 19w
S(x,y)<2k+1y 8(x,y)<2k+1y
e p-1
< Cr“‘"||f:Lp"1(X)||u(B)Pz u(B(x,Zk“r)) P
k=0
_.S5(p=1) A
<cr®™T P uBYP||f: LPA)||
Q=i r——= (p )
<Cr P||fL ||
Sehingga
_.S(p=1) 4
G| < cr® || 12200

Dengan menggabungkan persamaan |[I(x)| < Cr®*s "Mf(x) dan |II(x)]| <

a-n+SB=D A

Cr »p||f:1PA(X)|| dengan pertidaksamaan |I,f| < |I(x) + II(x)| dan

menggunakan Teorema 2.1 (ii) serta dipilih r> 03 Cr**S"Mf(x) =

a—n4S@-D A

cr®™ e || LPAX) | maka



(r-1) A
cratsnMf() = o A

s S@=D 2

r PP Mf
e ¢ <Ilf= W(X)n)

so-1,2 mf
Pooe (uf:W(X)n)

r% = C(Mﬁ)

A C<||f:LAg<X)||)A_S

p

)E diperoleh

My

Denganr =C (—||f:LM(x)||

b _
A_S(a+s n)

Mf
|Ipf| < C(m) Mf

Mf )ﬁ<“_"+ o

e <||f:W(x>||

1 p
=% (_) M 1T+ (a+s-n)
If: LPAX)|| 4

YA s
lIf: LPAX)|

— C(”f Lp,A(X)”)_%(“"'S_n)(Mf)1+%(a+s—n)

SO Doy SO0

p( _
+ C(||F: L)) =\ ) g fA-s

s(p

—(a—n+—

-1)
p

p

+

)
Pl L@l

+2)
o)
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(ax+s—n)

P
1 f19 < C(llF: 2200 ) A= st

sp=1), l) % (-1

+C(||f: LP*X)||) Ags(“‘”’ PP Mfm(“‘"’fsT*%)”f; LPA(X)||

L(a+s—n)

[ 119 dnr = el 2O T [ oy EE

S(p=1) 4 s(p—
el Al T [ auptle ) o Ao
X

(a+s—n)

—L (a+s—n Gls £
< el ) T (A0 )

s(p—1) (r-1)

L P 2 L _(g-n+2 h
s ol Ao ) T ) Ao e ) e

= C||f: 7A@ + cllf: LA O]
= |||
Oleh karena itu.
7o £1: 1920 < |7 27400

Karena memenuhi |||1,f]: LY*(X)|| < C||f: LP*(X)|| maka operator I, terbatas.
Dengan kata lain operator [, terbatas dari LPA(X) ke LT*(X) dengan syarat

u(B(x, 1)) < Crs.
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3.3 Integrasi Keterbatasan Perumuman Operator Integral Fraksional Pada

Ruang Morrey Klasik dengan Kewajiban Manusia untuk Menuntut limu
serta berfikir dalam pengembangkan Iimu

Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada awalnya
terinspirasi dari keterbatasan operator integral fraksional I, yang didefinisikan pada
ruang lebesgue. Kemudian C.B. Morrey memperluas pendefinisian operator
integral fraksional dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey. Selanjutnya Spanne serta
Adams dan Chiarenza dan Frasca membuktikan sifat keterbatasan I, pada ruang
morrey klasik yang merupakan perumuman dari ruang Lebesgue. Pada
pengembangan penelitian selanjutnya Nakai mengembangkan keterbatasan
operator integral fraksional ke keterbatasan perumuman operator tersebut pada
ruang Morrey. Seiring berjalannya waktu, banyak ilmuan yang meneliti tentang
keterbatasan perumuman operator integral fraksional, salah satunya Utoyo yang
membuktikan keterbatasan perumuman operator integral fraksional di ruang
Lebesgue pada ruang kuasi metrik tak homogen serta Fractional Integral Operator
and Olsen Inequality in the Non-Homogen Classic Morrey Space. Dengan
berkembangnya penelitian dari zaman ke zaman ini, baik dari segi ruang, orde,
dimensi maupun operatornya sebagaimana penjelasan sebelumnya bahwa manusia
berkewajiban untuk berfikir dalam mengembangkan ilmu. Manusia dapat
membuktikan suatu kebenaran dari akal-akal yang sempurna serta kecerdasan yang
pada akhirnya sampai kepada hakikat dari apa yang dicari dari hasil pemikiran
manusia mengenai ilmu pengetahuan. Seperti yang telah dijelaskan dalam surat Al
Imran ayat 189-191 bahwa manusia yang memiliki akal sempurna adalah manusia
yang mau berfikir serta berdasarkan hadits bahwa manusia berkewajiban menuntut

ilmu.
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Pelajaran yang dapat diambil dari ayat dan hadits tersebut adalah jika
seseorang ingin memiliki akal-akal yang sempurna serta memiliki kecerdasan maka
orang tersebut haruslah selalu senantiasa befikir dan berdzkir dalam menuntut ilmu,
agar berakhir pada hakikat dari apa yang dicari. Allah sudah memberikan bantuan
kepada orang-orang senantiasa befikir dan berdzkir dalam menuntut ilmu salah
satunya berupa tanda-tanda dalam penciptaan langit dan bumi dan silih bergantinya
siang dan malam. Untuk memperoleh ilmu pengetahuan yang tak terbatas ini
tentulah manusia harus senantiasa berfikir untuk mengembangkan ilmu

pengetahuan yang sudah ada.

Berdasarkan uraian tersebut, terdapat suatu korelasi dalam pengembangan
keterbatasan perumuman operator integral fraksional dalam penelitian ini dan
pandangan islam. Dalam penelitian ini keterbatasan perumuman operator integral
fraksional di kembangkan ke ruang morrey klasik yang merupakan hasil proses
berfikir dari manusia dan proses pengembangan ilmu pengetahuan yang sudah ada
sebelumnya, sedangkan dalam pandangan islam manusia harus selalu befikir dan
berdzkir tentang apa yang ada di bumi dan selalu mengembangkan ilmu
pengetahuan untuk memenuhi tugasnya sebagai khalifah di bumi dengan suatu
kewajiban dalam menuntut ilmu. Karena menuntut ilmu merupakan satu hal yang
sangat dianjurkan, dimana hanya dengan ilmu manusia memperoleh kebahagiaan
hidup. edudukan menuntut ilmu dalam Islam juga menempati posisi yang sangat
penting. Dalam kerangka religi, perjalanan menuntut ilmu memiliki nilai seperti
halnya orang yang sedang berjihad di jalan Allah, di mana balasan bagi orang yang
berjihad itu adalah surga. Begitu juga dalam langkahnya, penuntut ilmu akan

dimudahkan jalannya menuju surga.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Adapun kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan ini adalah sebagai

berikut:

1.

Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey

Sll
Klasik dari LP"= (X) ke L?%2(X) telah diselesaikan dengan memilih ukuran

pq(n—a) np sAy
€ is=—1 n —, serta untuk = =
UEGC(s); s v e <p<q<oda O</11<q,setautu =

2—2 dimana 0 < A; < "q—p. Sehingga diperoleh ketaksamaan ||1,£: L9 (X)|| <
SA
C ” ' :L”’Tl(X)” oleh karena itu, ketaksamaan tersebut berlaku pada ruang

sA
Morrey Klasik terbatas dari Lp'Tl(X) ke L3942 (X).
Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada Ruang Morrey

Klasik dari LP*(X) ke L7*(X) telah diselesaikan dengan memilih ukuran u €

GC(s); s =240D | cp<q<o dan 0<A<s,serta untuk - == —
pa+p—q a p

a—n+s

——. Sehingga diperoleh ketaksamaan [|I,f: L**(X)|| < C||f: LP*(X)|| oleh

karena itu, ketaksamaan tersebut berlaku pada ruang Morrey Klasik terbatas

dari LP*(X) ke Li4(X).
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4.2 Saran
Penelitian ini membahas pokok masalah keterbatasan perumuman operator
integral fraksional pada ruang Morrey klasik. Pada penelitian selanjutnya dapat

dilanjutkan ke ruang yang lebih luas yaitu ruang campanato.
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