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ABSTRAK

Al Farisy, M. Husen. 2019. Keterbatasan Operator Bessel-Riesz di Ruang
Lebesgue pada Hipergrup yang Komutatif. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. (I1) Mohammad
Nafie Jauhari, M.Si.

Kata kunci: Hipergrup, keterbatasan operator bessel-riesz, ruang Lebesgue

Keterbatasan operator integral fraksional di ruang Lebesgue awalnya
dibuktikan oleh Hardy, Littlewood dan Sobolev sekitar tahun 1927, yang kemudian
dikenal dengan sebutan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. Banyak peneliti
yang melanjutkan penelitian tersebut, baik melanjutkan di ruang yang lebih luas
atau perluasan operator integral fraksional. Salah satunya dikembangkan oleh
Moch. Idris yang menyatakan bahwa operator bessel-riesz ini terbatas pada ruang
Lebesgue, ruang morrey klasik maupun morrey klasik yang diperumum.

Tujuan penelitian ini adalah membuktikan keterbatasan operator bessel-
riesz pada hipergrup yang komutatif di ruang Lebesgue dimana pembuktian
hasilnya serupa dengan teorema Moch. Idris tetapi dibawa ke suatu hipergrup yang
komutatif. Berdasarkan keterbatasan operator maksimal dan ketaksamaan Hardy-
Littlewood-Sobolev diperoleh hasil bahwa ”I“'Y”L = C||Ha,y(K,/1)||Ms,t||f||Lp

q

dengan H,, adalah kernel dari operator bessel-riesz. Pada penelitian selanjutnya,

diharapkan dapat melakukan kajian untuk keterbatasana operator bessel-riesz pada
hipergrup yang komutatif di ruang morrey klasik ataupun morrey klasik yang di
perumum.

xii
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ABSTRACT

Al Farisy, M. Husen. 2019. Boundedness of Bessel-Riesz Operator in Lebesgue
Space on Commutative Hypergroup. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Islamic State University of Maulana
Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si. (I1) Mohammad
Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: Boundedness of bessel-riesz operator, hypergroup, Lebesgue space

The Boundedness of fractional integral operators in Lebesgue space were
initially proven by Hardy, Littlewood and Sobolev around 1927, which became
known as the Hardy-L.ittlewood-Sobolev inequality. Many researchers continue the
research, either continuing in the wider space or expanding fractional integral
operators. One of them was developed by Moch. Idris who states that the bessel-
riesz operator is bounded to the Lebesgue space, the classic morrey space and the
generalized classic morrey space.

The purpose of this research is to prove the boundedness of the bessel-riesz
operator on commutative hypergroup in the Lebesgue space where the proof of
results is similar to the Moch. Idris theorem but was taken to a commutative
hypergroup. Based on the boundedness of maximum operator and Hardy-
Littlewood-Sobolev inequality the results are obtained that ||l |, <

q

C||Hq, (K, /’l)||MS_t||f||Lp with H,, is the kernel of the bessel-riesz operator. In

further research, it is expected to be able to conduct a study of the constraints of
bessel-riesz operators on commutative hypergroups in the classic morrey space or
the generalizes classic morrey space.

Xiii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Operator Bessel-Riesz adalah suatu fungsi dengan domain L7, (R™) yang

dinotasikan dengan I, ,,, misalkan f* adalah suatu fungsi dari R™ ke R™ maka I,

a,y
didefinisikan sebagai

layf () = j Hay G F O,
Rn

|x|a—n

(1+]xDY’

untuk setiap f € L7, (R™),p =1, dengan 0 <y,0 < a <n,Hy,(x) =

x € R™. Kernel H,, dipandang sebagai perkalian dua kernel, Hy,, = J, (x) K4 (x),

1
@+[xDY

dengan J,(x) = dan K,(x) = |x|*™™, untuk setiap x € R™. Kernel J,

diketahui sebagai kernel Bessel sedangkan kernel K, diketahui sebagai kernel Riesz
(Idris dkk, 2016).

Notasi LP (R™) menyatakan ruang Lebesgue, yaitu ruang yang terdiri dari
fungsi-fungsi dengan domain R™ yang konvergen terhadap norma ||-: LP (R™)]],

yang artinya || f: LP (R™)|| < oo, untuk || f: LP (R™)|| didefinisikan sebagai berikut

1/p
( lf)IP dy) jikal<p <
R”™ .

ess sup{f (x):x € R"} jikap = ©

If « LP(RM) =

Sekitar tahun 1930, Hardy-Littlewood dan Sobolev telah membuktikan
keterbatasan operator integral fraksional I_a di ruang Lebesgue LP ke L9, yaitu

af: L] < Cpqllf: L7l



untuk iz 1 _% dan 0 < a < n. Setelah masa ini, operator integral fraksional

p n

semakin banyak diteliti. Dikarenakan pada suatu kasus tertentu operator integral
fraksional merupakan solusi dari persamaan differensial yang mungkin sulit untuk
dipecahkan menggunakan solusi analitik, sehingga diperlukan solusi secara
numerik. Hal ini tentu perlu memperhatikan bahwa solusi numerik hanya dapat
diterapkan pada operator integral fraksional yang kontinu. Dengan menggunakan
suatu fakta bahwa suatu operator tertentu dikatakan kontinu jika dan hanya jika
operator tersebut terbatas. Ini tentu menjadi sebab pentingnya keterbatasan suatu
operator integral (Iskhak, 2013).

Suatu himpunan tak kosong K yang berpasangan dengan = disebut

hipergrup jika memenuhi 3 aksioma hipergrup yaitu ketertutupan, asosiatif dan

reproduktif (Massouros, 1995). Suatu hipergrup K komutatif jika 8, * 8, = &, * &,
untuk semua x,y € K. Sudah menjadi perkara yang umum bahwa untuk setiap
hipergrup yang komutatif memiliki ukuran Haar yang dinotasikan dengan A. Hal

ini, untuk semua fungsi terukur Borel f di K,
[ 16 8)a20) = | rraama e o,
K K

Didefinisikan operator translasi yang diperumum T*, x € K dengan
) = [ fa(5,5,)
K

untuk semua y € K.

Perkembangan keterbatasan operator integral fraksional salah satunya pada
sifat ukurannya. Hal tersebut telah dilakukan oleh banyak matematikawan, salah
satunya adalah Mubariz G. Hajibayov (2015) yang telah membuktikan keterbatasan

integral fraksional di ruang Lebesgue pada hipergrup komutatif.
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Idris (2016) juga telah membuktikan keterbatasan operator Bessel-Riesz di

ruang Lebesgue. Berdasarkan hal ini, akan menjadi suatu perkara yang menarik
untuk membahas lagi mengenai keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang
Lebesgue. Tetapi, dalam penulisan ini, operator Bessel-Riesz akan dibawa ke suatu

hipergrup (K,A) sehingga operator Bessel-Riesz didefinisikan sebagai

Ia,yf(x) = LTxHa,y(p(x' y))f(y*)dxl(y)

- P L 't r_r_1
Untuk setiap f € LP(K,A) dengan 1 <p <'t, e S NS dan i

|x|a—n

D dan di batasi untuk n = 1.

serta Hy ,, (x) =

Salah satu tujuan penciptaan manusia di bumi telah tersurat dengan jelas
dalam al-quran dalam surat al-Bagarah ayat 30 yang artinya: ’Sesungguhnya aku
hendak menjadikan seorang khalifah di muka bumi”. Sebagai seorang khalifah
manusia memiliki beberapa tugas, yaitu: memanfaatkan bumi (intifa’), memelihara
bumi (ishlah), dan mengambil pelajaran di bumi (i 'tibar) (Abdussakir, 2017).
Untuk menjalankan tugas kekhalifahan itu, Allah mengajarkan kepada manusia
ilmu pengetahuan, karena dengan ilmu pengetahuan manusia memiliki kemampuan
untuk mengatur, menundukkan, dan memanfaatkan benda-benda yang ada di muka
bumi (Mu’thi, 2012). Berkenaan dengan ilmu pengetahuan, tentulah manusia harus
selalu berfikir untuk mendapatkan ilmu. Kajian tentang perkembangan dalam ilmu
matematika terus dilakukan untuk dapat membuktikan suatu kebenaran dari

penemuan-penemuan baru, salah satunya pada keterbatasan operator Bessel-Riesz.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah
yang akan dikaji dalam penelitian ini yaitu bagaimana keterbatasan dari operator

bessel-riezh I, ,, pada hipergrup (K, 4) di ruang Lebesgue LP (K, ) ke L7(K, 1)?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan di atas, maka tujuan dari
penelitian ini adalah mengetahui syarat perlu untuk keterbatasan dari operator

bessel-riezh 1, ,, pada hipergrup (K, A) di ruang Lebesgue LP (K, ) ke LI (K, 1).

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberi informasi mengenai keterbatasan

dari operator Bessel-Riezh I, pada hipergrup (K, 1) di ruang Lebesgue L? (K, 1)

ke LI(K, 1).

1.5 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini akan dibuktikan keterbatasan operator Bessel-Riezh
1., pada hipergrup (K,4) di ruang Lebesgue LP(K,A) ke LI(K, 1) dan kernel
operator dibatasi untuk n = 1 sehingga tidak akan membuktikan atau membahas

hasil-hasil yang serupa pada ruang lainnya.

1.6 Metode Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode studi kepustakaan (library research).

Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan informasi atau rujukan yang berasal
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dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan integral fraksional
sebagai landasan teori. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam menyelidiki
keterbatasan dari operator Bessel-Riezh I,, pada hipergrup (K,1) di ruang
Lebesgue LP (K, A) ke LI(K, A) ini adalah sebagai berikut

1. Menyelidiki keanggotaan kernel H,, di ruang Lebesgue.
2. Membuktikan keterbatasan dari operator Bessel-Riezh di ruang Lebesgue

dengan memperhatikan kernel dari operator tersebut

1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi lebih terarah dan mudah dipahami, digunakan
sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi
atas beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka
Kajian Pustaka terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung
pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam
penelitian ini meliputi: ukuran dan integral, transformasi Fourier,
operator integral fraksional, ruang Lp, ruang Morrey klasik, fungsi

maksimal Hardy-Littlewood, keterbatasan operator integral fraksional.



Bab I1l Pembahasan
Pembahasan terdiri dari hasil utama penelitian yang menjawab rumusan
masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: bahasan tentang
keanggotaan kernel H,, di ruang Lebesgue dan Keterbatasan operator
Bessel-Riezh I, ,, di ruang Lebesgue.

Bab IV Penutup
Penutup terdiri dari kesimpulan terkait hasil pembahasan dan juga saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Aljabar-o dan Ukuran

2.1.1 Aljabar-o

Definisi 2.1 Kelas himpunan X yang beranggotakan himpunan-himpunan bagian
dari suatu himpunan X dikatakan aljabar—o jika memenuhi:

i. @,X termuat di X.

ii. Jika A termuat di X, maka X\A termuat di X.

iii. Jika (4,) adalah barisan himpunan dalam X, maka U~ 4, termuat di X.

Sebuah pasangan terurut (X, X) yang terdiri dari himpunan X dan aljabar-

o X dari subhimpunan X disebut ruang terukur. Setiap himpunan pada X disebut
himpunan terukur-X. Tetapi ketika aljabar-o X telah diketahui, maka cukup disebut

himpunan terukur (Bartle, 1995: 6).

2.1.2 Ukuran
Definisi 2.2 Ukuran adalah fungsi yang bernilai riil yang di perluas yang
dinotasikan dengan u dan didefinisikan pada aljabar—o X, dan memenubhi:
i. u(@)=0.
i. u(E) =0, VEEX
iii.Jika (E,) adalah sebarang barisan himpunan yang saling asing dalam X,
maka

I (0 En> = i t(En).

n=1 n=1
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Pasangan terurut (X, u) disebut Ruang Ukuran. (Bartle, 1995: 19)
Teorema 2.3 Jika (12, A) ruang terukur E € A, dan fungsi f:2 — R, maka empat
pernyataan di bawah ini ekuivalen (Darmawijaya, 2007: 230):
() {xxx€E|f(x) <a}€EAg
(i) {x:x € E|f(x) = a} € Ag
(iii) {x:x € E|f(x) > a} € Ag
(iv) {x:x €EE|f(x) < a} € A
untuk setiap @ € R.
Contoh:
1. Misalkan X himpunan dan A koleksi semua subhimpunan pada X. Maka
A aljabar-¢ pada X.
2. Misalkan X himpunan dan A = {@, X}. Maka A aljabar-o pada X.

(Cohn, 2013: 2)

2.2 Integral Lebesgue

2.2.1 Fungsi Sederhana

Misalkan u: M — R ukuran Lebesgue, dan misalkan E € R suatu himpunan
terukur, u(E) < oo. Fungsi f:E — R dinamakan fungsi sederhana, jika ada
bilangan real a4, a,, ...a,, dan himpunan-himpunan terukur E,E,,...,E,, E; N
Ej =@,i+ j, E= Ui, E; sehingga

f(x) =a; x€E({=12..,n).
Jika f:E - R suatu fungsi sederhana, f = ¥iL; a;xg, dan a;,a;), ..., a;,

adalah bilangan-bilangan real tak nol yang tak sama di dalam daerah nilai fungsi f,

maka



= Z 4 e

J=1

dinamakan representasi kanonik fungsi f (Hutahean, 1989: 9.3).

2.2.2 Integral Lebesgue

Definisi 2.4 Misalkan f : E - R adalah fungsi sederhana, f = }i.;a;u(E;).
Integral Lebesgue fungsi f pada E dinyatakan dengan notasi fE fdu atau fE f dan

didefinisikan oleh

jE fdy = Z a;(E).

(Hutahean, 1989: 9.4)
Teorema 2.5 Misalkan E suatu himpunan terukur yang diketahui, u(E) < . Jika
f:E - R dan g:F - R dua fungsi sederhana, a bilangan real yang diketahui,

maka:
() J;(f + @)du = [, fdu+ [, gdu
(i)f, afdu = a [, fdu

(ifi) Jika f > g maka [ fdp > [, gdp

ﬂm=J

l

(Hutahean, 1989: 9.5)

Contoh

3<x<5
1<x<3
0<x<1
-1<x<0
—2<x<-1
—5<x< -2

-

rPOoNS PN

Dari fungsi f (x) diperoleh

_ffdu==ZMG&SD-+1ua13))+0u(mJJ)+2u(c—Lon

E

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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+0u((=2,-1]) + 1p([-5,-2]) = 11.

Jika digunakan representasi kanonik dari fungsi f diperoleh
[ i =20(13.510 (~100) + 11131V [-5,~2) = 11
E

(Hutahean, 1989:9.4-9.5)

2.3 Ruang Metrik
Definisi 2.6 Ruang Metrik adalah pasangan (X, d), di mana X adalah himpunan dan
d adalah metrik di X (fungsi jarak pada X), yaitu sebuah fungsi yang didefinisikan
pada X X X sedemikian sehingga untuk semua x,y,z € X berlaku aksioma:
(M1) d bernilai riil, finit dan non negatif
(M2) d(x,y) = 0 jikadan hanyajika x =y
(M3) d(x,y) = d(y,x) (simetris)
(M4) d(x,y) =d(x,z) +d(z,y) (ketaksamaan segitiga)
Sebuah sub ruang (Y,d) dari (Y, d) diperoleh jika diambil subset ¥ c X
dan membatasi d ke Y x Y, jadi metrik pada Y adalah batasan.
d= dlyxy
d disebut metrik yang diinduksi pada Y oleh d (Kreyszig, 1978: 3-4).
Definisi 2.7 Barisan {x,,} di dalam suatu ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen
jika ada x € X sehingga untuk setiap bilangan asli n > n, berlaku
d(x,,x) <€
Barisan yang tak konvergen dikatakan divergen (Darmawijaya, 2007: 58).
Teorema 2.8 Jika barisan {x,,} di dalam suatu ruang metrik (X, d) konvergen, maka

titik-titiknya tunggal (Darmawijaya, 2007: 58).
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Contoh
1. Sistem bilangan real R merupakan ruang metrik terhadap meterik d :
dix,y)=Ilx-yl, xyeR
Ruang metrik (IR, d) merupakan ruang metrik biasa.
2. Sistem bilangan kompleks C merupakan ruang metrik terhadap modulusnya,
d(z,,z;) = |2y — z,|, z,,z, €C
3. Diberikan himpunan tak kosong X dan didefinisikan d: X X X — R dengan

_ (1 untukx # ydanx,y € X
d(x,Y)—{O untukx:ydanx,yEX

mudah ditunjukkan bahwa (X,d) merupakan ruang metrik. Ruang metrik ini

merupakan ruang metrik diskrit. (Darmawijaya, 2007)

2.4 Ruang Lebesgue
Definisi 2.9 Jika V adalah ruang vektor, maka fungsi N yang bernilai riil di V
dikatakan norma untuk V' jika memenuhi

i. N(v) = 0 untuk semuav € V.

ii. N(v) = 0 jika dan hanya jika v = 0.

iii. N(av) = |a|N(v) untuk semua v € VV dan a € R.

iv. N(u+v) < N(u) + N(v) untuk semua u, v € V.

Jika kondisi (ii) tidak terpenuhi, maka fungsi N dikatakan semi-norma.

Ruang vektor yang dilengkapi dengan norma disebut ruang bernorma.

Misalkan V': L(R) — R didefinisikan sebagai

N(f) = [ Ifldx.
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Kemudian, L(R) membentuk ruang vektor dengan operasi penjumlahan dan
perkalian skalar yang didefinisikan sebagai
F+9@) =fx)+g(x) dan  (af)(x) = af (x),

untuk sebarang x € R, € R, dan f, g € L(R). Dan V' adalah semi-norma pada
L(R). Lebih jauh lagi, N(f) = 0 jika dan hanya jika f(x) = 0 untuk x € R
(Bartle, 1995: 52).

Untuk selanjutnya, untuk suatu ruang bernorma V7, norma dari v € V akan
dituliskan sebagai ||v]|y .
Definisi 2.10 Fungsi f dan g di L(R) dikatakan ekivalen-u jika f = g. Kelas
ekivalensi yang ditentukan oleh f dinotasikan dengan [f], yaitu himpunan bagian
dari L(R) yang memuat fungsi-fungsi yang ekivalen-u dengan f (Bartle, 1995: 54).

Ruang Lebesgue L' = L'(R) adalah himpunan yang memuat semua kelas-
kelas ekivalen-u dalam L(R). Jika [f] € L!, didefinisikan norma dari f sebagai

I[f1all = [ If1dp

(Bartle, 1995: 54).

Untuk selanjutnya, notasi [f] cukup dituliskan sebagai f saja.
Definisi 2.11 Untuk 1 < p < oo didefinisikan ruang LP = LP (R) sebagai himpunan
yang memuat semua kelas-kelas ekivalen-u dari fungsi f terukur yang bernilai riil
sedemikian sehingga

J1fIPdu < oo

Kemudian didefinisikan

1
Ifeell = (J If1Pdu)?

(Bartle, 1995: 55).
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2.5 Hipergrup
Misalkan K himpunan. Sebuah fungsi p: K X K — [0, o) disebut quasi-
metrik jika:
1. px,y) =0=x=y;
2. p(x,y) =p(,x);
3. Terdapat konstanta ¢ > 1 sedemikian sehingga untuk setiap

x,y EK

p(x,y) < c(p(x,2) + p(z,))
(Hajibayov, 2015).

Misalkan semua bola B(x,r) ={y € K:p(x,y) <r} terukur-A dan
asumsikan A memenuhi kondisi ganda (doubling condition)

0 < AB(x,2r) < DAB(x,1) < oo.

Sebuah ruang (K, p, 1) yang memenuhi semua kondisi yang disebut di atas
disebut ruang tipe homogen (Hajibayov, 2015).

Dalam teori grup kompak lokal terdapat ruang tertentu yang mana
meskipun bukan grup, tetapi memiliki beberapa struktur grup. Seringkali, struktur
dapat ditulis dalam pengertian konvolusi abstrak ukuran dalam ruang (Hajibayov,
2015).

Suatu himpunan tak kosong K yang berpasangan dengan = disebut sebagai
hipergrup jika memenuhi aksioma berikut:

i. Hasil dari a * b adalah subset dari K, untuk setiap a,b € K

ii. (@xb)*c=a=x(bx*c)untuksetiap a,b,c € K

iii.a* K =K *a =K untuk setiap a € K

(Massaouros, 1997).
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Suatu hipergrup K disebut komutatif jika &, * 8, = &, * §, untuk semua

x,y € K. Ini sudah menjadi hal yang umum bahwa setiap hypergrup yang komutatis
memiliki ukuran Haar yang mana akan dinotasikan dengan A. Hal ini, untuk semua

fungsi terukur Borel f di K,
[ £+ 8,)a10) = | fIda) e K
K K

(Hajibayov, 2015).

Didefinisikan operator translasi yang diperumum T*, x € K dengan
T = [ (5 + )
K

untuk semua y € K. Jika K adalah hipergrup yang komutatif, maka T*f(y) =

TY f (x) dan konvolusi dari dua fungsi didefinisikan sebagai

(f* 9)0x) = j T £ (y)g(y*)dA®)

K
(Hajibayov, 2015).
Misalkan (K,*) adalah komutatif hipergrup, dengan quasi metrik p, ukuran
Haar A dan N € (0, ). Kita akan katakan K adalah upper Ahlfors N-regular
dengan identitas, jika ada konstanta C > 0, yang tidak bergantung r >0

sedemikian sehingga AB(e,7) < Cr" (Hajibayov, 2015).

2.6 Operator

2.6.1 Operator Integral Fraksional

Misalkan f adalah suatu fungsi yang bernilai real yang terdefinisi pada R™,
dengan 0 < a < nsertax € R", suatu operator I, yang memetakan fungsi f: R™ —

R ke I,f: R™ — R didefinisikan sebagai
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lef () = f _J»_,

e |X — ¥
Operator ini sering disebut dengan sebutan operaor integral fraksional (Gunawan,
2003).

Ditunjukkan dengan bola B = B(x,r) ={y € R™:|x —y| < r} dengan
pusat x dan jari-jari r > 0, dan|B(x,r)| ukuran Lebesgue, yaitu |B(x,7)| = w,r™
dengan w,, adalah volume dari suatu bola di R™.

Lemma 2. 12
Jika 0 < a < b, maka
(u*R)®

—<OO
k b
keZ(1+u R)

denganu > 1dan R > 0.
Bukti.
Diketahui 0 < a < b sehingga b — a > 0. Ambil sembarang u > 1 dan R > 0.

Selanjutnya, nyatakan

@R O WR)® f o (WR)®
KpY\b K p\b kK p\b
= (14 u*R) = (1+ u*kR) £ (1 4+ u*R)

< Z (W*R)* + ;(ukma—b .

k=-1

k a
Karena leio_l(ukR)a < oo dan Z}ocozo(ukR)a_b < oo0. Maka Zkez((u i) )_b < 0o
1+ufR

(Idris, 2016).
2.6.2 Operator Maximal

|x|(l—17.

@+l

Untuk setiap f € LP(K,A),p =1, dengan H,,(x) = Fungsi

maksimal di hipergrup di definisikan sebagai
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1
AB(e,1)

Mf(x) = sup (If ] * Xpery) ()

= sup T*|f(y")|dA(Y)

r>0 AB(e, 1) B(er)
(Hajibayov, 2015).
2.6.3 Operator tipe (p, q)
Anggap bahwa T operator sublinear dan 1 < p,q < oo. T dikatakan tipe
lemah (p,q) jika T operator terbatas dari LP(R™) ke L?*(R™). Yaitu,terdapat

konstanta C > 0 sedemikian hingga untuk setiap A > 0 dan f € LP(R")

tx e RuITFCOL> 41 < (511,
T dikatakan tipe (p,q) jika T operator terbatas dari LP (R™) ke L1(R™). Yaitu,
terdapat konstanta C > 0 sedemikian hingga untuk setiap f € LP(R™)
ITfllg < Clifllp;

di mana [|f1l, = IIf Il »r») menotasikan norm LP dari f(x) (Lu, 2007: 5).

2.7 Perintah untuk selalu berfikir

Pada pembahasan sebelumnya telah dipaparkan bahwa manusia
memerlukan ilmu pengetahuan untuk memenuhi tugasnya sebagai khalifah di bumi.
Selanjutnya akan dibahas tentang perintah untuk selalu berfikir. Karena dengan
berfikir manusia dapat memperoleh dan mengembangkan iimu pengetahuan.
Perintah untuk berfikir untuk memperdalam dan mengembangkan ilmu
pengetahuan telah tersurat dalam salah satu ayat al-Qur’an, pada surat Ali ‘Imran
ayat 189-191 yang artinya :

“Kepunyaan Allah-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah Maha Perkasa atas segala
sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam
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dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. (yaitu) orang-orang yang
mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring dan mereka
memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan kami,

tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, maka peliharalah
kami dari siksa neraka.”

Ahmad Bin Muhammad ash Showy al Mashry al Kholwaty al Maliky

(1241-1175H:260) berpendapat bahwa lafad 65}&{2&;3 Syl u,,d\ menjadi badal

dari lafad sebelumnya yaitu lafad uu‘ﬂ\ J;JSJ hal ini menunjukkan bahwa orang-

orang yang memiliki akal yang sempurna adalah orang-orang yang mau berpikir
dan berdzikir. Sedangkan Ibnu Katsir (2004) berpendapat bahwa dengan akal-akal
yang sempurna dan memiliki kecerdasan, yang dapat dengan mudah mengetahui
segala sesuatu hakikat dari apa yang dicari secara jelas dan gamblang.

Perintah untuk mencari ilmu juga tertulis dalam salah satu hadits sebagai

berikut:

Jalur Al-Thabrani

s 8

) o 2ol B3 VG el Bl o el GE A F L A2 s
o A Se Ge iy ol G (Sl o o s G (el Rk D) s o B s iz
(el oly)) - ohed J}{& 4.,4_:).9 rw Jb :(;1;3 <l £ L;\..p & Jo2is J6 2 G (35hi
(Mu’jam al-Kabir li al-Tabrani (9: 42))

Artinya : Muhammad bin Yahya bin Mundzir Al-Qazzaz dan Husain bin Ishag
berkata, Hudail bin Ibrahim Al-Himmany menceritakan kepada kami, Utsman bin
Abdurrahman Al-Qurasyi menceritakan kepada kami, dari Hammad bin Abi Sulaiman,
dari Abi Wail, Dari Abdillah bin Mas ud berkata, Rasulullah SAW. bersabda : “Mencari

ilmu itu wajib bagi setiap muslim”. (HR. Thobroni).
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Dari beberapa dalil di atas, dapat diartikan bahwa menuntut ilmu wajib, dan

ilmu itu tiada batasnya. Sehingga manusia yang haruslah untuk selalu berfikir dan
mengembangkan ilmu pengetahuan untuk memenuhi tugasnya sebagai khalifah
dibumi. Hingga Allah jualah yang berkehendak menghentikan nafas hidupnya. Hal
ini serupa dengan keterbatasan operator integral fraksional yang terus dilakukan
perkembangan untuk mendapatkan penemuan-penemuan baru sehingga dapat
digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Sehingga kajian keterbatasan operator
Bessel-Riesz pada hipergrup komutatif di ruang Lebesgue merupakan salah satu

bentuk implementasi dari hasil berfikir dalam mengembangkan ilmu.



BAB IlI

PEMBAHASAN

3.1 Operator Bessel-Riesz dan Keterbatasannya

Pada bab ini akan dijelaskan tentang kernel H,, ,, beserta sifat-sifatnya yang
mendukung pembuktian dalam pembahasan ini, dan pembuktian keterbatasan
operator Bessel-Riesz I, di ruang Lebesgue LP(K,4),1 < p < oo,
3.1.1 Keanggotaan kernel H,, di Ruang Lebesgue

|x|a—n

@+[xp¥

Kernel H,, yang di definisian sebagai H,, = dengan n = 1, akan

diselidiki keanggotaanya di ruang Lebesgue. Berikut ini hal-hal yang mendukung
penyelidikan tersebut.
Teorema 3.1

Jika0 < a <1dany > 0, maka

1
1+y—a

. 1
i. H,, € L*'(K,2) dengan <t<_—,

(a—-1)t+1

1
i Hayll o~ (z (24) ) b .

(1+2kR)"*

Bukti.

i
1+y—«a

Misalkan 0 < ¢ <1 dan y > 0. Kemudian pilih t € ( ﬁ) sehingga

(a—1Dt+1>0.

(1) Nyatakan

HE, (x)dA(x) + J HE, () dA(x).

X\B(x,1)

jX HS, (x)dA(x) = fB o

1
1+y—«a

Periksa bahwa

<t < ——, diperoleh
1-«

19
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f HE, (x)dA(x) < f lx| @ DtdA(x) < CA(b)@ D!
B(x,1) B(x,r)

dan

f HE,(0)dx < f |x| @ =Didx < CA(b)@ YD
X\B(x,1) X\B(x,1)

dengan demikian [, H ,, (x)dx < oo.

Ambil sebarang R > 0 diperoleh

|y|(a—1)t

A 7o)

f HE, (V)dy =
X

r(a—1)t+1—1

=C x—(l v dA(r)

(a Dt+1-1

= CZ f L >0
2kR<r<2k+1R (1+ vt ( )

kEZ

diperoleh [ Hg, (y)dA(y) adalah

1
HL (y)dA(y) < Cz—f @ DE+H1-147 1)
JX . kKEZ (I ZkR)yt 2kR<r<2k+1R

(sz)(a t+1
B iS4
(1 + 2FR)Y*
KEZ

Sementara itu

{ (a—1)t+1-1
j Hg,(y)dA(y) = 2Yfz—(1 2R L kR<r<2k+1Rr a dA(r)

(ZkR)((x—l)t+1
1+ 2kR)VE
€EZ
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(sz)((x—l)t+1

W. Pilihu =2,a = (a — 1)t,

Akibatnya [, H,, (y)dA(Y) ~ Yxez

(ZkR)(a—l)t

dan b =yt pada Yez 7. Berdasarkan Lemma 2.12, berakibat H,, €

(1+2kR)""
LE(K, 2).
1
k (a—Dt+1\ ¢
Dari ekivalensi antara ||Ha’y||Lt dan <Zkez (z(i)z—k;e)”> diperoleh
1
(ZkR)(“—l)‘l‘f
(1 + ZkR)y = C”Ha.]/”Lt

untuk setiap k € Z.
Selanjutnya untuk y = 0, telah diketahui H,, = H, bukan anggota ruang
Lebesgue. Oleh karena itu, H, akan di investigasi keanggotaannya di ruang Morrey.

Lemma 3. 2

Jika0 < a<1,makaH, € M5 (K,A)dengan 1 < s <t = %

-
Bukti.

Diberikan 0 < @ < 1. Ambil sebarang B = B(a,R) dengan a € K dan R >

OUntukl<s<t= ﬁ berlaku

21 s 21 (a—1)s 21 1-3
|BIt"" | Ha(x)dA(x) < |Bolt || dA(x) < C|Bo[t "|Bo| ™ t.
B B

OZB(O'R)
Ambil supremum atas B untuk mendapatkan [|H|l3,s: < C.
Perhitungan norma H,, tidak bergantung pada jari-jari bola. Dengan demikian untuk

R>0,

S
CollHgll3pse < IB(O,ZR)If_lf HZ (x)dA(x) < Cil|Hgll3pse
B(0,2R)-B(0,R)

dengan C;, C, > 0.
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Berdasarkan dekomposisi diadik, diperoleh
11

— 00 1
Rt™s Z Hq (2°R)(24R)s < CllHqllpese
k=-1

dan

1
Hy(2KR) < C(2¥R)TT|[Hpll ppst
untuk setiap k € Z.
Akibat 3. 3

Jika 0<a<1 dan y >0, maka H,, € M**(K,1) dengan 1 <s <t dan

il
1+y—«a

1 1
L £ —
1+y—«a 1-a

<t<ﬁatau1§s<tdan

Bukti. Diberikan 0 < a < 1 dan y > 0. Berdasarkan inklusi ruang Morrey, H,,,

1
1+y—-a

termuat di M'S*(K, 1) dengan 1 < s < t dan o= ﬁ

Selain itu, karena H,, < H, dan H, € M**(K,A) dengan 1 < s <t = ﬁ maka

H,, menjadi anggota M**(K,1) dengan 1 <s<t= ﬁ Dengan demikian

il
L E——=
1+y—«a =@

H,, € M*(K,2) dengan 1 < s < t dan

3.1.2 Keterbatasan Operator Bessel-Riesz di Ruang Lebesgue
Keterbatasan operator Bessel-Riesz I, ,, di ruang Lebesgue ditunjukkan oleh

akibat berikut.
Akibat 3. 4

Jika0 < a <1dany > 0, maka
ey fll, o < 1Hayll NF N,

i P r_ L 1 1_
untuk setiap f € LP(K,A)dengan 1 <p < t/, a <t<-——, dan .
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Ia,yf(x) = fTxHa,y(p(xJY))f(y*)d/l(y)
X
untuk setiap f € LP(K,A),p = 1, dengan H,,, (x) = (ll’i';:l;y
MFG) = (If] % Xoem)
= E3
0 = b e W Faen)x
- T (rIdA)
= Su .
R>Ig AB(e) r) B(e,r) "4 Y
Teorema 3.5
Misalkan 0 < @« < 1 dan y > 0. Jika 1 < s < t (dengan 1+;_a <t< ﬁ)

atau 1 < s < t. Maka terdapat C,, > 0 sehingga

ey fll,p < CollHay D5l Fllr

untuk setiap f € LP (K, 1) dengan 1 < p < t' dan % N % _%
Bukti

Iy f () = (%) + I(x)
denganly = [ .\ . He, (pGe, )T f(0)dA(y)
danlp = [, o p Hay (pCGe )T*F (1)dA(Y)

Untuk taksiran I,

|1 ()| = Hyy(p(x,y))T*f(y)dA
' kZ1 fZ"RSp(x.y)<2k+1R (PG )T 0)AA0)

< > Hey (@R T ()dAQ)
he1 2kR<p(x,y)<2k+1R
< ) Hey@R) Ty )dA0),

P B(e,2k*1R)
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Karena untuk setiap k € Z berlaku

1
Hay (2°R)(2¥R)T < C|[Hay ||, s

dan

(21R)~ T*f(y")dA(y) < CMf (x)

B(e,2k*+1R)
maka diperoleh

N .
GO < C[Hay (K D)l o MFG) D @EROE
k=-1

1
T

< C||Hay (K, D|,,scMf(IRE.

Selanjutnya untuk estimasi I,

|Gl = H, (o)) T*F (5)dA
g ;LkRSp(x,y)<2k+1R 'V('D % y) f y (:Y)

< ) Hey (4R T*f(y)dA)
k=1

2kR<p(x,y)<2kt1R

—00

< ) Hey(*R) T*f(y")dAR)

= B(e,2k+1R)

dengan menggunakan ketaksamaan Holder diperoleh

1
P

LIS ) Hay Q¥R ( |

k=-1

T"If(y*)lpdl(y)>

(€,2k+1R)

- ,
< Clflr ). Hey@R)CR)

k=-1

11
< C”Ha,]/(K'/1)||M5,t”f”LpRt, p

1l p

P
"7 (x)) , diperoleh ketaksamaan Hedberg

dengan memilih R = (
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[0, fCO| < LG+ 11,(x)]

p
< C||Hay (K, D, I 1, (MF ()

]__1’.

f |l f |1 dA(x) < Cl|Hey (K, D MNP IMFCONT,
K
karena operator maksimal terbatas di LP (K) dengan p > 1, maka

ey fll,q < CollHay (K, Dl s 1 Nlo
selain itu diperoleh

lafllLa < CollHa (K, Dllpsellfllzr,

untuk kasusdengany =0dan1 <s<t = 1#

=
3.2 Intergrasi Keterbatasan Operator Bessel-Riesz dengan Tugas Manusia

Sebagai Khalifah di Bumi

Keterbatasan operator bessel-riesz pada awalnya terinspirasi dari
keterbatasan operator integral fraksional yang pada mulanya hanya berlaku pada
ruang khusus yang salah satunya ruang Lebesgue. Penelitian mengenai keterbatasan
operator integral fraksional pertama kali diteliti oleh G.H Hardy dan J.E Littlewood
yang berhasil membuktikan bahwa operator integral fraksional I, terbatas di ruang
Lebesgue dengan memanfaatkan operator maksimal yang kemudian dikenal dengan
ketaksamaan Hardy-L.ittlewood. Selang beberapa waktu kemudian, Sergei Sobolev
berhasil mengembangkan mengenai ketaksamaan tersebut yang kemudian dikenal
sebagai ketaksamaan Hardy-Littlewood Sobolev. Seiring berjalannya waktu,

banyak ilmuan yang meneliti tentang keterbatasan operator integral fraksional,
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salah satunya Hajibayov yang berhasil membuktikan keterbatasan operator integral
fraksional di ruang Lebesgue pada hipergrup yang komutatif. Idris juga berhasil
membuktikan  keterbatasan  operator  bessel-riesz  diruang  Lebesgue.
Berkembangnya hal ini bisa dikatakan sebagai bentuk memperoleh kesempurnaan
dari sesuatu yang sudah ada dan bisa dikatakan juga sebagai bentuk implementasi
hasil pemikiran manusia mengenai ilmu pengetahuan. Seperti yang telah dijelaskan
dalam surat Ali ‘imran ayat 189-190 bahwa manusia yang memiliki akal sempurna

adalah manusia yang mau berfikir.

Pelajaran yang dapat diambil dari ayat tersebut adalah jika seseorang ingin
memiliki akal yang sempurna maka orang tersebut haruslah selalu befikir dan
berdzkir, dan Allah sudah memberikan bantuan kepada orang-orang tersebut salah
satunya berupa tanda-tanda dalam penciptaan langit dan bumi dan silih bergantinya
siang dan malam. Sedangkan, pada surat al-Bagarah ayat 30 dijelaskan bahwa
penciptaan manusia di bumi adalah untuk menjadi khalifah dibumi, tetapi untuk
menjadi khalifah di bumi diperlukan ilmu pengetahuan yang tak terbatas agar dapat
menundukan dan memelihara apa yang sudah dan akan ada di bumi. Untuk
memperoleh ilmu pengetahuan yang tak terbatas ini tentulah manusia harus terus
berfikir untuk mengembangkan ilmu pengetahuan yang sudah ada. Hal ini semata-
mata agar manusia mampu untuk menjadi khalifah di bumi.

Berdasarkan uraian tersebut, terdapat suatu korelasi dalam pengembangan
keterbatasan operator bessel riesz dalam penelitian ini dan pandangan islam. Dalam
penelitian ini keterbatasan operator bessel-riesz di ruang Lebesgue dibawa dan di
kembangkan ke hipergrup yang komutatif yang merupakan hasil proses berfikir dari

manusia dan proses mengembangkan ilmu pengetahuan yang sudah ada, sedangkan
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dalam pandangan islam manusia harus selalu berfikir tentang apa yang ada di bumi
dan selalu mengembangkan ilmu pengetahuan untuk memenuhi tugasnya sebagai

khalifah di bumi.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh hasil bahwa
untuk 0 < a <1, operator bessel-riezh I,, pada hipergrup (K,4) yang

didefinisikan oleh
Ty f ) = fX T*Hgy (p(x, ) F ) AAD)

merupakan operator yang terbatas pada ruang Lebesgue L? (1) ke L9(A) dengan 1 <

1
1+y—a

1 i 14 1
<t<-——, dan S serta Hy, (x) =

|x|a—1

@+lxpY’

p<t, atau dapat
dikatakan untuk f € LP(A) terdapat konstanta C > 0 sehingga diperoleh
ketaksamaan

eyl o < CllHay DI, el f 1o

Dengan syarat A(B) < Cr.

4.2 Saran
Berdasarkan pembahasan di atas, disarankan untuk penelitian selanjutnya dapat
dilakukan telaahan lebih lanjut terhadap keterbatas operator bessel-riezh di ruang

Morrey Kklasik atau Morrey diperumum.
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