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ABSTRAK

Septiana, Tia Wahyu. 2019. Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua
pada Graf Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr.
Abdussakir, M.Pd. (1) Mohammad Jamhuri, M.Si.

Kata kunci: indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua, graf pembagi nol,
ring komutatif dengan unsur kesatuan

Misalkan R ring komutatif dengan unsur kesatuan dan Z(R) adalah
himpunan pembagi nol. Graf I'(R) adalah graf dengan titik-titiknya yaitu semua
himpunan pembagi nol bukan nol dari R dan untuk dua titik yang berbeda
x,y € Z(R) terhubung langsung jika dan hanya jika xy = 0. Penelitian ini
bertujuan untuk menentukan rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan
kedua pada graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dan
Z,2 untuk p,q bilangan prima. Metode penelitian yang digunakan adalah studi
kepustakaan dengan menggunakan beberapa buku dan jurnal sebagai bahan
rujukan. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf F(qu) untuk p, q
bilangan prima, p > 3, dan p < g adalah

Ey (I'(Zpq)) = 4(q + p — 2) dan E, ([(Zyq)) = 40 — D(q — 1).
2. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf F(sz) untuk p
bilangan prima dan p > 3 adalah

Ey (I'(Z,2)) = p - 1dan E, (I'(2,2)) = 22221
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ABSTRACT

Septiana, Tia Wahyu. 2019. First and Second Zagreb Eccentricity Indices of
Zero-Divisor Graph of a Commutative Ring with Unity. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor: (1) Dr.
Abdussakir, M.Pd. (1) Mohammad Jamhuri, M.Si.

Keywords: first and second Zagreb eccentricity indices, zero-divisor graph,
a commutative ring with unity

Let R be a commutative ring with unity and Z(R) be its set of zero-
divisors. Graph I'(R) is a graph with the vertices, that is all sets of non zero-
divisors of R and for two distinct vertices x,y € Z(R) are adjacent if and only if
x -y = 0. The purpose of this research is to determine the formula of first and
second Zagreb eccentricity indices of zero-divisor graph of a commutative ring
with unity Z,, and Z,. where p,q are primes. The research method used is a

literature study using some books and journals as references. The result of this
research are as follows:

1. First and second Zagreb eccentricity indices of graph F(qu) where p, q are
primes, p = 3,and p < q are
By (I(Zyq)) = 4(q +p = 2) and E, (I'(Zyg)) = 400 - 1)@ — D).
2. First and second Zagreb eccentricity indices of graph I"(sz) where p is prime
andp > 3 are

B (I(z,2)) =p - 1and B, (1(2,2)) = 2222

XVi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf merupakan salah satu dari banyak cabang ilmu matematika yang
aplikasinya banyak digunakan dalam kehidupan manusia. Beberapa permasalahan
dapat diselesaian secara lebih mudah dengan terori graf. Manfaat dari teori graf
ini dapat dilakukan seseorang dalam meringankan permasalahan orang lain.

Sebagaimana dalam firman Allah Swt surat al-Hasyr ayat 9:

2 /S:f/ i 3 A, = 8

Lwc.wuyuﬁg iolat oy 08 35 ‘J“‘\))f}’)

() \)PM-:JT f»—“ —-L—’J E
“Dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri,
sekalipun mereka dalam kesusahan. Dan siapa yang dipelihara dari kekikiran dirinya,
mereka itulah orang-orang yang beruntung”.

Ayat tersebut menyatakan bahwa sebagai seorang muslim yang baik, salah
satu amalan yang paling utama adalah membantu meringankan beban penderitaan
orang lain seperti yang dilakukan Euler seorang ahli matematika asal Swiss. Euler
menggunakan aplikasi graf untuk merepresentasikan Jembatan Konigsberg yaitu
tujuh jembatan dengan empat daratan. Masalah ini merupakan teka-teki orang-
orang di sana yang sering berjalan dari daratan satu ke daratan yang lainnya
melalui jembatan tersebut. Orang-orang berpikir apakah seseorang dapat berjalan
dengan melalui ketujuh jembatan itu masing-masing tepat satu kali. Masalah ini

dapat dipecahkan oleh Euler dengan merepresentasikan ke dalam graf yaitu

dengan empat titik dan tujuh sisi (Setyawan, 2014).



2

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan VV adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V
yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi di G masing-masing dinotasikan
dengan V(G) dan E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Sedangkan untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) d(u, v)
antara dua titik u dan v di G adalah panjang dari lintasan terpendek yang
menghubungkan u dan v di G. Adapun eksentrisitas (eccentricity) e(v) dari suatu
tittk v pada graf terhubung G merupakan maksimum d(u,v),Vu € V(G)
(Chartrand dan Lesniak, 1986:29). Menurut Vukicevic dan Graovac (2010) indeks
eksentrisitas Zagreb pertama (E;) dan kedua (E,) secara berturut-turut
didefinisikan sebagai E; = Y ey e(w)? dan E, = Yuer) e(we(v), dengan
e(u) dan e(v) adalah eksentrisitas dari titik u dan v di G.

Penelitian terkait indeks eksentrisitas Zagreb telah dilakukan oleh Lee
(2013) yang meneliti tentang lower and upper bounds of Zagreb eccentricity
indices on unicyclic graphs. Penelitian multiplicative Zagreb eccentricity indices
of some composite graphs oleh Luo & Wu (2014). Penelitian Zagreb eccentricity
indices of the generalized hierarchical product graphs and their applications oleh
Luo & Wu (2014).

Ring adalah struktur yang terdiri dari himpunan tak kosong dengan dua
operasi biner yang dilambangkan dengan (R,*,) yang memenuhi sifat grup
abelian terhadap operasi *, serta - bersifat asosiatif dan distributif terhadap operasi
. Suatu ring (R,*,”) disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan hanya

jika operasi kedua bersifat komutatif dan R mempunyai unsur identitas terhadap
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operasi kedua yaitu operasi -. Dengan kata lain R merupakan ring komutatif
sekaligus ring dengan unsur kesatuan (Raisinghania dan Aggarwal, 1980).

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan Z(R) adalah
himpunan pembagi nol. Graf I'(R) dari R dengan titik-titiknya Z(R)* = Z(R) —
{0}, yaitu himpunan pembagi nol bukan nol dari R, dan x,y € Z(R)* terhubung
langsung jika dan hanya jika xy = 0 (Anderson dan Livingston, 1999).

Penelitian terkait graf pembagi nol telah dilakukan oleh Soleha, dkk (2015)
yang meneliti tentang sifat-sifat graf pembagi nol dari ring komutatif dengan
elemen satuan. Penelitian sifat-sifat semigrup sebagai graf pembagi nol oleh Patty
(2016). Penelitian graf pembagi nol dan graf total pada kode genetik oleh Riyanti,
dkk (2018).

Penelitian graf pembagi nol yang diperoleh dari suatu grup juga telah
dilakukan. Penelitian analisis automorfisma graf pembagi nol dari ring komutatif
dengan elemen satuan oleh Sugiarto, dkk (2018). Penelitian automorfisme graf
pembagi nol dari gelanggang himpunan bilangan bulat modulo tak prima oleh
Rokhmah (2018). Penelitian terkait jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari
gelanggang Z,, X Z, dengan p, q bilangan prima oleh Khasanah (2018).

Sampai saat ini belum ada penelitian terkait indeks eksentrisitas Zagreb
pertama dan kedua yang diperoleh pada graf pembagi nol dari ring komutatif
dengan unsur kesatuan. Oleh karena itu, penulis mengambil judul “Indeks
Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring

Komutatif dengan Unsur Kesatuan”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, masalah dalam penelitian ini dirumuskan
sebagai berikut:
1. Bagaimana rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf pembagi nol
dari ring komutatif dengan unsur kesatuan?
2. Bagaimana rumus indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf pembagi nol

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini sebagai berikut:
1. Untuk mengetahui rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.
2. Untuk mengetahui rumus indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Memberikan informasi mengenai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada
graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.
2. Memberikan informasi mengenai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.
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1.5 Batasan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini dibatasi hanya pada

graf pembagi nol dan ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dan Z,2 untuk

p, q bilangan prima, p > 3, danp < q.

1.6 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini metode yang digunakan adalah studi literatur atau
studi pustaka, yaitu kegiatan untuk memperoleh informasi yang relevan dengan
topik pembahasan dengan bantuan sumber-sumber yang ada di perpustakaan.
Sumber-sumber tersebut seperti buku, jurnal, dan lain-lain.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan oleh penulis untuk menentukan
indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring
komutatif dengan unsur kesatuan sebagai berikut:

1. Menentukan anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dan Z,:
untuk p, g bilangan prima, p = 3,5,7,11, danp < q.

2. Menentukan Tabel Cayley dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.

3. Menentukan himpunan pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur
kesatuan.

4. Menggambar graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan.

5. Menentukan jarak dari masing-masing titik pada graf pembagi nol yang telah
terbentuk.

6. Menentukan eksentrisitas.

7. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb pertama.

8. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb kedua.



9. Menentukan rumus yang terbentuk.

10. Membuktikan rumus.

1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan penelitian ini mudah dipahami secara keseluruhan, maka

digunakan sistematika penulisan yang dibagi menjadi empat bab yaitu:

Bab |

Pendahuluan
Pada bab ini penulis menjelaskan tentang latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode

penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kajian teori yang digunakan
dalam penelitian, yaitu meliputi konsep dasar tentang graf, grup, ring,
ring dengan pembagi nol, graf pembagi nol, indeks eksentrisitas Zagreb

pertama dan kedua, serta kajian teori graf dalam al-Quran.

Bab Il Pembahasan

Pada bab ini penulis menjelaskan hasil penelitian tentang indeks
eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan unsur kesatuan.

Bab IV Penutup

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kesimpulan dari penelitian yang

telah dilakukan dan saran untuk pembaca.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan VV adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V
yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi di G masing-masing dinotasikan
dengan V(G) dan E(G). Sedangkan banyak unsur di V(G) disebut order dari G
yang dilambangkan dengan p(G) dan banyak unsur di E (G) disebut ukuran dari G
yang dilambangkan dengan q(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).
Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,v,,v3,1,, 05} dan
E = {eq, e, €3, 6,4, 65,6} Graf G dapat digambar seperti berikut:

Vg €, Vy

G: €5 2

Vl el ‘VE 22 VS

Gambar 2.1 Graf G

Dari Gambar 2.1 graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalah 5. Graf G

mempunyai 6 sisi sehingga ukuran graf G adalah 6.
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2.1.2 Terhubung Langsung (Adjacent) dan Terkait Langsung (Incident)

Jika sisi e = (u,v) adalah sisi graf G, maka u dan v disebut terhubung
langsung (adjacent). Jika sisi e = (u,v) menghubungkan titik u dan v, maka u
dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Sisi e = (u,v) dapat
ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Contoh:
Perhatikan graf H yang memuat himpunan V ={v,,v,} dan
E = {e;} berikut ini:

. @—0

, €q
1'1 1;2
Gambar 2.2 Graf H

Dari Gambar 2.2 tersebut, titik v; dan e; serta e;dan v, adalah incident (terkait

langsung) dan titik v, dan v, adalah adjacent (terhubung langsung).

2.1.3 Derajat (Degree)

Derajat dari titik v di graf G, dinotasikan dengan deg(v), yaitu banyaknya
sisi di G yang terkait langsung (incident) dengan v. Suatu titik v dapat dikatakan
titik genap (even vertices) atau titik ganjil (odd vertices) tergantung dari deg(v)
genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).

Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {vy,v,,v3,v,} dan

E = {e;1, e, €3, €4, €5} berikut ini:

V4 V3

vy “1 V3

Gambar 2.3 Graf G dengan Order 4



Dari Gambar 2.3 tersebut diperoleh bahwa
deg(v,) =3 deg(vs) =2
deg(v;) =3 deg(v,) =2

Titik v; dan v, adalah titik ganjil, sedangkan titik v dan v, adalah titik genap.

2.14 Graf Beraturan

Graf beraturan-r adalah graf yang semua titiknya berderajat » dengan r
adalah bilangan asli, atau deg(v) =r, Vv € V(G) (Chartrand dan Lesniak,
1986:9).
Contoh:

Perhatikan graf G, dan graf G, berikut ini:

Gl: Gz:

Gambar 2.4 Graf Beraturan

Dari Gambar 2.4 graf G, disebut graf beraturan-2 karena derajat setiap titiknya
adalah 2 dan graf G, disebut graf beraturan-3 karena derajat setiap titiknya

adalah 3.

2.1.5 Graf Komplit
Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung. Graf komplit dengan order n titik dinyatakan dengan K,,.

Dengan demikian, maka graf K,, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan order

n dan ukuran @ (Abdussakir, dkk, 2009:21).
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Contoh:

K> K; K

K
Gambar 2.5 Graf Komplit

Dari Gambar 2.5 graf K;, K,, K3, dan K, adalah graf komplit karena setiap dua

titik yang berbeda dalam graf tersebut saling terhubung langsung.

2.1.6 Graf Bipartisi

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi
menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi pada
graf G tersebut menghubungkan satu titik di V; dengan satu titik di V,
(Abdussakir, dkk, 2009:21).
Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {uy, u,, u3, v4, v5, v, v,} berikut
ini:

ZI.I u 2 u 3

V1 v2 Vs V4
Gambar 2.6 Graf Bipartisi

Dari Gambar 2.6 graf G adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi V; =

{v1,v2,v3, 14} dan V, = {uy, up, us}.
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2.1.7 Graf Bipartisi Komplit
Graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan masing-
masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik pada partisi
yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah satu partisi dan n titik
pada partisi yang lain ditulis K, ,, (Abdussakir, dkk, 2009:22).
Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {u,, u,, v, v, v3} berikut ini:

1[1 ll2

\:1 1:2 1:3
Gambar 2.7 Graf Bipartisi Komplit K3 ,

Dari Gambar 2.7 graf G adalah bipartisi karena dapat dipartisi menjadi dua
himpunan V; = {v,,v,,v3} dan V, = {u;,u,} serta merupakan graf komplit

karena masing-masing titik pada V; dan V, saling terhubung langsung.

2.1.8 Graf Isomorfik dan Graf Identik

Misalkan G dan H graf. Graf G disebut isomorfik dengan graf H, jika
terdapat fungsi ¢ yang bersifat bijektif dari V(G) ke V(H), yang disebut
isomorfisme, sedemikian hingga uv € E(G) jika dan hanya jika ¢(w)¢(v) €
E(H). Jika graf G isomorfik dengan graf H, maka dinotasikan dengan G = H
(Abdussakir, dkk, 2009:24).

Untuk mengecek dua graf isomorfik atau tidak, terkadang diperlukan

banyak waktu untuk melakukannya. Berikut diberikan beberapa sifat yang mudah



12
dicek untuk menentukan dua graf isomorfik atau tidak. Jika dua graf isomorfik,
maka akan dipenuhi sifat-sifat berikut:

a. Keduanya mempunyai order yang sama

b. Keduanya mempunyai ukuran yang sama

c. Keduanya mempunyai banyak titik berderajat i yang sama, untuk i € N
(Abdussakir, dkk, 2009:26).

Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V(G) = {u,, u,, us, uy, us} dan graf H

yang memuat himpunan V(H) = {v,, v, v3, V4, v5} berikut ini:

U, v

Uy Uz Vi Vs

Gambar 2.8 Graf Isomorfik

Dari Gambar 2.8, graf G dan graf H adalah isomorfik karena kedua graf tersebut
mempunyai order yang sama yaitu 5 dan ukuran yang sama yaitu 5, serta
mempunyai derajat setiap titiknya yang sama yaitu 2.

Dua graf G dan H disebut identik, dinotasikan dengan G = H, jika
V(G) =V (H) dan E(G) = E(H). Dengan kata lain, graf G identik dengan H jika
keduanya memuat himpunan titik yang sama dan memuat himpunan sisi yang
sama. Jika G = H, maka jelas G = H. Di lain pihak, jika G = H, maka belum
tentu G = H (Abdussakir, dkk, 2009:27). Pada Gambar 2.8, graf G tidak identik

dengan graf H, karena V(G) # V(H) dan E(G) # E(H).



13

2.1.9 Graf Terhubung
2.1.9.1 Jalan

Jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong). W:u =
Ugeq, Usey, Uses, ..., Uy_18n, Uy, = U Yang berselang seling antara titik dan sisi,
yang diawali dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan e; = u;_;u; untuk
i =0,1,2,...,n adalah sisi di G. u, disebut titik awal, u, disebut titik akhir,
Uq, Uy, ..., Uy—7 disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W
(Chartrand dan Lesniak, 1986:26).
Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {vy,v,,v3, 0, U5}
berikut ini:

Vg V3

G: Wi ve, vy, V3, Vg, V1,V

21 Yy
Gambar 2.9 Jalan pada Graf

Dari Gambar 2.9 diperoleh W:vs,v,, v3,v,,v4, v, adalah jalan vs-v, dengan

panjang 5.

2.1.9.2 Jejak
Jalan wu-v yang semua sisinya berbeda disebut jejak (trail)

u-v (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).
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Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,, v,, v3, v,, v5} berikut ini:

V5 V3
Vi
G: W:ve, vy, v3, V9,0,V
Vl VZ

Gambar 2.10 Jejak pada Graf

Dari Gambar 2.10 diperoleh W: v, v, v3, v,, V4, v, adalah jejak vs-v;.

2.1.9.3 Lintasan

Jalan u-v yang semua titiknya berbeda disebut lintasan (path) u-v. Dengan
demikian semua lintasan adalah jejak (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).
Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,, v,, v3, v,, vs} berikut ini:

s i
G: W: VS, V4 y VZ

Vl Vz

Gambar 2.11 Lintasan pada Graf

Dari Gambar 2.11 diperoleh W: v, v,, v, adalah lintasan vs-v,.

2.1.9.4 Sirkuit
Jalan tertutup (closed trail) dan tak trivial pada graf G disebut sirkuit G

(Chartrand dan Lesniak, 1986:28).
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Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,, v,, v3, v,, v5} berikut ini:

Vg V3
Vy
G: W:vg, vy, v3,Vy, vy, Vs
Vl Vz

Gambar 2.12 Sirkuit pada Graf

Dari Gambar 2.12diperoleh W: vg, v4, v3, 5, V4, Vs adalah sirkuit ve-ve.

2.1.9.5 Sikel

Sirkuit vy, vy, ..., vy, v1(n = 3) yang memiliki n titik dengan v; adalah
titik-titik berbeda untuk 1 < i < n disebut sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak,
1986:28).
Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,,v,, V3, v, Vs}

berikut ini:
Vs V3
V4
G: W: Vl ) vfl ) V3, vZ 3 V]
Vq v,

Gambar 2.13 Sikel pada Graf

Dari Gambar 2.13 diperoleh W: vy, v, v3, v5, v, adalah sikel v,-v;.

2.1.9.6 Graf Terhubung
Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Sedangkan suatu
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graf G dapat dikatakan terhubung, jika untuk setiap 2 titik berbeda u dan v di G
terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).
Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,, v,, v3, v, } berikut ini:

V,
4
V3

Vi V2
Gambar 2.14 Graf Terhubung
Dari Gambar 2.14 diperoleh titik-titik yang terhubung adalah v, dan v,, v; dan
v, v; dan v,, v, dan v, v, dan v,, serta vy dan v, sehingga graf G merupakan

graf terhubung.

2.1.10 Jarak

Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) d(u,v) antara dua
titik u dan v di G adalah panjang dari lintasan terpendek yang menghubungkan u
dan v di G (Chartrand dan Lesniak, 1986:29).
Contoh:

Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v;, v,v3,v,, vs} berikut ini:

Gambar 2.15 Graf G dengan Order 5
Dari Gambar 2.15 tersebut diperoleh:
d(vy,v2) =2, d(wy,vy) =2, d(wy,v3) = 1, d(vy,vs) = 1

d(vy,v1) =2, d(v,,v3) =1, d(vy,vy) = 2, d(vp,v5) = 2
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d(v3:vl) = 1' d(l?3,172) = 11 d(‘U3,U4) = 1: d(‘U3,‘U5) =1
AWy, v1) =2, d(Wg,v) =2, d(We,v3) =1, d(vg,vs5) =1

d(vs,v1) =1, d(vs,v,) =2, d(vs,v3) =1, d(vs,v,) = 1.

2.1.11 Eksentrisitas

Eksentrisitas (eccentricity) e(v) dari suatu titik v pada graf terhubung
G merupakan maksimum d(u, v), Vuv € V(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:29).
Contoh:
Eksentrisitas titik pada graf G di contoh sebelumnya adalah:

e(vy) =2,e(vy) =2,e(v3) =1,e(v,) = 2,dan e(vg) = 2.

2.2 Grup
2.2.1 Definisi Grup
Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner -

dinotasikan dengan (G,-) disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma:

1. Untuk setiap a,b,c € G maka (a-b)-c=a-(b-c) operasi - bersifat
assosiatif di G.

2. G mempunyai unsur identitas terhadap operasi -.
Misalkan e unsur di G sedemikian hingga a - e = e - a,Va € G maka e disebut
unsur identitas.

3. Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi -, untuk setiap a € G ada
a~! € G yang disebut sebagai invers dari a, sehingga a-a ' =a"1-a=e,

dengan e adalah unsur identitas (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31).
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Contoh:
(Z,+) merupakan grup, dengan Z adalah himpunan bilangan bulat dan + adalah
operasi penjumlahan. Karena (Z, +) memenuhi:
i. Ambila,b,c€Z, maka(a+b)+c=a+ (b+c).

Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z.
ii. Terdapat O € Z sehinggaa+0=0+a =a, Va € Z.

Jadi 0 adalah identitas penjumlahan.
iii. Untuk masing-masing a € Z ada (—a) € Z, sehingga a + (—a) = (—a) +

a=0.

Jadi invers dari a adalah —a.

2.2.2 Grup Komutatif

Suatu grup (G,?) disebut grup komutatif atau grup abelian jika pada operasi
biner - berlaku sifat komutatif, yaitu a-b =b-a untuk setiapa,b,€ G
(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31).
Contoh:
(Z,+) merupakan grup komutatif, dengan Z adalah himpunan bilangan bulat
dan + adalah operasi penjumlahan. Diketahui (Z,+) adalah grup. Misal
X,y €Z makax+y=y+x.

Jadi, (Z, +) merupakan grup komutatif.
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2.3 Ring
2.3.1 Definisi Ring
Ring adalah struktur yang terdiri dari himpunan tak kosong dengan dua
operasi biner yang dilambangkan dengan (R,*) Yyaitu operasi pertama
dilambangkan dengan = dan operasi kedua dilambangkan dengan - yang keduanya
memenuhi aksioma berikut:
I. (R,*) adalah grup abelian.
ii. Operasi - bersifat asosiatif di R.
iii. Operasi - bersifat distributif terhadap * di R, baik distributif kiri maupun
distributif kanan (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:313).
Contoh:
(Z,+,x) adalah ring, dengan Z adalah bilangan bulat, + adalah operasi
penjumlahan, dan x adalah operasi perkalian. Karena (Z, +,x) memenuhi:
I. (Z,+) adalah grup abelian karena sudah dibuktikan pada contoh sebelumnya.
ii. Operasi x bersifat asosiatif di Z.
(axb)xc=ax(bxXc), Va,b,c €.
iii. Operasi x bersifat distributif terhadap + .
(a+b)xc=(axc)+(bxc),Vab,cEL.

ax(b+c)=(@xb)+ (axc),Va,b,c €L

2.3.2 Ring Komutatif
Suatu ring (R,*,") disebut ring komutatif jika dan hanya jika operasi kedua

(*) bersifat komutatif di R (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:314).
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Contoh:
(Z,+,x) adalah ring komutatif, karena untuk setiap a,b € Z, maka a X b =
b X a, yang berarti operasi kedua (x) bersifat komutatif di Z.

Jadi, (Z, +,x) adalah ring komutatif.

2.3.3 Ring dengan Unsur Kesatuan

Suatu ring (R,*,") disebut ring dengan unsur kesatuan jika dan hanya jika R
mempunyai unsur identitas terhadap operasi kedua (-) (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980:314).
Contoh:
(Z,+,x) adalah ring dengan unsur kesatuan, karena ada 1 € Z sehingga untuk
setiap a € Z, maka a X 1 = 1 X a = a, yang berarti terdapat unsur identitas di Z
terhadap operasi kedua (x).

Jadi, (Z, +,x) adalah ring dengan unsur kesatuan.

2.3.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan

Suatu ring (R,*,") disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan
hanya jika operasi kedua bersifat komutatif dan R mempunyai unsur identitas
terhadap operasi kedua yaitu operasi -. Dengan kata lain R merupakan ring
komutatif sekaligus ring dengan unsur kesatuan (Raisinghania dan Aggarwal,
1980:314).
Contoh:
(Z,+,x) adalah ring komutatif sekaligus ring dengan unsur kesatuan, sehingga

(Z,+,x) adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.
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2.4 Ring dengan Pembagi Nol
Misalkan (R,*,) adalah ring, jika a dan b keduanya unsur tidak nol di R
sehingga a-b =0, maka a dan b disebut pembagi nol (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980:314).
Contoh:
Misalkan (Zg, +,%) adalah ring, dengan Z, adalah himpunan bilangan bulat

modulo 6.

3 merupakan pembagi nol karena terdapat 2 sehingga3 x2 =6 =10
4 merupakan pembagi nol karena terdapat 3 sehingga 4 x 3 = 12 = 0

Jadi, pembagi nol dari Z, adalah 2, 3, dan 4.

2.5 Graf Pembagi Nol

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan Z(R) adalah
himpunan pembagi nol. Graf I'(R) dari R dengan titik-titiknya Z(R)* = Z(R) —
{0}, yaitu himpunan pembagi nol bukan nol dari R, dan x,y € Z(R)" terhubung
langsung jika dan hanya jika xy = 0 (Anderson dan Livingston, 1999).
Contoh:
Ring bilangan bulat modulo 4 (Z,) dengan anggotanya adalah {0, 1,2, 3} dapat
membentuk graf pembagi nol yang berupa sebuah titik, karena pembagi nol dari

ring tersebut hanya satu yaitu 2. Sedangkan pada ring bilangan bulat modulo 3
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(Z53) dengan anggotanya adalah {0, 1, 2} tidak dapat membentuk graf pembagi nol,

karena tidak memiliki pembagi nol.

2.6 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Indeks eksentrisitas Zagreb pertama (E;) dan kedua (E,) didefinisikan

sebagai berikut:

E; =E/(G) = z e(v)? dan

veV(G)

B=E@= ) ewe®)

weE(G)
dengan e(u) dan e(v) adalah eksentrisitas dari titik u dan v di G (Vukicevic dan
Graovac, 2010:525).
Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {v,, v,, v3, v4, v} seperti berikut:
V4
Vs V3 V2

Vi
Gambar 2.16 Graf G untuk Mencari Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua

Dari Gambar 2.16 diperoleh:

d(vyi,v,) = 2, d(vy,v3) =1, d(vy,v,) =2, d(vy,v5) =1
d(vy,v1) =2, d(vy,v3) =1, d(vz,v,) =2, d(vy,v5) =3
d(vs,vy) =1, d(v3,v;) = 1, d(vs, 1) =1, d(vs,vs) = 2
d(v,,v1) =2, d(v,, vy) = 2, d(vy,v3) =1, d(v,,vs) =1

d(USrvl) = 1: d(USJ 172) = 3: d(USI U3) = 2' d(v5,v4) =1
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Eksentrisitas dari graf G pada Gambar 2.16 adalah:
e(vy) =2, e(vy,) =3, e(v;) =2, e(vy) = 2,dane(vs) = 3.
Selanjutnya dihitung nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari eksentrisitas

tersebut, sehingga diperoleh:

E@)= ) e
veV(G)

= e*(vy) + e?(vy) + e?(v3) + e*(vy) + e*(vs)
T P R R S A
=30

Kemudian dihitung nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua sebagai berikut:

B@= ) e@e®

uveE(G)

= e(vy)e(v;) + e(vy)e(vy) + e(vy)e(vs) + e(vz)e(v,)
+e(vs)e(vs)

= 72,03 ar 2 Whar oA A - 3

= 26.

2.7 Konsep Tolong Menolong dalam Al-Quran

Manusia sebagai makhluk Allah dianjurkan untuk selalu berbuat kebaikan
di mana dan kapan pun berada. Dalam Islam antara seorang muslim terhadap
muslim lain adalah saudara dan tentunya ada kewajiban yang harus dipenuhi yaitu
tidak boleh membuat saudaranya kesusahan, sehingga berkewajiban untuk
mempermudah dan menolong urusan saudaranya. Sebagaimana yang termuat

dalam al-Quran surat al-Hasyr ayat 9 sebagai berikut:
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AL e T 51 AT 5255 Gl

“Dan orang-orang yang telah menempati kota Madinah dan telah beriman (Anshor)
sebelum (kedatangan) mereka (Muhajirin) ” (QS. al-Hasyr/59:9).

Menurut tafsir Ibnu Katsir dalam (Ghoffar, dkk, 2004) menjelaskan bahwa
mereka telah mendiami negeri Madinah sebelum kaum Mubhajirin itu datang dan
mereka telah beriman sebelum kebanyakan dari mereka beriman.

Dalam ayat selanjutnya Allah Swt berfirman:

pe - _ 2
el e 0
“mereka (Anshor) 'mencintai' orang yang berhijrah kepada mereka (Muhajirin)” (QS.
al-Hasyr/59:9).
Maksudnya, karena kemuliaan dan keagungan jiwa mereka, mereka
mencintai kaum Muhajirin dan memberikan bantuan dengan harta benda. Firman
Allah selanjutnya:

i,

°f .uw:// = 2 2 . 7 ¥ //
‘j.:j‘l.o.f‘k}l& ﬁg)@éd}-«\é"Yj

“dan mereka (Anshor) tiada menaruh keinginan dalam hati mereka terhadap apa-apa
yang diberikan kepada mereka (Muhajirin)” (QS. al-Hasyr/59:9).

Mereka sama sekali tidak menaruh rasa dengki terhadap kaum Muhajirin
atas keutamaan yang dikaruniakan Allah kepada mereka berupa kedudukan,

kemuliaan dan penyebutan lebih awal, serta urutan (Ghoffar, dkk, 2004).

Allah Swt berfirman dalam ayat selanjutnya:

ﬂ}ﬂ,}/
.
P2

e NN N PR A 27 2
L/Mc‘udﬁwj wwwdgﬂjw‘&i)ﬁﬁﬁj

_ 2 9}5,4)} - /aéf
S RaBYEATIA PN T
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“dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri,
sekalipun mereka dalam kesusahan dan siapa yang dipelihara dari kekikiran dirinya,
mereka itulah orang orang yang beruntung” (QS. al-Hasyr/59:9).

Maksudnya, mereka lebih mendahulukan orang-orang yang membutuhkan
daripada kebutuhan diri mereka sendiri. Dan mereka memulai dengan orang lain
sebelum diri mereka sendiri, meskipun mereka sendiri membutuhkannya.
Barangsiapa yang bersih dari sifat kikir, maka dia benar-benar beruntung dan
berhasil (Ghoffar, dkk, 2004).

Dari Abu Hurairah, Rasulullah Saw bersabda:

“Barangsiapa memberikan jalan keluar atas kesusahan dunia yang dihadapi oleh
seorang mukmin, maka Allah akan memberinya jalan keluar atas kesusahan yang
dihadapinya di hari kiamat kelak. Barangsiapa memudahkan kesulitan seseorang, maka
Allah akan memudahkan kesulitannya baik di dunia maupun di akhirat. Allah akan selalu
membantu hamba-Nya selama hambanya tersebut membantu saudaranya. Dan
barangsiapa melewati jalan untuk mencari ilmu, maka Allah akan memudahkan jalan ke
surga baginya” (HR. Muslim dalam Prasetyo, 2014).

Hadits tersebut menjelaskan bahwa dalam Islam dianjurkan setiap muslim
hendaknya dapat saling membantu dan meringankan permasalahan muslim
lainnya karena segala sesuatu yang diberikan akan kembali pada diri sendiri dan
Allah (HR. Muslim dalam Prasetyo, 2014).

Berdasarkan penjelasan tafsir Ibnu Katsir pada firman Allah Swt surat al-
Hasyr ayat 9 dan HR. Muslim dapat dinyatakan dalam konsep teori graf yaitu
sebagai umat muslim harus saling tolong menolong dengan meringankan atau
mempermudah beban muslim lainnya. Seperti halnya pada konsep teori graf,

beberapa permasalahan dapat diselesaikan secara lebih mudah dengan

menggunakan graf.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol
dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,, untuk p,q Bilangan
Prima

3.1.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zz,
3.1.1.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zis = Zg.5 =
{0,1,2,...,14}. Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,s jika

dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley

berikut:

Tabel 3.1 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z5
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graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,; dapat

digambarkan sebagai berikut:

3 B g 12
Gambar 3.1 Graf I'(Z45)

Dari Gambar 3.1 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf I"(Z;5)

yaitu:

d(3,6) = d(3,9) = d(3,12)=2 d(35) =1 dGB10)=1
d(6,3) = d(6,9) = d(6H1 2)= 2 Jd(6iar= d(6,10) =1
d9,3)=2 d(9,6) = d9,12)=2 d(9,5) =1 d(9,10) =1

d(5,3) = d(5,6) = d(59)=1 d(512)=1 d(510)=2

d(10,3)=1 d(10,6)=1 d(10,9)=1 d(10,12)=1 d(10,5) =2
Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu:

e(3) =2 e(6) =2 e(9) =2

e(12) =2 e(5)=2 e(10) =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z;s)

sebagai berikut:

ET@s) = ) e
veV(I'(Z1s))

= e(3)?+e(5)" +e(6)? + e(9)? + e(10)? + e(12)?

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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=226
= 24
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,5) sebagai

berikut:

BEU@s) = ) e(e®
Uv€E(I'(Z15))

=e(5)e(@) +e(5)e(6) + e(5)e(9) + e(5)e(12)
+e(10)e(3) + e(10)e(6) + e(10)e(9) + e(10)e(12)
D) - 8

= 32.

3.1.1.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,4

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,; = Zs., =
{0,1,2,...,20}. Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, jika
dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley

berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.2 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,4
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Berdasarkan Tabel 3.2

diperoleh

sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dapat

digambarkan sebagai berikut:

3 6

9

2 15 18

Gambar 3.2 Graf I'(Z,4)

Dari Gambar 3.2 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf I'(Z,,)

sebagai berikut:
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d(3,12)=2 d(6,12)=2 d(9,12)=2 d(129 =2 d(159)=2
d(3,15) =2 d(6,15)=2 d(9,15) =2 d(12,15)=2 d(1512)=2

d(3,18) =2 d(6,18)=2 d(9,18) =2 d(12,18) =2 d(1518)=2

d3,7)=1 d6,7)=1 d0O,7)=1 d(A27)=1 d(157)=1

Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu:

e(3) =2 e(6) =2 e(9) =2 C VAR

e(15)=2 e(@8 =2 e(M=2 e(14) =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,;)

sebagai berikut:

ET@a)D= ) e
veV(I'(Z21))

=e(3)?+e(6)? +e(7)?+e(9)? +e(10)? + e(12)? + e(15)?
+e(18)?
=2%-8

= 32
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,;) sebagai

berikut:

BET@) = Y ewe®
uv€E (I'(Z21))

= e(7)e(3) + e(7)e(6) + e(7)e(9) + e(7)e(12)
+e(7)e(T5) + e(7)e(T8) + e(TB)e(3) + e(14)e(6)
+e(T8)e@) + e(IH)e(12) + e(T4)e(15) + e(14)e(18)
=(2-2)-12

= 48.

3.1.1.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zz

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs; = Zs.qq =
{0,1,2,...,32}. Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan Z; jika
dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley

berikut:
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Tabel 3.3 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs5
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18,21, 22,24,27,30}, sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Z;5 dapat digambarkan sebagai berikut:

(K 22
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v
3 8 9 712 15 182124 27 30
Gambar 3.3 Graf I'(Z33)

Dari Gambar 3.3 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf I"(Zs3)

sebagai berikut:

d3,6)=2 wd(F3)=2 d(9.3)=2 | d(123) 2
d3,9) =2 d(69 =2 dO6)=2 d(126) =2
d(3,12) =2 d(6,12)=2 d(9,12) =2 d(12,9) =2
d(3,15)=2 d(6,15)=2 d(9,15) =2 d(12,15) =2
d(3,18)=2 d(6,18)=2 d(9,18) =2 d(12,18) =2

d(15,3) =2
d(15,6) =2
d(15,9) =2

d(15,12) =2




=2 d(21,12) =2 d(24,
=2 d(21,15) =2 d(24,
=2 d(21,18) =2 d(24,
=2 d(21,24) =2 d(24,
=2 d(21,27) =2 d(24,
=2 d(21,30) =2 d(24,
=1 d(21,11) =1 d(24,
=1 d(21,22) =1 d(24,
=1 d(1,18) =1 d(22
=N AR, 20 =11 Vd(22,
IS 200 =1} (22
=1 dilL ke QTR
= IRl L
=7 (U e

12) =2 d(27,12) =2
15)=2 d(27,15) =2
18) =2 d(27,18) =2
21) =2 d(27,21) =2
27) =2 d(27,24) =2
30) =2 d(27,30) =2
1) =1 d27,11) =1
22)=1 d(27,22) =1
) = ICH (22 §8)a 1
6)=1 d2221)=1
9 =1 d22,24)=1
W2 = P, 27 = !
1E)E-FlNa( 22 20) N

d(30,12) = 2
d(30,15) =2
d(30,18) =2
d(30,21) =2
d(30,24) =2
d(30,27) = 2
d(30,11) =1
d(30,22) =1

Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu:

e(3) =2

e(21) =2

e(6) =2

e(24) =2

e(9) =2

e(27) =2

e(12) =2

e(30) =2

e(ﬁ) =2

e(11) =2

e(18) =2

e(22) =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zs3)

sebagai berikut:

E\(I'(Z33)

):

veV(I'(Z33))

e(v)?

= e(3)2 +e(6)? + e(9)? + e(11)? + e(12)? + e(15)" + e(18)?

+e(21)? + e(22)? + e(24)? + e(27)? + e(30)?
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=22-12
= 48
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z;3) sebagai

berikut:

ET@)= ) ee®
uveE (' (Z33) )

= e(ID)e(3) + e(ID)e(8) + e(IDe(®) + e(11)e(12)
+e(I1)e(T5) + e(IDe(T8) + e(A1)e(ZD) + e(11)e(24)
+e(11)e(Z7) + e(11)e(30) + e(Z2)e(3) + e(22)e(6)
+e(22)e(9) + e(22)e(12) + e(22)e(15) + e(22)e(18)
+e(22)e(ZT) + e(22)e(2%) + e(22)e(27) + e(22)e(30)
=(2-2)-20

= 80.

3.1.1.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan unsur kesatuan Z;s, Z,1, Z33; maka didapatkan pola eksentrisitas

pada graf I'(Zs,) sebagai berikut:
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Tabel 3.4 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Z34)

I'(Zys) 5 2
I'(Zy1) 7 2
I'(Z33) 11 2
F(Z3q) q 2

Lemma 3.1 Eksentrisitas titik v pada graf F(qu) dengan g bilangan prima dan
q = 5 adalah e(v) = 2 untuk Vv € V (F(Z3q))

Bukti:

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs, adalah Z;, =
{0,1,2,...,3q — 1}, untuk g bilangan prima, dan q > 5. Berdasarkan definisi
pembagi nol, maka Zz, memiliki himpunan pembagi nol yaitu Z(F(Z3q)) =
(3,6,9,...,3¢ — 1,3,2q}. Banyaknya anggota dari Z (F(Z3q)) adalah
|Z (I’(Z3q))| = (q — 1) + 2 = q + 1. Jadi, graf I'(Z5,) mempunyai order g + 1.
Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik 3i dengan i = 1,2,...,q — 1 hanya

akan terhubung langsung ke titik gj dengan j = 1,2, sehingga graf F(Z3q) dapat

digambarkan sebagai berikut:

o
N
o)

3 6 9 - 3(g-1)
Gambar 3.4 Graf I'(Z3,)
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Jadi, I'(Z3,) = K,—1, dengan V; = {3,6,9,..,3q — 1} dan V, = {g,2q}. Jika
v € V;, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk titik di V; selain v sendiri.
Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V;. Jika v € V,, maka jarak terjauh dari v adalah jarak
untuk titik di V, selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V. |
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs, diperoleh hasil

sebagai berikut:

Tabel 3.5 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zz, untuk g Bilangan Prima

Zsq | q | T(Zsq) Ey (F(ZSq)) E, (F(Z3q))
Zis | 5 | I'(Zgs) |24= 4-6=4(5+1) 32=8-4=8(5-1)

Zyr | 7 | T(Zy) |32=4-8=4(7+1) 48=8-6=8(7—1)

Zas | 11 | I'(Zs3) |48 = 4-12=4(11+1) |80= 8-10 = 8(11 — 1)

Zzg | q | T'(Zsq) 4(q + 1) 8(q— 1)

Teorema 3.1 Misalkan Z3, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk q

bilangan prima dan g = 5, maka E; adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama

yaitu E; (F(Z3q)) = 4(q + 1) dan E, adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua

yaitu E; (I'(Zsq)) = 8(q — 1)

Bukti:

Berdasarkan Lemma 3.1, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:

B(r(zg)= ), ewr

vev(r(Zsq))
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=(q+1)-2?
=4(q+1)
Karena I'(Zs,) = K,_1,, maka banyaknya sisi pada graf I'(Zs,) adalah

2(q — 1). Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:

E, (I’(qu)) = z e(w)e(v)

quE(F(Z3q))
=2(q—1)-2-2
=8(q — 1). ]

3.1.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zsq
3.1.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zsg

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zsc = Zg., =
{0,1,2,...,34}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zj,, dua anggota di Zjs jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Zss) = {5,7,10, 14, 15, 20, 21, 25, 28, 30}, sehingga
graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z;s dapat

digambarkan sebagai berikut:

5 10 15 20 25 30
Gambar 3.5 Graf I'(Z35)

Dari Gambar 3.5 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada

graf I'(Z3s) yaitu:
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e(5) =2 e(10) =2 e(15) =2 e(20) =2 e(25) =2
e(30) =2 e(7) =2 e(14) =2 e(21) =2 e(28) =2
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z;s)

sebagai berikut:

(@)= ) ew?
veV(r(Zss))

=22-10
=40
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Zs;5) sebagai

berikut:

BI@)= ) ewe®
uveE(I"(Z35))

=(2-2)-24

= 96.

3.1.2.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zsgs

Anggota dari ring komutatif dengan unsur Kkesatuan Zgc = Zg.qq =
{0,1,2,...,54}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur
kesatuan Zs,, dua anggota di Zss jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Zss) = {5,10,11, 15,20, 22, 25, 30, 33, 35, 40,

44,45,50}, sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan

Zs5 dapat digambarkan sebagai berikut:
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5 0 15 20 25 30 35 40 45 50
Gambar 3.6 Graf I'(Zgs)

Dari Gambar 3.6 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada
graf I'(Zss) yaitu:
e(5) =2 e(10) =2 e(15) =2 e(20) =2 e(25) =2
e(30) =2 B85 =\2 e(40) = 2 e(45) =2 e(50) =2
e(11) =2 e(33) =2 i = e(44) =2
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zss)

sebagai berikut:

E(r@ss)= ) e@?
veV(I(Zss))

=2%-14
=56
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Zss) sebagai

berikut:

B(r@s)= )  ewe®

uUEE(r(Zss))
= (2-2) 40

= 160.
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3.1.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zgg
Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zgg = Zs.;3 =
{0,1,2,...,64}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Zgs jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Z4s) = {5,10,13,15, 20, 25, 26, 30, 35, 39, 40,

45,50,52,55, 60}, sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zg5 dapat digambarkan sebagai berikut:

N
Z,

(\
ANS
\ LN

A

N

s
{ I
2 ::_'e'

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Gambar 3.7 Graf I' (Zgs)

Dari Gambar 3.7 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada
graf I'(Zes) yaitu:
e(5)=2 e(@0)=2 e(15)=2 e(20)=2 ¢(25)=2 e(30)=2
e(35) =2 e(d0)=2 e(45)=2 e(50)=2 e(55)=2 e(60)=2
e(13)=2 e(26)=2 e(B39)=2 e(52)=2
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zgs)

sebagai berikut:

(@)= )  ew?
veV(I'(Zes))

=2%-16

= 64
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zgs) Sebagai

berikut:

Ey(I'(Zgs)) = Z e(we(v)
uveE(I'(Zgs))

=2-2-48

= 192.

3.1.2.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs,

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan unsur kesatuan Zss, Zss, Zgs maka didapatkan pola eksentrisitas

pada graf I'(Zs,) sebagai berikut:

Tabel 3.6 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Zsq4)

F(Zsq) q e(v)
[(Z35) 7 2
['(Zss) 11 2
I'(Zgs) 13 2
F(Z5q) q 2

Lemma 3.2 Eksentrisitas titik v pada graf F(qu) dengan g bilangan prima dan

q = 7 adalah e(v) = 2 untuk Vv € V (F(ZSq))

Bukti:

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs, adalah Zs, =

{0,1,2,...,5q — 1}, untuk g bilangan prima, dan g > 7. Berdasarkan definisi
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pembagi nol, maka Zs, memiliki himpunan pembagi nol yaitu Z(F(Z5q)) =

{5,10,15,...,5¢ — 1,3, 2q,3q,4q}. Banyaknya anggota dari Z (F(qu)) adalah

|Z (I"(qu))| = (q —1) + 4 = q + 3. Jadi, graf I'(Zs, ) mempunyai order g + 3.
Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik 5i dengan i = 1,2,...,g — 1 hanya
akan terhubung langsung ke titik gj dengan j = 1,2,3,4, sehingga graf F(qu)

dapat digambarkan sebagai berikut:

5 10 15 20 25 - 5(g-1)
Gambar 3.8 Graf I'(Zs,, )

Jadi, [I(Zs;)=Ky—14 dengan V;={510,15,..,5q—1} dan V,=
{9,2q,3q, 4q}. Jika v € V;, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk titik di
1 selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V;. Jika v € V,, maka jarak terjauh
dari v adalah jarak untuk titik di V, selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk
Vv eV,. [

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zs, diperoleh hasil

sebagai berikut:
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Tabel 3.7 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zs, untuk q Bilangan Prima

Zas | 7 | [(Zss) [40=4-10=4(7+3) |96=16-6=16(7— 1)

Zes | 11 | ['(Zss) |56 = 4-14 = 4(11+3) | 160 = 1610 = 16(11 — 1)

Toe | 13 | T(Zee) |64 =4-16 =4(13+3) [192 =16-12 = 16(13 — 1)

Zsq | q | I'(Zsq) 4(q + 3) 16(q — 1)

Teorema 3.2 Misalkan Zs, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk q

bilangan prima dan g = 7, maka E; adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama

yaitu E; (I“(qu)) = 4(q + 3) dan E, adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua

yaitu E; (I'(Zsq)) = 16(q — 1)
Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.2, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:
By (r(2sq)) = Z e(v)?
vev(r(Zsq))
=(q +3)-2?
=4(q+3)
Karena I'(Zs,) = K,;_14, maka banyaknya sisi pada graf I'(Zs,) adalah
4(q — 1). Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:
E, (I’(qu)) = Z e(we(v)
uveE(I(2sq))
=4(q—1)-2-2

= 16(q — 1). n
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3.1.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z4
3.1.3.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,-

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,; = Z,.;; =
{0,1,2,...,76}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Z,, jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Z,;) = {7,11,14,21,22, 28,33, 35,42, 44, 49,

55,56, 63, 66,70}, sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur

kesatuan Z-- dapat digambarkan sebagai berikut:

i 14 21

58 35 V) 9 56 63 70
Gambar 3.9 Graf I'(Z7)

Dari Gambar 3.9 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada
graf I' (Z) yaitu:
e(M=2 e(d4)=2 e()=2 e(28)=2 e(35)=2 e(42)=2
e(49)=2 ¢(56)=2 e(63)=2 e(70)=2 e(11) =2 e(22)=2
e(33)=2 e(d4) =2 e(55)=2 e(66)=2
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,,)

sebagai berikut:

(@)= Y  ew?
veV(r(z;7))

=2%2-16
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= 64
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,;) sebagai

berikut:

BT@) = ) ewe®
uv€E(I'(Z77))

=(2-2)-60

= 240.

3.1.3.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zgq
Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg; = Z;.13 =
{0,1,2,...,90}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Zo; jika dioperasikan menggunakan operasi

63,65,70,77,78,84}, sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan

unsur kesatuan Zo, dapat digambarkan sebagai berikut:

35 42 49 56 63 70 77 84
Gambar 3.10 Graf I'(Zg1)

7 14 21 28

Dari Gambar 3.10 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik

pada graf I' (Zo,) yaitu:
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e(M)=2 e(d4) =2 eR)=2 e(28) =2 e(35)=2 e(42)=2
e(49) =2 e(56)=2 e(63)=2 e(70)=2 e(77)=2 e(84) =2
e(13)=2 e(26)=2 e(39) =2 e(52)=2 e(65)=2 e(78) =2
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zeq)

sebagai berikut:

ET@a)= ) e
veV(I'(Z91))

£ 2218
=72
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z¢,) sebagai

berikut:

BET@a)= ) ewe®
UVEE(I'(Z91))

=(2-2)-72

= 288.

3.1.3.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zq19
Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Ziig = Zj.q17 =
{0,1,2,...,118}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs4, dua anggota di Z;;9 jika dioperasikan menggunakan operasi

komutatif dengan unsur kesatuan Z, 4 dapat digambarkan sebagai berikut:



48

= = 70 - 84 91 98 105 11
Gambar 3.11 Graf I'(Z119)

5
Nl
&l
Ol

Dari Gambar 3.11 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik

pada graf I'(Z,4¢) yaitu:

e(7) =2 e(14) =2 e(21) =2 e(28) =2 e(35) =2

e(42)=2 e(@9) =2 e(56)=2 e(63)=2 e(70)=2

e(77) =2 e(84) =2 e(91) =2 e(98) =2 e(105) = 2
e(112) =2 e(17)=2 e(34) =2 e(51)=2  e(68) =2

e(85)=2 e(102) =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z;19)

sebagai berikut:

Ei(I'(Z119)) = 9(17)2
VEV(I'(Z119))

=22.22
= 88
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z;;9) Sebagai

berikut;

Ey(I'(Z119)) = e(we(v)

UV€EE (I'(Z119))
=(2-2):96

= 384.
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3.1.3.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,,

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan wunsur kesatuan Z,;,Zoq, Z119 mMaka didapatkan pola

eksentrisitas pada graf I'(Z-, ) sebagai berikut:

Tabel 3.8 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Z4)

I'(Z4) q e(v)
I'(Z77) 11 2
Ey) 13 2
I'(Z119) 17 2
F(Z7q) q 2

Lemma 3.3 Eksentrisitas titik v pada graf F(Z7q) dengan g bilangan prima dan
g = 11 adalah e(v) = 2 untuk Vv € V (I“(Z7q))

Bukti:

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah Z,, =
{0,1,2,...,7q — 1}, untuk q bilangan prima, dan g > 11. Berdasarkan definisi
pembagi nol, maka Z,, memiliki himpunan pembagi nol yaitu Z(I“(Z7q)) =

{7,14,21,..,7q¢ — 1,9, 2q,3q, ..., 6q}. Banyaknya anggota dari Z(F(Z7q))

adalah |Z (F(Z7q))| = (g —1) + 6 = q + 5. Jadi, graf I'(Z,,) mempunyai order
q + 5. Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik 7i dengan i = 1,2,...,q — 1
hanya akan terhubung langsung ke titik gj dengan j = 1,2,...,6, sehingga graf

I(z,,) dapat digambarkan sebagai berikut:
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7 14 21

28 35 42 49 56 63 --- 7(9-1)
Gambar 3.12 Graf I'(Zy,)

Jadi, [I(Z,q) =Ky 16 dengan V;={7,14,21,..,7q—1} dan V,=
{9,2q,3q, ...,6q}. Jika v € V;, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk titik
di V; selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V,. Jika v € V,, maka jarak
terjauh dari v adalah jarak untuk titik di V, selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk
Vv € ;. [

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, diperoleh hasil
sebagai berikut:

Tabel 3.9 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,, untuk q Bilangan Prima

Zyq | q | T(Z7q) Ey (F(ZW)) E, (F(Zm))
Zyy |11 |[(Zy7) |64 =4-16 = 4(11+5) | 240 = 24 -10 = 24(11 — 1)

Zo, |13 |I'(Zgy) |72 =4-18 =4(13 +5) | 288 = 24-12 = 24(13 — 1)

Zi1o |17 |T(Zy19) |88 =4-22 = 4(17 +5) | 384 = 24-16 = 24(17 — 1)

LZq | q | T(Zsq) 4(q +5) 24(q - 1)
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Teorema 3.3 Misalkan Z,, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk q

bilangan prima dan g > 11, maka E; adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama

yaitu E; (F(Z7q)) = 4(q + 5) dan E, adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua

yaitu E; (I'(Z;q)) = 24(q - 1)
Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.3, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:
Ey (I(Zrq)) = Z e(v)?
vev(r(zsq))
=(q+5) 22
= 4(q+5)
Karena F(Z7q) = K,_16 maka banyaknya sisi pada graf F(Z7q) adalah
6(q — 1). Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:
E, (I (2Z7q)) = Z e(we(v)
uvek(r(zy))
=6(q—1)-2-2

=24(q - 1). n

3.1.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zj44
3.1.4.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zq43

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zis3 = Zi1.13 =
{0,1,2,...,142}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zsq, dua anggota di Z,,3; jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Z43) = {11,13,22, 26,33,39,44,52,55, 65,
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66,77,78,88, 91,99,104,110,117,121,130, 132}, sehingga graf pembagi nol

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,; dapat digambarkan sebagai

berikut:

‘ﬁz‘e@s—ze—sf

XN
v
X D
&,

S
_E

NS
‘\:‘\\q
A W

\\\
AN
\
A
WS

X
\

1 22 33 44 55 66 77

X0

N
O

)

88 99

Gambar 3.13 Graf I'(Z143)

Dari Gambar 3.13 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik

pada graf I'(Z.43) yaitu:

e(11) = 2 e(22)=2  e(33) =2
e(66) = e(77) = e(88) = 2
e(12)) =2 e(132)=2 e(13)=2

e(52) = e(65) = e(78) =2

e(44) =2
e(99) =2
e(26) = 2
e(91) =2

e(55) = 2
e(110) = 2
e(39) =2

e(104) = 2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zi43)

sebagai berikut:

BT = ) @)
vEV(I'(Z143))

=22-22

= 88

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,43) sebagai

berikut:
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ET@u)= ) ee®
UVEE(T (Z143))

=(2-2)-120

= 480.

3.1.4.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z;g

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zi,g; = Ziq.17 =

{0,1,2,...,186}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Z;g, jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Zg;) = {11,17,22,33,34,44,51,55,68,66,77,

85,88,99,102,110,119,121,132,136,143,153,154, 165,170,176}, sehingga
graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,g, dapat

digambarkan sebagai berikut:

17 3 51 68 85 102 119 136 153 170

11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121 132 143 154 165 176
Gambar 3.14 Graf I'(Z,g7)

Dari Gambar 3.14 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik
pada graf I' (Z,g,) yaitu:

e(11) =2 e(22) =2 e(33) =2 e(44) =2 e(55)=2

e(66) = 2 e(77) =2 e(88) =2 e(99) =2 e(110) = 2

e(121)=2 e(132)=2 e(143)=2 e(154)=2 e(165)=2
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e(176) =2 e(17) =2 e(34) =2 e(51) =2 e(68) =2
e(85) =2 e(102) =2 e(119)=2 e(136)=2 e(153)=2
e(170) = 2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,g7)

sebagai berikut:

E\(I'(Zyg7)) = z e(v)z
VEV(I'(Z187))

=22-26
= 104
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,g;) sebagai

berikut:

EC@e)= ) e@e®
uv€E(I'(Z1g7))

=(2-2)-160

= 640.

3.1.4.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zgq
Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,p9 = Z1q.19 =
{0,1,2,...,208}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Z,oo jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Z,y) = {11,17,22,33,34,44,51,55,68,66,77

85,88,99,102,110,119,121,132,136,143, 153,154, 165,170,176}, sehingga

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, dapat

digambarkan sebagai berikut:
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11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121 132 143 154 165 176 187 198
Gambar 3.15 Graf I'(Z,9)

Dari Gambar 3.15 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik

pada graf I" (Z,9) Yaitu:

e(11) = e(22)=2 e(B3)=2 e(@4) =2 ¢(55)= e(66) =2

e(77) = e(88)=2 e(99) =2 e(110)=2 e(121) =2 e(132)=2

e(143) =2 e(154) =2 e(165) =2 e(176) =2 e(187) =2 e(198) =2
e(19)=2 e(B8) =2 e(57)=2 e(@6)=2 e(95)=2 e(114)=2
e(133) =2 e(152) =2 e(171) =2 e(190) =2

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,q9)

sebagai berikut:

E@ @)= ) ey
VeV (I'(Z209))

=22-28
=862
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,,9) Sebagai

berikut:

BT = ) ee®
uv€E (I'(Z209))

=(2-2)-180

= 720.
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3.1.4.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zq4

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan unsur kesatuan Zi4s, Z1g7, Zo99 Maka didapatkan pola

eksentrisitas pada graf I"(Z,,,) sebagai berikut:

Tabel 3.10 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Z144)

I'(Z114) q e(v)
I'(Z143) 13 2
I'(Z1g7) 17 2
I'(Zyy9) 19 2
F(leq) q 2

Lemma 3.4 Eksentrisitas titik v pada graf F(leq) dengan g bilangan prima dan

q = 13 adalah e(v) = 2 untuk Vv € V/ (F(leq))

Bukti:
Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, adalah Z;;, =
{0,1,2,...,11q — 1}, untuk g bilangan prima, dan g > 13. Berdasarkan definisi

pembagi nol, maka Z,,, memiliki himpunan pembagi nol yaitu Z(F(leq)) =

{11,22,33,...,11q — 1,7, 2q, 3q, ..., 10g}. Banyaknya anggota dari Z (F(leq))

adalah |Z (F(leq))| =(g—1)+10=q+9. Jadi, graf I'(Z,,,) mempunyai
order q +9. Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik 11i dengan i =
1,2,..,q — 1 hanya akan terhubung langsung ke titik gj dengan j = 1,2, ...,10,

sehingga graf I'(Z,, ) dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 3.16 Graf I'(Z4,)

Jadi, I'(Zy14) = K4-110 dengan V; ={11,22,33,..,11¢— 1} dan V, =
{(7,2q,3q, ...,10q}. Jika v € V;, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk titik
di V; selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V;. Jika v € V,, maka jarak
terjauh dari v adalah jarak untuk titik di V, selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk
Vv € V. [

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, diperoleh hasil
sebagai berikut:

Tabel 3.11 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z444 untuk q Bilangan Prima

Ziig | q | T'(Z114) E, (F(an)) E, (F(an))
Tiws | 13 | ['(Zyas) |88 =422 = 4(13 +9) | 480 = 4012 = 40(13 — 1)

Zigr | 17 | [(Zygy) | 104 =426 =4(17 +9) | 640 = 40- 16 = 40(17 — 1)

Zooo | 19 | T'(Zype) | 112 = 4-28 = 4(19 +9) | 720 = 40- 18 = 40(19 — 1)

Ly1q | q | T'(Z11q) 4(q +9) 40(g - 1)
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Teorema 3.4 Misalkan Z,,, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk q

bilangan prima dan q > 13, maka E; adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama

yaitu E; (I’(leq)) = 4(q +9) dan E, adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua

yaitu E; (I'(Z14) ) = 40(q — 1)
Bukti:

Berdasarkan Lemma 3.4, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:

E, (F(an)) N z e(v)?

veV(I(Z11q))
=(q+9)-22
=4(q+9)
Karena I'(Zy14) = K;-110, Maka banyaknya sisi pada graf I'(Z;,,) adalah

10(q — 1). Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:

E; (I (Z11)) = Z e(we(v)

quE(I"(leq))
=0 (g="10=252
=40(g—-1) [

3.1.5 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,, untuk

p, q Bilangan Prima

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring

komutatif dengan unsur kesatuan Zsg, Zsq, Z74, Z11, Maka didapatkan pola

eksentrisitas pada graf I'(Z,, ) sebagai berikut:
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Tabel 3.12 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Zpq)

F(ZBq) 3 2
I'(Zsq) 5 2
I'(Z4) 7 2
I'(Zy14) 11 2
I'(Zpq) p 2

Lemma 3.5 Eksentrisitas titik v pada graf I'(Z,,) dengan p,q bilangan prima,
p =3, danp < q adalah e(v) = 2 untuk Vv € V (I"(qu))

Bukti:

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, adalah Z,, =
{0,1,2,...,pq — 1}, untuk p,q bilangan prima, p > 3 dan p < q. Berdasarkan
definisi pembagi nol, maka Z,, memiliki himpunan pembagi nol

yaitu Z (F(qu)) ={p,2p,3p, ...p(q— 1),3,2¢,3q, ..., (p — 1)q}. Banyaknya

anggota dari Z (I’(qu)) adalah |Z (F(qu))| =@-D+(pP-D=q+p-2
Jadi, graf I"(qu) mempunyai order g + p — 2. Berdasarkan definisi graf pembagi
nol, titik pi dengan i = 1,2, ...,q — 1 hanya akan terhubung langsung ke titik g;j
dengan j =1,2,..,p — 1, sehingga graf I“(qu) dapat digambarkan sebagai

berikut:

g - (0a

P 2p 3p p(a-1)
Gambar 3.17 Graf I'(Z

Pq)
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Jadi, I(Z,q)=Ky_1p-1 dengan V;={p,2p,3p,..,p(q—1)} dan V,=
{3,29,3q, ..., (p — 1)q}. Jika v € V;, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk
titik di ; selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk Vv € V;. Jika v € V/,, maka jarak
terjauh dari v adalah jarak untuk titik di V, selain v sendiri. Jadi, e(v) = 2 untuk
Vv € V,. [
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf
pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,, secara umum

diperoleh hasil sebagai berikut:

Tabel 3.13 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,, untuk p, q Bilangan Prima

Zpq | p | T(Zpqg) Ey (F(qu)) E; (F(qu))

Zsq | 3 | I'(Z3) |4(@+1D=4(@+3-2) |8(q—1=4-2(q—1)
=4B-1)(q—-1)

Zsq | 5 | I'(Zsy) |4(q@+3)=4(q+5-2) [16(g—1)=4-4(qg—1)
=4(5-1(q—-1)

Lrq | 7 | I'(Zyg) |4(@+5)=4(@q+7-2) |24(q-1)=4-6(q—1)
=47 -1(@-1)

Zyiq | 11 | T(Z444) |4(@+9) =4(q+11-2) |40(q—1) =4-10(q— 1)
=4(11-1)(¢—-1)

Tpq | p | T(Zpg) 4(q +p—-2) 4p—1)(q-1)

Teorema 3.5 Misalkan Z,, adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk

p,q bilangan prima, p = 3, dan p < q, maka E; adalah indeks eksentrisitas

Zagreb pertama vyaitu E; (F(qu))=4(q+p—2) dan E, adalah indeks

eksentrisitas Zagreb kedua yaitu E, (F(qu)) =4(p—-1(g—-1)
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Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.5, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:
Ey (I'(Zpq)) = 2 e(v)?
vev(r(z,,q))
=(q+p—2)-2?
=4(q+tp—2)
Karena I'(Z,q) = K,—1,-1, Maka banyaknya sisi pada graf I'(Z,,) adalah
(p — 1)(g — 1). Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:
E, (F(qu)) s Z e(we(v)
uveE (I (Zpq))
=(p-1D(@-1) 22

=4(p-D@-1). u

3.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol
dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,: untuk p Bilangan
Prima

3.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Zg

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zg = Zj2 =
{0,1,2,...,8}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur
kesatuan Zs,, dua anggota di Zy jika dioperasikan menggunakan operasi perkalian
maka diperoleh Z(Zy) = {3, 6}, sehingga graf pembagi noi dari ring komutatif
dengan unsur kesatuan Z dapat digambarkan sebagai berikut:
c/ 6

3

Gambar 3.18 Graf I'(Zo)
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Dari Gambar 3.18 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik

pada graf I'(Z,) yaitu e(3) = 1 dan e(6) = 1.
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Zo)

sebagai berikut:

ET@)= Y e
VeV (I'(Zo))

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,) sebagai

berikut:

BU@)= ) ewe®)
WveE(I' (Zg))

=(1-1-1

=1

3.2.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,g
Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,s = Zg2 =
{0,1,2,...,25}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zs,, dua anggota di Z,s jika dioperasikan menggunakan operasi

perkalian maka diperoleh Z(Z,s) = {5,10, 15,20}, sehingga graf pembagi nol
dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,s dapat digambarkan sebagai

berikut:
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5 10
Gambar 3.19 Graf I'(Z,5)

Dari Gambar 3.19 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik
pada graf I"(Z,5) yaitu:
e(g) =1 e(10) =1
e(15) =1 e(20)=1
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,s)

sebagai berikut:

ET@s) = ) ey
VEV(I'(Z25))

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,s) sebagai

berikut:

BEU@s)= ) ewe®
UVEE(I'(Z35))

— Py

= 6.

3.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,q
Anggota dari ring komutatif dengan unsur Kesatuan Z,q = Z,2z =

{0,1,2,...,48}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur
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kesatuan Zs,, dua anggota di Z,, jika dioperasikan menggunakan operasi

nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,o dapat digambarkan sebagai

berikut:

7 14
Gambar 3.20 Graf I'(Z9)

Dari Gambar 3.20 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik
pada graf I"(Z,q) yaitu:
e(MH=1 e(14)=1 eRD=1
e(28)=1 e(35)=1 e(#2)=1
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,9)

sebagai berikut:

EC@e)= ) e
VEV(I'(Z49))

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,e) sebagai

berikut;

BU@e) = ) ee®
UVEE (I'(Z49))
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3.2.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,1

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Zi,; = Z;;z =

NI

{0,1,2,...,120}. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur

kesatuan Zsq, dua anggota di Z,; jika dioperasikan menggunakan operasi

sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,,, dapat

digambarkan sebagai berikut:

77 66
SRR
53 ée,eqé'eve,eg i

N A /' 7
N
N\NLN

11 22

Gambar 3.21 Graf I'(Z124)

Dari Gambar 3.21 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik
pada graf I'(Z,,,) yaitu:
e(11) =1 e(22) =1 e(33) =1 e(44) =1 e(55) =1

e(66) =1 e(77) =1 e(88) =1 e(99) =1 e(110) =1
Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf I'(Z,,;)

sebagai berikut:

Ei(I'(Z121)) = Z e(”)z
VEV(I'(Z121))
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=12-10
=10
Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf I'(Z,,,) Sebagai

berikut:

ET@n) = ) e@e®
uv€E(I'(Z121) )

—(1-1)-45

= 45.

3.25 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf
Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,> untuk

p Bilangan Prima

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring
komutatif dengan unsur kesatuan Zo,Z,s,Z49,7Z,5; Maka didapatkan pola

eksentrisitas pada graf I'(Z,2) sebagai berikut:

Tabel 3.14 Eksentrisitas Titik pada Graf I'(Z,)

I(Z,2) P e(v)
I'(Zs) 3 1
I'(Zys) 5 1
I'(Zyo) 7 1
I'(Z121) 11 1
F(sz) p 1

Lemma 3.6 Eksentrisitas titik v pada graf I“(sz) dengan p bilangan prima dan

p = 3 adalah e(v) = 1 untuk Vv € V (F(sz))
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Bukti:
Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,: adalah Z,2 =
{0,1,2,...,p(p — 1)}, untuk p bilangan prima, dan p > 3. Berdasarkan definisi

pembagi  nol, maka  Z,.  memiliki  himpunan  pembagi  nol

yaitu Z(I“(sz)) ={p,2p,3p, .., p(p — 1)}. Banyaknya anggota dari
Z(I’(sz)) adalah |Z (I“(sz))| = p — 1. Jadi, graf I'(Z,=) mempunyai order
p — 1. Berdasarkan definisi graf pembagi nol, antar titik di pi dengan i =
1,2,..,p—1 akan saling terhubung langsung, sehingga graf I'(Z,.) dapat

digambarkan sebagai berikut:

[F8]
51

p(p-1) 2p

P
Gambar 3.22 Graf I'(Z,,2)

Jadi, I(Zy)=K,—, dengan V(I(Z,2))={52p.3p,..0(p - D)}. Jika
veEV (F(sz)>, maka jarak terjauh dari v adalah jarak untuk titik di V (F(sz))

selain v sendiri. Jadi, e(v) = 1 untuk Vv € V (F(sz)). n

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan Z,. secara umum

diperoleh hasil sebagai berikut:
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Tabel 3.15 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring
Komutatif dengan Unsur Kesatuan Z,z untuk p Bilangan Prima

Zyo | T | T'(Zyo) |6=7—1 15=3'(7—2)=(7;1)(7—2)
Ty | 11 | T(yp) [10=11-1 |45=5-(11-2) =" D112
T | p | [(Z,) p—1 w

Teorema 3.6 Misalkan Z,2 adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk p

bilangan prima dan p > 3, maka E; adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama

yaitu E, (I’(sz)) = (p — 1) dan E, adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua

yaitu E, (I'(2,2) ) = 2202

Bukti:
Berdasarkan Lemma 3.6, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:
E (I(Z,2)) = Z e(v)?
uev(r(zpz))
=(p-1-1°
=p—1
Karena I'(Z,2) = K,_;, maka banyaknya sisi pada graf I'(Z,z) adalah

P-Dp-2) Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah:
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E, (F(sz)) = Z e(we(v)
quE(F(sz))

_e-Dr-2)

1
2

_ (p-1D(-2)
==

3.3 Konsep Tolong Menolong dalam Pandangan Islam

Kajian teori graf dalam al-Quran telah dijelaskan dalam Bab II, QS. al-
Hasyr ayat 9 di mana setiap manusia dianjurkan untuk saling tolong menolong
terhadap orang lain. Berdasarkan penjelasan ayat “ialod 20 98 515 2l Jle 65555
“dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri,
sekalipun mereka dalam kesusahan” di dalam tafsir Ibn Katsir, bahwa mereka
(Anshor) lebih mendahulukan orang-orang yang membutuhkan daripada
kebutuhan diri mereka sendiri. Dan mereka memulai dengan orang lain sebelum
diri mereka sendiri, meskipun mereka sendiri membutuhkannya. HR. Muslim
dalam Prasetyo (2014) juga menjelaskan dari Abu Hurairah, Rasulullah Saw
bersabda:

“Barangsiapa memberikan jalan keluar atas kesusahan dunia yang dihadapi oleh
seorang mukmin, maka Allah akan memberinya jalan keluar atas kesusahan yang
dihadapinya di hari kiamat kelak. Barangsiapa memudahkan kesulitan seseorang, maka
Allah akan memudahkan kesulitannya baik di dunia maupun di akhirat. Allah akan selalu
membantu hamba-Nya selama hambanya tersebut membantu saudaranya ”.

Ini menunjukkan bahwa Allah menganjurkan setiap muslim hendaknya dapat
saling membantu dan meringankan permasalahan muslim lainnya.

Dengan demikian, berdasarkan penjelasan tafsir surat al-Hasyr ayat 9 dan
HR. Muslim tentang tolong menolong dalam pandangan Islam, Allah telah

menyuruh Kita untuk saling tolong menolong kepada sesama manusia dalam
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mengerjakan kebaikan. Sebagai umat muslim, maka selayaknya anjuran tersebut
ditaati dan diamalkan, termasuk oleh ilmuwan matematika dalam menghasilkan
rumus baru agar dapat menyelesaikan suatu permasalahan matematika. Hal ini
dimaksudkan untuk meringankan atau mempermudah pembaca dalam melakukan

perhitungan berdasarkan teorema-teorema baru yang telah terbentuk.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa rumus umum
indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring
komutatif dengan unsur kesatuan Z,, dan Z,: untuk p,q bilangan prima sebagai
berikut:
1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf I"(qu) untuk p, q

bilangan prima, p = 3, dan p < g adalah
Ey (I'(Zpq)) = 4(q +p — 2) dan E, (I(Zyq)) = 4(p — D(q — D).
2. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf I"(sz) untuk p

bilangan prima dan p > 3 adalah

B, (r(z,2)) = p - 1dan B, (1(2,2)) = 2222

4.2 Saran

Berdasarkan kesimpulan, pada penelitian ini indeks eksentrisitas Zagreb
pertama dan kedua diperoleh dari graf pembagi nol dari ring komutatif dengan
unsur kesatuan. Penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema
terkait indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf yang lainnya atau

pada graf dari grup lainnya.
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