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ABSTRAK 

Septiana, Tia Wahyu. 2019. Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua 

pada Graf Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan. 

Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. 

Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

 

Kata kunci: indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua, graf pembagi nol,  

ring komutatif dengan unsur kesatuan 

 

   

Misalkan   ring komutatif dengan unsur kesatuan dan      adalah 

himpunan pembagi nol. Graf      adalah graf dengan titik-titiknya yaitu semua 

himpunan pembagi nol bukan nol dari   dan untuk dua titik yang berbeda 

         terhubung langsung jika dan hanya jika     . Penelitian ini 

bertujuan untuk menentukan rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan 

kedua pada graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dan 

    untuk  ,  bilangan prima. Metode penelitian yang digunakan adalah studi 

kepustakaan dengan menggunakan beberapa buku dan jurnal sebagai bahan 

rujukan. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf  (   ) untuk     

bilangan prima,    , dan     adalah  

  ( (   ))           dan    ( (   ))             . 

2. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf  (   ) untuk   

bilangan prima dan     adalah  

  ( (   ))      dan   ( (   ))  
          

 
. 
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ABSTRACT 

Septiana, Tia Wahyu. 2019. First and Second Zagreb Eccentricity Indices of 

Zero-Divisor Graph of a Commutative Ring with Unity. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana 

Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Advisor: (I) Dr. 

Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

 

Keywords: first and second Zagreb eccentricity indices, zero-divisor graph,   

a commutative ring with unity 

 

 

Let   be a commutative ring with unity and      be its set of zero-

divisors. Graph      is a graph with the vertices, that is all sets of non zero-

divisors of   and for two distinct vertices          are adjacent if and only if 

     . The purpose of this research is to determine the formula of first and 

second Zagreb eccentricity indices of zero-divisor graph of a commutative ring 

with unity     and     where     are primes. The research method used is a 

literature study using some books and journals as references. The result of this 

research are as follows: 

1. First and second Zagreb eccentricity indices of graph  (   ) where     are 

primes,    , and     are 

  ( (   ))           and    ( (   ))             . 

2. First and second Zagreb eccentricity indices of graph  (   ) where   is prime 

and     are  

  ( (   ))      and   ( (   ))  
          

 
. 
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 ملخص

صفر  مخطط منالأول والثاني  Zagreb Eccentricity Indices .۹۱۰۲وحي. تييا  ٬سفتيانا

كلية العلوم   ٬. بحث جامعى. شعبة الرياضياتت التبادليت مع الوحذةقالحل قسري
(د. ١مولانا مالك إبراىيم مالانج. المستشار:) الإسلامية الحكوميةالجامعة  ٬والتكنولوجيا
 الماجستير. ٬( محمدجمهوري۹الماجستير.) ٬عبد الشاكر

 
لةة الح ٬قسري صفر ططمخ ٬الأول والثاني Zagreb eccentricity indices :الكلماث الرئسي

 وحدةالية مع دلاتبال
 

الصفرية.  من المةسوماتة تتكون مجموع     وحدة واليكون حلةة تبادلية مع   دع 
لةرتين و   صفرية ال ات غيرموىو كل مجموعات المةسو  ٬بو الةسم مخططعبارة عن       مخطط

الغرض من ىذا البحث ىو تحديد        إذا مجاورتين إذا وفةط          متميزتين
قسري الحلةة التبادلية مع  فرص مخطط منالأول والثاني  Zagreb eccentricity indices معادلة

طريةة البحث المستخدمة ىي دراسة الأدب باستخدام  الأعداد الأولية     ل    و    الوحدة 
 نتائج ىذه الدراسة ىي على النحو التالى: .جعابعض الكتب والمجلات كمر 

١). Zagreb eccentricity indices  الأعداد الأولية و      ل (   ) الأول والثاني من مخطط
 ىي    و     

   ( (   )) ((   ) )    و                         
۹ ).Zagreb eccentricity indices لأعداد الأولية ا  ةل (   )  الأول والثاني من مخطط

 ىي    
   ( (   )) ((   ) )   و       

          

 
  



 
 

1 

BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Graf merupakan salah satu dari banyak cabang ilmu matematika yang 

aplikasinya banyak digunakan dalam kehidupan manusia. Beberapa permasalahan 

dapat diselesaian secara lebih mudah dengan terori graf. Manfaat dari teori graf 

ini dapat dilakukan seseorang dalam meringankan permasalahan orang lain. 

Sebagaimana dalam firman Allah Swt surat al-Hasyr ayat 9: 

                    

            

“Dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri, 

sekalipun mereka dalam kesusahan. Dan siapa yang dipelihara dari kekikiran dirinya, 

mereka itulah orang-orang yang beruntung”. 

 

Ayat tersebut menyatakan bahwa sebagai seorang muslim yang baik, salah 

satu amalan yang paling utama adalah membantu meringankan beban penderitaan 

orang lain seperti yang dilakukan Euler seorang ahli matematika asal Swiss. Euler 

menggunakan aplikasi graf untuk merepresentasikan Jembatan Konigsberg yaitu 

tujuh jembatan dengan empat daratan. Masalah ini merupakan teka-teki orang-

orang di sana yang sering berjalan dari daratan satu ke daratan yang lainnya 

melalui jembatan tersebut. Orang-orang berpikir apakah seseorang dapat berjalan 

dengan melalui ketujuh jembatan itu masing-masing tepat satu kali. Masalah ini 

dapat dipecahkan oleh Euler dengan merepresentasikan ke dalam graf yaitu 

dengan empat titik dan tujuh sisi (Setyawan, 2014).  
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Graf   adalah pasangan himpunan       dengan   adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan   adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di   

yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi di   masing-masing dinotasikan 

dengan      dan      (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).  

Sedangkan untuk suatu graf terhubung  , maka jarak (distance)        

antara dua titik   dan   di   adalah panjang dari lintasan terpendek yang 

menghubungkan   dan   di  . Adapun eksentrisitas (eccentricity)      dari suatu 

titik   pada graf terhubung   merupakan maksimum                

(Chartrand dan Lesniak, 1986:29). Menurut Vukicevic dan Graovac (2010) indeks 

eksentrisitas Zagreb pertama      dan kedua      secara berturut-turut 

didefinisikan sebagai    ∑             dan    ∑                  dengan 

     dan      adalah eksentrisitas dari titik   dan    di  .  

Penelitian terkait indeks eksentrisitas Zagreb telah dilakukan oleh Lee 

(2013) yang meneliti tentang lower and upper bounds of Zagreb eccentricity 

indices on unicyclic graphs. Penelitian multiplicative Zagreb eccentricity indices 

of some composite graphs oleh Luo & Wu (2014). Penelitian Zagreb eccentricity 

indices of the generalized hierarchical product graphs and their applications oleh 

Luo & Wu (2014). 

Ring adalah struktur yang terdiri dari himpunan tak kosong dengan dua 

operasi biner yang dilambangkan dengan         yang memenuhi sifat grup 

abelian terhadap operasi  , serta   bersifat asosiatif dan distributif terhadap operasi 

 . Suatu ring         disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan hanya 

jika operasi kedua bersifat komutatif dan   mempunyai unsur identitas terhadap 
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operasi kedua yaitu operasi    Dengan kata lain   merupakan ring komutatif 

sekaligus ring dengan unsur kesatuan (Raisinghania dan Aggarwal, 1980). 

Misalkan   adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan      adalah 

himpunan pembagi nol. Graf      dari   dengan titik-titiknya            – 

{0}, yaitu himpunan pembagi nol bukan nol dari  , dan           terhubung 

langsung jika dan hanya jika      (Anderson dan Livingston, 1999). 

Penelitian terkait graf pembagi nol telah dilakukan oleh Soleha, dkk (2015) 

yang meneliti tentang sifat-sifat graf pembagi nol dari ring komutatif dengan 

elemen satuan. Penelitian sifat-sifat semigrup sebagai graf pembagi nol oleh Patty 

(2016). Penelitian graf pembagi nol dan graf total pada kode genetik oleh Riyanti, 

dkk (2018).  

Penelitian graf pembagi nol yang diperoleh dari suatu grup juga telah 

dilakukan. Penelitian analisis automorfisma graf pembagi nol dari ring komutatif 

dengan elemen satuan oleh Sugiarto, dkk (2018). Penelitian automorfisme graf 

pembagi nol dari gelanggang himpunan bilangan bulat modulo tak prima oleh 

Rokhmah (2018). Penelitian terkait jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari 

gelanggang          dengan     bilangan prima oleh Khasanah (2018).  

Sampai saat ini belum ada penelitian terkait indeks eksentrisitas Zagreb 

pertama dan kedua yang diperoleh pada graf pembagi nol dari ring komutatif 

dengan unsur kesatuan. Oleh karena itu, penulis mengambil judul “Indeks 

Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan”.  
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang, masalah dalam penelitian ini dirumuskan 

sebagai berikut: 

1. Bagaimana rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf pembagi nol 

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan? 

2. Bagaimana rumus indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf pembagi nol 

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini sebagai berikut: 

1. Untuk mengetahui rumus indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 

2. Untuk mengetahui rumus indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Memberikan informasi mengenai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada 

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 

2. Memberikan informasi mengenai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 
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1.5 Batasan Masalah 

Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini dibatasi hanya pada 

graf pembagi nol dan ring komutatif dengan unsur kesatuan     dan     untuk 

    bilangan prima,    , dan    . 

 

1.6 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini metode yang digunakan adalah studi literatur atau 

studi pustaka, yaitu kegiatan untuk memperoleh informasi yang relevan dengan 

topik pembahasan dengan bantuan sumber-sumber yang ada di perpustakaan. 

Sumber-sumber tersebut seperti buku, jurnal, dan lain-lain. 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan oleh penulis untuk menentukan 

indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan sebagai berikut: 

1. Menentukan anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dan     

untuk     bilangan prima,           , dan    . 

2. Menentukan Tabel Cayley dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 

3. Menentukan himpunan pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur 

kesatuan. 

4. Menggambar graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan. 

5. Menentukan jarak dari masing-masing titik pada graf pembagi nol yang telah 

terbentuk. 

6. Menentukan eksentrisitas. 

7. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb pertama. 

8. Menentukan indeks eksentrisitas Zagreb kedua. 
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9. Menentukan rumus yang terbentuk. 

10. Membuktikan rumus. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan penelitian ini mudah dipahami secara keseluruhan, maka 

digunakan sistematika penulisan yang dibagi menjadi empat bab yaitu: 

Bab I  Pendahuluan 

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode 

penelitian, dan sistematika penulisan. 

Bab II   Kajian Pustaka 

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kajian teori yang digunakan 

dalam penelitian, yaitu meliputi konsep dasar tentang graf, grup, ring, 

ring dengan pembagi nol, graf pembagi nol, indeks eksentrisitas Zagreb 

pertama dan kedua, serta kajian teori graf dalam al-Quran.  

Bab III  Pembahasan 

Pada bab ini penulis menjelaskan hasil penelitian tentang indeks 

eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan. 

Bab IV  Penutup 

Pada bab ini penulis menjelaskan tentang kesimpulan dari penelitian yang 

telah dilakukan dan saran untuk pembaca.  
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Graf 

2.1.1 Definisi Graf 

Graf   adalah pasangan himpunan       dengan   adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan   adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di   

yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi di   masing-masing dinotasikan 

dengan      dan     . Sedangkan banyak unsur di      disebut order dari   

yang dilambangkan dengan      dan banyak unsur di      disebut ukuran dari   

yang dilambangkan dengan      (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    dan  

                     . Graf   dapat digambar seperti berikut: 

 
Gambar 2.1 Graf   

Dari Gambar 2.1 graf   mempunyai 5 titik sehingga order   adalah 5. Graf   

mempunyai 6 sisi sehingga ukuran graf   adalah 6. 
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2.1.2 Terhubung Langsung (Adjacent) dan Terkait Langsung (Incident) 

Jika sisi          adalah sisi graf  , maka   dan   disebut terhubung 

langsung (adjacent). Jika sisi          menghubungkan titik u dan v, maka   

dan   serta   dan   disebut terkait langsung (incident). Sisi         dapat 

ditulis      (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan           dan 

       berikut ini: 

 
Gambar 2.2 Graf   

Dari Gambar 2.2 tersebut, titik    dan    serta   dan    adalah incident (terkait 

langsung) dan titik    dan    adalah adjacent (terhubung langsung). 

 

2.1.3 Derajat (Degree) 

Derajat dari titik   di graf  , dinotasikan dengan       , yaitu banyaknya 

sisi di   yang terkait langsung (incident) dengan  . Suatu titik   dapat dikatakan 

titik genap (even vertices) atau titik ganjil (odd vertices) tergantung dari        

genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).  

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                 dan  

                   berikut ini: 

 
Gambar 2.3 Graf   dengan Order 4 
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Dari Gambar 2.3 tersebut diperoleh bahwa 

                               

                                

Titik    dan    adalah titik ganjil, sedangkan titik    dan    adalah titik genap. 

 

2.1.4 Graf Beraturan 

Graf beraturan-  adalah graf yang semua titiknya berderajat   dengan   

adalah bilangan asli, atau         ,         (Chartrand dan Lesniak, 

1986:9). 

Contoh: 

Perhatikan graf    dan graf    berikut ini: 

 
Gambar 2.4 Graf Beraturan 

Dari Gambar 2.4 graf    disebut graf beraturan-2 karena derajat setiap titiknya 

adalah 2 dan graf    disebut graf beraturan-3 karena derajat setiap titiknya  

adalah 3. 

 

2.1.5 Graf Komplit 

Graf   dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling 

terhubung langsung. Graf komplit dengan order   titik dinyatakan dengan   . 

Dengan demikian, maka graf     merupakan graf beraturan-      dengan order 

  dan ukuran 
      

 
  (Abdussakir, dkk, 2009:21). 
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Contoh: 

 
Gambar 2.5 Graf Komplit 

Dari Gambar 2.5 graf      ,   , dan    adalah graf komplit karena setiap dua 

titik yang berbeda dalam graf tersebut saling terhubung langsung. 

 

2.1.6 Graf Bipartisi 

Graf   dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada   dapat dipartisi 

menjadi dua himpunan tak kosong    dan    sehingga masing-masing sisi pada 

graf   tersebut menghubungkan satu titik di    dengan satu titik di    

(Abdussakir, dkk, 2009:21). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                          berikut 

ini: 

 
Gambar 2.6 Graf Bipartisi 

Dari Gambar 2.6 graf   adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi    

              dan              . 
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2.1.7 Graf Bipartisi Komplit 

Graf   disebut bipartisi komplit jika   adalah graf bipartisi dan masing-

masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik pada partisi 

yang lain. Graf bipartisi komplit dengan   titik pada salah satu partisi dan   titik 

pada partisi yang lain ditulis      (Abdussakir, dkk, 2009:22). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    berikut ini: 

 
Gambar 2.7 Graf Bipartisi Komplit      

Dari Gambar 2.7 graf   adalah bipartisi karena dapat dipartisi menjadi dua 

himpunan               dan            serta merupakan graf komplit 

karena masing-masing titik pada    dan    saling terhubung langsung. 

 

2.1.8 Graf Isomorfik dan Graf Identik 

Misalkan   dan   graf. Graf   disebut isomorfik dengan graf  , jika 

terdapat fungsi   yang bersifat bijektif dari      ke     , yang disebut 

isomorfisme, sedemikian hingga         jika dan hanya jika          

    . Jika graf   isomorfik dengan graf  , maka dinotasikan dengan     

(Abdussakir, dkk, 2009:24). 

Untuk mengecek dua graf isomorfik atau tidak, terkadang diperlukan 

banyak waktu untuk melakukannya. Berikut diberikan beberapa sifat yang mudah 
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dicek untuk menentukan dua graf isomorfik atau tidak. Jika dua graf isomorfik, 

maka akan dipenuhi sifat-sifat berikut: 

a. Keduanya mempunyai order yang sama 

b. Keduanya mempunyai ukuran yang sama 

c. Keduanya mempunyai banyak titik berderajat   yang sama, untuk     

(Abdussakir, dkk, 2009:26). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                       dan graf   

yang memuat himpunan                       berikut ini: 

 
Gambar 2.8 Graf Isomorfik 

Dari Gambar 2.8, graf   dan graf   adalah isomorfik karena kedua graf tersebut 

mempunyai order yang sama yaitu 5 dan ukuran yang sama yaitu 5, serta 

mempunyai derajat setiap titiknya yang sama yaitu 2. 

Dua graf   dan   disebut identik, dinotasikan dengan    , jika 

          dan          . Dengan kata lain, graf   identik dengan   jika 

keduanya memuat himpunan titik yang sama dan memuat himpunan sisi yang 

sama. Jika    , maka jelas    . Di lain pihak, jika    , maka belum 

tentu     (Abdussakir, dkk, 2009:27). Pada Gambar 2.8, graf   tidak identik 

dengan graf  , karena           dan          .  
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2.1.9 Graf Terhubung  

2.1.9.1 Jalan 

Jalan (walk)  -  di graf   adalah barisan berhingga (tak kosong).     

                             yang berselang seling antara titik dan sisi, 

yang diawali dari titik   dan diakhiri dengan titik  , dengan           untuk 

              adalah sisi di  .    disebut titik awal,    disebut titik akhir, 

             disebut titik internal, dan   menyatakan panjang dari W 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:26). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                     

berikut ini: 

 
Gambar 2.9 Jalan pada Graf 

Dari Gambar 2.9 diperoleh                     adalah jalan   -   dengan 

panjang 5. 

 

2.1.9.2 Jejak 

Jalan  -  yang semua sisinya berbeda disebut jejak (trail)  

 -  (Chartrand dan Lesniak, 1986:26). 
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Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    berikut ini: 

 
Gambar 2.10 Jejak pada Graf 

Dari Gambar 2.10 diperoleh                     adalah jejak   -  . 

 

2.1.9.3 Lintasan 

Jalan  -  yang semua titiknya berbeda disebut lintasan (path)  - . Dengan 

demikian semua lintasan adalah jejak (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).  

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    berikut ini: 

 
Gambar 2.11 Lintasan pada Graf 

Dari Gambar 2.11 diperoleh            adalah lintasan   -  . 

 

2.1.9.4 Sirkuit 

Jalan tertutup (closed trail) dan tak trivial pada graf   disebut sirkuit   

(Chartrand dan Lesniak, 1986:28).  
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Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    berikut ini: 

 
Gambar 2.12 Sirkuit pada Graf 

Dari Gambar 2.12diperoleh                     adalah sirkuit   -  . 

 

2.1.9.5 Sikel 

Sirkuit                    yang memiliki   titik dengan    adalah 

titik-titik berbeda untuk       disebut sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 

1986:28).  

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                     

berikut ini: 

 
Gambar 2.13 Sikel pada Graf 

Dari Gambar 2.13 diperoleh                  adalah sikel   -  . 

 

2.1.9.6 Graf Terhubung 

Misalkan   dan   titik berbeda pada graf  . Maka titik   dan   dapat 

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan  -  di  . Sedangkan suatu 
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graf   dapat dikatakan terhubung, jika untuk setiap 2 titik berbeda   dan   di   

terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                 berikut ini: 

 
Gambar 2.14 Graf Terhubung 

Dari Gambar 2.14 diperoleh titik-titik yang terhubung adalah    dan   ,    dan 

  ,    dan   ,    dan   ,    dan   , serta    dan    sehingga graf   merupakan 

graf terhubung. 

 

2.1.10 Jarak 

Untuk suatu graf terhubung  , maka jarak (distance)        antara dua 

titik   dan   di   adalah panjang dari lintasan terpendek yang menghubungkan   

dan   di   (Chartrand dan Lesniak, 1986:29).   

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    berikut ini: 

 
Gambar 2.15 Graf   dengan Order 5 

Dari Gambar 2.15 tersebut diperoleh: 

                                             

                                             



17 

 

 

 

                                             

                                             

                                           .  

 

2.1.11 Eksentrisitas 

Eksentrisitas (eccentricity)      dari suatu titik   pada graf terhubung 

  merupakan maksimum                 (Chartrand dan Lesniak, 1986:29). 

Contoh:  

Eksentrisitas titik pada graf   di contoh sebelumnya adalah: 

                                 dan        . 

 

2.2 Grup 

2.2.1 Definisi Grup 

Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner   

dinotasikan dengan (   ) disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma: 

1. Untuk setiap         maka                 operasi   bersifat 

assosiatif di  . 

2.   mempunyai unsur identitas terhadap operasi  . 

Misalkan   unsur di   sedemikian hingga              maka   disebut 

unsur identitas. 

3. Setiap unsur di   mempunyai invers terhadap operasi  , untuk setiap     ada 

       yang disebut sebagai invers dari  , sehingga              , 

dengan e adalah unsur identitas (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31). 
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Contoh: 

      merupakan grup, dengan   adalah himpunan bilangan bulat dan   adalah 

operasi penjumlahan. Karena       memenuhi: 

i. Ambil        , maka                .  

Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif di  . 

ii. Terdapat     sehingga               .  

Jadi 0 adalah identitas penjumlahan. 

iii. Untuk masing-masing     ada       , sehingga             

   .  

Jadi invers dari   adalah   . 

 

2.2.2 Grup Komutatif 

Suatu grup (   ) disebut grup komutatif atau grup abelian jika pada operasi 

biner   berlaku sifat komutatif, yaitu         untuk setiap        

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31). 

Contoh:  

      merupakan grup komutatif, dengan   adalah himpunan bilangan bulat  

dan   adalah operasi penjumlahan. Diketahui       adalah grup. Misal  

     , maka        . 

Jadi,       merupakan grup komutatif.  
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2.3 Ring 

2.3.1 Definisi Ring 

Ring adalah struktur yang terdiri dari himpunan tak kosong dengan dua 

operasi biner yang dilambangkan dengan         yaitu operasi pertama 

dilambangkan dengan   dan operasi kedua dilambangkan dengan   yang keduanya 

memenuhi aksioma berikut: 

i.       adalah grup abelian. 

ii. Operasi   bersifat asosiatif di  . 

iii. Operasi   bersifat distributif terhadap   di  , baik distributif kiri maupun 

distributif kanan (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:313). 

Contoh:  

        adalah ring, dengan   adalah bilangan bulat,   adalah operasi 

penjumlahan, dan   adalah operasi perkalian. Karena         memenuhi: 

i.        adalah grup abelian karena sudah dibuktikan pada contoh sebelumnya. 

ii. Operasi   bersifat asosiatif di  . 

                        .  

iii. Operasi   bersifat distributif terhadap + . 

                   ,         . 

                   ,         . 

 

2.3.2 Ring Komutatif 

Suatu ring         disebut ring komutatif jika dan hanya jika operasi kedua 

( ) bersifat komutatif di   (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:314). 
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Contoh:  

        adalah ring komutatif, karena untuk setiap      , maka      

   , yang berarti operasi kedua ( ) bersifat komutatif di  . 

Jadi,         adalah ring komutatif. 

 

2.3.3 Ring dengan Unsur Kesatuan 

Suatu ring         disebut ring dengan unsur kesatuan jika dan hanya jika   

mempunyai unsur identitas terhadap operasi kedua ( ) (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980:314). 

Contoh: 

        adalah ring dengan unsur kesatuan, karena ada     sehingga untuk 

setiap    , maka          , yang berarti terdapat unsur identitas di   

terhadap operasi kedua ( ). 

Jadi,         adalah ring dengan unsur kesatuan. 

 

2.3.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan 

Suatu ring         disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan 

hanya jika operasi kedua bersifat komutatif dan   mempunyai unsur identitas 

terhadap operasi kedua yaitu operasi  . Dengan kata lain   merupakan ring 

komutatif sekaligus ring dengan unsur kesatuan (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980:314). 

Contoh: 

         adalah ring komutatif sekaligus ring dengan unsur kesatuan, sehingga 

         adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan.  
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2.4 Ring dengan Pembagi Nol 

Misalkan         adalah ring, jika   dan   keduanya unsur tidak nol di   

sehingga      , maka    dan    disebut pembagi nol (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980:314). 

Contoh:  

Misalkan          adalah ring, dengan    adalah himpunan bilangan bulat 

modulo 6. 

   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}  

 ̅   ̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

 ̅ merupakan pembagi nol karena terdapat  ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅ 

 ̅ merupakan pembagi nol karena terdapat  ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅ 

 ̅ merupakan pembagi nol karena terdapat  ̅ sehingga  ̅   ̅    ̅̅̅̅   ̅ 

Jadi, pembagi nol dari    adalah  ̅,  ̅, dan  ̅. 

 

2.5 Graf Pembagi Nol 

Misalkan   adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan      adalah 

himpunan pembagi nol. Graf      dari   dengan titik-titiknya            – 

{0}, yaitu himpunan pembagi nol bukan nol dari  , dan           terhubung 

langsung jika dan hanya jika      (Anderson dan Livingston, 1999). 

Contoh:  

Ring bilangan bulat modulo 4 (  ) dengan anggotanya adalah   ̅  ̅  ̅  ̅  dapat 

membentuk graf pembagi nol yang berupa sebuah titik, karena pembagi nol dari 

ring tersebut hanya satu yaitu 2. Sedangkan pada ring bilangan bulat modulo 3 
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(  ) dengan anggotanya adalah   ̅  ̅  ̅  tidak dapat membentuk graf pembagi nol, 

karena tidak memiliki pembagi nol. 

 

2.6 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua 

Indeks eksentrisitas Zagreb pertama      dan kedua      didefinisikan 

sebagai berikut: 

         ∑      

      

     

         ∑         

       

  

dengan      dan      adalah eksentrisitas dari titik   dan    di   (Vukicevic dan 

Graovac, 2010:525). 

Contoh: 

Perhatikan graf   yang memuat himpunan                    seperti berikut: 

 
Gambar 2.16 Graf   untuk Mencari Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua 

Dari Gambar 2.16 diperoleh: 
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Eksentrisitas dari graf   pada Gambar 2.16 adalah: 

                                 dan        . 

Selanjutnya dihitung nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dari eksentrisitas 

tersebut, sehingga diperoleh: 

      ∑      

      

 

                                                  

                              

                  

Kemudian dihitung nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua sebagai berikut: 

      ∑         

       

 

                                                          

                              

                                  

               .  

 

2.7 Konsep Tolong Menolong dalam Al-Quran 

Manusia sebagai makhluk Allah dianjurkan untuk selalu berbuat kebaikan 

di mana dan kapan pun berada. Dalam Islam antara seorang muslim terhadap 

muslim lain adalah saudara dan tentunya ada kewajiban yang harus dipenuhi yaitu 

tidak boleh membuat saudaranya kesusahan, sehingga berkewajiban untuk 

mempermudah dan menolong urusan saudaranya. Sebagaimana yang termuat 

dalam al-Quran surat al-Hasyr ayat 9 sebagai berikut:  
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“Dan orang-orang yang telah menempati kota Madinah dan telah beriman (Anshor) 

sebelum (kedatangan) mereka (Muhajirin)” (QS. al-Hasyr/59:9). 

Menurut tafsir Ibnu Katsir dalam (Ghoffar, dkk, 2004) menjelaskan bahwa 

mereka telah mendiami negeri Madinah sebelum kaum Muhajirin itu datang dan 

mereka telah beriman sebelum kebanyakan dari mereka beriman. 

Dalam ayat selanjutnya Allah Swt berfirman: 

         

“mereka (Anshor) 'mencintai' orang yang berhijrah kepada mereka (Muhajirin)” (QS. 

al-Hasyr/59:9). 

 

Maksudnya, karena kemuliaan dan keagungan jiwa mereka, mereka 

mencintai kaum Muhajirin dan memberikan bantuan dengan harta benda. Firman 

Allah selanjutnya: 

                  

“dan mereka (Anshor) tiada menaruh keinginan dalam hati mereka terhadap apa-apa 

yang diberikan kepada mereka (Muhajirin)” (QS. al-Hasyr/59:9). 

 

Mereka sama sekali tidak menaruh rasa dengki terhadap kaum Muhajirin 

atas keutamaan yang dikaruniakan Allah kepada mereka berupa kedudukan, 

kemuliaan dan penyebutan lebih awal, serta urutan (Ghoffar, dkk, 2004). 

Allah Swt berfirman dalam ayat selanjutnya: 
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“dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri, 

sekalipun mereka dalam kesusahan dan siapa yang dipelihara dari kekikiran dirinya, 

mereka itulah orang orang yang beruntung” (QS. al-Hasyr/59:9). 

 

Maksudnya, mereka lebih mendahulukan orang-orang yang membutuhkan 

daripada kebutuhan diri mereka sendiri. Dan mereka memulai dengan orang lain 

sebelum diri mereka sendiri, meskipun mereka sendiri membutuhkannya. 

Barangsiapa yang bersih dari sifat kikir, maka dia benar-benar beruntung dan 

berhasil (Ghoffar, dkk, 2004). 

Dari Abu Hurairah, Rasulullah Saw bersabda: 

“Barangsiapa memberikan jalan keluar atas kesusahan dunia yang dihadapi oleh 

seorang mukmin, maka Allah akan memberinya jalan keluar atas kesusahan yang 

dihadapinya di hari kiamat kelak. Barangsiapa memudahkan kesulitan seseorang, maka 

Allah akan memudahkan kesulitannya baik di dunia maupun di akhirat. Allah akan selalu 

membantu hamba-Nya selama hambanya tersebut membantu saudaranya. Dan 

barangsiapa melewati jalan untuk mencari ilmu, maka Allah akan memudahkan jalan ke 

surga baginya” (HR. Muslim dalam Prasetyo, 2014). 

 

Hadits tersebut menjelaskan bahwa dalam Islam dianjurkan setiap muslim 

hendaknya dapat saling membantu dan meringankan permasalahan muslim 

lainnya karena segala sesuatu yang diberikan akan kembali pada diri sendiri dan 

Allah (HR. Muslim dalam Prasetyo, 2014). 

Berdasarkan penjelasan tafsir Ibnu Katsir pada firman Allah Swt surat al-

Hasyr ayat 9 dan HR. Muslim dapat dinyatakan dalam konsep teori graf yaitu 

sebagai umat muslim harus saling tolong menolong dengan meringankan atau 

mempermudah beban muslim lainnya. Seperti halnya pada konsep teori graf, 

beberapa permasalahan dapat diselesaikan secara lebih mudah dengan 

menggunakan graf. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol 

dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk     Bilangan 

Prima 

 

3.1.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

3.1.1.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan          

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan     jika 

dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley 

berikut: 

Tabel 3.1 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.1 diperoleh        { ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }, sehingga 

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.1 Graf        

Dari Gambar 3.1 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf        

yaitu: 

   ̅  ̅               ̅  ̅               ̅   ̅̅̅̅              ( ̅  ̅)               ̅   ̅̅̅̅      

   ̅  ̅               ̅  ̅               ̅   ̅̅̅̅             ( ̅  ̅)                ̅   ̅̅̅̅      

   ̅  ̅               ̅  ̅               ̅   ̅̅̅̅             ( ̅  ̅)                ̅   ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅   ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

 ( ̅  ̅)             ( ̅  ̅)             ( ̅  ̅)              ( ̅   ̅̅̅̅ )          ( ̅   ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅   ̅              ̅̅̅̅   ̅               ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅   ̅)      

Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu: 

   ̅                  ̅                  ̅     

    ̅̅̅̅               ( ̅)                   ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                           ̅    ( ̅)
 
    ̅      ̅       ̅̅̅̅        ̅̅̅̅     
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         

            

 

                         ( ̅)   ̅   ( ̅)   ̅   ( ̅)   ̅   ( ̅)    ̅̅̅̅   

                                ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅    

                                 

                          .  

 

3.1.1.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan          

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan     jika 

dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley 

berikut:  
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Tabel 3.2 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  8  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

Berdasarkan Tabel 3.2 diperoleh        { ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }, 

sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.2 Graf        

Dari Gambar 3.2 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf        

sebagai berikut: 

   ̅  ̅             ̅  ̅             ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)     

   ̅  ̅             ̅  ̅             ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)    
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   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)       

 ( ̅   ̅̅̅̅ )         ( ̅   ̅̅̅̅ )        ( ̅   ̅̅̅̅ )         (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )        (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )      

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

   ̅  ̅             ̅  ̅             ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)       

   ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅   ̅          ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅     

    ̅̅̅̅   ̅          ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅     

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅       

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         ̅   ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

 (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )      ( ̅   ̅̅̅̅ )        (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅   ̅          ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         ̅   ̅̅̅̅            ̅̅̅̅   ̅     

Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu: 

   ̅                ̅                ̅                 ̅̅̅̅      

 (  ̅̅̅̅ )              ̅̅̅̅               ̅                 ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                          ̅      ̅      ̅      ̅       ̅̅ ̅       ̅̅ ̅       ̅̅ ̅    

                               ̅̅ ̅   
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         

            

 

                          ̅    ̅     ̅    ̅     ̅    ̅     ̅     ̅̅ ̅   

                               ̅  (  ̅̅̅̅ )     ̅     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅   

                                 ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅   (  ̅̅̅̅ )      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅    

                                

                         .   

 

3.1.1.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Dua anggota di ring komutatif dengan unsur kesatuan     jika 

dioperasikan menggunakan operasi perkalian dapat disajikan dalam Tabel Cayley 

berikut: 
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Tabel 3.3 Tabel Cayley Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  3  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅  18   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅  21   ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 

  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.3 dapat diperoleh          ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan 

unsur kesatuan     dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.3 Graf        

Dari Gambar 3.3 diperoleh jarak dari masing-masing titik pada graf        

sebagai berikut: 

   ̅  ̅             ̅  ̅             ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)     

   ̅  ̅             ̅  ̅             ̅  ̅              ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)     

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅   ̅           (  ̅̅̅̅   ̅)       

 ( ̅   ̅̅̅̅ )         ( ̅   ̅̅̅̅ )        ( ̅   ̅̅̅̅ )        (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )        (  ̅̅̅̅    )      

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )      

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )       

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )       

   ̅   ̅̅̅̅            ̅   ̅̅̅̅           ̅   ̅̅̅̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅           ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅              ̅̅̅̅   ̅     

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅           ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅              ̅̅̅̅   ̅    

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅   ̅    
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    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅       

 (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )       (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )       (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )        (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )       (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅       

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅   ̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅   ̅             ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅       

 (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )          ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         (  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ )           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅           ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     

Selanjutnya diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik yaitu: 

   ̅             ̅              ̅              ̅̅̅̅            (  ̅̅̅̅ )              ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅              ̅̅̅̅               ̅̅̅̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                          ̅      ̅      ̅       ̅̅̅̅        ̅̅̅̅     (  ̅̅̅̅ )
 
     ̅̅̅̅     

                                 ̅̅̅̅        ̅̅̅̅        ̅̅̅̅        ̅̅̅̅        ̅̅̅̅      
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         

             

 

                           ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅    

                                ̅̅̅̅   (  ̅̅̅̅ )      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅    

                                ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅     ̅   

                                ̅̅̅̅     ̅      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅   (  ̅̅̅̅ )      ̅̅̅̅      ̅̅̅̅    

                                ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅       ̅̅̅̅      ̅̅̅̅   

                                

                         .   

 

3.1.1.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan    ,    ,     maka didapatkan pola eksentrisitas 

pada graf  (   ) sebagai berikut:  
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Tabel 3.4 Eksentrisitas Titik pada Graf        

              

           

           

            

      

           

Lemma 3.1 Eksentrisitas titik   pada graf  (   ) dengan   bilangan prima dan 

    adalah        untuk     ( (   )) 

Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan     adalah     

  ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ , untuk   bilangan prima, dan    . Berdasarkan definisi 

pembagi nol, maka     memiliki himpunan pembagi nol yaitu  ( (   ))  

  ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̅   ̅̅ ̅ . Banyaknya anggota dari  ( (   )) adalah 

| ( (   ))|             . Jadi, graf  (   ) mempunyai order    . 

Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik   ̇̅  dengan             hanya 

akan terhubung langsung ke titik   ̇̅  dengan      , sehingga graf  (   ) dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.4 Graf  (   ) 
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Jadi,  (   )         dengan      ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  dan      ̅   ̅̅ ̅ . Jika 

    , maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk titik di    selain   sendiri. 

Jadi,        untuk      . Jika     , maka jarak terjauh dari   adalah jarak 

untuk titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk      .   

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     diperoleh hasil 

sebagai berikut: 

Tabel 3.5 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk   Bilangan Prima 

       (   )   ( (   ))   ( (   )) 

                                           

                                           

                                                

          

       (   )               

Teorema 3.1 Misalkan     adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk   

bilangan prima dan    , maka    adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama 

yaitu   ( (   ))         dan    adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua 

yaitu   ( (   ))         

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.1, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (   ))  ∑      

   ( (   ))
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Karena  (   )        , maka banyaknya sisi pada graf  (   ) adalah  

       . Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 

  ( (   ))  ∑         

    ( (   ))

 

                                    

                               .   

 

3.1.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

3.1.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan          

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga 

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.5 Graf        

Dari Gambar 3.5 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada 

graf        yaitu: 
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 ( ̅)                    ̅̅̅̅               (  ̅̅̅̅ )                  ̅̅̅̅               (  ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅                 ̅                    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

  (      )  ∑      

   (      )

 

                             

                           

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

  (      )  ∑         

    (      )

 

                                

                         .  

 

3.1.2.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

{ ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅ }. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan 

    dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.6 Graf        

Dari Gambar 3.6 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada 

graf        yaitu: 

 ( ̅)                   ̅̅̅̅               (  ̅̅̅̅ )                 ̅̅̅̅              (  ̅̅̅̅ )      

    ̅̅̅̅              (  ̅̅̅̅ )                 ̅̅̅̅                (  ̅̅̅̅ )             (  ̅̅̅̅ )            

    ̅̅̅̅                 ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

  (      )  ∑      

   (      )

 

                             

                           

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

  (      )  ∑         

    (      )

 

                                

                          . 
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3.1.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur 

kesatuan     dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.7 Graf        

Dari Gambar 3.7 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada 

graf        yaitu: 

 ( ̅)              ̅̅̅̅           (  ̅̅̅̅ )             ̅̅̅̅            (  ̅̅̅̅ )             ̅̅̅̅      

 (  ̅̅̅̅ )           ̅̅̅̅           (  ̅̅̅̅ )          (  ̅̅̅̅ )           (  ̅̅̅̅ )             ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅            ̅̅̅̅              ̅̅̅̅            (  ̅̅̅̅ )     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

  (      )  ∑      

   (      )
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        sebagai 

berikut: 

  (      )  ∑         

    (      )

 

                              

                          .  

 

3.1.2.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan    ,    ,     maka didapatkan pola eksentrisitas 

pada graf  (   ) sebagai berikut: 

Tabel 3.6 Eksentrisitas Titik pada Graf        

              

           

            

            

      

           

Lemma 3.2 Eksentrisitas titik   pada graf  (   ) dengan   bilangan prima dan 

    adalah        untuk     ( (   )) 

Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan     adalah     

  ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ , untuk   bilangan prima, dan    . Berdasarkan definisi 
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pembagi nol, maka     memiliki himpunan pembagi nol yaitu  ( (   ))  

{ ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅}. Banyaknya anggota dari  ( (   )) adalah 

| ( (   ))|             . Jadi, graf  (   ) mempunyai order    . 

Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik   ̇̅  dengan             hanya 

akan terhubung langsung ke titik   ̇̅  dengan          , sehingga graf  (   ) 

dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.8 Graf  (   ) 

Jadi,  (   )         dengan      ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  dan    

  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅ . Jika     , maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk titik di 

   selain   sendiri. Jadi,        untuk      . Jika     , maka jarak terjauh 

dari   adalah jarak untuk titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk  

     .   

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     diperoleh hasil 

sebagai berikut:  
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Tabel 3.7 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk   Bilangan Prima 

       (   )   ( (   ))   ( (   )) 

                                            

                                                 

                                                 

          

       (   )                

Teorema 3.2 Misalkan     adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk   

bilangan prima dan    , maka    adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama 

yaitu   ( (   ))         dan    adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua 

yaitu   ( (   ))          

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.2, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (   ))  ∑      

   ( (   ))

 

                                  

                                

Karena  (   )        , maka banyaknya sisi pada graf  (   ) adalah  

       . Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 

  ( (   ))  ∑         

    ( (   ))

 

                                    

                                .    
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3.1.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

3.1.3.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur 

kesatuan     dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.9 Graf        

Dari Gambar 3.9 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik pada 

graf        yaitu: 

   ̅               ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

  (      )  ∑      

   (      )

 

                             



46 

 

                           

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         

            

 

                                

                          .  

 

3.1.3.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan 

unsur kesatuan     dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.10 Graf        

Dari Gambar 3.10 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf        yaitu: 
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   ̅               ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅       

    ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅             ̅̅̅̅          (  ̅̅̅̅ )         (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅      

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                             

                           

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         

            

 

                                

                          .  

 

3.1.3.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan            

  ̅  ̅  ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di      jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh          ̅   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    sehingga graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan      dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.11 Graf         

Dari Gambar 3.11 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf         yaitu: 

   ̅                  ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅               (  ̅̅̅̅ )      

    ̅̅̅̅                ̅̅̅̅               (  ̅̅̅̅ )                 ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅                ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅               (   ̅̅ ̅̅ ̅)    

     ̅̅ ̅̅ ̅            ̅̅̅̅                  ̅̅̅̅                (  ̅̅̅̅ )                 ̅̅̅̅      

 (  ̅̅̅̅ )               ̅̅ ̅̅ ̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf         

sebagai berikut: 

            ∑      

            

 

                             

                           

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf         sebagai 

berikut: 

            ∑         

             

 

                                

                          .   
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3.1.3.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan    ,    ,      maka didapatkan pola 

eksentrisitas pada graf  (   ) sebagai berikut: 

Tabel 3.8 Eksentrisitas Titik pada Graf        

              

            

            

             

      

           

Lemma 3.3 Eksentrisitas titik   pada graf  (   ) dengan   bilangan prima dan 

     adalah        untuk     ( (   )) 

Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan     adalah     

  ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ , untuk   bilangan prima, dan     . Berdasarkan definisi 

pembagi nol, maka     memiliki himpunan pembagi nol yaitu  ( (   ))  

  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅     ̅̅ ̅ . Banyaknya anggota dari  ( (   )) 

adalah | ( (   ))|             . Jadi, graf  (   ) mempunyai order 

   . Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik   ̇̅  dengan             

hanya akan terhubung langsung ke titik   ̇̅  dengan      ,...,6, sehingga graf 

 (   ) dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.12 Graf  (   ) 

Jadi,  (   )         dengan      ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  dan    

  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅     ̅̅ ̅ . Jika     , maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk titik 

di    selain   sendiri. Jadi,        untuk      . Jika     , maka jarak 

terjauh dari   adalah jarak untuk titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk 

     .   

Kemudian  nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     diperoleh hasil 

sebagai berikut: 

Tabel 3.9 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk   Bilangan Prima 

       (   )   ( (   ))   ( (   )) 

                                                 

                                                 

                                                   

          

       (   )                
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Teorema 3.3 Misalkan     adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk   

bilangan prima dan     , maka    adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama 

yaitu   ( (   ))         dan    adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua 

yaitu   ( (   ))          

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.3, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (   ))  ∑      

   ( (   ))

 

                                  

                                

Karena  (   )        , maka banyaknya sisi pada graf  (   ) adalah  

       . Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 

  ( (   ))  ∑         

    ( (   ))

 

                                    

                                .   

 

3.1.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

3.1.4.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan             

  ̅  ̅  ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di      jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  
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  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅ , sehingga graf pembagi nol 

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan      dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

 
Gambar 3.13 Graf         

Dari Gambar 3.13 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf         yaitu: 

    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                (  ̅̅̅̅ )     

    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅ ̅̅ ̅     

     ̅̅ ̅̅ ̅                 ̅̅ ̅̅ ̅                ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅      

 (  ̅̅̅̅ )                (  ̅̅̅̅ )                  ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅ ̅̅ ̅     

     ̅̅ ̅̅ ̅                 ̅̅ ̅̅ ̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf         

sebagai berikut: 

            ∑      

            

 

                             

                           

Kemudian nilai  indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf         sebagai 

berikut: 
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            ∑         

             

 

                                 

                          .  

 

3.1.4.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan             

  ̅  ̅  ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di      jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅ , sehingga 

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan      dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.14 Graf         

Dari Gambar 3.14 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf         yaitu: 

    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅              (  ̅̅̅̅ )    

    ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                  ̅̅ ̅̅ ̅    

     ̅̅ ̅̅ ̅                ̅̅ ̅̅ ̅                 ̅̅ ̅̅ ̅             (   ̅̅ ̅̅ ̅)           (   ̅̅ ̅̅ ̅)     
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     ̅̅ ̅̅ ̅               ̅̅̅̅                   ̅̅̅̅                 (  ̅̅̅̅ )                 ̅̅̅̅       

 (  ̅̅̅̅ )                  ̅̅ ̅̅ ̅                 ̅̅ ̅̅ ̅                 ̅̅ ̅̅ ̅            (   ̅̅ ̅̅ ̅)        

     ̅̅ ̅̅ ̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf         

sebagai berikut: 

            ∑      

            

 

                             

                            

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf         sebagai 

berikut: 

            ∑         

             

 

                                 

                          .  

 

3.1.4.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan             

  ̅  ̅  ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di      jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh            ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  

  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅ , sehingga 

graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan      dapat 

digambarkan sebagai berikut:  
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Gambar 3.15 Graf         

Dari Gambar 3.15 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf         yaitu: 

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅              ̅̅̅̅              ̅̅̅̅           (  ̅̅̅̅ )              ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅              ̅̅̅̅               ̅̅ ̅̅ ̅            ̅̅ ̅̅ ̅            ̅̅ ̅̅ ̅     

     ̅̅ ̅̅ ̅       (   ̅̅ ̅̅ ̅)       (   ̅̅ ̅̅ ̅)           ̅̅ ̅̅ ̅            ̅̅ ̅̅ ̅           ̅̅ ̅̅ ̅     

    ̅̅̅̅             ̅̅̅̅           (  ̅̅̅̅ )            ̅̅̅̅            (  ̅̅̅̅ )              ̅̅ ̅̅ ̅     

     ̅̅ ̅̅ ̅       (   ̅̅ ̅̅ ̅)           ̅̅ ̅̅ ̅           ̅̅ ̅̅ ̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf         

sebagai berikut: 

            ∑      

            

 

                             

                            

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf         sebagai 

berikut: 

            ∑         

             

 

                                 

                          .  
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3.1.4.4 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan     ,     ,      maka didapatkan pola 

eksentrisitas pada graf  (    ) sebagai berikut: 

Tabel 3.10 Eksentrisitas Titik pada Graf         

               

             

             

             

      

            

Lemma 3.4 Eksentrisitas titik   pada graf  (    ) dengan   bilangan prima dan 

     adalah        untuk     ( (    )) 

Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan      adalah      

  ̅  ̅  ̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , untuk   bilangan prima, dan     . Berdasarkan definisi 

pembagi nol, maka      memiliki himpunan pembagi nol yaitu  ( (    ))  

   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Banyaknya anggota dari  ( (    )) 

adalah | ( (    ))|              . Jadi, graf  (    ) mempunyai 

order    . Berdasarkan definisi graf pembagi nol, titik    ̇̅̅ ̅̅  dengan   

          hanya akan terhubung langsung ke titik   ̇̅  dengan           , 

sehingga graf  (   ) dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.16 Graf  (    ) 

Jadi,  (    )          dengan       ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   dan    

  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Jika     , maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk titik 

di    selain   sendiri. Jadi,        untuk      . Jika     , maka jarak 

terjauh dari   adalah jarak untuk titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk 

     .   

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan      diperoleh hasil 

sebagai berikut: 

Tabel 3.11 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan      untuk   Bilangan Prima 

        (    )   ( (    ))   ( (    )) 

                                                   

                                                    

                                                    

         

        (    )                
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Teorema 3.4 Misalkan      adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk   

bilangan prima dan     , maka    adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama 

yaitu   ( (    ))         dan    adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua 

yaitu   ( (    ))          

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.4, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (    ))  ∑      

   ( (    ))

 

                                  

                                

Karena  (    )         , maka banyaknya sisi pada graf  (    ) adalah  

        . Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 

  ( (    ))  ∑         

    ( (    ))

 

                                     

                                   

  

3.1.5 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk 

    Bilangan Prima 

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan    ,    ,    ,      maka didapatkan pola 

eksentrisitas pada graf  (   ) sebagai berikut: 
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Tabel 3.12 Eksentrisitas Titik pada Graf        

              

           

           

           

             

      

           

Lemma 3.5 Eksentrisitas titik   pada graf  (   ) dengan     bilangan prima, 

   , dan     adalah        untuk     ( (   )) 

Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan     adalah     

  ̅  ̅  ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ , untuk     bilangan prima,     dan    . Berdasarkan 

definisi pembagi nol, maka     memiliki himpunan pembagi nol  

yaitu  ( (   ))  { ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. Banyaknya 

anggota dari  ( (   )) adalah | ( (   ))|                   . 

Jadi, graf  (   ) mempunyai order      . Berdasarkan definisi graf pembagi 

nol, titik   ̇̅  dengan             hanya akan terhubung langsung ke titik   ̇̅  

dengan            , sehingga graf  (   ) dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

 
Gambar 3.17 Graf        
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Jadi,  (   )           dengan      ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  dan    

  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . Jika     , maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk 

titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk      . Jika     , maka jarak 

terjauh dari   adalah jarak untuk titik di    selain   sendiri. Jadi,        untuk 

     .   

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     secara umum 

diperoleh hasil sebagai berikut: 

Tabel 3.13 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk     Bilangan Prima 

       (   )   ( (   ))   ( (   )) 

    3  (   )                                 

                               

    5  (   )                                  

                                

    7  (   )                                  

                               

     11  (    )                                    

                              

         

       (   )                      

Teorema 3.5 Misalkan     adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk 

    bilangan prima,    , dan    , maka    adalah indeks eksentrisitas 

Zagreb pertama yaitu   ( (   ))           dan    adalah indeks 

eksentrisitas Zagreb kedua yaitu   ( (   ))              
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Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.5, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (   ))  ∑      

   ( (   ))

 

                                    

                                  

Karena  (   )          , maka banyaknya sisi pada graf  (   ) adalah  

           . Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 

  ( (   ))  ∑         

    ( (   ))

 

                                        

                                    .   

 

3.2 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol 

dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk   Bilangan 

Prima 

3.2.1 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan    

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan        

  ̅  ̅  ̅    ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di    jika dioperasikan menggunakan operasi perkalian 

maka diperoleh         ̅  ̅ , sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif 

dengan unsur kesatuan    dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.18 Graf       
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Dari Gambar 3.18 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf       yaitu    ̅    dan     ̅   .  

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf       

sebagai berikut: 

          ∑      

          

 

                            

                          

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf       sebagai 

berikut: 

          ∑         

           

 

                               

                          

 

3.2.2 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan         

{ ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅ }. Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh        { ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }, sehingga graf pembagi nol 

dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dapat digambarkan sebagai 

berikut: 
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Gambar 3.19 Graf        

Dari Gambar 3.19 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf        yaitu: 

 ( ̅)                 ̅̅̅̅        

 (  ̅̅̅̅ )               ̅̅̅̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                            

                          

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut:  

           ∑         

            

 

                               

                        .  

 

3.2.3 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan         

  ̅  ̅  ̅     ̅̅̅̅  . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 
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kesatuan    , dua anggota di     jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh        { ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅ }, sehingga graf pembagi 

nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

 
Gambar 3.20 Graf        

Dari Gambar 3.20 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf        yaitu: 

   ̅               ̅̅̅̅               ̅̅̅̅      

    ̅̅̅̅           (  ̅̅̅̅  )             ̅̅̅̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf        

sebagai berikut: 

           ∑      

           

 

                            

                          

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf        sebagai 

berikut: 

           ∑         
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                         .  

 

3.2.4 Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan      

Anggota dari ring komutatif dengan unsur kesatuan           

  ̅  ̅  ̅      ̅̅ ̅̅ ̅ . Seperti cara sebelumnya pada ring komutatif dengan unsur 

kesatuan    , dua anggota di      jika dioperasikan menggunakan operasi 

perkalian maka diperoleh         {  ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅}, 

sehingga graf pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan      dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.21 Graf         

Dari Gambar 3.21 diperoleh nilai eksentrisitas dari masing-masing titik 

pada graf         yaitu: 

    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                (  ̅̅̅̅ )      

    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅̅̅                    ̅̅ ̅̅ ̅     

Dengan demikian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama pada graf         

sebagai berikut: 

            ∑      
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Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb kedua pada graf         sebagai 

berikut: 

            ∑         

              

 

                                 

                          .  

 

3.2.5 Rumus Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf 

Pembagi Nol dari Ring Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk 

  Bilangan Prima 

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan                 maka didapatkan pola 

eksentrisitas pada graf  (   ) sebagai berikut: 

Tabel 3.14 Eksentrisitas Titik pada Graf        

              

          

           

           

        11 1 

      

           

Lemma 3.6 Eksentrisitas titik   pada graf  (   ) dengan   bilangan prima dan 

    adalah        untuk     ( (   )) 
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Bukti: 

Misalkan anggota ring komutatif dengan unsur kesatuan     adalah     

{ ̅  ̅  ̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, untuk   bilangan prima, dan    . Berdasarkan definisi 

pembagi nol, maka     memiliki himpunan pembagi nol  

yaitu  ( (   ))  { ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. Banyaknya anggota dari 

 ( (   )) adalah | ( (   ))|     . Jadi, graf  (   ) mempunyai order 

   . Berdasarkan definisi graf pembagi nol, antar titik di   ̇̅  dengan   

          akan saling terhubung langsung, sehingga graf  (   ) dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.22 Graf  (   ) 

Jadi,  (   )       dengan  ( (   ))    ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . Jika 

   ( (   )), maka jarak terjauh dari   adalah jarak untuk titik di  ( (   )) 

selain   sendiri. Jadi,        untuk     ( (   )).   

Kemudian nilai indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf 

pembagi nol dari ring komutatif dengan unsur kesatuan     secara umum 

diperoleh hasil sebagai berikut:  
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Tabel 3.15 Indeks Eksentrisitas Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Pembagi Nol dari Ring 

Komutatif dengan Unsur Kesatuan     untuk   Bilangan Prima 

         (   )   ( (   ))   ( (   )) 

   3                       
     

 
      

    5                        
     

 
      

    7                         
     

 
      

     11                             
      

 
       

         

       (   )     
          

 
 

Teorema 3.6 Misalkan     adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan untuk   

bilangan prima dan    , maka    adalah indeks eksentrisitas Zagreb pertama 

yaitu   ( (   ))        dan    adalah indeks eksentrisitas Zagreb kedua 

yaitu   ( (   ))  
          

 
 

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 3.6, maka indeks eksentrisitas Zagreb pertama adalah:  

  ( (   ))  ∑      

   ( (   ))

 

                                  

                             

Karena  (   )      , maka banyaknya sisi pada graf  (   ) adalah  

          

 
. Jadi, indeks eksentrisitas Zagreb kedua adalah: 
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  ( (   ))  ∑         

    ( (   ))

 

                         
          

 
     

                         
          

 
.   

 

3.3 Konsep Tolong Menolong dalam Pandangan Islam 

Kajian teori graf dalam al-Quran telah dijelaskan dalam Bab II, QS. al-

Hasyr ayat 9 di mana setiap manusia dianjurkan untuk saling tolong menolong 

terhadap orang lain. Berdasarkan penjelasan ayat  ۚ ٌوَيُؤْثِرُونَ عَلىَٰ أنَْفسُِهِمْ وَلَوْ كَانَ بهِِمْ خَصَاصَة 

“dan mereka mengutamakan (orang-orang muhajirin), atas diri mereka sendiri, 

sekalipun mereka dalam kesusahan” di dalam tafsir Ibn Katsir, bahwa mereka 

(Anshor) lebih mendahulukan orang-orang yang membutuhkan daripada 

kebutuhan diri mereka sendiri. Dan mereka memulai dengan orang lain sebelum 

diri mereka sendiri, meskipun mereka sendiri membutuhkannya. HR. Muslim 

dalam Prasetyo (2014) juga menjelaskan dari Abu Hurairah, Rasulullah Saw 

bersabda: 

“Barangsiapa memberikan jalan keluar atas kesusahan dunia yang dihadapi oleh 

seorang mukmin, maka Allah akan memberinya jalan keluar atas kesusahan yang 

dihadapinya di hari kiamat kelak. Barangsiapa memudahkan kesulitan seseorang, maka 

Allah akan memudahkan kesulitannya baik di dunia maupun di akhirat. Allah akan selalu 

membantu hamba-Nya selama hambanya tersebut membantu saudaranya”.  

 

Ini menunjukkan bahwa Allah menganjurkan setiap muslim hendaknya dapat 

saling membantu dan meringankan permasalahan muslim lainnya. 

Dengan demikian, berdasarkan penjelasan tafsir surat al-Hasyr ayat 9 dan 

HR. Muslim tentang tolong menolong dalam pandangan Islam, Allah telah 

menyuruh kita untuk saling tolong menolong kepada sesama manusia dalam 
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mengerjakan kebaikan. Sebagai umat muslim, maka selayaknya anjuran tersebut 

ditaati dan diamalkan, termasuk oleh ilmuwan matematika dalam menghasilkan 

rumus baru agar dapat menyelesaikan suatu permasalahan matematika. Hal ini 

dimaksudkan untuk meringankan atau mempermudah pembaca dalam melakukan 

perhitungan berdasarkan teorema-teorema baru yang telah terbentuk.   
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa rumus umum 

indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi nol dari ring 

komutatif dengan unsur kesatuan     dan     untuk  ,  bilangan prima sebagai 

berikut: 

1. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf  (   ) untuk     

bilangan prima,    , dan     adalah  

  ( (   ))           dan    ( (   ))             . 

2. Indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf  (   ) untuk   

bilangan prima dan     adalah  

  ( (   ))      dan   ( (   ))  
          

 
. 

 

4.2 Saran 

Berdasarkan kesimpulan, pada penelitian ini indeks eksentrisitas Zagreb 

pertama dan kedua diperoleh dari graf pembagi nol dari ring komutatif dengan 

unsur kesatuan. Penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema 

terkait indeks eksentrisitas Zagreb pertama dan kedua pada graf yang lainnya atau 

pada graf dari grup lainnya.  
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