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ABSTRAK

‘Aniqoh, Lazatin. 2019. Penerapan Metode Ekspansi (G’/G) Dalam
Menyelesaikan Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers (KdVB).
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing : (1)
Mohammad Jamhuri, M.Si., (II) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci : Metode Ekspansi (G’/G), Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers

Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers merupakan salah satu persamaan
differensial parsial nonlinier yang membahas mengenai suatu gelombang yang
lemah. Persamaan ini merupakan kombinasi dari persamaan KdV dengan
Persamaan Burgers. Penelitian ini membahas mengenai penyelesaian persamaan
korteweg-de vries-burgers menggunakan metode ekspansi (G’/G). Metode
Ekspansi (G’/G) merupakan metode yang menggunakan polinomial (G’/G)
sebagai solusi dari persamaan differensial parsial nonlinier. Pertama-tama
Persamaan KdVB diubah kedalam bentuk PDB, kemudian mencari
kesetimbangan homogen persaman. Selanjutnya mengasumsikan bahwa solusi
persamaan KdVB dapat diekspresikan kedalam polinomial (G’/G). Dengan
mengumpulkan (G’/G) yang berorde sama, maka akan didapatkan beberapa
parameter. Kemudian parameter disubstitusikan kedalam polinomial (G’/G)
sehingga diperoleh sebuah solusi umum gelombang berjalan dari persamaan
KdVB yang terbukti eksak.
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ABSTRACT

‘Aniqoh, Lazatin. 2019. The Application of (G’/G) Expansion Method for
Solving Korteweg-De Vries-Burgers Equation. Thesis. Department
of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik
Ibrahim State Islamic University of Malang.  Advisors : (I)
Mohammad Jamhuri, M.Si., (1) Muhammad Khudzaifah, M.Si.

Keyword : (G’/G) Expansion Method, KdVB Equation

The Korteweg-De Vries-Burgers equation is one of the nonlinear partial
differential equations which deals with a weak wave. This equation is a
combination of the KdV equation with the Burgers Equation. This study discusses
the solution to the korteweg-de-vries-burgers equation using the expansion
method (G '/G). This method used polynomials (G '/ G) as a solution for nonlinear
partial differential equations. First the KdVB equation is converted into the form
of ODE (Ordinary Differential Equation), then we have to looks for a
homogeneous equilibrium. Then, we assume that the solution of KdVb equation
can be expressed as a polynomial (G '/ G). By collecting (G °’/ G) with the same
order, the several parameters will be obtained. The parameters are substituted into
the polynimial (G’/G), so we have travelling wave solution of KdVB equation that
proven to be exact.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan sehari-hari, seringkali kita menemukan fenomena alam
yang dapat dimodelkan secara matematis dengan suatu persamaan differensial
baik persamaan differensial biasa maupun persamaan differensial parsial.
Gelombang merupakan salah satu fenomena yang dapat dimodelkan dengan
persamaan differensial parsial baik linier maupun nonlinier. Salah satu persamaan
yang dapat memodelkan gelombang tersebut adalah persamaan Korteweg-De
Vries-Burgers. Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers merupakan kombinasi
persamaan KdV dengan Persamaan Burgers. Persamaan ini menggambarkan
masalah yang lebih kompleks karena memuat suku dispersif pada persamaan KdV
dan suku disipatif pada persamaan Burgers. Adapun persamaan ini biasanya
terlibat dalam permasalahan fisika seperti aliran cairan yang memuat gelembung
udara, seperti aliran air dalam pipa minyak, memodelkan gelombang tsunami, dan
sebagainya (Ahmad, 2016).

Solusi analitik dari persamaan KdVB pertama kali ditemukan oleh Xiong pada
tahun 1989. Semenjak itu, banyak sekali penelitian yang membahas mengenai
penyelesaian persamaan ini, baik dalam penyelesaian secara analitik maupun
numerik. Salah satunya adalah penelitian dari Ahmad (2016) dimana dalam
penelitian tersebut, Ahmad menyelesaikan persamaan KdVB secara numerik.

Seiring berkembangnya waktu metode penyelesaiannya pun semakin beragam,
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diantaranya Metode Analisis Painleve, Metode Ansatz, Metode Fungsi Eliptic
Jacobian, dan sebagainya (Feng, 2007).

Allah berfirman dalam surat Az-Zumar ayat 18:

Lo d %
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“yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik diantaranya.

Mereka itulah orang-orang yang telah diberi petunjuk Allah dan mereka itulah orang-
orang yang mempunyai akal” (Q.S. Az-Zumar : 18).

Menurut Shihab (2002), dalam ayat ini Kita dianjurkan untuk selalu
berbuat baik kepada siapapun. Seseorang yang senang melakukan kebaikan, akan
semakin tertarik dengan kebaikan itu. Apabila dihadapkan dengan dua hal yaitu
baik dan buruk, maka ia cenderung memilih mengerjakan yang baik. Lalu apabila
ia menemukan hal yang lebih baik, maka ia akan memilih hal yang lebih baik itu.
Kemudian apabila mereka menemukan dua hal yang benar dan yang lebih benar,
Maka ia akan mengambil jalan yang lebih benar tersebut. Hal itu dikarenakan
mereka bersungguh-sungguh dalam mendengarkan sebuah perkataan.

Sejatinya, itulah salah satu hakikat manusia yang diberikan akal supaya
berpikir dan bisa menentukan mana yang baik dan mana yang buruk. Demikian
pula jika diberikan suatu persoalan. Ada banyak cara yang digunakan untuk
menyelesaikannya. Akan tetapi, manusia tentu saja memilih cara yang lebih
mudah dalam menyelesaikan persoalan tersebut. Hal ini dapat diimplementasikan
dalam matematika. Apabila menemukan sebuah persoalan matematika yang rumit,
maka seorang pelajar akan mencari metode yang paling mudah dalam

menyelesaikan persamaan tersebut. Adapun caranya adalah dengan mempelajari,



3
membuktikan serta membandingkan beberapa metode untuk dicari metode yang
paling efektif dalam menyelesaikan masalah tersebut.

Metode Ekspansi (G'/G) pertama kali diperkenalkan pada tahun 2008 oleh
Mingliang Wang, Ziangzheng Li, dan Jinliang Zhang. Metode ini sering
digunakan dalam mencari solusi gelombang berjalan (travelling wave) pada
evolusi persamaan nonlinier atau persamaan differensial parsial nonlinier. Ide

pokok pada metode ini adalah bahwa solusi dari persamaan differensial nonlinier

dapat diekspresikan dengan polinomial (%’) dimana G = G(¢) yang merupakan

dG(§)

persamaan differensial biasa linier orde kedua. Adapun G' = ™

dengan
¢ = x — V't. Sehingga akan diperoleh beberapa solusi (Wang., dkk., 2008).

Penelitian mengenai metode ekspansi (%’) telah banyak dilakukan

sebelumnya. Diantaranya adalah penelitian yang dilakukan oleh Hasibun Naher
(2011). Pada penelitian tersebut, Prof . Naher mengkontruksi gelombang berjalan

pada persamaan Caudrey-Dodd-Gibbon orde 5 menggunakan metode ekspansi
(%/) Dengan metode tersebut, diperoleh tiga bentuk solusi yaitu hiperbolik,
trigonometrik, dan fungsi rasional. Selanjutnya adalah Penelitian Wafaa M.Taha.,
dkk.(2013), mengaplikasikan metode ekspansi (%’) untuk menyelesaikan model
gelombang ion-akustik pada fisika plasma. Pada penelitiannya, metode ekspansi
(%’) berhasil mendapatkan solusi eksak dari persamaan tersebut. Resty Bangun
Pratiwi (2015) dalam skripsinya membahas mengenai penyelesaian persamaan
KdV orde tinggi menggunakan metode ekspansi (%’) Adapun hasil yang

diperoleh adalah bahwa gelombang yang diperoleh memiliki satu titik puncak
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serta besarnya amplitudo dipengaruhi oleh besaran koefisien-koefisien orde
tingginya.

Metode ekspansi (%’) serta penerapannya dalam menyelesaikan
persamaan differensial parsial nonlinier dalam fisika matematika menjadi topik
yang menarik untuk dikaji bagi para peneliti. Seiring berkembangnya zaman,
metode ini juga terus berkembang dengan modifikasi-modifikasi serta kombinasi

dengan metode lain.

Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan suatu persamaan yang berupa
. . (G
persamaan nonlinier menggunakan metode ekspansi (E) Adapun persamaan

nonlinier yang dipilih adalah persamaan Korteweg - de Vries-Burgers yang telah
dijelaskan diawal. Sehingga dari pemaparan latar belakang diatas, maka penulis

tertarik untuk membuat penelitian yang berjudul “Penerapan Metode Ekspansi

(%) Dalam Menyelesaikan Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers (KdVB) ”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah

yang dapat dibuat adalah :
1. Bagaimana penerapan Metode Ekspansi (%’) dalam menyelesaikan

Persamaan KdVB?

2.  Bagaimana validitas solusi KdVB menggunakan Metode Ekspansi (%) ?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dari penelitian ini adalah:



1.4

1.

B85
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Untuk mencari solusi analitik dari Persamaan KdVB menggunakan Metode
. (G’

Ekspansi (?)

Untuk mengetahui validitas dari solusi KdVB yang dihasilkan dari Metode

Ekspansi (%’)

Manfaat Penelitian

Beberapa manfaat dalam penelitian ini, diantaranya adalah sebagai berikut :
Memperoleh solusi analitik dari Metode Ekspansi (%’) sebagai alternatif
penyelesaian persamaan differensial parsial nonlinier.

Mengetahui bahwa metode ekspansi (%I) adalah metode yang akurat

digunakan untuk persamaan KdVB.

Batasan Masalah
Beberapa batasan masalah yang terdapat dalam penelitian ini adalah :
Penelitian ini menggunakan persamaan Korteweg de Vries-Burger (KdVB)
yang merupakan differensial parsial nonlinier. Persamaan ini diambil pada
sebuah artikel yang berjudul “Burgers-Korteweg-de Vries Equation and Its
Traveling Solitary Waves” yang ditulis oleh Feng Zhao-sheng dan Meng
Qing-guo pada tahun 2008. Adapun persamaannya adalah
Up + auly + Py + Sy, =0
a,B,s € Rdana,f,s #0
Penelitian ini hanya terfokus pada satu solusi umum dari persamaan KdVB

tanpa memperhatikan kondisi tertentu.



1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan

mempelajari beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang mendukung penelitian

ini. Studi literatur dimulai dengan mempelajari persamaan KdVB, kemudian

mempelajari Metode Ekspansi (%’)

Langkah-langkah untuk mencari solusi analitik Persamaan KdVB

Gl

menggunakan Metode Ekspansi ( ) adalah sebagai berikut :

1.

G
Persamaan KdVB diubah kedalam bentuk PDB. Dengan mengasumsikan
bahwa u(x,t) =u(é) dan é = x —Vt, maka akan diperoleh sebuah
persamaan differensial biasa yang bergantung pada ¢.
Hasil transformasi yang berupa Persamaan Differensial Biasa (PDB)

kemudian diintegralkan terhadap &. Selanjutnya menentukan m untuk
Polinomial (%’) berdasarkan hasil pengintegralan dengan kesetimbangan

homogen antara turunan orde tertinggi dengan orde tertinggi suku nonlinier.

Menerapkan PDB linier orde 2 yaitu G" + AG' + uG = 0 dan polinomial

(%) ke dalam hasil transformasi PDP ke PDB.

Mengumpulkan masing-masing polinomial (%I) yang berorde sama dan
masing-masing disamadengankan nol. Maka akan diperoleh persamaan
aljabar untuk masing-masing koefisiennya.

Mensubstitusikan solusi umum PDB linier orde 2 dan masing-masing
koefisien kedalam hasil transformasi PDP ke PDB. Sehingga akan diperoleh

solusi umum gelombang KdVB.

Membuktikan bahwa solusi umum yang diperoleh adalah solusi eksak



1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami

penelitian ini. Dalam sistematika penulisan penelitian ini terbagi menjadi empat

bab dan masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bagian ini, dijelaskan gambaran umum Persamaan KdVB,
Metode Ekspansi (%’) Persamaan differensial biasa orde 2, aturan
rantai, metode deret pangkat serta kajian berupa integrasi sains dan Al
Quran.

Pembahasan

Bab ini menguraikan tentang penyelesaian Persamaan KdVB

menggunakan Metode Ekspansi (%’) dan Validasi keabsahan solusi

KdVB.
Penutup
Bagian ini memuat kesimpulan dan saran dari hasil pembahasan

penelitian yang dilakukan.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers

Pada tahun 1969, Su dan Gardner menurunkan sebuah persamaan yang
disebut dengan persamaan Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB). Persamaan ini
pertama kali diturunkan untuk memodelkan permasalahan aproksimasi sistem
persamaan gelombang nonlinier yang lemah. Persamaan KdVB adalah persamaan
model universal sederhana yang muncul sebagai pendekatan pertama dalam
deskripsi gelombang nonlinear dispersif — disipatif dan nonlinieritas dalam
gelombang yang merambat dalam tabung elastis yang diisi cairan (Fathy, 2013).

Persamaan Korteweg-De Vries-Burgers dapat dituliskan sebagai :

Uy + autly + iy, + Sty =0 (2.1)

Keterangan :
Us : Odu(x,t)

ot
U, o odulx,t)

d0x
Uy o 0%u(x, t)

0x?
Uy & WO LT

%

dimana «,f dan s adalah konstanta real serta «,f,s # 0. Persamaan KdVB
seringkali diterapkan pada permasalahan fisis yang berhubungan dengan
gelombang. Seperti contohnya adalah pada aliran cairan yang memuat gelembung
udara seperti aliran dalam pipa minyak, gelombang plasma yang memuat efek

disipatif, perambatan undular bores pada air dangkal yang dibahas sebagai salah
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satu model gelombang tsunami, gelombang dengan cairan kental seperti
turbulensi dan aliran darah dalam nadi (Ahmad, 2016). Selain itu, juga digunakan
sebagai model dalam teori kristal lattice, yaitu teori sirkuit nonlinier dan
dinamika atmosfer (Feng & Meng, 2007).

Persamaan KdVB disebut juga kombinasi antara persamaan Korteweg-De
Vries dengan Persamaan Burgers. Hal ini disebabkan jika s — 0 maka persamaan
direduksi menjadi persamaan burgers yaitu (Feng & Meng, 2007) :
U — auuy, + fuy, =0 (2.2)
dan jika § — 0 maka persamaan akan berubah menjadi persamaan KdV
U — QU + SUyyy = 0 (2.3)
Kedua persamaan diatas dapat diselesaikan secara analitik dan diperoleh

solusi eksak untuk gelombang berjalannya adalah

20k

2k
u(x,t) = - + Ttanh k(x — 2kt)

dan

2

k
u(x, t) = sech? k(x — 4sk?t)

Sejak tahun 1980-an, banyak sekali matematikawan atau fisikawan yang
membahas solusi analitik dari persamaan KdVB menggunakan metode tertentu.
Xiong pada tahun 1989 mengemukakan solusi persamaan KdVB untuk pertama

kalinya (Feng & Meng, 2007).

2.2 Metode Ekspansi (%’)

Metode ekspansi (%’) adalah salah satu metode yang digunakan dalam

menyelesaikan persamaan differensial parsial non linier, terutama dalam problema
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matematika fisika. Metode ini diperkenalkan oleh Mingliang Wang, Xiangzheng
Li, dan Jinlian Zhang pada tahun 2008. Tujuan diciptakannya metode ini adalah

untuk mencari solusi dari gelombang berjalan pada persamaan evolusi nonlinier.

Metode ekspansi (%’) didasarkan pada asumsi bahwa solusi gelombang berjalan

dapat dijabarkan dengan polinomial (%) dimana G = G(¢) merupakan orde

kedua dari persamaan differensial biasa linier dan bergantung pada ¢ dengan
& =x —Vt (Ayati, 2014).
Misal diberikan sebuah persamaan nonlinier dengan dua variabel bebas
yaitu x dan t berupa
BRI G o Y. 2 (2.4)
dimana u(x,t) merupakan fungsi yang tidak diketahui, dan P adalah polinomial

dalam u = u(x,t) dengan turunan-turunannya. Maka, langkah-langkah dalam

penyelesaian persamaan tersebut menggunakan metode ekspansi (%) adalah

sebagai berikut :
Langkah 1
Untuk menemukan solusi-solusi dari gelombang berjalan pada persamaan
(2.4), maka pertama mengkombinasikan variabel bebas x dan t kedalam suatu
variabel baru
E=x—-Vt
atau dengan kata lain,

ulx, t) =u(é), & =x—-"Vt, (2.5)
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Konstanta V merupakan suatu kecepatan gelombang. Kemudian, gelombang
berjalan pada variabel (2.5)dapat direduksi kedalam sebuah persamaan
differensial biasa untuk u = u(¢).
P(u,—vu',u', V2", —vu",u",..) =0 (2.6)
Kemudian persamaan (2.6) diintegralkan untuk mengatur konstanta
integrasi supaya menjadi nol untuk kesederhanaan (Akcagil & Aydemir, 2016)
Langkah 2

Misalkan benar bahwa solusi dari persamaan differensial biasa dapat di

ekspresikan dengan polinomial (%’) yaitu :

m

w0 =Y a(g) @)

=0
dimana a,, # 0 dan G = G (&) merupakan persamaan differensial biasa nonlinier

orde kedua dalam

G"+ AG' + uG =0, (2.8)
dengan
o a ., d%G
A&’ déz

am, -, A dan u merupakan suatu konstanta yang akan ditentukan nanti. Parameter
m merupakan bilangan bulat positif yang dapat dicari dengan keseimbangan
homogen antara turunan orde tertinggi dan formula nonlinier pada persamaan
differensial dalam persamaan (2.7) (Ayati, 2014).

Langkah 3

Mensubstitusikan persamaan (2.7) dan (2.8) ke persamaan (2.6), yaitu :



12

m N i1 N N i—1

oS (€ (e )
i=1

m (i+1) (%) +(2i+1)/1<%,> +i(A% + p) <%’>

u" = Z la; i-1 i-2
. , G’ . G’
i=1 +Qi—-DApl—=| +G-Dp*|—=

G G

(Akcagil & Aydemir, 2016).

!

. c G
Kemudian mengumpulkan semua formulasi dengan orde yang sama (?)

Ruas kiri pada (2.6) diubah ke bentuk polinomial (%’) Kemudian menyamakan

masing-masing polinomial dengan nol sehingga diperolen sebuah himpunan
persamaan aljabar untuk a,,, -+, V, A, dan u (Wang, dkk, 2008).
Langkah 4

Mengasumsikan bahwa konstanta «,,, ---, V, 4, dan u dapat diperoleh dengan
menyelesaikan persamaan aljabar pada langkah 3. Karena solusi umum pada orde
kedua persamaan differensial biasa linier atau persamaan (2.8) diketahui, maka
substitusikan a,,, -:-,V, ke dan (2.9) persamaan (2.7). Sehingga akan didapatkan
lebih dari satu solusi dari gelombang berjalan pada persamaan evolusi nonlinier

(Wang, dkk, 2008).

2.3 Persamaan Differensial Biasa Orde 2 Linier

William E. Boyce (2009) mengatakan bahwa persamaan differensial biasa
orde 2 sangatlah penting dalam mempelajari persamaan differensial. Terdapat dua
alasan mendasar dipelajarinya persamaan ini, diantaranya bahwa persamaan

differensial biasa orde dua kaya akan struktur teoritis yang mendasari sejumlah
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metode untuk mendapatkan suatu solusi. Selain itu persamaan tersebut sangat
penting dalam penyelidikan kasus tertentu dibidang matematika fisika. Tanpa
persamaan ini, ilmu mekanika fluida, konduksi panas, serta gelombang
elektromagnetik tidaklah berkembang.

Bentuk umum persamaan differensial biasa orde 2 adalah sebagai berikut :

d’y dy
= (v ) @)

dimana f adalah fungsi yang diberikan dan ¢t yang merupakan variabel bebas. y
pada persamaan diatas merupakan variabel terikat yang bergantung pada variabel

bebas. Persamaan (2.9) dikatakan persamaan linier bila fungsi f memiliki bentuk

d d
f(6352) = 90 - p 2 - a®y 210)

Dalam persamaan tersebut, g,p, dan g adalah fungsi tertentu terhadap
variabel t, akan tetapi tidak bergantung pada y. Persamaan tersebut dapat
dituliskan menjadi

y'+p@®)y" +q@®)y = g(t) (2.11)

Suatu PDB Orde 2 dikatakan nonhomogen bila bentuk g(t) pada
persamaan diatas bernilai tidak nol. sebaliknya, jika sama dengan nol, maka
persamaan tersebut dinamakan homogen. Sehingga PDB orde 2 yang homogen
dapat dituliskan (Boyce, 2009) :

y'(©) +p©)y'(t) +q©)y) =0 (2.12)
Jika p(t), q(t) merupakan suatu konstanta sembarang, maka dapat dikatakan
persamaan tersebut adalah PDB orde 2 homogen dengan koefisien konstan. Solusi

umum persamaan tersebut dapat dicari menggunakan persamaan karakteristik.

ay"(t) +py'(t) + qy(t) =0 (2.13)
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Maka solusi umumnya akan berbentuk
y(t) = c1y1 + e2y2 (2.14)
Misal
y(t) =et (2.15)
y'(t) = re™ (2.16)
y'"'(t) =r2e™ (2.17)

Substitusi persamaan (2.15), (2.16), dan (2.17) ke persamaan (2.13) sehingga
diperoleh
ar?e™ + pre"t + ge™ =0
e"t(ar’+pr+q) =0
karna e™® = 0, maka
ar’+pr+q=0 (2.18)
Setelah itu akan diperoleh nilai ; dan r,. Ada 3 bentuk solusi yang bergantung
pada akar-akar r; dan r, dan diskriminannya (D = p? — 4aq) vaitu :
1. Jika akar-akarnya berbedadan D > 0
y(t) = cie™t + cye™t (2.19)
2. Jika akar-akarnya kembar dan D = 0
y(t) = c,e™t + ¢ te™t (2.20)
3. Jika akar-akarnya beda dan D < 0
Pada kasus ini, terdapat akar-akar yang kompleks. Sehingga solusinya

adalah

y(t) — eat(cle(a+bi)t + Cze(a—bi)t) (221)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.4 Aturan Rantai
Andaikan y = f(u) dan u = g(x), maka dalam notasi Leibniz aturan rantai
dapat dituliskan sebagai

dy dydu
dx dudx

Bukti :
Andaikan y = f(u) dan u = g(x) dan bahwa g terdifferensialkan di x, kemudian
f terdifferensialkan di u = g(x). Apabila x menerima pertambahan Ax, maka
pertambahan yang bersesuaian dalam u dan y akan diberikan oleh

Au = g(x + Ax) — g(x)

Ay = f(g(x + Ax)) — f(g(x))

=f(u+2du) - f(w

Sehingga

dy Y Ay y Ay Au
dx A)lcr—r}o Ax Aalcr—r}o Au Ax

I I Au
= lim —- lim —
Ax—0 Ax Ax—0Ax

Karena x terdifferensialkan di x, maka kontinu. Sehingga Ax — 0 memaksa
Au — 0, oleh karena itu

dy Ay . Au dydu
dx  AxS0Ax AvsoAx- dudx

(Purceii, 1987).
Teorema 2.1 Jika suatu fungsi x = x(t) dan y = y(t) yang terdiferensialkan
pada t,serta suatu fungsi z = f(x,y) yang terdiferensialkan pada (x,y) =

(x(),y(®)), Sehingga fungsi z = £ (x(t), y(t)) juga terdiferensialkan di t dan
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dz 0z dx+az dy
dt  dx dt ' 9y dt

(Anton, H.,dkk).
Bukti:
Karena fungsi z = f(x, y) terdiferensialkan di (x,y) € D, sehingga berlaku:

0z 0z
AZ_G_ Ax+@ Ay + g1x + &y

Dimana ¢; = &;(Ax, Ay) dan &, = &,(Ax, Ay) dengan

(Ax,Aljgg(0,0) 28 B
Dan
(Ax,Aljlngl(0,0) 2(Endy) =0

Untuk At # 0 berlaku

Az 0z Ax 0z Ay Ax Ay
—.— +—& +

At ox At oy A At T ac®

Karena Ax = (t + At) — x(t) dan Ay = (t + At) — y(t) sehingga untuk t - 0
maka (Ax, Ay) — (0,0), mengakibatkan &, dan &, adalah fungsi dari At dengan

hm & (At) = - Ay)—>(0 0 &5 =0

Dan

hm g (At) = . Ay)—>(0 0 £ =

Untuk At — 0, diperoleh

Y Ax_dxd lim Ay dy
AES0 At dt At>0 At dt

Selanjutnya dari beberapa hasil sebelumnya, maka

lim —=lim | —.—+—.—+—¢ +

Az . [0z Ax 0z Ay Ax Ay ]
AS0At  atsolox At 9y At At T Ar 2
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Sehingga diperoleh

dz 0z dx+az dy
dt odx dt dy dt

Berdasarkan rumus diatas, dapat diketahui bahwa z merupakan fungsi satu peubah

terhadap t untuk % dan dapat dipandang juga sebagai suatu fungsi dua peubah

0z 0z
terhadap x dan y untuk i~ dan 3

2.5 Metode Deret Pangkat

Metode deret pangkat adalah metode yang digunakan dalam menyelesaikan
persamaan differensial biasa. Solusi dari penyelesaian menggunakan metode
tersebut akan menghasilkan formulasi deret pangkat. Adapun deretnya dapat
digunakan untuk menghitung nilai, kurva grafik, membuktikan formula dan
sebagainya (Kreyzig, 2011).

Pada kalkulus, perlu diingat bahwa deret pangkat merupakan deret tak

hingga yang dapat dituliskan sebagai

(ee]

Z A (x — x0)™ = ag + a5 (x — xo) + ay(x — x9)? + -

m=0
dimana x adalah variabel dan a,,a,,---adalah konstanta yang merupakan
koefisien dari deret tersebut. x, adalah konstanta yang merupakan pusat dari deret

tersebut. Apabila x, = 0, maka deret pangkat akan berubah menjadi
z Apx™ = ag + a;x + ax? + -+
m=0

Dan diasumsikan bahwa semua variabel dan konstanta merupakan bilangan real

(Kreyzig, 2011).
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Solusi deret pangkat ada jika p, g, r pada persamaan

'+ )y’ +q()y =7r(x) (2.22)
Memiliki bentuk deret pangkat. Lebih tepatnya suatu fungsi disebut analitik pada
suatu titik x = x, jika dapat dipresentasikan dengan deret pangkat dari x — x,
dengan radius konvergensi yang positif. Dengan menggunakan konsep tersebut,
Kreyzig (2011) dalam bukunya menyatakan sebuah teorema untuk bentuk standar
persamaan (2.22) yaitu:
Teorema 2.2 Jika p,q,dan r pada persamaan (2.22) analitik pada x = x,,
kemudian setiap solusi persamaan merupakan analitik pada x — x, dan disajikan
dalam bentuk deret pangkat dari x — x,, dengan radius konvergensi yang positif.

Teori lebih lanjut mengenai deret pangkat yaitu jika

(0]

y() = ) @yl —x)"

m=0

Maka jika diturunkan akan diperoleh hasil

Y/ = ) mapx = xp)™?
m=0

(Kreyzig, 2011).

2.6 Kajian Islam

Allah berfirman dalam QS. Al Baqgoroh : 164,

L
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“ Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, silih bergantinya malam dan siang,
bahtera yang berlayar dilaut membawa apa yang berguna bagi manusia, dan apa yang
Allah turunkan dari langit berupa air, lalu dengan air itu, Allah hidupkan bumi yang
sudah mati(kering-nya). Dan Dia sebarkan dibumi itu segala jenis hewan, serta
pengisaran angin dan awan yang dikendalikan antara langit dan bumi; sungguh terdapat
tanda-tanda (keesaan dan kebesaran Allah) bagi kaum yang memikirkan.”

Berikut ini adalah kajian dari masing-masing kalimat dalam surat Al
Baqoroh : 164 berdasarkan kajian tafsir Ibnu Katsir :

Yang pertama adalah kalimat “Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan
bumi”. Hal ini dimaksudkan dalam hal ketinggian, kelembutan, dan keluasannya
serta bintang-bintangnya yang bergerak dan yang tetap dalam peredaran orbitnya.
Dan dalam ketebalan serta kerendahan bumi, gunung, laut, kesunyian, kesenyapan
dan keramaiannya serta segala manfaat yang ada didalamnya. Pergantian siang
dan malam. yang satu datang, yang lain pergi. Yang satu mengikuti dan
menggantikan yang lain. Tanpa terlambat sedetikpun, sebagaimana firman Allah
dalam QS. Yasin : 40, yang artinya

“Tidaklah mungkin bagi matahari mendapatkan bulan dan malam pun tidak
dapat mendahului siang. Dan masing-masing beredar pada garis edarnya”
(Yasin: 40).

Kadang-kadang yang satu panjang, dan yang lain pendek. Terkadang yang
satu mengambil, kemudian saling menggantikan, sebagaimana Allah Ta’ala
berfirman, “Dia memasukkan malam kedalam siang dan memasukkan siang
kedalam malam,” artinya menambah yang satu dan mengurangi yang lain serta

sebaliknya.
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“Dan bahtera yang berlayar dilaut membawa apa yang berguna bagi
manusia.” Maksudnya adalah dalam perbuatan, Allah menaklukkan lautan melalui
penggerakan bahtera dari satu sisi ke sisi yang lain adalah demi penghidupan
manusia dan perolehan manfaat dari musim tersebut, serta pengangkutan barang
ini kepada mereka dan pengangkutan barang dari mereka kepada pihak lain.

“Dan apa yang Allah turunkan dari langit berupa air, kemudian dengan air
itu Allah menghidupkan bumi setelah ia mati”. Hal ini sesuai firman Allah dalam
QS. Yasin : 33-36, “Dan suatu tanda (kekuasaan Allah yang besar) bagi mereka
adalah bumi yang mati. Kami hidupkan bumi itu dan Kami keluarkan darinya
biji-bijian, maka darinyalah mereka makan. dan dari diri mereka maupun dari
apa yang tidak mereka ketahui”.

“Dan dia sebarkan dibumi semua jenis hewan” dalam segala perkara dan
berbagai keragamannya. Dia mengetahui semua itu, memberinya rizki, dan tidak
ada satu binatangpun yang tidak diketahui-Nya.

“Dan mengisarkan angin,” yakni kadang-kadang angin itu membawa
rahmat, terkadang membawa adzab dan terkadang membawa kegembiraan berupa
hujan yang kemudian mengalir ke berbagai tujuannya. “Dan penaklukan awan
antara langit dan bumi,” maksudnya bergerak antara langit dan bumi dan
ditaklukkan kepada wilayah dan daerah yang dikehendaki Allah sebagai perkara
yang dikelola-Nya. “Benar-benar terdapat tanda-tanda bagi kaum yang
memikirkan.” Menunjukkan kepada kewahdaniatan Allah, sebagaimana Dia
berfirman, “Sesungguhnya dalam penciptaan langit, bumi, dan pergantian malam
dan siang merupakan tanda-tanda kebesaran Allah bagi orang-orang yang mau

bernalar” (Ar-Rifa’i, 1999).
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PEMBAHASAN

Pada bab ini terdiri dari dua subbab yaitu subbab 3.1 yang menjelaskan
mengenai penerapan metode ekspansi (G’/G) pada persamaan KdVB dan subbab
3.2 yang menjelaskan uji validasi solusi yang diperoleh dari penerapan metode

tersebut.

3.1 Penerapan Metode Ekspansi (%) pada Persamaan KdVB
Pada penelitian ini, persamaan KdVB yang digunakan adalah persamaan
yang diambil dalam sebuah jurnal yang ditulis oleh Zhao-sheng FENG dan Qing-
guo MENG pada tahun 2007. Adapun persamaannya adalah
U + auy, + Py, + Sty =0 (3.2)

dimana, @, 8,s # 0

u =u(x,t) (3.2
Langkah 1

Solusi dari persamaan KdVB dapat dimisalkan sebagai sebuah paket
gelombang. Sedangkan profil dari gelombang itu sendiri memiliki bilangan
gelombang, periode gelombang, dan panjang gelombang. Adapun bentuk
gelombangnya masih akan dicari. Profil gelombang sendiri dapat dinyatakan
dalam bentuk sebuah fungsi yang tidak diketahui yaitu u(x,t) = u(kx — wt).
Dimana k adalah bilangan gelombang dan w merupakan kecepatan gelombang.
Dalam fisika, gelombang yang dikenal dirumuskan sebagai y = +Asin(wt +
kx). Ini menunjukkan bahwa solusi gelombang, solusinya bisa bermacam-macam

bentuk fungsinya asalkan memuat nilai x dan t atau dengan kata lain bergantung

21
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pada kedua variabel tersebut. Pada penelitian ini, profil gelombang dari
persamaan KdVB masih belum diketahui, sehingga perlu dicari.

u(x, t) = u(kx — wt)
Penelitian ini mengacu pada sebuah artikel Feng dan Meng yang juga
membahas tentang persamaan KdVB. Artikel tersebut menggunakan bilangan
gelombang yang bernilai 1 dalam satu periode gelombang. Sehingga nilai

kecepatan dalam fungsi tersebut akan bernilai % Selanjutnya memisalkan nilai

% = I/ untuk efektifitas penulisan. Dengan kata lain,

u(x,t) = u(x —%t)
u(x, t) = u(x — Vt)

Penggunaan permisalan gelombang pada persamaan tersebutlah yang
digunakan sebagai acuan untuk mentransformasikan bentuk persamaan KdVB ke
dalam persamaan differensial biasa. Artinya solusi yang seharusnya bergantung
pada dua variabel bebas, diubah terlebih dahulu kedalam bentuk solusi yang
hanya bergantung pada satu variabel bebas. Dengan memisalkan & = x — Vt
maka solusi persamaan dapat dituliskan sebagai

ux, t) = u(f) (3.3)
sehingga dari permisalan tersebut, maka langkah selanjutnya adalah
mentransformasikan dari Persamaan KdVB ke PDB yang dapat di selesaikan
menggunakan aturan rantai sesuai teori pada subbab (2.4).

Selanjutnya gelombang berjalan pada persamaan (3.3) dapat direduksi

kedalam sebuah persamaan differensial biasa (Akcagil & Aydemir, 2016). Untuk

mentransformasikan persamaan (3.1) kedalam persamaan differensial biasa
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digunakan aturan rantai sebagaimana yang telah dijelaskan pada subbab (2.4)
yaitu:

du(x,t)  du(§) af

u'(Q)(=V) = =Vu'(§)

at  dé ot
ou(x, d
22D i (A2 5 =) o
0%u(x,t) 0 (du(®) 9¢\ ou'(§) d() a¢ (34
92 _a( dé &) - ox  df ox ©
Pux,t) 0 (0%ulx,t)\ ou”(§) d&) a¢
dx3 _a< d0x? >_ ox  d& ax " G

Selanjutnya persamaan (3.4) disubstitusi ke persamaan (3.1) sehingga
menjadi
—Vu'(§) + au() w'(§) + pu’"(§) +su"'(§) =0 (3.5)
Kemudian mengintegralkan masing-masing ruas terhadap ¢ untuk mendapatkan
nilai pangkat tertinggi dan orde tertinggi persamaan. Hal ini dilakukan untuk

mencari suatu nilai yang akan dibahas selanjutnya.

J (= () + au(@®) w'(§) + pu”' () + su'(§)) d§ = [ 0d¢

[~ ag+ [ a@w© as + [ pur©as + [ surag = ¢

() du(s) d*u($) Cu@)
de—Edf+f W)~y df + fﬁ azz B f &3

=C
1
—Vu($) + Eduz(f) +pu(§) +su(§) =C (3.6)

C—Vu(é) + %auz(f) +Bu' () +su'(§) =0 (3.7)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Langkah 2

Solusi persamaan KdVB diasumsikan dapat diekspresikan dengan

polinomial ( ) yaitu

m
G'(§)
u(§) = Z ( ) 38
: 0@ &0
Asumsi sebuah solusi persamaan differensial biasa dapat diekspresikan

sebagai deret, valid berdasarkan teori dari metode deret pangkat yang telah

diuraikan dalam subbab (2.5). Adapun deret pangkat yang dimaksud adalah

(0e]

Z am(x — %)™ = ag + a;(x — xg) + ay(x — xy)% +

m=0
Dimana x adalah variabel dan a4, a,, --- adalah konstanta (Kreyzig,2011). Apabila
xo = 0 maka deret pangkat dari x adalah

[o0]
Z Anx™ = ag + a;x + axx? + -+

m=0

¢'©)

Selanjutnya, dianalogikan nilai x sama dengan (G(f)

) sehingga diperoleh

persamaan (3.8). Adapuna,, # 0 dan G = G(¢§) merupakan persamaan
differensial biasa linier orde dua yang didefinisikan sebagai

G"()+AG' () +uG() =0 (3.9)

Dengan A dan u adalah konstanta. Adapun m merupakan bilangan positif

dengan m < m — 1. Bilangan m dapat dicari dengan menyelesaikan nilai pangkat

tertinggi suku nonlinier serta orde tertinggi turunan pada fungsi yang disajikan

pada persamaan (3.7). Oleh karena itu penulis perlu menurunkan persamaan (3.8)

sesuai dengan kebutuhan pada persamaan (3.7).
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du d G'O\"
o) e

_ GO\ d (6'®)
e (G0) (5 e

++0

! PR [ (c1¢63)
_ (—G’@))m_l. S i
o M\ G() G(8)2

GO\ [E"®- 6O -6 D),
“’“(G(f)) l AGE oo
- OV [¢r@ (@Y,
‘m“m<c(z>> [G(f) (G(f)> ol

[ (G’(S))m_l 6@ (G'(é))m‘1 | <G'(e)>2
m\6® 6@ \6©® G

Karena persamaan tersebut mengandung nilai G"' (), maka nilai tersebut

Foue 4 0 (3.10)

perlu diubah agar dalam persamaan hanya terdapat nilai G'(¢) dan G(¢) saja.
Sehingga berdasarkan persamaan (3.9), diperoleh
G"()+2G"(§) +uG() =0
G"(§) =—-AG"(§) — puG($) (3.11)

Substitusi persamaan (3.11) ke persamaan (3.10) yang mengandung nilai

G'"'(£), sehingga nilai Z—? menjadi,

du _ G'O™6® (GO,
g = Mom [ 6™ <G(€)> -
_ G/(E) m+1 s Gl(f)m—l(_/’{Gl(f) —‘LLG(f))
= —ma,, _G @ ma, HOR
+ 40
o <G_<f>>’”m l(@)’”_ma (G_@>’"
NG m\G® m\G® (3.12)

++0
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Selanjutnya melakukan perhitungan untuk turunan kedua dari persamaan
(3.8). Karena turunan pertama sudah didapatkan, maka untuk mencari turunan

kedua hanya perlu menurunkan persamaan (3.12) sekali.

du(@) d[d ¢'(O\"
dg? _d_€<d_€<am<6(€)> +"'+°>>

I <G’(€)>m+1_ - A(G'(f))m
d¢ "\ G(&) "\ G(©) (3.13)
GO\
—mam,u<6(€)> +--4+0

Untuk mempermudah perhitungan, maka suku-suku dari persamaan (3.13) dapat

di misalkan dengan suatu variabel lain sebagai berikut :

G’(E)>m+1
G
G’(€)>m
G(©)

a,(§) =-m am<

a,(§) = —mam/1<

G'(é))“
a =—-mao ey
Karena perhitungan yang panjang, maka penurunan hanya hanya dihitung sampai
suku ketiga saja. Hal ini dikarenakan, dari perhitungan ketiga suku tersebut kita

sudah mendapatkan pangkat tertinggi penurunan.

da;(§) _ GO\ (6"©) 6'©?

i mX’”*”“’”(G(&)) (c@) G(€)2>
o GO\ (6" (C©®O)" 6 (©?
= ’")(m“)“’"l(G(a) (G(€)> (a@) AGE
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G($) G($)
~ (G'(&))’” G'(§)?
G(&)) G2

= (-m)(m + Day,

- (c’(&))"‘ <AG'<€)> - (c’(g))’" </xG(s‘)> - (G’(E)>m+2
¢@) \6¢®) \e@) \6¢®) \6@®

o (EO\T (6 @\"
=( m)(m+1)am[ A(G(E)) H<G(f)>

A <G,(5))m+2
G($)

G'($)

G($)

_ (cm)(m + Da KG'@))"‘ ((—AG'(&) - uG(€)>

G’(€)>m

m+1
) +m(m + Da,u (—G(f)

=(m)(m+ Va4 (
G'(f)) -

+m(m + Da,, <_G(<f)

482®) _ e im <G’(€)>m_1 [G"@) |- G’(E)Z]
d¢ ™ G6© AGINAGE

= (—m)a,Am

G’(é’))m_l G"(§) (G’(é”))m_l G'()?]
(@) 6@ \6®) @7

= (—m)ay,Am

:<
ﬁ(

G’(E))"H G"©) (a'(a)’"‘l G'()?]
@) 6® \6®) 6©?

G'O\" (—Aa'@) - ua(a)
G(®

= (—m)amim (ﬁ)m_l (—AG’(6)>_<G'(5)>’"‘1 (uG($)>
TNE® G(&) G 16)

_ <G'(5)>m_1 G'(8)?

G(&) G(&)?
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= (cm)apdm (G_(f))m (-M ’<€>> ) (G’(s‘)>m_1 <MG(€)>
" 6 G() G(¢) 1G]

_ (G’(f))"“l G'(£)>

G($) G (§)2

= m “’"”[ A<G(E) “G® G®)

= m?a,,A* (G,(f)> +m2a,,Au <G,(f)> .

G() G
S (3.15)
+ m?a A(—G (€)>
™ 6@
4a5@) _ oo~ 1y (CE) - la"(a > G’(S)Z]
az - "\e@) 6@ 6@?
_ Cmyim = D] (CO) 6@ _ (GO 66
~ "\e@®) ® \c®) G©?
[(G'(O\" % (=26 (&) — uG
= (cm)(m — Vet (—G(f))> ( = (5))
_<L<é>>’”
G(®
- G'@O\" (6'® G'@O\"
N [‘%G@)) (G(€)> = (T@)
_<G’(f))m
G
’ m—1
= ()(m — Dty (GG(—(;))
G’ m-—2
+ (m)(m — Dayypu? (%) (3.16)

G'(f))’"

Dari penjabaran diatas, maka diperoleh turunan kedua dari persamaan (3.8) yaitu :
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day(§) | day(§)  das(§)
g dg a7

u"(§) =

"oy GO\ G'(©\"
w© =+ Dend (5 D)+ mom+ D (55

GO\, <G'(s>>’”
+m(m+1)am<6(g)> + méa, A 1G)

+ mla,, Au <Cé'((§))> _ + m2a, A <GG,((§))> (3.17)

G'(é))“

+ m(m — Da,Au (G(f)

G'©\"
+ m(m — Da,p? <T§)> + 40

Penjabaran persamaan (3.12) dan (3.17) nilainya adalah ekuivalen dengan

persamaan yang telah dirumuskan oleh Akcagil & Aydemir (2016) yaitu :

m c\it G\ G\
e Bial(E) ) o))

i=1

W' = z ia <(i +1) (%) + i+ DA (%)

i=1

+i(A% + 2u) <%> + (2i — Dpa <G—> (3.19)

G
N =2
va-ve(5))
6'(&)\" ’
u(§)? = <am< § ) +---+a0>

G($)
_ (G’(E)) fotal

(3.20)

1G]

Langkah selanjutnya adalah mencari kesetimbangan homogen dengan
mengambil pangkat tertinggi suku nonlinier dan orde tertinggi turunan. Yaitu u"

dan u?, dimanau” = m + 2 dan u? = 2m. Sehingga,
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substitusi nilai m kedalam persamaan (3.8) maka diperoleh solusi dengan

polinomial (%’)

_ (GO, (6
u(é) = ay (G_(5> +a; (af—)> + g (3.21)
Selanjutnya mensubstitusi persamaan (3.21) ke persamaan (3.7). Untuk

memudahkan perhitungan, maka u?,u’, dan v’ dijabarkan terlebih dahulu. Serta

penulisan (;(—(;? selanjutnya cukup ditulis dengan % agar lebih ringkas.

u? = a3 <G—’>4 + aia, <G—I>3 + apa, (G—,>2 +aia; (G—’>3
G G G G
G\ G’ 6'\* G’
+ aj (E) + apaq (E) + apay (E) + @paq (E)

+ a3 (3.22)

) e\ o\’ c\2 ! G\2
=a\z + 20, I + 2apa; 7 + aj <

G’ 5
+ Zaoal E + o

, 6"\’ G"\’ & G G'
u'="—2a, E — 21a;, ™ — 20U I —ay I — Aoy Il 529

—a i
) e\’ G\2 e\t (G’ 2
u'’ = 6a,4 A + 6a,u A + 6a, I + 4a,1 -

(3.24)

G' G' ¢"\’
+2a1 E +a1}{2 - +a1/1‘u+a11 E
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Langkah 3

Mensubstitusikan persamaan (3.22), (3.23), dan (3.24) ke persamaan (3.7)

¢"\’ G'
C—-V\]a, A + aq < + ay
(6 4 a3 N2
ay E +2a10(2 E +2a00{2 E
2 (G ’ G’ 2
y I + 20404 < + ag

+§a

c\2 o\t N 2
+ 6a,u I + 60, A + 4a,1 =

Gl
+4a’2/'lu<G>+4a2/1< > +2a2u/1< >+2a2,u
) 2a1/1< ) +2a1,u< >+20(1< >

6"\’
Kemudian mengumpulkan (%’) yang berorde sama,

+ 2a2u<

+ a, A2 (

0
1 G'
(C + a Aus + 2a,u%s — a fu + Eaao - Va’o) <E>

1
+(ayA%s + 6a,Aus + aaga; — a fA + 2a.us — 2a,6u — Vay) <E>

31

(3.25)

(3.26)
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1
+ (aaoaz — 20, + 4ay,A%s + 3ayAs + 8ayus + Eaa% —Va,

4

2
G
- 0&3) (E) + (aaya; + 10345 + 2045 — 2a,f3)

¢\’ 1 (6
I +<6a25+5aa2) e =0

Setelah itu, mencari masing-masing parameter a,, a;, i, -~ dengan cara

mengumpulkan suku-suku polinomial (%’) yang berorde sama. Ruas Kiri pada

(3.26) diubah ke bentuk polinomial (%’) Perhatikan ruas kiri pada persamaan

!

0
(3.26) hasilnya adalah nol. Karena (%) tidak sama dengan nol, maka pengalinya

yang lain haruslah sama dengan nol agar memenuhi persamaan (3.26) yang

bernilai nol. Begitu pula pada suku yang lain, (%’) pangkat bilangan positif dan
pengalinya memungkinkan nilainya sama dengan nol. Sehingga terbentuklah
sistem baru yang dapat dapat dituliskan sebagai berikut :

C + a;Aus + 2a,us — a,fu + (1/2) aayg —Vay =0

(3.27)
a1 A%s + 6a,Aus + aagay, — a; A+ 2aus — 20,8u — Va; =0 (3.28)
2 1
aaga, — 20,4 + 4a,A°s + 3aAs + Baus + 5a1 — Va, — a1
(3.29)
=0
aaia, +10a,4s + 2,5 — 2a, =0 (3.30)
L
6a,s + Eaaz =0 (3.31)

Selanjutnya mencari nilai-nilai parameter a,, a;, dan V dari sistem tersebut.

a. Mencari nilai a,

Dari persamaan (3.31) nilai a, secara mudah dapat diperoleh, yaitu :
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L
6a,s + Eaaz =0
1
Eaa% = —6a,s (3.32)
12s
2=y

b. Mencari nilai a;

Adapun nilai «a; dapat diperoleh dengan mensubstitusi parameter a, ke

dalam persamaan (3.30).

aai0, +10a,4s + 2a45 — 2a,6 =0

125 125 125
aaq (—7> + 10 <—7) AspE Ve s 2 <_ 7),8 — (U (3.33)
12sA 128
a, = — =
a S5a

c. Mencari nilai V dan u

Untuk mendapatkan nilai V dan u , dapat digunakan eliminasi substitusi
pada dua persamaan, yaitu persamaan (3.28) dan persamaan (3.29). Pertama,
substitusi nilai a, dan a; yang telah diperoleh kedalam persamaan (3.28) dan

(3.29) diperoleh

12sA 12 12s 12sA 128
(— +—))125+6<—7)/1us+aa0<— 5 +—)

a S5a S5a
B (_ 12sA N %) A+ 2 (_ 1254 N %) A (3.34)
a S5a S5a :
(g (12, 20
a & a Sa/
12s 12s 12s 12sA 128
aao(——)—2(——)[M+4<——>Azs+3(— +—)/1$
a a a a S5a
+8(—E)us+la(—12ﬂ+@)z—V(—E) (3.35)
a 2 a S5a a '

( 12sA 128
a S5a

=
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Selanjutnya mengeliminasi nilai p supaya hanya tersisa nilai V saja.
Sehingga untuk mempermudah perhitungan, maka kumpulkan nilai u dan V' pada

persamaan (3.34) dan (3.35) terlebih dahulu.

(_ 7252 N (ﬁ) (=5As+pB)s N 245[)’) it (E) (=51s+ B)A%s

a 5 a a 5 a
12 12\ (=51 s + B)BA
+(32) (525 4y ap— () LB (336)
5 5 a
12\ (=51
- (_)ﬁv _ 0
5 a
24sBA  48s%)* /36 2
N +<—) (=515 + B)A> — 96~
a 5 a a

12
2 (Z_E) (—=51s+B) Y 12Vs (?) (=54s+p)B (3.37)
=0

a a a

Selanjutnya untuk mengeliminasi u, masing-masing persamaan dikalikan dengan
koefisien pada u. Dengan kata lain, persamaan (3.36) dikalikan dengan koefisien

u pada persamaan (3.37) begitupun sebaliknya.

72522 . (%) (=54s+P)s | 2458
a a a
(%) (—=51s+f)A%s 12 - [—96% (3.38)
- +<?> (=54As+p) ag
12\ (=525 + B)BA  (12\(=5As+B)
-(5) a ;§§>—a =
' 24 48 36 :
C12ay s + 2P _ Z + <?> (—54s+ ﬁ)/l%
stu 72\ (=51s+ p)?
—96= -+ (55) o+
125 (F)sas+pp i (3.39)
a a

24 '
72s%2 N (T) (=54s+pP)s N 24spB

a a a
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Setelah dikalikan, maka dilakukan operasi aritmatika yaitu pengurangan dari

persamaan (3.38 ) dan persamaan (3.39), sehingga diperoleh

24
72522 (=) (=51s+p)s 24 24sBA
- ; + ( > ) . + :ﬁ (—12aos + s

485222 36\ (=51s + ) 2
B +(_)( stP)As o s7u

a 5 a a

R e

1 12\ (=51s + B)A%s  72s%Au
—| — 251 W | —
ta| 7 <( 3 a— @ (3.40)

12 12\ (=51 s+ B)fA
+(?(—5/1$+ﬁ)>a0—(?) -

+

(ﬁ) (=5As+ B)us A 24spu
5 a a

-(@resen)),

576 sB(=75A%s* — 25aays + 30BAs + 25Vs + 38%)
125 a? B

0 (3.41)

Kemudian persamaan (3.41) diselesaikan sehingga diperoleh nilai V' vyaitu:

651 32
V =32% — %+ aa —% (3.42)

Setelah nilai V didapatkan, substitusikan ke persamaan (3.37) untuk mencari

nilai u.
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s?u
a

24sPA 485222 /36
_ +(_
5

+(
+(

B (12) (=54As+pB)B =

5 a

“12ags + )(—5/15+,8)12—96

a

) (=51s+ pB)?

a

Nl\l
[S28 [\

(3.43)

) (754252 + 25aays — 3081 s — 3 B?)
a

N|H
Ul N

0

~ 1 chy (3.44)

M =4 T 100s2

Langkah 4

Substitusi parameter (3.32) dan (3.33) kedalam persamaan (3.21) sehingga

125 (G'(®)\ 1251 128\ (G'(&)
”(5)__T<G(5)> +(_ 2/ 5a)<a(§)>+“° (3.45)
Nilai (%(g) dapat diperoleh dari solusi umum persamaan (3.9), yaitu :

G"(§) +AG6"(§) +uG(§) =0

Substitusi nilai u pada persamaan (3.44) ke dalam persamaan (3.9)

/'{2 ,32
Untuk mencari solusi umum dari persamaan tersebut, pertama memisalkan
GE) =e
' =7r.e"
) =re (3.47)
G"(§) = r2er

Kemudian mensubstitusikan permisalan diatas kedalam persamaan (3.9)

menjadi
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2,18 ¢ r p ¢
T T - T —
ree’™ + Are’s + <4 10052>e 0 (3.48)
2.2 132
2 - ré _
(r + Ar + <4 10032)> e 0 (3.49)
karena e™ # 0, maka
AZ ,82
2 e e e e —_—
TP/ e <4 10052> 0 (3.50)
dan mempunyai akar-akar
A1 12 B?
= ——+4 - 2 — =
L z—zj’1 4(4 10052>
(3.51)
A B
—g g, U
<& Wit
Sehingga solusi persamaan differensial biasa linier orde dua tersebut adalah
G(&) = Creé + (et
pl pl 3.52
G(&) = Cle(_T%)f + Cze(‘f‘%)f (952
Vi WG (_Lri)g ( w N ) (_&_L>f
4 = —cdl L% 2 =10, — i 2 10s
GO =6 < 2"t 105) ¥ v 27 2es) (3.53)
A B _A_B
G a0 g o e
G(&) b 1B (3.54)

Substitusi persamaan (3.54) kedalam persamaan (3.45) diperoleh solusi

sebagai berikut :
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u) =~
2

/Cl ( /21 + 1%5) (5+os) + G (—% - %) e(_%_%)f
Cle(—%+1€5> +C e(“é1 1B05)f

+ (— 1252 ﬁ) (3.55)

a S5a

(oA )80
Cle(21§5) +Ce(§15€ /
+ g

Solusi pada persamaan (3.55) merupakan solusi umum yang masih
bergantung pada ¢. Selanjutnya, perlu mengubah persamaan (3.55) menjadi

sebuah solusi yang bergantung pada x dan t.

12s
ulx,t) = ——
a
A B \pe A B Nereve\
(e g L s (- ) by
Qe(—%%)(x—m N Cze( S—Tas)x-VD)
12s2 128
+(‘ a +_5a> (3.56)
A B Y, A B\
((-hr ) elH 1, (-4 ) b))
A
+ ag

Solusi diatas merupakan solusi umum persamaan KdVB dengan nilai
2
V =31%s — 6—’:’1 + aga — %. Solusi khusus dapat diperoleh dengan memberikan

suatu kondisi pada konstanta C; atau C,. Kemudian untuk membuktikan bahwa
solusi tersebut benar terbukti eksak, maka dilakukan validasi yang akan dijelaskan

pada subbab 3.2.
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3.2 Uji Validitas Solusi KdVvB
Suatu solusi dianggap sah sebagai solusi analitik apabila disubstitusi ke
persamaan awal akan memenuhi persamaan tersebut. Oleh sebab itu setiap
ditemukan solusi, maka akan dicek apakah persamaan tersebut memenuhi
persamaan awal. Pada subbab ini akan dijelaskan pembuktian bahwa solusi pada
persamaan (3.56) memenuhi persamaan awal (3.1).

Nilai IV pada persamaan (3.42) dapat dituliskan dalam bentuk lain yaitu

V= f (75A%s2 + 25aays — 30B1s — 382) (3.57)

Selanjutnya substitusi persamaan tersebut kedalam persamaan (3.56) sehingga
diperoleh

u(x, t)

/ ( ey Sls+ﬁ)( (751252—SOB}LS+250(0055 382)t >
1 s

Ci(—54s + B)e

125| 10s

10 5]

|
( 1(—5/15+/3')(x——(751252—30/?/15+25a0as 362)t ) |

1
\—mCz(—SAS + ﬁ)e /

1 (—515+ﬁ)(x—%(75/1252—30ﬁls+25a0as—3ﬁ2)t)
10 S
Cie

| ( 1 (=525+B)(x 225(75/1252—30[Ms+25a0as—3ﬁ2)t)) l
S
\+C2e /

(_ 12)s %>

a S5a

a

< e SAs+/?)(x—zés(75/12sz—SOﬁAs+25a0as—3,82)t))
S

10 C:(=51s + B)e

10 N

/_ —

|
1 (—5/’Ls+ﬁ)(x—2—és(75/1252—30[3/'Ls+25a0as—3ﬁ2)t) >/|

E
l\ ~52s + ﬁ)e<

C
/ (1( 5/1$+B)(x——(75/12 2_30BAs+25a,as— 3/32)t)> \
S

1 (—5/15+ﬁ)(x—2—és(751252—30ﬁ/ls+25a0as—3ﬁ2)t) |
10 S /
+Cye

H
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Masing-masing nilai suku pada persamaan (3.1) dicari terlebih dahulu satu

per satu.
(1( sas+p)(x—5e(751%52~30BAs+25apas~362)t >\
S
C,(—5As + Be
245 | 07 '
k < 1(515+ﬁ)(x——(751252—30ﬁ/15+25a0as 3p2)t >)
1 10 S
—mCZ(S/‘{S + ﬁ’)e
/ C,(=51s + B)2(754%s% + 25aays — 30BAs — 352) \
— (—=525+p) x——(751252—3oﬁls+25a as-3B2)t
| 250053 (110 ( S : ) |
e
' C,(54s + B)2(752252 + 25aays — 308As — 3B2)\ |
k 2501053 ( 1(Sls+ﬂ)(x—m(75/1252—30ﬁ/15+25a0as 3/?2)15 )
a_u - % 10 S
ot / / (1(—5/15+3)(x 755(751252-30B s +25a0as~3p2)t) )\
10
i C& ’ i

i
l (5/1s+ﬁ)( 255(75,12 $2-30fAs+25a0as— 3ﬁ2)t l l
\ \ 10 S //

+C,e

(1( 5/15+/3)(x—255(75/12s2—30;;/15+25a0as—352)t)) g

: \)
)
/

/ 51
\Cl( s+ Be

1
1 (545+B)(x—555(75125%~30BAs +25a0as—32)t) )
S

C,(54s + ﬁ)e<
C;(=52s + B)(752%s% — 30B1s + 25a,as — 352)
— = ( 1 (—5/1$+ﬁ)(x—ﬁ(75/1252—30[Ms+25a00cs—3ﬁ2)t >
10
e

S

S

/ )
| |
i C,(52s + B)(752252 — 30BAs + 25aas — 382) i

( 1(5As+ﬁ)(x—2—55(751252—3oms+25a0as—3ﬁz)t
10

€

10 s

i Lo
a
| 1(515+B)(x—ﬁ(75/12 2_30BAs+25agas— 3/32)t |
\ 10 N /
+C,e

(1 (=545+B) (x—5=(751252~30BAs +25a0as~352)t) \
Cie
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a S5a

(_ 12)s | g)

C,(—52s + B)2(752%2s% — 30Bs + 25aqas — 382)
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Selanjutnya menjumlahkan persamaan (3.58), (3.59), (3.60) dan (3.61)

ou(x,t ou(x,t 0%u(x, t 23ulx, t
( )+ ( )+ ( )+ ( )=

3.62
s P S S (3.62)

Substitusi persamaan (3.62) kedalam persamaan (3.1) sehingga diperoleh
0=0
Karna persamaan (3.62) telah memenuhi persamaan (3.1), maka terbukti bahwa

solusi (3.56) merupakan solusi analitik dari persamaan KdVB.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Adapun kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini yaitu:

1.  Metode Ekspansi (G’/G) telah berhasil diterapkan dalam menyelesaikan
persamaan differensial parsial nonlinier terutama dalam persamaan
Korteweg-De Vries-Burgers. Dari penelitian ini diperoleh solusi analitik

dari persamaan Korteweg-De Vries-Burgers yang masih umum yaitu

12s
#e o) ="
a 2
A ﬁ —% % (x—=Vt) A ﬁ —%—% (x=Vt)
(6 ()b (4 )LD
A A
Cle(—§+1i05)(x—1/t) N C2e<_5_1£05)(x_w)
1251 12
(- s—f)
. (_ 2, L) S G A (_ _ L) (-§-65) v
1\72710s)¢ 2\72710s/°

+a
1 2 0
C 18(‘§+1£05)(X—Vf) b | e(_f_li()s>(x_vﬂ /
_ 232 _ 5B _ 3p?
dengan V = 31°s . taox— .

2. Solusi umum Persamaan KdVB yang dihasilkan berdasakan metode

ekspansi (G’/G) telah terbukti eksak.

4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk membahas lebih detail
mengenai  solusi khusus dari persamaan Korteweg-De Vries-Burgers

menggunakan metode ekspansi (G’/G). Yaitu dengan cara memberikan kondisi

pada C; dan C, .
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