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ABSTRAK

Rizgiyah, Anisatur. 2019. Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada
Ruang Morrey Klasik Tak Homogen. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing (1) Hairur Rahman, M.Si. (1) Muhamad
Khudzaifah, M.Si.

Kata kunci: Keterbatasan Operator. Integral Fraksional. Ruang Morrey Klasik.

Operator integral fraksional merupakan salah satu perkembangan ilmu analisis
modern yang masih diteliti hingga saat ini. Pada tahun 2012, Imam Utoyo, dKk.
telah membuktikan bahwa operator integral fraksional dapat diaplikasikan dalam
ruang morrey klasik tak homogen. Selanjutnya tahun 2018, laffei dan Nitti
membuktikan bahwa operator integral fraksional juga dapat diaplikasikan di ruang
lebesgue dengan menggunakan operator maksimal Hardy-Littlewood yang
dimodifikasi.

Tujuan penelitian ini adalah mengetahui keterbatasan operator integral fraksional
pada Ruang Lebesgue dan Ruang Morrey Klasik tak homogen. Pada proses
pembahasan, penulis melakukan pembuktian ulang penelitian laffei dan Nitti
(2018) yaitu membuktikan syarat perlu keterbatasan operator integral fraksional
pada Ruang Lebesgue dengan memanfaatkan operator maksimal Hardy-
Littlewood-Sobolev yang dimodifikasi tetapi dengan syarat konstanta jari-jari
pangkat s. Kemudian, penulis melanjutkan penelitian laffei dan Nitti (2018)
menuju ruang morrey klasik tak homogen. Hasil penelitian ini adalah pembuktian
teorema keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang Lebesgue dan
Ruang Morrey Klasik tak homogen.

Xi
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ABSTRACT

Rizqgiyah, Anisatur. 2019. Boundedness of Fractional Integral Operator on
Non-Homogeneous Classic Morrey Space. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim
State Islamic University of Malang. Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si. (I1)
Muhamad Khudzaifah, M.Si.

Keywords: Boundedness of Operator. Fractional Integral. Classic Morrey Space.

Fractional integral operators are one of the developments in modern analysis that
are still being investigated to this day. In 2012, Imam Utoyo et al. has proven that
fractional integral operators can be applied in a non-homogeneous classic morrey
space. Furthermore, in 2018, laffei and Nitti proved that fractional integral
operators can also be applied in the Lebanese space by using a modified Hardy-
Littlewood operator.

The purpose of this study is to determine the boundedness of fractional integral

operators in Classic and Homogeneous Space and Morrey Space. In the discussion
process, the authors re-prove the research of laffei and Nitti (2018), which proves
the necessary condition for the boundedness of fractional integral operators in the
lebesgue space by utilizing the modified Hardy-Littlewood-Sobolev operator but
with the terms of the constant radius of s. Then, the author continues the research
of laffei and Nitti (2018) towards the classic homogeneous morrey space. The
results of this study are proof of the theorem of the boundedness of fractional
integral operators in the Classic and Non-homogeneous Space Space and Morrey
Space.

xii
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Integral fraksional dalam (Adam, 1996) dinotasikan dengan I, Diberikan
f:R - R, dimana f merupakan transformasi fourier dari f dan & adalah fungsi
yang terintegral lokal pada R. Sehingga fungsi ¢ transformasi fourier dinotasikan
£(&) = F[f(x)]. Invers & vyaitu |&]~% dalam invers transformasi fourier
dinotasikan F~1(|£]=%f). Dalam hal ini berlaku bahwa F~1(|£|~%f) = I f.
Adapun I, f (x) menjadi suatu perkembangan ilmu analisis modern yang dikenal
dengan sebutan operator integral fraksional. Operator integral fraksional orde a

dalam (Hardy, n.d.) didefinisikan sebagai

A 2 j o) 1|1 _dy

dimana X € R dan f disimbolkan sebagai fungsi terukur pada R dengan 0 < a <
1. I, merupakan fungsi yang memetakan f: R™ — R menuju [, f: R" = R.
Penelitian mengenai operator integral fraksional masih terus dilakukan oleh
para pakar analisis matematika. Salah satunya (Utoyo, Nusantara, Widodo, &
Suhariningsih, 2012) telah membuktikan bahwa operator integral fraksional dapat
diaplikasikan dalam ruang morrey klasik tak homogen. Hasil dari penelitian

Utoyo, dkk (2012) adalah pembuktian syarat cukup dan perlu keterbatasan

operator integral fraksional I, dari L” 2w ke LP*2(u). Lebih lanjut, operator
integral fraksional juga dapat diaplikasikan di ruang lebesgue dengan
menggunakan operator maksimal Hardy-Littlewood yang dimodifikasi (laffei &

Nitti, 2018).
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Adapun operator integral fraksional yang digunakan dalam penelitian (laffei

& Nitti, 2018) bersifat tak homogen yang didefinisikan

PPN g
12 () f o ey U

(X,d,u) dalam definisi I2f(x) merupakan ruang quasi-metrik dengan X
himpunan tak kosong di R, d adalah quasi-metrik dan u merupakan simbol dari
ukuran lebesgue. Sedangkan ¢ merupakan ukuran penggandaan atas terkait fungsi
yang mendominasi, yaitu bola M(B(x, r)) < é(x, 7).

Penulis akan melanjutkan penelitian operator integral fraksional di ruang
lebesgue menuju ruang morrey klasik tak homogen. Pada ruang lebesgue, operator
integral fraksional terbatas dari LP (1) ke ruang L9(u). Pada ruang morrey klasik,
integral fraksional terbatas dari LP*1(u) ke L9*2. Berdasarkan laffei dan Nitti

(2018), distingsi penelitian ini menggunakan syarat &(x,r) < Cr™ dengan definisi

n dalam éz%—%, maka penulis menggunakan syarat é(x,r) < CrSdengan
definisi Sz%. Konstanta C; sedemikian hingga memenuhi doubling

condition & (x, 2r) < Cz&(x, ) untuk setiap x € X dan r > 0.

Menurut (Gunawan, Hakim, & Idris, 2018), suatu ukuran p dikatakan
memenuhi doubling condition (u € DC) jika terdapat konstanta positif sedemikian
hingga untuk setiap bola B (x,7), u(B(x,2r)) < Cu(B(x,1)).Jika u € DC, maka
R? dinamakan ruang homogen. Jika u tidak memenuhi doubling condition, maka
R? dinamakan ruang tak homogen.

Operator integral fraksional meniscayakan keterbatasan dalam proses

penyelesaiannya. Ketika syarat keterbatasan operator integral fraksional dipenuhi,
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maka akan menghasilkan suatu kesimpulan dari pembuktian teorema di ruang
tertentu. Konsep ini memberikan pelajaran bahwa Allah SWT juga menciptakan
manusia disertai dengan keterbatasan. Keterbatasan dalam Alquran memiliki

elaborasi dengan Surat an-Nisa’ ayat 28 dan Surat al-Bagarah ayat 286.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, maka dapat dirumuskan
masalah yang diteliti yaitu:
1. Bagaimana keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang Lebesgue
tak homogen?
2. Bagaimana keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang Morrey

Klasik tak homogen?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mengetahui keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang Lebesgue
tak homogen.

2. Mengetahui keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang Morrey

Klasik tak homogen.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat teoritis hasil skripsi ini adalah:
1. Dengan mengetahui keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang

Lebesgue tak homogen, maka diperoleh ||I,f: LY(w)|| < C||f:LP(w)l|.
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2. Dengan mengetahui keterbatasan operator integral fraksional pada Ruang

Morrey Klasik tak homogen, maka diperoleh ||I,.f: L%%|| < c||f: LPA1|.

1.5 Batasan Masalah
Batasan malasah penelitian ini adalah membuktikan syarat perlu
keterbatasan operator integral fraksional di ruang lebesgue dan ruang morrey

klasik tak homogen.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan

(library research). Penelitian dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-

buku dan jurnal yang relevan dengan topik pembahasan. Adapun langkah-langkah

yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Membuktikan syarat perlu keterbatasan operator integral fraksional di ruang
Lebesgue tak-homogen melalui teorema Hardy-Littlewood-Sobolev dengan
memanfaatkan fungsi karakteristik.

2. Membuktikan syarat perlu keterbatasan dari operator integral fraksional di
ruang Morrey klasik tak-homogen melalui teorema Hardy-Littlewood-

Sobolev dengan memanfaatkan fungsi karakteristik.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami
penelitian. Sistematika penulisan penelitian ini terbagi menjadi empat bab dan

masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagai berikut:



Bab |

Bab 11

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk
mendukung pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian
Pustaka dalam penelitian ini meliputi: ruang quasi-metrik, ukuran,
ruang ukuran, ukuran lebesgue, integral lebesgue, ruang LP, operator
integral fraksional, Hardy-Littlewood-Sobolev, operator maksimal
Hardy-Littlewood yang dimodifikasi, pengertian doubling condition
dan growth condition, serta ruang morrey klasik.

Pembahasan

Pembahasan terdiri dari hasil utama penelitian yang menjawab rumusan
masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: syarat perlu
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Lebesgue dan
syarat perlu keterbatasan operator integral fraksional pada ruang
morrey klasik tak-homogen.

Penutup

Bagian ini terdiri dari kesimpulan terkait hasil pembahasan dan juga

saran untuk penelitian selanjutnya.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Transformasi Fourier
Sebelum membahas definisi transformasi fourier, akan didefinisikan tentang

fungsi terintegral lokal terlebih dahulu. Misalkan p merupakan suatu ukuran.
Fungsi f berada pada himpunan terbuka T. Fungsi terukur lebesgue memetakan

f:T — R.Jika f € T sedemikian hingga

flfldu < oo,
K

Yaitu integral lebesgue yang terbatas pada setiap subset kompak K c T, maka
fungsi f dikatakan terintegral lokal (Dinculeanu, 1974).

Selanjutnya akan didefinisikan tentang ruang schwarts. Misalkan R
merupakan himpunan fungsi tak tentu f, sehingga semua turunan f yang terdiri
dari £, f", ..., f©, ..., dan seterusnya. Ruang schwarts didefinisikan sebagai

§ = suplx|*[f O (x)] < oo,
XER

untuk setiap k, 1 = 0 (Stein & Shakarchi, 2011).

Misalkan 0 < @ < n. Fungsi |&|~% terintegral lokal. Power negatif tertentu
dari —A, (—A) "z untuk 0 < a < n didefinisikan sebagai operator

Tof = (—8)72f = F-1(E*F) untuk 0 < & < n.
Jika I, didefinisikan sebagai invers transformasi Fourier dari |¢|~% maka didapat

Ya

Ia(x) =

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dimana y, adalah konstanta tetap. Fungsi I, disebut sebagai Riesz kernel.
Mengikuti aturan manipulasi transformasi Fourier bahwa setiap f € S dapat

ditulis sebagai Riesz potential,

FO) =190 = U )@ =y | LD —ay, o<as<n,

RN |x — yln—a

Dimana g = (—A)%f. Khususnya,

n
f=hx| ) Rof )
=1

Dengan demikian, dapat dilihat bahwa subset dari W*P (R™), dapat ditulis sebagai

elemen Riesz potensial (Adams, 1996).

2.2 Integral Fraksional
Definisi 2.6

Misalkan fungsi ¢ (x) € L,(a, b). Integral
Transformasi fourier dari suatu fungsi f € S (R) yang memetakan f:R - R
didefinisikan
FIF@ = © = [ feoeax
Dan invers transformasi fourier didefinisikan
—1[f L i€x
FAAOI=f) = | f(§edx

dimana x € R (Folland, 2009).



Contoh:

Jika f(&) = e Su(&), maka

Dan

Flf (x)

e Su(§)e ¥*dx

e—(1+ix)fdx

=
[
1

1+ix

(0e]

A @I %f_ e~Su(é)e™ dx

= l e_(l_ix)fdx
2T Y

1

7 2T — 27X

2.3 Operator Integral Fraksional

Definisi 2.7:

(Poularikas, 2010)

Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada R"™, n > 1, dan misalkan

0 < a <n. Integral fraksional atau potensial Riesz dalam orde-a adalah

didefinisikan sebagai

If () = f 7o
Rn

|x —yjr-e

dy, x € R"

Asalkan integral ini ada. Dengan membiarkan f untuk bervariasi, pemetaan yang

didefinisikan sebagai I,: f — I,f. Dimana I, merupakan fungsi yang memetakan

f:R™ - Rmenuju I, f: R®™ - R (Wheeden, 2015).



2.4 Ruang Quasi-Metrik
Definisi 2.1

Diberikan X merupakan sebarang himpunan tak kosong. Dimana x,y,z € X.
Sedemikian hingga, fungsi d: X X X — R memenuhi sifat-sifat berikut disebut
sebagai metrik pada X.

(i) d(x,y) > 0 positif vx,y € X

(i) d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y

(iii) d(x,y)=d(y,x),Vx,y € X

(iv) d(x,y) <k(d(x,z)+d(z,x)),Vx,y,z € X (Bartle, 1995).

Contoh:

Diberikan R sebarang himpunan tak kosong dengan d(x,y) = |x — y| dimana
Vx,y,z € R. Akan dibuktikan bahwa (R, d) adalah ruang quasi-metrik.

Bukti:

Diambil sebarang x,y,z € R. Mengikuti sifat-sifat dari definisi ruang quasi-
metrik, sedemikian hingga:
(i) d(x,y) > 0 positif vx,y € X
Berdasarkan definisi harga mutlak di R, jelas terbukti bahwa |x —y| =
d(x,y) > 0.
(i) d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y
Untuk x = y diperoleh |x — y| = 0, sehingga berlaku sebaliknya,
d(x,y) = |x — y| = 0 didapatkan x = y sehingga terbukti d(x, y) = 0.
(i) d(x,y) =d(y,x),Vx,y €X
Berdasarkan sifat komutatif, d(x,y) =|x—y|=|y— x| =d(y,x),

terbukti.



10
(iv) d(x,y) <k(d(x,z)+d(zy)),Vx,y,z€X
Berdasarkan sifat ketaksamaan segitiga, d(x,y) < k(|x —z| + |z — y]),
terbukti.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa (R, d) adalah ruang quasi-metrik.

2.5 Ukuran Lebesgue
Definisi 2.4

Misalkan f terdefinisi pada I = [a, b]. f dikatakan terukur lebesgue pada I jika

untuk setiap s € R, himpunan {x € I|f(x) > s} adalah himpunan terukur

lebesgue.

Contoh:

Misalkan f(x) = x? pada interval [—1,5]. Misalkan s € R.

(i) Jika s=>25 maka {x€I|f(x) >s} =0, dimana Lebesgue adalah
himpunan terukur.

(i) Jika s >0, maka {x € I|f(x) > s} =[—1,5], dimana Lebesgue adalah
himpunan terukur.

(iii) Jika 0<s<1, maka {x € I|f(x) >s}=[-1,—Vs)U(Vs,5], dimana
Lebesgue adalah himpunan terukur.

(iv) Jika 1<s<25 maka {x €I|f(x) >s}= (\/E 5], dimana Lebesgue
adalah himpunan terukur.

Oleh karena itu, disimpulkan bahwa f merupakan fungsi terukur lebesgue pada

interval [—1,5] (Nelson, 2015).
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2.6 Ruang Lebesgue
Definisi 2.5

Misalkan (X, A, u) merupakan ruang ukuran dan 1 < p < co. Ruang L? (X) terdiri

dari kelas ekuivalensi fungsi terukur f: X — R sedemikian hingga

j fIPdye < o,

Dimana dua fungsi terukur ekuivalen jika keduanya sama dengan . norm-LP dari

LP (X) didefinisikan sebagai

I = ([1fPan)

Notasi LP(X) diasumsikan sebagai ukuran p pada X yang diketahui. Dikatakan
bahwa f,, — f di LP jika ||f — f,|l.» = 0. Karena ||f||,» = 0 sehingga f = 0.

Contoh:

Misalkan u ukuran pada X, dimana X = [0,1] dan f(x) = x‘i,g x < 1. Akan
dibuktikan f(x) € L?[0,1] (Nelson, 2015).

Bukti:

1

Jika f(x) € L?[0,1] maka (follf(x)lzdx)E < oo, sedemikian hingga

(fol|f(x)|2dx>% = (fol

1

Karena (follf(x)lzdx)E = /3 < oo, jadi contoh ini terbukti.

1

1)2 2 1
dx) =3x3|} = V3 < w

X2

2.7 Ruang Morrey Klasik
Dalam (Hendra Gunawan, dkk., 2018) pertama kali, ruang morrey

diperkenalkan oleh C.B. Morrey dalam suatu penelitian tentang suatu solusi
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persamaan diferensial parsial ekliptik. Untuk 1 <p < q < o, ruang morrey
M} = MP(R?) didefinisikan menjadi suatu himpunan untuk setiap f €

(R%) sedemikian hingga

loc
1

If(y)lde>p <o,

1
IIfIIM5 = sup IB(x,r)IQ<

xeR4 >0 IB(X, T)l B(x,r)
Ruang morrey klasik dinotasikan sebagai LP*(R). Adapun ruang morrey

klasik didefinisikan sebagai himpunan dari setiap f € L7 () sedemikian hingga

loc

1

|If: LPA )| = Sa ( f If(y)lpdy> < oo,

Jika A = 0, maka LP*(u) = LP(u) (Imam Utoyo, dkk., 2012).

2.8 Hardy-Littlewood
Teorema Hardy-L.ittlewood 2.8

Jika f € L*(R™), dimana konstanta C sedemikian hingga untuk setiap 0 < ¢t < o

H(lx € R%:MFG) > ) < < Ifll
Dimana C = 3™ hanya bergantung pada n (Adams, 1996).
Bukti:
Ditetapkan t > 0 dan misalkan
E. ={x e R": Mf(x) > t}.
Berdasarkan ketetapan inti ukuran Lebesgue
u(E:) = sup{u(K): K c E; adalah kompak}

Sehingga cukup dibuktikan bahwa

u(K) < If(y)ldy
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Untuk setiap subset kompak K dari himpunan E;.

Jika x € K, maka terdapat bola terbuka B, terpusat pada x sedemikian hingga

1
| B |

f FO)ldy > t.

Karena K kompak, dapat diekstrak subcover terbatas {B;, B;, ..., By} dari penutup
terbuka {B,:x € K}. Karena subfamily terbatas dari bola yang saling lepas

{B1, B3, ..., By} sedemikian hingga

N
w() < ) 1By
i

M
< 3"2 1B/]
=1

Yang terbukti dengan hasil € = 3™.
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2.9 Hardy-Littlewood-Sobolev

Teorema:

Anggap 0 < a < n, 1Sp<£dan%=

ST
ENE

() Jikaf € LP(R™) (1 <p <Z) maka lllaflly < Clifllp;

(i) Jika f € L*(R™), maka untuk setiap A > 0, |{x € R"™: |If(x)| > A}| <

n

(% ||f||1)m, dimana C = C(a,n,p) (Lu, Ding, & Yan, 2007).
Bukti:
(i) Ingat bahwa (1 = Oil—p) q = p dengan keterbatasan-LP dari operator maksimal

Hardy-Littlewood M untuk 1 < p < oo, didapatkan

ap 1_ap
. o
Wafllg < CUFNS IMFN, ™ < Clifll,.

(i)  Menggunakan keterbatasan-(1,1) lemah dari operator M, didapatkan

n

{x e R™: |I,f(x)| > A} = |{x € R": Mf(x) >< A g)
ClfIT

a

<c, (C"ﬁ'h) 171,

n

< (G )™

Teorema ini terbukti.
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2.10 Operator Maksimal Hardy-L.ittlewood yang Dimodifikasi
Definisi 2.10

Misalkan (X, d) adalah ruang quasi-metrik ganda secara geometris dan u
adalah ukuran Borel pada X terbatas pada himpunan yang dibatasi. Dengan fungsi
maksimal Hardy-Littlewood Mf(x) yang didefinisikan (untuk fungsi terukur

Borel) dengan

M) = b B ) Jeen

|fldu.

Definisi yang dipakai berarti menghampiri-u, dimana jika x € u, maka
u(B(x,7)) adalah positif untuk setiap » > 0 (sebaliknya, suatu bola kecil yang
terpusat pada x dapat dihapus dari u). Jika ukuran g memenuhi sifat ganda, maka
dapat diketahui bahwa operator maksimal Hardy-Littlewood terbatas pada setiap
LP(u) dengan 1 < p < +oo dan dari L**(u). Tetapi, jika syarat penggandaan dari
ukuran tersebut diabaikan, untuk sebarang ruang quasi-metrik ganda geometris X
dan ukuran u, hanya dapat dikatakan bahwa M terbatas pada L (u). Salah satu
cara untuk menghindari masalah ini adalah mengganti ukuran bola-d B(x,r)

dengan ukuran pelebaran bola yang tepat. Sehingga, operator maksimal Hardy-

Littlewood yang dimodifikasi didefinisikan

_ 1
Mf (x) = sup
r>0 (B (x,3K:7)) Jpxr)

|fldu.

Dimana K; adalah konstanta dalam definisi quasi-metrik. Dinotasikan
dengan Mf(x) < Mf(x) dan jika ukuran u memenuhi doubling condition,

Mf(x) < CMf(x) untuk suatu konstanta C > 0 (laffei & Nitti, 2018)
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2.11 Doubling Condition dan Growth Condition

Misalkan R4 dilengkapi dengan metrik || dan ukuran borel . Ukuran u
dikatakan memenuhi doubling condition (u € DC) Jika terdapat konstanta C > 0
sedemikian hingga untuk setiap bola B(x,r), u(B(x,2r)) < Cu(B(x,1)). Jika
u € DC, maka R dinamakan ruang homogen. Jika u tidak memenuhi doubling
condition, maka R¢ dinamakan ruang tak homogen. u dikatakan memenuhi
growth condition (u € GC(s)) jika terdapat konstanta C > 0 sedemikian hingga

untuk setiap bola B(x,r), ,u(B(x, r)) < Cr® (Gunawan et al., 2018).

2.12 Kajian Integrasi Sains dan Islam

Keterbatasan dalam diri manusia kerap disebut sebagai kelemahan diri.
Segala keterbatasan yang dimiliki menjadikan manusia tidak selalu bisa
memenuhi segala yang diinginkan di muka bumi. Jika kemampuan manusia
terbatas, maka sebaliknya kemampuan Allah SWT tiada terbatas. Allah SWT
menjadikan kelemahan dalam diri manusia agar hamba-Nya memiliki kesadaran
untuk lebih mendekatkan diri pada Tuhan Yang Maha Kuasa. Kelemahan manusia
tidak berarti bernilai negatif. Sebagaimana yang telah termaktub dalam Alquran
Surat an-Nisa’ ayat 28:

PRI (I (EPR SO e

Artinya: Allah hendak memberikan keringanan kepadamu, karena manusia diciptakan
bersifat lemah [QS. An-Nisa’ (4): 28].

Merujuk pada tafsir jalalain, ayat ini memberi penjelasan bahwa Allah hendak
memberi keringanan dalam artian memudahkan pelaksanaan syariat karena

manusia telah diciptakan bersifat lemah (As-Suyuthi & Al-Mahalli, 2003). Lebih
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lanjut, dalam tafsir al-Misbah juga dijelaskan bahwa Allah telah memberikan
ketentuan syariat yang ringan. Atas kelemahan yang dimiliki manusia, Allah
menganugerahkan kemudahan dan keleluasaan menjalankan syariat yang telah
ditentukan (Shihab, 2002).

ez Yk A K Y

Artinya:  Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan batas
kesanggupannya [QS. Al-Bagarah (2): 286].

Dijelaskan dalam tafsir jalalain bahwa ayat ini menjelaskan tentang
kemurahan Allah yang tidak membebani manusia melainkan sekedar dengan
kesanggupannya (As-Suyuthi & Al-Mahalli, 2003). Menurut tafsir al-Misbah,
Allah hanya akan membebani hamba-Nya setara dengan kemampuan manusia

untuk menjalankan (Shihab, 2002).



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada Ruang Lebesgue Tak
Homogen

Teorema 3.1

Misalkan 1 < p < q < oo. Akan dibuktikan bahwa perator

d ; a
R ria s $p) )f ()du)

xE(xd(x,y)
Terbatas dari LP(u) ke Li(w) jika dan hanya jika wu(B) < CrS. Adapun s

didefinisikan sebagai s = 240=9,
pa+p—q

Bukti:

Dalam pembuktian ini, operator maksimal Hardy-Littlewood didefinisikan

M (x) = sup
r>0 ‘u(B(x, 3K17”)) B(x,1)

|fldu

Dengan konstanta C; sedemikian hingga A(x, 2r) < C3A(x,r) untuk setiap x € X

dan r > 0. Fungsi maksimal didefinisikan Q(x) = supgso “éf;?;).

d(x,y)*

A - d
IZf (x) i d(9)) f@)du(y)
d(x,y)* d(x,y)”
1f(x) = — DA TR
f(x) L(x,y)<r ‘E(x; d(x: Y)) f(y) H(y) ’ L(x,y)zr f(x: d(x; Y)) f(y) #(y)

=1(x) +11(x)

18
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10| =

d(x,y)*
TR VA AL
'[d(x,y)<r £(x,d(x,y)) f)duy)

dCx, y)”
pr——
< O )

d(x, y)*
!
L (xyk_rlf(y)l $rd(x ) 1)

f (xykr'f(”'%dﬂ@
<o N~ %duw
a0 e
) -érsd(x,ykrlf(y . g(i,(z'—(z,);)) &80
= L(x,y)<§r|f(y)|%d“(y)
LY ) T
\ flr<d<xy><_r|f ( )l%du(ﬂ
' f%rsd(x,YKrlf(y ) % GER)
S,Z I |f(y)|£f2'—(y;;)dﬂ(y)
T s

-1

d(x,y)*

<> FON e dey)

k=-co ZkTSd(X,y)<2k+1r

du(y)

19
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-1
(2r)°
<> (W) [ ol
k=—co d(xy)<2k+1r
-1
N (Zk)a'
<cr k;<f(x:2"r>> [ i

d(xy)<2ktir

Z(zk)a LORZD [ i)

$(x, 2"T) u(B(x, 3Ky7))

B(x,2k+1r)

« H(B(x, 3Ki1)) 1
Z(zk) e ey, | )

B(x,2k+1r)

HBG3K)
Z(zk) Sy @)

-1
<Cr® (2% Q)M (x)
k=Z—oo

< Cr*Q(x)Mf(x)
Sehingga
10| < CreQx)Mf (x)

Selanjutnya

[11(x)| =

d(x,y)*
g IR TRV S
‘L(X,y)zr £(x, d(x,y)) f)duy)

d(x,y)“
< _
< fd IOl s )

d(x,y)*

< f If(}’)lm

d(x,y)z2r

du(y)

+ [ ol

d(x,y)“
) du(y)
2r<d(xy)<r

£(x,d(x,y)
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< [ ro

d(x,y)“
) du(y)
d(xy)z4r

(x,d(x,y)

d(x, )"
+ |f(y)|—d#(y)
4rsd()!,y)52r Sz(xx d(x, }’))

S T

2r<d(x,y)<r

dx, y)*
—d

(x, y)*
< [Irol s

d(x,y)®
f(X, d(x, J’))

-

If ()l

B(x,Rp)\B(x,2™1r)

=0 (Zkr)a
< z j [f(y)|C (W) du(y)

k=0 B(x,Z"“r)

(Zmr)a
i fR )|f(y)|c(€(x’ i) dUE)

du(y)

Dengan menggunakan ketaksamaan holder,

[ ! ;
oo I P Zk aq q
chi( f If(y)lpdu(y)>< f 5% ;ﬂr)q ()>
0 l B(x,2kt1r) B(x,2k*1r)
T e |
+< f lf(y)lpdu(}’)>< f et (y)>}
B(x,Rg) B(x,Rp) J

Dari hipotesa lower type &(x,r), doubling condition & dan definisi fungsi

maksimal ), didapat:

< Cré||f: LP (| [Z f(xk)a ( (B(x,zk“r)))l/q
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b (1B R) |

ay f. < +1 1/q 2me 1/q
< Creflf: L7l Z = Zkr) 211) 4 s (66 o)

1/q

[ 2 Zka
< Cre|f: LP (| IZ; cgm(f(x, 2k+1r))

ma

&(x,2™Mr)

1
+C; /e

(E(xr RO))

S /
< CreCellf: LGl [Z 24 (g x, 241r)) " + 27 (£, R))
k=0

Karena aplikasi v — &(x,r) tidak menurun, mengikuti &(x,7) < &(x, 2F*1r) <

&(x,19),k =0,1,...,m — 1 dan didapatkan

< crallf: L2 Wl (E ) [Z 2ka 4 gma
k=0

il 1+n—a

<crlif: LPlEC )P s
Sehingga,

o f1 < 11(x) + 11(x)]

1 —_
1 il

|I&1f(X)| < CT“]VIf + Cra”fiﬁp('u)nﬁ_ -—

n—-a

Jika dipilinr > 03 Crefif = cro|f: LPlp
maka

1 1+n—a

CreMf = Crelif:LPllP s
l_1+n—a

e C(Ilf: Lp(u)u)p

re Mf (x)

Didapat, r = 1.
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IFLr Qs
I.fl<C ( 7365 ) iy
=c(lIf: Lp(u)||)5_1+ (Mf) I
1 1, n-a
= C(lf:LP I s (F)P s
1 1 Tl a
f17 < CQIf: LPQIDP s (FfF)P™ s

1,40

f o f1 duCy) = C(If: LP(W1DP f (Mf)P du(y)

< CIF: L2 GNP s (If: L2 )P
= CQlIf: L2 s

< clf: L2 oy
= CAlf:LP @)
If: £9Gll < CliF: LGl

3.2 Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada Ruang Morrey Klasik
Tak Homogen
Teorema 3.2

Misalkan %= % +a dengan 1<p <§ dan %= %, dimana 4,,4, € [0,1).

Terdapat konstanta C > 0 sedemikian hingga I,, terbatas dari LP*1(u) ke LP*2(u)

maka berlaku p(B) < CrS dimana u € GC(s). Adapun s didefinisikan s =

pq(n—a)
pq+p—q’

Bukti:

iaf: L% < C[|f: 174
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I (x) = fx %f(y)du(y)
Fungsi maksimal Q didefiniskan sebagai Q(x) = supgso = g,%) dan operator
maksimal Hardy-Littlewood didefinisikan sebagai
Mf(x) := sup |fldu

r>0 H(B(x,T)) B(x,1)
Adapun  operator maksimal Hardy-Littlewood yang dimodifikasi

didefinisikan sebagai

) 1
Mf (x) = sup——————= |fldu
f r>I(:)) :U(B (x' 3K17")) B(x,r) f

Dimana K; adalah konstanta dalam definisi quasi-metrik, dengan
catatan Mf(x) < Mf(x) dan ukuran u memenuhi doubling condition, untuk
setiap C > 0 berlaku M f(x) < CMf (x).

Bukti

Dalam pembuktian ini, operator maksimal Hardy-Littlewood didefinisikan

- 1
Mf(x) =sup————— |f|d
/ r>g u(B(x,3K;r)) B(x,1) 2

Dengan konstanta C; sedemikian hingga & (x, 2r) < C¢&(x, ) untuk setiap x € X

dan r > 0. Fungsi maksimal didefinisikan Q(x) = supgsg “S:;?).

d(x,y)*

A — d
Iz f (x) L i(xdx, y))f (du()
d(x,y)* d(x,y)*
12 (x) = _2BY r()d _=2Y r()d
f(X) -[d(x,y)<r f(x; d(x' y)) f(y) ”(y) * Jd(x,y)zr E(x: d(x; Y)) f(y) ‘u(y)

=1(x) + 11 (x)
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10| =

d(x,y)*
T f()d
‘[d(x,y)<r f(x,d(x, 7)) M)

d(x,y)*
< —d
< jd O s )

d(x,y)*
< z f If () mdﬂO’)

d(x,y)%
= Yl If(y)l(x—y))du(y)

x,d(x,
k==00 ykr<d(xy)<2k+1r f( ( y)

-1
258
: kZoo <f (x, 2kr)> f |f(y) [du(y)

d(xy)<2ktir

[ @0
o ]Zm (W) [ i

dxy)<2ktir

. 1 pB3K0)
<cr 3. O oy wmtesky | O

fe=— B(x,2k+1r)

P > n(B(x, 3K1T)) 1
scre Y @ EE P s [ la)

k=—o00 B(x,2k+1r)

3 —
Z (Zk)a (?((x Zflr)) f(X)

Cr® Z 282 Q()Mf (x)

k=—0o0
< CreQ(x)Mf(x)
Sehingga

10| < CreQO)Mf (x)
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Selanjutnya

[11(x)| =

d(x,y)*
[0
L(x.y>2r $odny) 0)du(»)

d(x,y)*
< —d

J
zfv( {c? DU
k=

&(x,d(x,y))

+ | o

B(x,Ry)\B(x,2™r)

N (2kr)"
gz f |f(y)|C(€( 5 )> du(y)

k=0 B(X,2k+1r)

d(x,y)*
L R-F

(2™mr)”
A

+ [ 1oe(

B(X,Ro)

) du(y)

Dengan menggunakan ketaksamaan holder,

T
|

chiu B(x,247))” < — | If(y)lpdu(y)>
|

=0 I’L(B(x’ 2k+1r)) B(x,2k+1r)

Sl

A4

2k aq <1
( f ngz#)q u(y)> +u(B(x,2"r))p
B(x,2k+1r)

1

1 ’ @y d
f(y)|Pd )| |
<ﬂ(3<x,zk+1r))“3( | 1o u(y)>< | s u(y> |

X,Rg) B(x,Rg)

Dari hipotesa lower type &(x,r), doubling condition & dan definisi fungsi

maksimal ), didapat:
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k)a

< Cr“||f LPM (g )|| [Z £(x,2 ( (B(x,2k+1r))>1/q

T ((x zzn (u(B(x, Ro)))l/q]

[ zka / 2ma
< crellrerm | Y, gogmmy (£ 2n) ™ + 2o ()
Lk=0

= 2ka 1/
< Cr“”f:Lp’)‘l(y)” Z Cgm(f(x,ﬂ”lr)) q
Lkk=0 }

maoa

1/q
f(X, ZmT') (f(x' RO))

+ C¢

1/q

< cracy|f: o4 )| [2 2ke(x,241)) " o 27 (£ Ry))
k=0

Karena aplikasi 7 — &(x,7) tidak menurun, mengikuti &(x,7) < &é(x, 2%*1r) <

&(x,19),k =0,1,...,m — 1 dan didapatkan

< cro||f: LM (| (Cx, ) Y [Z 2ka 4 pma
k=0

1422

!
< crof|fipt |G )P S
Sehingga,

o f| < 11(x) + 11 (x)]

n—a

1
ey ol < erefif +colp ol

n—-a

1
Jika dipilinr > 0 3 Creflf = cre||f: LA WP * maka

1 1+n—a

CreMf = Cretf: PP s

- (IIf:Wl (u)ll)ﬁ‘”T
re Mf (x)

<
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Didapat, r = 1.

I LP (u>||>5‘1+T _

IlafISC< T Mf

n—-a

= c(|ferm|p s () TS

1 n—a
P

1 4
= C(lf:eP2@l)> s (Mf)

—a

a1 < (7 eph o (i)t

[ a9 aue) = el oGl [ iy duey

1+

q_,.,n-a
< c(lf:Lrm@l)P S Al LPEol?

n—-a

= c(lp:Lrm ol
< c(llf: crh )"

= c(|f: pA @)

|f: £9% W] < C||f: P2 @

3.3 Keterbatasan Manusia dalam Alquran

Operator integral fraksional meniscayakan keterbatasan dalam proses
penyelesaiannya. Ketika syarat keterbatasan operator integral fraksional dipenuhi,
maka akan menghasilkan suatu kesimpulan dari pembuktian teorema di ruang
tertentu. Konsep ini memberikan pelajaran bahwa Allah SWT juga menciptakan
manusia disertai dengan keterbatasan. Suatu keterbatasan terkadang menjadi
kelemahan manusia. Namun disisi lain, keterbatasan yang diberikan Allah SWT
menciptakan rahmat berupa keringanan bagi hambanya. Sebagaimana yang telah

disabdakan dalam Alquran Surat an-Nisa’ ayat 28:
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lsd L) 35K 2 4 4 &y

Artinya: Allah hendak memberikan keringanan kepadamu, karena manusia diciptakan
bersifat lemah [QS. An-Nisa’ (4): 28].

Tafsir lbnu Katsir menambah penjelasan bahwa syariat yang diturunkan
bertepatan dengan ayat ini yaitu syariat diperbolehkannya seorang majikan
menikahi budak dengan syarat tertentu. Syariat ini diturunkan karena Allah SWT
Maha Mengetahui bahwa hamba laki-laki memiliki keterbatasan atau kelemahan
batin terhadap wanita. Sehingga dengan adanya syariat menikah, kelemahan
tersebut mendapat muara solusi (Katsir, 2000).

Selain syariat menikahi budak, Allah SWT juga telah memudahkan syariat
shalat. Pada peristiwa isra’ mi’raj, Nabi Muhmammad SAW mendapat perintah
pelaksanaan shalat sebanyak 50 kali dalam sehari semalam. Namun, setelah
beberapa kali meminta keringanan akhirnya Allah mengabulkan syariat shalat
hanya dilaksanakan lima kali sehari. Keringanan syariat ini didasari oleh
keterbatasan kemampuan fisik manusia untuk menjalankan shalat 50 Kkali.
Padahal, disamping memiliki kewajiban menjalankan amaliah ukhrowi, manusia
juga memiliki tanggungjawab atas amaliah duniawi. Di dalam ayat yang lain juga
telah dijelaskan bahwa Allah SWT tidak akan pernah memberikan beban di luar
batas kemampuan seorang hamba,

g Y lad B K Y

Artinya:  Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan batas
kesanggupannya [QS. Al-Bagarah (2): 286].
Tafsir Ibnu Katsir menyimpulkan bahwa ayat ini merupakan salah satu sifat

lemah lembut Allah yang diberikan pada manusia (Katsir, 2000).
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Salah satu contoh sifat lemah lembut Allah pada manusia yaitu keringanan
menjalankan ibadah shalat. Shalat merupakan amal paling utama yang akan
dihisab di hari perhitungan. Sehingga tidak ada suatu alasan apapun bagi manusia
untuk meninggalkan shalat, meski dengan segenap keterbatasan fisik. Ketika tidak
bisa menjalankan shalat dengan berdiri, maka Allah memberi keringanan
menjalankan shalat dengan duduk. Ketika tidak bisa menjalankan shalat dengan
duduk, maka Allah memberi keringanan menjalankan shalat dengan berbaring.
Ketika tidak bisa menjalankan shalat dengan berbaring, Allah memberi
keringanan menjalankan shalat dengan isyarat kedipan mata.

Selain keringanan sebab keterbatasan fisik, Allah SWT juga memberi
keringanan shalat sebab keterbatasan waktu dan kondisi. Jika pada mulanya
syariat shalat diwajibkan 50 waktu kemudian diringankan menjadi lima waktu,
maka lima waktu ini diberi keringanan lagi dengan diperbolehkannya shalat
secara jamak dan gashar. Misalkan, seseorang sedang berada dalam kondisi
perjalanan jauh yang menempuh jarak lebih dari 90 kilometer (dengan catatatan
bukan perjalanan untuk melanggar perintah Allah), maka seseorang tersebut
diperbolehkan melaksanakan shalat secara jamak.

Shalat jamak yaitu menjalankan dua shalat dalam satu waktu, seperti dhuhur dan
ashar, serta maghrib dan isya’. Adakalanya perjalanan jauh menyita banyak energi
sehingga seseorang diperbolehkan menjalankan shalat dengan cara gashar, yaitu
menjalankan shalat empat rakaat menjadi dua rakaat saja. Pemaparan ini
menunjukkan bahwa keterbatasan (fisik, waktu, dan kondisi) yang dimiliki
manusia menjadi anugerah tersendiri yang diberikan Allah SWT pada hamba-

Nya. Sebagaimana syariat shalat yang bermula 50 waktu, menjadi hanya lima
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waktu dan didiskon lagi menjadi tiga waktu jika menjalankannya secara jamak
atas kondisi tertentu. Begitu juga dengan rakaat shalat lima waktu yang berjumlah

17 rakaat diberi keringanan dijalankan secara gashar sehingga tersisa 11 rakaat.



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh hasil bahwa untuk

0 < a < 1, operator integral fraksional I yang didefinisikan

d ; a
12 = [ A%Y) /i)

«€(x, d(x, y)
merupakan operator terbatas pada:

1. Ruang Lebesgue tak homogen dengan keterbatasan dari LP(u) ke L(uw)

dimana 1l < p < i dan % =$ + « atau dapat dikatakan untuk f € LP(u)

terdapat konstanta C > 0 sehingga diperoleh ketaksamaan ||I,f: L1(w)|| <

. LP B A e
Cl||f:LP(u)||dengan syarat (B) < Cr*5,S .

2. Karena keberlakuan ketaksamaan operator integral fraksional pada ruang
Lebesgue, maka diperoleh hasil bahwa operator integral fraksional I juga
terbatas pada ruang morrey klasik tak homogeny dengan keterbatasan dari

1P (u) ke L2 (p).

4.2 Saran

Berdasarkan pembahasan di atas, disarankan penelitian selanjutnya dapat
melakukan telaah pembuktian syarat cukup pada teorema 3.1 yaitu apabila
u(B) < Cr’ maka berlaku ||If:L1(w)| < C|If:LP(w)||, begitu pula pada
teorema 3.2 vyaitu apabila wu(B) < CrS maka berlakul||l,f: L% (w)| <

C||f: LP*1(u)||. Penelitian ini juga dapat diaplikasikan pada operator yang lain.
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