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ABSTRAK

Rizki, Lilla Nur. 2019. Penerapan Metode Runge-Kutta Implisit pada Sistem
Persamaan Diferensial Biasa yang Kaku. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (1)
Muhammad Khudzaifah, M. Si

Kata kunci: Metode Runge-Kutta implisit, Sistem persamaan diferensial biasa,
Sistem yang bersifat kaku

Penelitian ini membahas tentang penerapan metode Runge-Kutta implisit
pada sistem persamaan diferensial biasa dan difokuskan pada sistem yang bersifat
kaku. Metode Runge-Kutta implisit yang digunakan yaitu metode yang berorde
dua. Penelitian ini juga terbagi atas dua kasus, yaitu pada sistem persamaan
diferensial biasa linier dan tak linier. Dalam penyelesaian kedua kasus tersebut
terdapat perbedaan metode dalam menentukan nilai tiap langkah integrasinya
(kq, k5, 1; dan [,). Kasus pertama yaitu pada sistem persamaan diferensial biasa
linier menggunakan metode subtitusi, sedangkan kasus kedua pada sistem
persamaan diferensial biasa taklinier menggunakan metode Newton-Raphson.
Solusi analitik dari kedua sistem tersebut digunakan untuk menguji keakuratan
metode Runge-Kutta implisit dalam menyelesaikan model. Hasil yang diperoleh
terbukti bahwa metode Runge-Kutta implisit memberikan solusi yang akurat
dengan nilai galat yang relatif kecil dalam menyelesaikan kedua kasus. Selanjutnya
juga disajikan simulasi dan interpretasi galat yang menunjukkan bahwa perhitungan
yang dilakukan sudah benar dan sesuai dengan yang diharapkan. Disimpulkan
bahwa metode Runge-Kutta implisit dalam penelitian ini dikategorikan sebagai
salah satu metode yang akurat untuk mendekati solusi analitiknya.

Xiv
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ABSTRACT

Nur Rizki, Lilla. 2019. The Application of Implicit Runge-Kutta Methods for
Stiff Ordinary Differential Equation System. Thesis. Mathematics
Department, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim
State Islamic University of Malang. Advisors: (I) Mohammad Jamhuri,
M.Si, (1) Muhammad Khudzaifah, M.Si

Keywords: Implicit Runge-Kutta methods, ordinary differential equation system,
stiff system.

This study discusses the application of implicit Runge-Kutta methods to
ordinary differential equation systems and focuses on stiff systems. The implicit
Runge-Kutta method used is a second-order method. This research is also divided
into two cases, namely in the system of linear and nonlinear ordinary differential
equations. In solving the two cases there are different methods in determining the
value of each step of integration (k4, k,, [; and [,). The first case is in the system of
linear ordinary differential equations using the substitution method, while the
second case in the system of ordinary nonlinear differential equations uses the
Newton-Raphson method. The analytical solution of the two systems is used to test
the accuracy of the implicit Runge-Kutta method in solving models. The results
obtained prove that the implicit Runge-Kutta method provides an accurate solution
with a relatively small error value in solving both cases. Furthermore, it also
presented a simulation and interpretation of errors that show that the calculations
were done correctly and as expected. It was concluded that the implicit Runge-Kutta
method in this study is categorized as one of the accurate methods to approach
analytical solutions.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sifat kekakuan pada suatu sistem persamaan diferensial biasa pertama kali
diamati oleh Curtiss dan Hirschfelder pada tahun 1952 (Curtiss & Hirschfelder,
1952). Kedua ilmuan tersebut melakukan perhitungan untuk mencari solusi dari
suatu model reaksi kimia. Kekakuan dalam sistem tersebut terjadi karena komponen
kimia yang diamati bereaksi sangat cepat kemudian berubah sangat lambat dalam
waktu yang sangat singkat. Hal tersebut berlawanan dengan penelitian- penelitian
sebelumnya yang menjelaskan bahwa reaksi yang berbeda akan terjadi pada skala
waktu yang berbeda pula (Ashi, 2008).

Sistem persamaan diferensial biasa yang kaku dikategorikan sebagai sistem
persamaan dengan solusi yang memiliki skala waktu yang sangat berbeda namun
terjadi pada waktu yang bersamaan. Misalnya jika solusi dari sistem persamaan
diferensial biasa linier yang kaku berbentuk et dan e~%, dengan c adalah
konstanta positif yang besar dan d adalah konstanta positif yang relatif kecil.
Sehingga semakin bertambah besar nilai t, maka solusi e~¢t akan lebih cepat
meluruh ke nol dari pada solusi dari e~%¢ (Ashi, 2008). Contoh dari sistem
persamaan diferensial biasa yang kaku yaitu model reaksi kimia dan osilasi VVan der
Pol, keduanya tergolong sebagai sistem persamaan diferensial biasa tak linier.

Penyelesaian suatu sistem persamaan diferensial biasa yang bersifat kaku
tergolong cukup sulit ketika menggunakan pendekatan solusi secara analitik.
Sehingga, untuk mengatasi permasalahan tersebut dapat digunakan pendekatan

solusi secara numerik. Pada (Hairer & Wanner, 1991) dikatakan bahwa persamaan



2
diferensial yang kaku adalah masalah dimana metode eksplisit tidak bekerja.
Sehingga untuk menyelesaikan persamaan tersebut digunakan metode yang bersifat
implisit. Salah satu metode numerik yang bersifat implisit yaitu metode Runge-
Kutta implisit.

Metode Runge-Kutta implisit diperkenalkan oleh J.C Butcher pada tahun
1962. Perbedaan Runge-Kutta impisit dengan metode Runge-Kutta eksplisit yakni
untuk Runge-Kutta implisit pada setiap tahap terurut (k;) itu setidaknya ada satu
tahap yang bergantung pada dirinya sendiri atau pada satu tahap selanjutnya
(Engwer, 2018).
Allah Swt berfirman yang terdapat dalam QS. Thaha:50 yaitu:
SROELYHERR N JUF IR IR

“Musa berkata: “Tuhan kami ialah (Tuhan) yang telah memberikan kepada tiap- tiap
sesuatu bentuk kejadiannya, kemudian memberinya petunjuk”.

Inti dari ayat tersebut menyebutkan apabila setiap kejadian atau
permasalahan yang terjadi, Tuhan akan senantiasa memberikan petunjuk untuk
menyelesaikannya (Shihab, 2002). Perihal yang termuat dalam QS. Thaha: 50 ini
analog dengan pokok pembahasan yang akan dibahas dalam penelitian ini yaitu
adanya metode Runge-Kutta implisit merupakan petunjuk dari terbatasnya metode
Runge-Kutta secara eksplisit.

Metode Runge-Kutta dikenal sebagai metode numerik yang memiliki
keakurasian lebih baik dibandingkan dengan metode numerik yang lain (Chapra,
2002). Hal tersebut juga berlaku pada metode Runge-Kutta implisit. Oleh karena
itu, banyak paper yang membahas tentang metode ini dalam memecahkan beberapa
masalah, seperti yang dilakukan oleh (Biazar & Navidyan, 2014) dan (Skvortsov,

2013). (Biazar & Navidyan, 2014) menjelaskan penerapan metode Runge-Kutta



3
implisit pada persamaan Van der Pol, sedangkan (Skvortsov, 2013) menjelaskan
penerapan metode bagian (Lobatto- 11IC ) dari metode Runge-Kutta implisit yang
berorde dua pada beberapa contoh sistem persamaan diferensial.

Menurut (Granados, 2017) penerapan metode Runge-Kutta implisit dalam
menyelesaikan suatu sistem persamaan diferensial biasa yang tak linier cukup sulit.
Hal tersebut terjadi karena untuk mendapatkan nilai tiap langkah integrasinya (k;)
dibutuhkan metode numerik lainnya yaitu, metode Newton-Raphson.

Beberapa penelitian sebelumnya, diantaranya yaitu (Darvishi dkk, 2006),
yang membahas mengenai penyelesaian sistem persamaan diferensial biasa yang
bersifat kaku menggunakan metode iterasi variasi. Metode tersebut digunakan
peneliti karena tidak memerlukan parameter yang kecil dalam persamaan apapun.
Dari penelitian tersebut dapat ditarik kesimpulan bahwa metode iterasi variasi
konvergen lebih cepat dibanding metode dokomposisi Adomian.

Selanjutnya, penelitian ini akan merujuk dua sistem persamaan diferensial
biasa kaku yang diselesaikan oleh (Darvishi dkk, 2006), dimana sistem pertama
tergolong linier dan sistem yang kedua tergolong tak linier. Penelitian sebelumnya
tersebut juga dilengkapi dengan adanya solusi analitik, sehingga dapat
mempermudah penulis dalam mencari galat (error) pada solusinya yang dihasilkan
nantinya.

Berdasarkan paparan di atas, maka pada penelitian ini penulis akan
memaparkan penerapan metode Runge-Kutta implisit, khususnya metode Runge-
Kutta implisit orde dua pada sistem persamaan diferensial biasa (PDB) linier dan
sistem PDB tak linier yang kaku. Kemudian akan dibandingkan apakah solusi

numerik yang diperoleh menghampiri atau mendekati solusi analitiknya.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian

ini adalah:

1.

Bagaimana solusi untuk sistem PDB linier yang bersifat kaku menggunakan
metode Runge-Kutta implisit orde dua dan perbandingan dengan solusi
analitiknya?

Bagaimana solusi untuk sistem PDB tak linier yang bersifat kaku
menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde dua dan perbandingan

dengan solusi analitiknya?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini

adalah:

L

Mengetahui solusi untuk sistem PDB linier yang bersifat kaku menggunakan
metode Runge-Kutta implisit orde dua dan perbandingan dengan solusi
analitiknya.

Mengetahui solusi untuk sistem PDB tak linier yang Dbersifat kaku
menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde dua dan perbandingan

dengan solusi analitiknya.



1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dalam penelitian ini adalah :

1. Dengan mengetahui perbandingan solusi untuk sistem PDB linier yang bersifat
kaku menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde dua terhadap solusi
analitiknya, maka dapat dianalisis baik atau tidaknya metode tersebut.

2. Dengan mengetahui perbandingan solusi untuk sistem PDB tak linier yang
bersifat kaku menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde dua terhadap

solusi analitiknya, maka dapat dianalisis baik atau tidaknya metode tersebut.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah pada penelitian ini adalah:

1. Sistem PDB linier (Darvishi dkk, 2006)

/48 ha
ET Y
dy

A
i 4

dengan nilai awal yaitu x(0) = 1dany(0) =1
dan h = 0.1 dengan t € [0,5]

serta solusi analitiknya yaitu
x(t) = * (95672t — 48¢7961)
47
y(t) — 1(488—96t _ e—Zt)
47
2. Sistem PDB tak linier (Darvishi dkk, 2006)

dx
i —1002x + 1000y?



Y _
" Y-y

dengan nilai awal yaitu x(0) = 1 dan y(0) =1
dan h = 0.1 dengan t € [0,5]
serta solusi analitiknya yaitu
x(t) = e 2
y(t) =et
1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yakni
menelaah dan mengumpulkan beberapa literatur berupa buku, jurnal dan referensi
lain yang berkaitan dengan teori yang dibahas. Adapun langkah-langkah yang
digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Pada sistem PDB linier yang kaku
a. Menentukan fungsi-fungsi pada sistem PDB linier yang kaku.
b. Mensubtitusikan fungsi langkah integrasi k;, k,, [; dan [, pada poin
pertama.
c. Mencari nilai k;, k,, [; dan [, dengan metode subtitusi.
d. Mensubtitusikan nilai k,, k,, [; dan [, yang didapat pada poin ketiga ke
dalam nilai solusi x,,., dan y,, 4.
e. Melakukan iterasi pada x,,,, dan y,,.; sampai batas yang diinginkan.
f.  Menghitung dan menganalisis galat.
2. Pada sistem PDB tak linier yang kaku
a. Menentukan fungsi-fungsi pada sistem PDB linier yang kaku.
b. Mensubtitusikan fungsi langkah integrasi k,, k,, [; dan [, pada poin

pertama.
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c. Mencari nilai k4, k,, l; dan [, dengan metode Newton-Raphson yaitu
langkah- langkahnya sabagai berikut:
e  Menentukan nilai awal k4, k,, [, dan [,.
e Menghitung kq, , ko, , l1,,, dan i,  dengan rumus:

K1 =K; = [J(K)I'F(K))

e Melakukan iterasi sampai batas toleransi kesalahan (error) yang
diinginkan.
d. Mensubtitusikan nilai k; dan [; yang didapat pada poin ketiga ke dalam nilai
solusi x,,; dan y,, ;4.
e. Melakukan iterasi pada x,,,, dan y,,.; sampai batas yang diinginkan.

f.  Menghitung dan menganalisis galat.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan digunakan dalam penelitian ini adalah:
Bab |  Pendahuluan
Bab ini memuat latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, dan sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini menyajikan kajian- kajian kepustakaan yang menjadi landasan dan

dasar teori dalam pembahasan terkait solusi numerik sistem persamaan
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diferensial biasa yang bersifat kaku yang diselesaikan menggunakan
metode Runge-Kutta implisit orde dua.

Hasil dan Pembahasan

Bab ini menguraikan penerapan metode Runge-Kutta implisit orde dua
pada sistem PDB linier dan PDB tak linier yang bersifat kaku serta
dilengkapi dengan analisis galat pada kedua sistem tersebut.

Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dalam penelitian ini serta saran untuk penelitian

berikutnya yang berkaitan dengan penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sistem Persamaan Diferensial Biasa (PDB) yang Kaku

Sifat kekakuan (stiffness) pada sistem persamaan diferensial biasa pertama
kali diamati oleh Curtiss dan Hirschfelder pada tahun 1952 (Curtiss & Hirschfelder,
1952). Kedua ilmuan tersebut melakukan perhitungan secara numerik pada sebuah
model reaksi kimia, dimana komponen kimia yang diamati bereaksi sangat cepat
kemudian melambat dalam waktu yang sangat singkat. Selanjutnya pada tahun
1963, Dalquist melakukan uji serupa mengguakan metode numerik lainnya, dimana
metode tersebut tergolong sebagai metode dengan skema eksplisit (Dahlquist,
1963). Dalam proses uji tersebut ditemukan hasil stabilitas pada solusi yang
dihasilkan sangat buruk.

Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, dapat didefinisikan bahwa
sistem persamaan diferensial biasa yang kaku adalah sistem persamaan diferensial
dimana penggunaan sembarang metode numerik untuk menyelesaikan sistem
tersebut akan dihasilkan ketidakstabilan secara numerik, kecuali jika mengambil
nilai h (stepsize) yang sangat kecil (Lambert, 1992). Selain hasil yang tidak stabil,
penggunaan sembarang metode numerik tersebut juga akan berdampak pada
lamanya waktu perhitungan, sehingga sifat kekakuan tersebut dapat dikategorikan
sebagai masalah efisiensi waktu (Robert dkk, 1996). Adapun metode numerik yang
dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensia biasa yang kaku yaitu
metode dengan skema semi implisit ataupun implisit seperti metode Backward-

Euler, metode Adams-Moulton, metode Runge-Kutta implisit dan lain-lainnya.
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Dari berbagai literatur, selain dilihat dari pemilihan metode numerik yang
digunakan, sistem persamaan diferensial biasa yang bersifat kaku dapat diamati jika
(Hairer & Wanner, 1991) :
a. Nilai karakteristik (1) dari sistem tersebut bernilai berbeda negatif.
b. Paling sedikit ada satu nilai karakteristiknya yang sangat besar.
Adapun contoh dari sistem persamaan diferensial yang bersifat kaku adalah

sebagai berikut :

@ ios
TN U Y
(2.1)
dy
-
2 R &

Persamaan (2.1) tergolong sebagai sistem persamaan diferensial biasa linier,
sistem tersebut dapat dikatakan bersifat kaku jika memenuhi dua syarat diatas,
sehingga perlu dicari nilai karakteristik dari sistem tersebut terlebih dahulu, yakni

dengan rumus sebagai berikut:

det(A—AI) =0
dari persamaan (2.1) didapatkan
_[-1 95
4= [—1 —97]
sehingga
-1 95 .
”—1 —97] _’U| al)

karenal = [(1) (1)] maka

Z 2550l All=o

Sehimgga dapat disederhanakan menjadi
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”_: ! —935— ,1” =0

Selanjutnya diperoleh hasil determinan yakni
(“1-2)(=97-1)—-(-1)(95) =0
dan diperoleh
A2+981+192=0
Sehingga diperoleh akar-akarnya yaitu
Ay =-96dan 1, = -2

Berdasarkan perhitungan tersebut dapat diketahui kedua nilai
karakteristiknya bernilai negatif yaitu 4, = —96 dan 4, = —2 serta antara kedua
nilai karakteristiknya tersebut terlampau sangat jauh, maka sistem persamaan
tersebut telah memenuhi kedua syarat sebelumnya sehingga dapat dikatakan

sebagai sistem persamaan yang kaku. Adapun contoh lainnya yaitu:

X o _1002x + 1000y2
dt 4 Y

(2.2)
dy

Bt 2k

Persamaan (2.2) tergolong sebagai sistem persamaan diferensial biasa tak
linier, sistem tersebut dapat dikatakan bersifat kaku jika memenuhi dua syarat
sebelumnya, sehingga perlu dicari nilai karakteristik dari sistem tersebut. Namun,
karena sistem pada persamaan (2.2) tergolong tak linier maka sistem tersebut harus

dilinierisasi terlebih dahulu disekitar titik tetap yakni langkah-langkahnya sebagai

berikut:

. dx _ d_y _ .
Ambil pri 0 sehingga

dx _ 1002x + 100072
dt x Y

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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0 =—1002x + 1000y?

1000
* = 1002”7
dan
dy 5
ey —y—v2=0
ar y—y
Maka diperoleh
x—y-y*=0
karena x = =212 maka
1002
1000
Nt 2 A
1002” ~ V7Y
2 2 —
VA B

sehingga diperoleh
y; = 0 atau y, = =501
dan
x; = 0 atau x, = 250.5 x 103

Sehingga didapatkan dua titik tetap (x*,y*) yakni (0,0) dan (250.5 %
103,-501). Langkah selanjutnya untuk melinerisasi persamaan (2.2) dapat
digunakan titik tetap yang pertama saja, yaitu pada saat (0,0).

Misalkan bahwa

% = F(x",y") = —1002x + 10002

a * *
=Gy =x—y-y’

sehingga

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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aF(* 9 aF(* 9
— (x7, — (x¥,

[u]_ax Y dy Y [u
1‘7_66(**) 66(**)17
Oxx'y ayx'y

r0F 0.0 JoF 0.0
ax(') oy 0)

_ u
~|oG 00 aG 00 [v]
_a(') @(')

[ )

dimanmau=x—-x"=x—-0=xdanv =y —y" =y — 0 = y. Selanjutnya yaitu

mencari nilai karakteristik dari persamaan tersebut dengan perhitungan berikut:

det(A—AI) =0
dimana A = [_1;)02 _01]
sehingga
[0 O)-a]-c
karena I = [(1) (1)] maka

[ 51 -0

sehimgga dapat disederhanakan menjadi

”—10012 —A _10_ /1” —0

Selanjutnya diperoleh hasil determinan yakni
(=1002 - D)(-1-1)—-0=0
maka diperoleh akar-akarnya yaitu

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berdasarkan perhitungan tersebut dapat diketahui kedua nilai
karakteristiknya bernilai negatif yaitu A, = —1002dan 4, = —1 serta antara
kedua nilai karakteristiknya tersebut terlampau sangat jauh, maka sistem persamaan
tersebut telah memenuhi kedua syarat sebelumnya sehingga dapat dikatakan

sebagai sistem persamaan yang kaku.

2.2 Aturan Rantai
Jika suatu fungsi x = x(t) dan y = y(t) yang terdiferensialkan padat € D

serta suatu fungsi z = z(x,y) yang terdiferensialkan pada (x(t),y(t)) €eD.
Sehingga fungsi z = z(t) = z(x(t), y(t)) juga terdiferensialkan di t dengan aturan
yaitu (Anton, 2012)

dz_0z dx 0z dy

dt 0x dt 0dy dt
Bukti:
Karena fungsi z = z(x, y) terdiferensialkan di (x,y) € D, sehingga berlaku:

0z 0z
:a.Ax+£.Ay+slx+szy

Az
Dimana &; = &;(Ax, Ay) dan &, = &,(Ax, Ay) dengan

(Ax,Aljgll(0,0) &(Ax, Ay) = 0

Dan

(Ax,Alggg(o,O) £2(Ax, Ay) =0

Untuk At # 0 berlaku

Az 0z Ax+az Ay+Ax +Ay
At 0x At 9y At At Ac?
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Karena Ax = (t + At) — x(t) dan Ay = (t + At) — y(t) sehingga untuk t - 0

maka (Ax, Ay) — (0,0), mengakibatkan &; dan &, adalah fungsi dari At dengan

Aly—r}o &(At) = (Ax,Alggg(0,0) &=0
dan
hm 82 (A ) = 2 = 0

(AxAy) (0,0)
untuk At — 0, diperoleh

y Ax dx S 1 i Ay dy
A0 AT dt At>0 At dt

Selanjutnya dari beberapa hasil sebelumnya, maka

y Az_l_ 0z Ax 0z Ay+Ax +Ay
MO AL ats0lax AL T ay At T At ar 2

Sehingga diperoleh

dz 0z dx+62 dy
dt  0x'dt dy dt

Berdasarkan rumus diatas, dapat diketahui bahwa z merupakan fungsi satu

peubah terhadap t untuk % dan dapat dipandang juga sebagai suatu fungsi dua

0z 0z
peubah terhadap x dan y untuk = dan 3

2.3 Deret Taylor Satu Variabel

Teorema Taylor Jika suatu fungsi f(t) yang berturunan n + 1 kali disetiap titik
dalam suatu interval dimana termuat titik s, maka hanya terdapat 1 fungsi yang
memenuhi kondisi berikut (Purcel, 1997)

f®) =ay+a,(t—s)+a,(t—s)*+-+a,(t—s)"
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Berdasarkan teorema tersebut, selanjutnya untuk membuktikan deret Taylor
fungsi f(t) diturunkan satu kali, dua kali dan seterusnya hingga hasilnya seperti
berikut (Stewart, 2012):
f'(t) = ay +2a,(t —s) +3as(t — s)? + 4a,(t — s)3 ...
f'"(t) =2a, +3.2.a3(t —s) + 4.3.a,(t —s)?> + -
(2.3)
f"'(t) =32.a3 +43.a,(t —s) + -
fr) =nl(a)+m+Da(t—s)+ (n+2) a (6 —5)%+ -
Selanjutnya fungsi- fungsi turunan pada (2.3) diberikan suatu kondisi jika

t = s, sehingga

f(s) = ag

') =a4

f"(s) =2la, (2.4)
f"'(s) = 3la;

f(s) =nla,

Dengan mensubtitusikan nilai ay, a4, a,, ...,a, pada fungsi f(t) yang

terdapat pada teorema Taylor sehingga didapatkan

f(s)
2!

f(s)

n!

f@) =f)+f()E—s)+ (t—s)+-+ (t—s)"
2.4 Deret Taylor Dua Variabel
Diberikan Q € R? adalah domain dengan himpunan terbuka

B((xg,y0); Ax,Ay) c Q. Misal fungsi u(x) = u(xy,x,) =u(x,y) € Ck*1(Q)

(Engwer, 2018). Maka deret Taylor dua variabel didefinisikan dengan

Axdu Ayou (Ax)?0%u N (Ay)? 0%u

e T PR T VA TR E A TR
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2
AxAy 9%u  AxAy d%u 1 ou
o — Ax;) —
T ey T 2 ayex T T H Z( xf)axj
j:

+ 1. (x,y; Ax, Ay)
Persamaan diatas merupakan fungsi u(x,y) disekitar titik (xq,y,) dengan

mengganti x = x + Ax dany = y + Ay

2.5 Metode Runge-Kutta

Penyelesaian PDB secara numerik dapat menggunakan berbagai macam
metode, mulai dari metode yang sederhana hingga metode yang ketelitiannya lebih
tinggi. Metode sederhana yang sering digunakan yaitu metode deret Taylor. Namun
pada beberapa permasalahan, metode tersebut dianggap tidak praktis karena tidak
semua fungsi dapat dihitung turunannya dengan mudah, terutama bagi fungsi yang
bentuknya rumit. Semakin tinggi orde dari metode deret Taylor, maka semakin
tinggi juga turunan fungsi yang harus dihitung (Munir, 2006). Dari permasalahan
tersebut, maka dibutuhkan alternatif metode numerik lainnya yang tergolong
sederhana untuk menyelesaikan suatu fungsi PDB. Metode numerik tersebut salah
satunya yaitu metode Runge Kutta

Metode Runge-Kutta adalah alternatif lain dari metode deret taylor yang
tidak membutuhkan perhitungan turunan. Metode ini berusaha mendapatkan derajat
ketelitian yang lebih tinggi, namun dengan cara yang sederhana. Metode Runge-
Kutta mempunyai tiga sifat utama (Triatmodjo, 2002):
1. Metodenya satu langkah: untuk mencapai y,,,; hanya diperlukan keterangan

yang tersedia pada titik sebelumnya yaitu x,,, yin-
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2. Mendekati ketelitian deret Taylor sampai suku dalam hP, dimana nilai
p berbeda untuk metode yang berbeda, dan p ini disebut derajat dari metode.
3. Tidak memerlukan perhitungan turunan f(x,y). tetapi hanya memerlukan
fungsi itu sendiri.

Secara umum bentuk metode Runge-Kutta orde n ditulis sebagai berikut.

VYn+1 = Yn + b1ky + byky + -+ + brk;

S
Y1 = Yu+h ) bk
=1

/ (2.5)
S}
ki = f| tn + chyp + hzalj k;
=
Dengan t,, = ty, + n.At - At = hdan y,, = y(t,)
Sehingga nilai k; dapat dijabarkan sebagai berikut:
ki = f(tn Yn)
k, = f(tn + c;h, y, + h(a21k1))
(2.6)

ks = f(tn + c3h, v, + h(as k, + agzkz))

ki = f (o + csh, v + h(asaky + agphs + -+ + ags_1ks 1))

Dengan a, b dan ¢ adalah konstanta. Nilai k; menunjukkan hubungan yang saling
berurutan, misalnya nilai k; harus dicari terlebih dahulu untuk menentukan nilai
k,, dan juga jika kedunya sudah diketahui maka nilai k5 juga dapat dihitung, dan

begitu seterusnya (Chapra, 2002)

2.6 Metode Runge-Kutta Implisit
Dalam skema penyelesaiannya, metode Runge-Kuta dibagi menjadi dua,

yaitu skema eksplisit dan skema implisit. Pada umumnya, metode Runge-Kutta
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yang berkembang hingga saat ini merupakan metode Runge-Kutta dengan skema
eksplisit, namun ada beberapa permasalahan yang tidak bisa diselesaikan secara
eksplisit. Hal tersebut mengakibatkan adanya pengembangan metode Runge-Kutta
secara implisit.

Runge-Kutta dengan skema implisit digunakan dalam mencari solusi
numerik sistem persamaan diferensial yang berifat kaku (stiff equation). Selain dari
kegunaanya, perbedaan Runge-Kutta implisit dan eksplisit yaitu jika pada Runge-
Kutta ekplisit setiap tahap terurut (k;) hanya bergantung pada nilai k; sebelumnya,
misalnya untuk mendapatkan nilai k, maka harus dicari nilai k; terlebih dahulu.
Sedangkan untuk Runge-Kutta implisit pada setiap tahap terurut (k;) itu setidaknya
ada satu tahap yang bergantung pada dirinya sendiri atau pada satu tahap
selanjutnya (Engwer, 2018).

Rumus Runge- Kutta secara eksplisit dapat dilihat pada persamaan (2.5) dan
(2.6), yang mana dapat diartikan bahwa rumus Runge- Kutta secara eksplisit
merupakan rumus umum dari metode Runge- Kutta itu sendiri. Berbeda dengan
skema secara eksplisit, rumus Runge- Kutta secara implisit berdasarkan pernyataan
sebelumnya dapat dituliskan sebagai berikut (Engwer, 2018):

Dengan t, = ty, + n.At - At = hdan y,, = y(t,)
s
Ve = +h Y bik
j=1
Nilai k; dapat dijabarkan sebagai berikut:
ky = f(tn + c1ih yn + h(agiky + apky + -+ + agsks))
ko = f(tn + coh Yo + h(ag1ky + agoky + -+ + agsks)) 2.7)

ks = f(tn + c3h, ¥, + h(az kg + azk, + -+ + aSSks))
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ki = f(tn + cih, yn + h(anky + appks + - + aisks))
Setelah nilai k; diketahui, maka nilai y,,,, dapat ditentukan. Namun, karena
pada setiap langkah k; mengandung langkahnya sendiri dan satu langkah
selanjutnya, maka untuk mendapatkan nilai y,,; dibutuhkan perhitungan yang

cukup rumit dan juga ketelitian yang tinggi.

2.7 Penurunan Metode Runge-Kutta Implisit Orde Dua
Berdasarkan rumus IRK pada subbab 2.6, maka untuk IRK orde 2 diperoleh
nilai dan fungsi-fungsi sebagai berikut:
Yn+1 = Yn + h(b1k, + byk,)
dan
ky = f(tn + c1h, vy + h(agiky + agzk,))
ko = f(tn + c2h yn + h(aziky + azzks))
Tahap pertama dalam penurunan metode Runge- Kutta Implisit orde dua yaitu

dengan menderetkan y,, ., disekitar y,, seperti berikut.

[ ) (2.8)
Yn+1 = Yn + f(tn, y)h + %hz
untuk f'(t,, v,) dapat diuraikan menggunakan aturan rantai seperti pada subbab

2.2 yakni

) _of(ty) of(ty)dy (2.9)
fltnyn) = —5, oy dt

Selanjutnya, subtitusi persamaan (2.9) ke persamaan (2.8) sebagai berikut

of(t.y) of(ty) d_y> h?

2.10
at dy dt)2! (2.10)

Yn+1 =Yn t+ f(tn'yn)h + (
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of (t,y)h* of(t,y)dy h?
at 2! dy  dt 2!

Yn+1 =Yn + f(tn; yn)h +

Tahap kedua adalah menderetkan fungsi k, dan k, menggunakan deret

Taylor untuk 2 variabel seperti pada subbab 2.4 yakni

ki = f(tn + cih y, + h(ag ky + a12k2))

of af 2.11
= f(tn,yn) + C1hE + h(ay1ky + agzk;) @ + 0((At)?) ( )

ky, = f(tn + coh, v, + h(az ik, + azzkz))
(2.12)

af af )
=~ f(tnyn) + Czha + h(az 1k, + azzkz)a + 0((At)?)

Tahap ketiga adalah mensubtitusikan hasil dari tahap kedua pada nilai y,,,., sebagai
berikut
Yn+1 = Yn + h(biky + byk5)
=y, + hb k, + hb,k,
of af
= Y + hby (f(tn:yn) + cith—-+ h(ai1ky + aszk;) ==
Jt ady
+ 0((At)3>
of
+ hb, (f(tn,yn) + et
of 5
+ h(azik, + azzkz)@ + 0((AY) ))

of
= yn + h. f(tn, ). (by + by) + h*(bycy + bzcz)g

+ h?((b1a11 + baz1)k,

+ (bya,, + bzazz)kz) % + 0((At)?)

(2.13)

karena pada persamaan (2.13) masih mengandung nilai k; dan k,, maka kedua

nilai tersebut akan disubtitusikan dengan f(t,,y,), dimana fungsi tersebut
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merupakan hasil dari persamaan (2.11) dan (2.12) yang dipotong sampai orde

pertama. Sehingga persamaan (2.13) menjadi

of
Y1 = Yn + h f(tn, yn)- (by + by) + h*(bycy + bycy) ET

+ hz((b1a11 + byaz1) f (tn, Yn)
af
+ (bray, + bzazz)f(thYn)) @ +0((A1)?)

aof
= yp + h. f(tn, yu)- (by + by) + h2(byc; + bzcz)a

+ hz((b1a11 + byazq)
+ (b1ay, + bzazz)) ff(tn' ¥n) + O((A)*)

of
= yp + h. f(tn, yu)- (by + by) + h2(byc; + bzcz)a

of dy
+ h?(byaq; + byay; + byag, + bray,) =—
oy dt
+ 0((At)?)

af 2.14
= yp + h. f(tn, Y)- (by + by) + h2(byc; + bzcz)a ( )

of dy
dy dt

+ h? (b1(a11 + aqz) + by(az, + azz))
+ 0((At)?)
Tahap terakhir adalah mencari nilai a;,, b; dan ¢;. Nilai- nilai tersebut dapat

dicari dengan membandingkan persamaan (2.14) dan (2.10) sehingga diperoleh

h.f(tn, yn).(by + by) = f(ty, y)h > by + by =1

of _of h?

h? (bicy + bycy) =— Ot 6t 2,

- bycy + byc, = 5
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of dy _ af(t,y) dy h?
h?(by(aq1 + aqz) + by(az1 + azz) )EE = % prT]

1
= by(ay; + agp) + by(az; + azy) = >

karena bic; + byc, = ;dan by(ay1 + aqz) + by(ay; + ayy) = %

maka nilai c¢; dan c, yakni

c1 =ay; +a;danc, = ay; + ay;
karena jumlah konstanta yang akan dicari lebih banyak dapi pada jumlah
persamaan- persamaannya, maka ada beberapa konstanta yang dapat ditentukan

secara bebas, tetapi tetap memenuhi persyaratan dari persamaanya.

1

Misalnya dipilih a;; = i, Az = =7 Q1 = i, dan a,, = % Sehingga

konstanta- konstanta lainnya dapat dicari sesuai persamaan sebelumnya yakni

® (g =041 +ag2 ® C; = Az T Ay
1+( 1) 5 1+5 2
= — = —algty = = — _—— ——
4 3]~ @ 4 127273
® bith =1 ° b1C1+b2C2:§
b]_:]._bz 2
b ! b #
= — - = —
2 oy 4
sehingga
b1=1_b2

b, =1 3 b !
= —_ - = —
1 4 "1 7Ty

Sehingga dapat diketahui bahwa rumus IRK orde dua yakni
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1 3
Vs = v+ b (gH + T2
dan

11 215
k1=f(tn,yn+h<zk1—zkz)) (215)

k, = f(tn +Eh,yn + h(lkl +ik2>>
3 4 12
Berdasarkan paparan diatas, maka diketahui cara penurunan metode Runge-
Kutta implisit orde dua. Persamaan (2.15) akan berbeda jika konstanta a;,, b; dan
¢; yang diambil berbeda. Oleh karena itu, metode Runge-Kutta implisit tergolong
sebagai metode yang unik karena mempunya beberapa solusi walaupun hasil

solusinya tidak berbeda jauh.

2.7.1 Metode Runge-Kutta Implisit Orde Dua pada Sistem Persamaan
Diferensial Biasa

Isi subbab 2.7 merupakan penurunan metode Runge-Kutta implisit pada
satu persamaan diferensial biasa. Sehingga hasil dari subbab tersebut dapat

dikembangkan kembali untuk menyelesaikan sistem PDB yang terdiri dari beberapa
persamaan. Misalnya sistem PDB yang terdiri dari dua persamaan yaitu % dan %.

Langkah awal untuk membedakan kedua persamaan tersebut yaitu dengan

memisalkan dengan fungsi yang berbeda seperti berikut:

dx

E = f(tn» Xn» Vn)

dy
E = g(tni Xn yn)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berdasarkan hal tersebut, dapat dipastikan bahwa nilai tiap langkah integrasinya
juga akan berbeda. Jika dimisalkan bahwa nilai tiap langkah integrasi pada % yaitu
k; dan nilai tiap langkah integrasi pada 2—3; dimisalkan sebagai [;. Sehingga

persamaan 2.15 dapat berkembang menjadi:

1 3
xn+1 = xn +h<2k1 +Zk2)

1 3
Yni =y +h(3h +31L)

dengan

11 11
k= f tn,xn+h<zk1—Zkz),yn+h<1l1—Zl2>
(2.16)

2 1. | 5 | [VC
k, = £l e, +§h,xn+h(zk1 +Ek2),yn +h<le +E12>

2 et 42 15
=g ta+5h +h<Zk1 +Ek2>,yn +h(Zl1 +Elz>

2.8 Metode Newton Raphson

Penyelesaian suatu fungsi tak linier dengan menggunakan rumus Runge-
Kutta secara implisit tidak mudah untuk diselesaikan seperti halnya pada skema
yang bersifat eksplisit. Dalam hal ini, dibutuhkan bantuan dari metode lain untuk
mendapatkan nilai tahapan dari k; yaitu menggunakan metode Newton Raphson.

Metode Newton termasuk dalam salah satu metode numerik yang sering digunakan.
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Metode tersebut dibentuk dari deret Taylor pada fungsi f (x) disekitar titik x; yakni

sebagai berikut (Remani, 2013)

1
fGO) =fCa) + (e —x)f (e + 5, (x = x)2f" (y) + -+
jika fungsi f(x) dipotong sampai orde pertama sehingga diperoleh

fQ0) = f(x) + (x —x1)f"(x1)

Kemudian fungsi f(x) disetarakan dengan 0, maka

flx1) + (x—x)f (%) =0
sehingga didapatkan
f(x1)

RSN

Persamaan tersebut dapat digeneralisasi sebagai suatu persamaan yang

dikenal sebagai metode Newton yakni (Remani, 2013)

f@
)

Persamaan (2.17) merupakan metode Newton untuk menyelesaikan satu persamaan

Xiy1 = X (2.17)

fungsi. Persamaan (2.17) dapat dimodifikasi, yang mana hal tersebut dilakukan
untuk menyelesaikan beberapa persamaan (sistem persamaan) fungsi. Adapun

modifikasi tersebut yakni

Xn+1 = Xn - U(Xn)]_lF(Xn)

(2.18)
dengann =0,1,2, ...
Xo f1(x0)
Xn — xl ,F(Xn) — fz(x1)
Xn fn(xn)

dan
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[6f1(x0,x1,...,xn) af1(x0:x1:-- xn)]
&1 =|

afn(xlel' "'lxn) afn(xOJ xl: .- xn)J
dx,

Selanjutya hal yang perlu diperhatikan dalam melakukan iterasi menggunakan
metode Newton-Raphson yaitu mendefinisikan toleransi kesalahan (&) yang
diharapkan. Nilai tersebut dapat digunakan untuk menentukan nilai akar persamaan.
Jika |x;41 — x;| < €, maka akar persamaan x;,, yang dipilih dan jika |x; ., — x;| >

€, maka iterasi akan terus berlanjut hingga kondisi pertama terpenuhi.

2.9 Galat (Error)

Galat merupakan sebuah alat untuk mengetahui seberapa dekat solusi dari
pendekatan secara numerik dengan solusi dari pendekatan secara analitik. Ketika
galat yang diperoleh semakin kecil, maka semakin akurat (teliti) solusi numerik
yang diperoleh. Jika hal tersebut berlawanan, maka dapat disimpulkan bahwa solusi
numerik yang diperoleh nilai keakuatannya akan semakin kecil. Misalkan ¥ (t)
adalah solusi aprokmasi dari metode Runge-Kutta impisit dan y(t) merupakan

solusi sebenarnya, sehingga galat dari suatu permasalahan dapat dituliskan sebagai:

e =y() -yl

2.10 Kajian Islam tentang Konsep Berpikir

Menurut (Ismail, 2014) dalam Al-Qur’an, Allah telah menjelaskan
mengenai jenis- jenis konsep berpikir, salah satunya yaitu Al- Tadabbur. Tadabbur
merupakan kata yang berasal dari kata dasar “dabara” yang bermakna melihat

sesuatu yang terjadi dibalik suatu permasalahan. Jika dihubungkan dengan
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pemikiran rasional, maka arti tadabbur yaitu memikirkan apa yang ada dibalik
sesuatu atau dalam artian lain yaitu memikirkan sesuatu yang tersirat (implisit)
dibalik sesuatu yang tersurat (eksplisit). Salah satu ayat yang mengandung kata
tadabbur yaitu dalam QS. An-Nisa:82

T G2 T o 135 T A8 e 30 OF 55 ;\b’d‘ 55

“Maka apakah mereka tidak memperhatikan Al-Qur’an? Kalau kiranya Al-Qur’an itu
bukan dari sisi Allah, tentulah mereka mendapat pertentangan yang banyak didalamnya .

Dalam tafsir ibnu Katsir (2000) makna ayat ini, bahwa Allah Swt berfirman:
Gf/>£’”f /‘5’// /1;
Q\;J_Q.H L))J.g.)\lg )b\
“Maka apakah mereka tidak memperhatikan Al-Qur’an? .
Yakni Allah Swt memerintahkan kepada manusia untuk memperhatikan apa
yang terkandung di dalam Al-Qur’an baik makna yang tersurat maupun makna yang
tersirat.

S & wie 30 K 55
“Kalau kiranya Al-Qur’an itu bukan dari sisi Allah”

Banyak orang dari kaum musyrik dan kaum munafik yang mengatakan

jikalau Al-Qur’an itu dibuat-buat.

S GLa T as 1,355 & A8 wee 32 0K 55

“tentulah mereka mendapat pertentangan yang banyak didalamnya ”

Yaitu niscaya akan banyak dijumpai pertentangan- pertentangan. Namun,
hal tersebut bertolak belakang, karena Al-Qur’an bebas dari pertentangan, kelabilan
dan perbedaan. Allah juga menegaskan bahwa Al-Qur’an itu hanya dari sisi Allah
dan Allah melarang untuk berpaling dari Al-Qur’an dan dari memahami makna-
maknanya yang muhkam (ayat yang bermakna jelas) dan yang mutasyabih (ayat

yang bermakna samar).



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dipaparkan mengenai penyelesaian sistem persamaan
diferensial biasa (PDB) yang bersifat kaku (stiffnes) secara numerik. Sistem PDB
kaku yang akan diselesaikan dibagi menjadi dua, yaitu linier dan tak linier.
Selanjutnya, penyelesaian numerik menggunakan metode Runge-Kutta implisit
orde dua akan dianalisis pada subbab 3.1 dan subbab 3.2. Kedua subbab tersebut
juga dilengkapi dengan analisis galat yang dicari dengan membandingkan dengan
hasil dari solusi analitiknya.

3.1 Metode Runge-Kutta Implisit Orde Dua pada Sistem PDB Linier yang
Kaku

Berdasarkan batasan masalah pada subbab 1.5, diberikan suatu sistem

persamaan diferensial biasa linier yakni

dx (3.1)
— = — 95

™ X it O

dy

—Z = _x—-97

it ) = Gy

dengan nilai awal yaitu x(0) = 1 dan y(0) = 1
Langkah pertama dalam penerapan metode Runge-Kutta implisit yaitu memisalkan
ruas kanan dari persamaan (3.1) menjadi suatu fungsi yakni

dx

E = f(tn» Xn yn)

dy
E = 9(tn Xn, Yn)
Langkah kedua adalah mensubtitusikan (2.16) pada persamaan (3.1), sehingga

menjadi

29
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11 11 (3.2)
ey = — xn+h(zk1—zk2) +95 yn+h<le—le)

1 1 95 95
= —Xn _thl +th2 + 95yn +Thll _Thlz

1 s 1 s
ky = — xn+h(zk1+ﬁk2) +95 yn+h(zll+ﬁlz)

1 5 95 475
= —Xp — thl —= Ehkz + 95yn + Thll + Ehlz

11 11
1, =g xn+h<Zk1—Zk2) —97 yn+h(zll—zl2>

1hk +1hk 97 97hl +97hl
=—Xp — 70Ky T NKy — 9/ Yy — ——hlp T — iy
4 4 4 4 (3.5)

I, = hlk 5k g hll 1l
=[xt r (Gl 5yk) mth(3h-3t)

1 5 97
= —Xn _thl _Ehkz . 97yn +Thll __hlz

(3.3)

(3.4)

Langkah ketiga adalah menyelesaikan sistem persamaan (3.2) sampai (3.5) untuk
mencari nilai k4, k,, [; dan [, dengan menggunakan cara subtitusi sebagai berikut:

¢ Mengelompokkan nilai yang mengandung variabel k; pada persamaan (3.2)

\ (=n + 3 hles + 95y, + 22 hly — 22 bl ) (3.6)
LT

1

&t

e Mensubtitusikan persamaan (3.6) pada persamaan (3.3), (3.4) dan (3.5),
sehingga dihasilkan

- —2h2%k, + 190h%l, — 5hk, + 285hl, + 475hl, — 12x,, (3.7)
2 3(h +4)

, 1140y,
3(h+4)
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_ —48h2l; + 48R%L, + hk, — 97hly + 97hl, — 192hy, (3.8)
=
h+ 4

(—4x,) — 388y,
h+4

—2h2k, — 144h2l, — 50h%l, — Shk, — 291hl, — 485hl, (3.9)
3(h + 4)

lz=

(—12x,) — 576hy,, — 1164y,
3(h+4)

e Mengelompokkan nilai yang mengandung variabel k, pada persamaan (3.7)

k2:

—190h2l, — 285hl, — 475hl, + 12x, — 1140y, (3.10)
2h? + 8h + 12

e Mensubtitusikan persamaan (3.10) pada persamaan (3.8) dan (3.9) sehingga

dihasilkan
) 96h%1, — 96h31, + 196h?l, — 384h?%l, + 384h%y, (3.11)
B 2h% + 8h + 12
. 299hl, — 291hl, + 8hx,, + 776hy, + 121, + 12x,, + 1164yn)
2h?2 +8h + 12
_ (96h%l; + 160h31, + 384h?l; + 452h%1, + 384h%y, (3.12)
B 2h?2 +8h + 12

, 291hLy + 493hl, + 1536hy, + 121, + 12x, + 1164yn)
2h% + 8h + 12

e Mengelompokkan nilai yang mengandung variabel [, pada persamaan (3.11)

. 96h31, + 384h%l, — 384h2y, + 291hl, — 8hx,, — 776hy, (3.13)
L 96h3 + 196h2 + 299h + 12

12x, + 1164y,
96h3 + 196h% + 299h + 12

e Mensubtitusikan persamaan (3.13) pada persamaan (3.12). Kemudian

mengelompokkan nilai yang mengandung variabel [,
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_ 3(32h%x,, — 32h%y, — 128hy, — X, — 97, (3.14)
27 73072h* + 6272k3 + 4866h% + 196h + 3

e Mensubtitusikan persamaan (3.14) pada persamaan (3.13) untuk memperoleh

nilai [,

1=

12288h3y,, + 160h2x, + 24928h2y, + 196hx, (3.15)
3072h* + 6272k3 + 4866h2 + 196h + 3

.\ 19012hy, + 3x, + 291y, )
3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

e Mensubtitusikan persamaan (3.15) dan (3.14) pada persamaan (3.10) untuk
memperoleh nilai k,

_ 3(3104h%x, + 3040h%y, + 128hy, + x, — 95y;,) (3.16)
2~ 3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

e Mensubtitusikan persamaan (3.16), (3.15) dan (3.14) pada persamaan (3.6)

untuk memperoleh nilai k,

_ (12288h%x, + 9568h*x, — 15200h%y, + 196hx,, (3.17)
L 3072h* + 6272h3 + 4866h2 + 196h + 3

\ —18620hy, + 3x, — 285y, )
3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

Langkah selanjutnya yaitu mencari nilai x,,,, dan y, ., dengan mensubtitusikan
nilai k,, k5, l; dan [, yang terdapat persamaan (3.14) sampai (3.17) ke persamaan
(2.16), sehingga dihasilkan nilai solusi sebagai berikut

h 3h 3.18
xn+1=xn+zk1+7k2 ( )

_ (3104R%x, + 3040h%y, — 4529h%x, — 4655h%y,
a 3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

285hy, + 193hx,, + 3x, )
3072h* + 6272h3 + 4866h? + 196h + 3
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ho 3h (3.19)
Yn+1 = Yn +Zl1 +le

_ 32h%x, — 32h%y, — 49h%x, — 175h%y, — 95hy,
B 3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

N (—=3hx,) + 3y,
3072h* + 6272h3 + 4866h% + 196h + 3

Langkah terakhir yaitu melakukan proses iterasi pada nilai solusi pada persamaan
(3.18) dan (3.19) dengan mensubtitusikan nilai awal yaitu x, dan y, serta nilai h
sesuai pada batasan masalah.

sehingga

_ (3104h%x, + 3040h%y, — 4529hx, — 4655h%y,
1= 3072h* + 6272h3 + 4866h2 + 196h + 3

285hy, + 193hx, + 3x, >
3072h* + 6272h3 + 4866h? + 196h + 3

_ —3104(0.1)*(1) — 3040(0.1)*(1) + 4529(0.1)*(1)
~3072(0.1)* + 6272(0.1)3 + 4866(0.1)2 + 196(0.1) + 3

4655(0.1)%(1) + 285(0.1)(1) + 193(0.1)(1) + 3(1)
3072(0.1)* + 6272(0.1)3 + 4866(0.1)% + 196(0.1) + 3

= 1.75356376

_ 32h%xq — 32h%yy — 49h%x, — 175h%y, — 95hy,
Y1 =TT 3072h% + 627213 + 4866h% + 196K + 3

(—=3hxy) + 3y,
3072h* + 6272h3 + 4866h2 + 196h + 3

+

~32(0.1)%(1) — 32(0.1)*(1) — 49(0.1)*(1) — 175(0.1)%(1)
~ 3072(0.1)* + 6272(0.1)3 + 4866(0.1)2 + 196(0.1) + 3

—95(0.1)(1) — 3(0.1)(1) + 3(1)
¥ 3072(00)* + 6272(0.1)° + 4866(0.1)% + 196(0.1) + 3

= —0.116136856
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Jadi pada saat n =1, diperoleh nilai x; = 1.75356376 dan y, =
—0.116136856. Langkah di atas kemudian diulang sampai iterasi ke-51 (n = 50).
Untuk mempermudah perhitungan digunakan bantuan program bahasa Python
sebagaimana terlampir pada Lampiran 1. Hasil solusi numerik dengan
menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde dua dan solusi analitik yang
terdapat pada subbab 1.5 sesuai masalah persamaan (3.1) diberikan pada Tabel 3.1

sebagai berikut:

Tabel 3.1 Solusi Numerik dan Analitik dari Persamaan (3.1) pada t € [0,5] dengan h = 0.1

n Xn+1 Xn+1 Yn+1 Yn+1

0 1 ik 1 i

. 1.75356376 1.65481214 —0.11613686 | —0.01735063
2 1.34530285 1.35490222 —0.00471942 | —0.01426212
3 1.11015213 1.10930012 —0.01259845 | —0.01167684
4 0.90805219 0.90821812 —0.00947023 | —0.00956019
50 0.00009167 0.00009177 —0.00000009 | —0.00000009

Berdasarkan Tabel 3.1 diketahui bahwa X,,, dan y ., merupakan solusi
numerik sedangkan x,.; dan y,., merupakan solusi analitik. Hasil penyelesaian
selengkapnya mulai dari n = 0 hingga n = 50 dapat dilihat pada Lampiran 3.
Selanjutnya, hasil penyelesaian tersebut juga dapat disimulasikan sehingga

dihasilkan plot sebagai berikut:
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1.8

Gambar 3.1 Plot X,,,; dan x,,, dari Persamaan (3.1) pada t € [0,5]

1.0 T T T T

0.8

|
06l
|
|
|

0.2 H i

0.0 Flagoowsssssoseesrsorosssrsrssrtersssresererresreeereereeey

—0.2 1 1 I I
0 il 2 3 4 5

Gambar 3.2 Plot ¥,,,, dan y, . dari Persamaan (3.1) pada t € [0,5]

Pada Gambar 3.1 dan 3.2 garis hijau adalah solusi analitik dan titik- titik
biru merupakan solusi numerik. Gambar 3.1 menginterpretasikan adanya perbedaan
nilai solusi yang terlampau cukup besar yaitu pada n = 1, dimana diperoleh nilai
solusi numerik vyaitu 1.7535637 dan solusi analitiknya yaitu 1.65481214.
Selajutnya Gambar 3.2 juga menginterpretasikan perbedaan nilai solusi yang
terlampau cukup besar terjadi pada n = 1 dan n = 2, dimana diperoleh nilai solusi

numerik yaitu -0.11613686 dan solusi analitiknya yaitu -0.01735063 ketikan = 1.
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Sedangkan ketika n = 2, diperoleh nilai solusi numerik yaitu -0.00471942007 dan
solusi analitiknya yaitu -0.0142621240

Selanjutnya berdasarkan hasil penyelesaian pada Tabel 3.1, maka dapat

diketahui nilai galat dari penyelesaian persamaan (3.1) secara numerik dan analitik

yaitu sebagai berikut:

Tabel 3.2 Galat pada Hasil Solusi Persamaan (3.1)

n Galat x Galat y

0 0 0

1 9.875 x 1072 9.879 x 1072
2 9.599 x 1073 9.542 x 1073
3 8.520 x 10™* 9.216 x 10~
4 1.659 x 10~* 9.216 x 107
50 9.692 x 1078 1.020 x 10~°

Berdasarkan Tabel 3.2 dapat dilihat bahwa galat terkecil yang diperoleh
adalah 9.692 x 10~8 untuk x dan 1.020 x 10~ untuk y, dimana keduanya didapat
pada iterasi ke-51. Sedangkan galat terbesar yang diperoleh yaitu 9.875 x 1072
untuk x dan 9.879 x 10~2 untuk y, dimana keduanya didapat pada iterasi kedua.
Hasil perhitungan galat selengkapnya dapat diliat pada Lampiran 5.

Simulasi galat dilakukan berdasarkan solusi analitik dan solusi numerik

pada persamaan (3.1) sehingga perbandingan kedua solusi tersebut dapat dilihat

pada Gambar 3.3 dan Gambar 3.4
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0.08 H e

0.06 H E

0.04 E
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0.00

t

Gambar 3.3 Plot Galat antara X,,,, dan x,,,, dari Persamaan (3.1) pada t € [0,5]

0.10 T T T T

0.08 H .
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0.04 .
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Gambar 3.4 Plot Galat antara ¥,,,, dan y,,, dari Persamaan (3.1) pada t € [0,5]

Gambar 3.3 dan Gambar 3.4 menunjukkan bahwa perbedaan nilai yang
signifikan pada saat iterasi-iterasi awal. Namun semakin banyak iterasi yang
dilakukan, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa galat yang diperoleh akan

semakin kecil (mendekati 0).
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3.2 Metode Runge-Kutta Implisit Orde Dua pada Sistem PDB Tak Linier
yang Kaku

Berdasarkan batasan masalah pada subbab 1.5, diberikan suatu sistem

persamaan diferensial biasa tak linier yakni

x , (3.20)
== = ~1002x + 1000y

dt

Y _ a2

- y—y

dengan nilai awal yaitu x(0) = 1 dan y(0) = 1
Langkah pertama dalam penerapan metode Runge-Kutta implisit yaitu memisalkan
ruas kanan dari persamaan (3.20) menjadi suatu fungsi yakni

dx
E = f(tn' Xn, yn)

dy
E = g(tn, Xn, Yn)

Langkah kedua adalah mensubtitusikan (2.16) pada persamaan (3.20), sehingga

menjadi

11 11 W (32D
k, = —1002 xn+h<zk1—zk2) +1000 yn+h(zll—zl2)

501 501 ,
= —1002xn - Thkl + Thkz + 1000yn + SOOynhll

125 , 125 gt
500y, hly + ——h21f = 125k L1, +——h?13

1 5 (3.22)
kz = _1002 xn + h(zkl +Ek2)

2
1 5
+ 1000 yn+h(zl1 +El2)
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501 835 ,
= —1002:x,, — —~hky +—=hk, + 1000y + 500y, hl;

2

2500 125 , . 625 3125 .
+Tynhlz +Th ll +Th lllz +1_8h lz

L= (xn +h (%kl - %k2)> - <yn +h Gll _%lz» (3.23)

1 00
-+ n (G- 50)

1 1 1 © g , N
- xn +th1 _thz _yn _Zhll +Zhlz _yn _Eynhll

1 1 1 il
+§ynhlz == Ehzl% + §hzlllz - 1—6h2l%

1 5 1 5
= [+ (Gt i) )= O+ 2 G0+ 5310)
2
1 5
- yﬂ*"(zll*Elz)

1 5 5 21
= Xn +th1 +Ehk2 —In _Zhll _Ehlz 3V _Eynhll

(3.24)

5

1 5 2
i __—p272 4 2 e’ | P
= Yahly == h*1 + o2 k2L L, — == h213

Langkah ketiga adalah menyelesaikan sistem persamaan (3.21) sampai (3.24) untuk

mencari nilai k;, k,, [; dan [, dengan menggunakan metode Newton-Raphson

sebagai berikut:

Kiy1 = K; — [J(K)]'F(K;) (3.25)
dimana
k1i+1 [kli
kzi

ks,
K= [11 +1‘;Ki = {11 ‘
i+1 i

l2i+1 lZi
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O Oh Of Ofi
ok, ok, dl, al,
of O O O A
ok, 0k, dl, al, [;
K;) = JF(K) = |12
JK) dg1 091 091 09y (K 91
ok, ok, oL, ol 9g2];
g, 09, 09, 09,
3k, ok, al, oLl
dengan
fi = filke, kg by, b X, Yy B)
501 501 4
= ~1002%, — ——hky + —~hk; + 100032 + 500y, hly — 500y,hl, +
125 125
——h2E = 1250201 + —= 121 — Ky
f2 = fa(ky, ko, by, by, X0, Y, B)
501 835 2500
= —1002Xn - Thkl 17 Thkz 3 1000}11% ar SOOynhll Tr Tynhlz
125 625 3125
F W2+ =R + o B — ks
g1 = gl(kll kZ' l1, lZ'xn' Yn, h)
1 1 wr y & 1 1,
= Xy + thl - thz 5 yn - Zhll + Zhlz = yn =S Eynhll + Eynhlz =3 Eh ll
1 1
+5h2hly - 2-h2 B — 1y
g2 = 9> (k1; ka llf lZf X Yno h)
1 5 5 , 1 5 1,
= Xn +th1 + Ehkz —Yn — Zhll —Ehlz —Yn — Eynhll - gynhlz —Eh ll
5 25
—_h2 _2Y 292
tophPll - T WP — L,
dan
of, 501 99

o,z " ok, 4"
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ofy _ _S01, 09, _ 1,
ok, 2 ok, 4

of 99, 1 1 1 1

—— = 125h%l, — 125h%1, + 500h — =——h——=hy —=h%l, +-h%l, -1
al, ! 2 n al, 4T gt Tt
f, dg, 1 1 1 1

—— = —125h%l, + 125k%l, — 500h — =—h+—-hy +-h*, —=h%

a1, ! 2 Yoo QL TarTyhT gt Tt

of, 501 39, 1

ok, 2 ok, 4

d 823 d 5

iZ——h—l ﬂ:_h

ok, 2 ok, 12

afy 625 99, 1° A 1 5
—~ = 500hy_+ 125h%*l, + — K%l L s e, & h’]
al n Sl al, 4" 2T gt Tt
af, 2500 GEENE 5 151758 WA 40> 5 AL |
1 s i - — = —— S —hy"—— R, — R
L, 3 Mat bt T TRt T I Tt T

Kemudian untuk menentukan nilai K;, ¢, dibutuhkan nilai awal yang dapat
diambil secara acak (sebarang). Sebagai contoh, untuk i = 0 diambil nilai awal

yang didefinisikan sebagai berikut:

0
Ko =9
0
Adapun nilai yang dibutuhkan selanjutnya untuk melakukan iterasi pada K;.; yaitu
nilai h, dimana nilai ini juga dapat dipilih sebarang, Berdasarkan batasan masalah,
nilai hyang digunakan dalam penelitian ini yaitu 0.1 dengan domain t €

[0,5]. Sehingga persamaan (3.25) untuk i = 0 dan n = 0 menjadi

K1 =Ko — [J(Ko)]"'F(K,)

4] [0] [-26050 25050 50 50 17'[-2
|k2. | _|0]| _[-25.050 —42.750 50  83.333| |[-2
|4, | [o] | 0025 -0.025 -1.075 0075 | [-1
|, ] Lol 1 0025 004167 —0.075 -1.125] |-1
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—1.994958238

_ [—1.869968931
—0.998435822

—0.935917015

Selanjutnya, jika nilai toleransi kesalahan (&) pada K. yaitu 10715 maka iterasi
K ;.1 akan berhenti ketika kondisi tersebut terpenuhi. Berikut disajikan tabel nilai

K;., dengan n = 0 dan i yang dimulai dari 0 yaitu

Tabel 3.3 Nilai K;,; untukn =0

i ks, ko, Oy Ly,

0 0 0 0 0
—1.994958238 | —1.869968931 | —0.998435822 | —0.935917015
—1.936151980 | —1.808924698 | —0.998494668 | —0.935981910
—1.936151981 | —1.808924698 | —0.998494668 | —0.935981911
~1.936151981 | —1.808924697 | —0.998494668 | —0.935981911

Tabel 3.3 menunjukkan bahwa untuk n = 0, iterasi K;,, berhenti sampai
iterasi keempat (i = 4), sehingga nilai tersebut yang digunakan untuk menghitung
nilai solusi x; dan y; dengan mensubtitusikan nilai k;, k,, [; dan [, yang sudah
didapatkan ke persamaan (2.16), sehingga dihasilkan nilai solusi sebagai berikut

h 3h
X1 =x0 +Zk1 +Tk2

3(0.1)
1 (~1.808924697)

0.1
=1+ T(_1'936151981) +

= 0.815926848

h 3h

yi=Yot+t-lL+—

4 4[2

3(0.1)
4

0.1
=1+ T(—0.998494668) + (—0.935981911)
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= 0.90483899
Langkah selanjutnya yaitu mengulangi keseluruhan langkah ketiga mulai
dari menentukan nilai K;,4 sesuai persamaan (3.25) hingga mensubtitusikannya
pada nilai solusi x,,,, dan y, ;. Jika akan ditentukan nilai x, dan y,, maka yang
perlu dilakukan yaitu mencari nilai nilai K;,; kembali dengan menggunakan nilai

x; dan y; yang sudah dicari sebelumnya, adapun uraiannya yaitu seperti berikut

Ky =Ko — [J(K)]o "F(K),

[f1.] 0] [-26.050 25.050 45242 —45.242]1"[ 1.175
|k21|: 0| |-25.050 —42.750 45242  75.403 1.175
Lf 1o 0.025 —0.025 —1.0702 0.0702 —0.907
|, | Lo 0.025 0.04167 —0.0702 - =1.127.]. ‘1-0.907

1

—1.524013744
—1.529410528
—0.903530427
—0.846863539

Berikut disajikan tabel nilai K;,; dengan n = 1 dan i yang dimulai dari 0 yaitu

Tabel 3.4 Nilai K;; untukn =1

i ke, ko, L, L,
0 0 0 0 0
1 | —1524013744 | —1.529410528 | —0.903530427 | —0.846863539
2 | —1475853663 | —1.479416943 | —0.903578620 | —0.846916689
3 | —1475853663 | —1479416942 | —0.903578620 | —0.846916687

Tabel 3.4 menunjukkan bahwa untuk n = 1, iterasi K;,, berhenti sampai
iterasi ketiga (i = 3), sehingga nilai tersebut yang digunakan untuk menghitung
nilai solusi x, dan y, dengan mensubtitusikan nilai k4, k,, [; dan [, yang sudah

didapatkan ke persamaan (2.16), sehingga dihasilkan nilai solusi sebagai berikut
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h 3h
xz = x1 +Zk1 +Tk2
3(0.1)
4

0.1
= 0.815926848 + e (—1.475853663) + (—1.479416942)

= 0.668074236

h 3h

Y2 =y1+-lL +

stk

3(0.1)
4 (~0.846916687)

0.1
= 0.90483899 + T(_0'903578620) +

= 0.81873077
Langkah di atas terus berulang hingga iterasi ke-51 (n = 50). Nilai solusi
selanjutnya dapat dicari dengan mengulangi langkah ketiga dan mengganti nilai x,,
dan y, dengan nilai x, dan y, sebelumnya. Untuk mempermudah perhitungan
digunakan bantuan program bahasa Python sebagaimana terlampir pada Lampiran
2. Hasil solusi numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta implisit orde
dua dan solusi analitik yang terdapat pada subbab 1.5 sesuai masalah persamaan

(3.20) diberikan pada Tabel 3.5 sebagai berikut:

Tabel 3.5 Solusi Numerik dan Analitik dari Persamaan (3.20) pada t € [0,5] dengan h = 0.1

n Xn+1 Xn+1 Vn+1 Yn+1

0 1 1 1 1

1 0.815926848 0.818730753 0.90483899 0.90483742
2 0.668074236 0.670320046 0.81873077 0.81873075
3 0.546970187 0.548811636 0.74081704 0.74081822
4 0.44781990 0.44932896 0.67031791 0.67032005
5 0.000045241 0.000045399 0.00673749 0.00673795
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Berdasarkan Tabel 3.5 diketahui bahwa X,,, dan y, ., merupakan solusi
numerik sedangkan x,_,,; dan y,.,; merupakan solusi analitik. Hasil penyelesaian
selengkapnya mulai dari n = 0 hingga n = 50 dapat dilihat pada Lampiran 4.
Selanjutnya, hasil penyelesaian tersebut juga dapat disimulasikan sehingga

dihasilkan plot sebagai berikut:

1.0 T T
0.8 [
)
0.6 \
'
>< "-.I
*
0.4 |- |
L]
\
L
L
0.2 | W, |
‘\..,_.‘
0.0 1 el o = T "
(] 1 z 3 4 5
t

Gambar 3.5 Plot X,,,; dan x,,, dari Persamaan (3.20) pada t € [0,5]

1.0 . . . .

08l % |

06 % .

02| s

. —
‘°*+i

0.0 I 1.-’-”‘"*¢¢=¢ vesyyy

0 1 2 3 4 5

t

Gambar 3.6 Plot §,,,, dan y,,, dari Persamaan (3.20) pada t € [0,5]
Pada Gambar 3.5 dan 3.6 garis hijau adalah solusi analitik dan titik- titik

biru merupakan solusi numerik. Kedua gambar tersebut menunjukkan bahwa solusi

numerik telah menghampiri solusi analitik.
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Selanjutnya berdasarkan hasil penyelesaian pada Tabel 3.5, maka dapat
diketahui nilai galat dari penyelesaian persamaan (3.20) secara numerik dan analitik

yaitu sebagai berikut:

Tabel 3.6 Galat dari Hasil Solusi Persamaan (3.20)

n Galat x Galat y

0 0 0

1 2.083 x 1073 1.571 x 10°°
2 2.245 x 1073 1.977 x 107°
3 1.841x 1073 1.178 x 107°
4 1.509 x 1073 2.132x107°
5 s SR M 4.557 x 1077

Berdasarkan Tabel 3.6 dapat dilihat bahwa galat terkecil yang diperoleh
adalah 1.583 x 10~7 untuk x dan 4.557 x 10~ untuk y, dimana keduanya didapat
pada iterasi ke-51. Sedangkan galat terbesar yang diperoleh yaitu 2.083 x 1073
untuk x yang diperoleh pada iterasi kedua dan 2.132 x 10~ untuk y yang
diperoleh pada iterasi kelima. Hasil perhitungan galat selengkapnya dapat diliat
pada Lampiran 5.

Simulasi galat dilakukan berdasarkan solusi analitik dan solusi numerik
pada persamaan (3.20) sehingga perbandingan kedua solusi tersebut dapat dilihat

pada Gambar 3.7 dan Gambar 3.8 berikut:



47

0.0030 : : : :

0.0025 - B

0.0020 - B

x 0.0015 | . B

0.0010

0.0005 |- .

.............................

0.0000
0

Gambar 3.7 Plot Galat antara %,,,, dan x,,, dari Persamaan (3.20) pada t € [0,5]

0.000005

0.000004 -
0.000003 -
0.000002 +

0.000001

0.000000
0

Gambar 3.8 Plot Galat antara ¥,,, dan y, . dari Persamaan (3.20) pada t € [0,5]

Gambar 3.7 dan Gambar 3.8 menunjukkan bahwa perbedaan nilai yang
signifikan pada saat iterasi-iterasi awal. Namun semakin banyak iterasi yang
dilakukan, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa galat yang diperoleh akan

semakin kecil (mendekati 0).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Adapun kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan ini adalah sebagai

berikut:

1. Pada penyelesaian kasus pertama yaitu pada sistem persamaan diferensial
biasa linier yang kaku dengan domain t € [0,5] dan h = 0.1, nilai k4, k;, I;
dan [, diperoleh dengan menggunakan metode subtitusi secara langsung.
Solusi yang didapat ketika n =1 sebesar 1.75356376 untuk x; dan
—0.116136856 untuk y,. Kemudian iterasi terus berulang hingga iterasi ke-
51. Solusi yang dihasilkan pada kasus pertama tersebut menunjukkan bahwa
solusi numerik telah menghampiri solusi analitik. Selain itu, pada kasus
pertama juga diperoleh nilai galat terkecil yakni 9.692 x 1078 untuk x dan
1.020 x 10~° untuk y, dimana keduanya didapat pada iterasi ke-51.
Sedangkan galat terbesar yang diperoleh yaitu 9.875 x 1072 untuk x dan
9.879 x 10~2 untuk y, dimana keduanya didapat pada saat iterasi pertama.
Berdasarkan nilai galat yang diperoleh, semakin banyak iterasi yang dilakukan
maka galatnya akan semakin kecil (mendekati 0).

2. Pada penyelesaian kasus kedua yaitu pada sistem persamaan diferensial biasa
tak linier yang kaku dengan domain t € [0,5] dan h = 0.1, nilai k4, k,, [; dan
[, diperoleh dengan menggunakan metode Newton-Raphson. Solusi yang
didapat ketika n = 1 sebesar 0.815926848 untuk x; dan 0.90483899 untuk

y1, Sedangkan pada n = 2 diperoleh nilai x, = 0.668074236 dan y, =

48
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0.81873077. Kemudian iterasi terus berulang hingga iterasi ke-51. Solusi
yang dihasilkan pada kasus kedua tersebut menunjukkan bahwa solusi numerik
telah menghampiri solusi analitik. Selain itu, pada kasus kedua juga diperoleh
galat terkecil yaitu 1.583 x 10~7 untuk x dan 4.557 x 1077 untuk y, dimana
keduanya didapat pada iterasi ke-51. Sedangkan galat terbesar yang diperoleh
yaitu 2.083 x 1073 untuk x yang diperoleh pada iterasi kedua dan 2.132 X
1076 untuk y yang diperoleh pada iterasi kelima. Berdasarkan nilai galat yang
diperoleh, semakin banyak iterasi yang dilakukan maka galatnya akan semakin

kecil (mendekati 0).

4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk menggunakan metode Runge-
Kutta dengan orde yang lebih tinggi untuk diterapkan pada persamaan diferensial

biasa (PDB) yang bersifat kaku lainnya.
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LAMPIRAN - LAMPIRAN

Lampiran 1. Progam Python pada Sistem PDB Linier

from numpy import array, arange, Zeros, exp
from mumpy.linalg import solve
from matplotlib.pyplot import *

def =olx(t):
return ((95/47)*exp(—2%t) ) - ( (48/47) *exp (—-96%t) )

def =oly(t):
return [ (48/747) *exp (—96%t) ) —( (1/47) *exp (-2*t) )

h = 0.1

t = arange (0, 5+h,h)
m = int (5/h)

X = zeros (m+l)

v = zeros (mtl)

x[0] =1
¥[o] =1
for i in range (m) :
El = - ((12288* (h**3)*x[i] )+ (9568* (h**2)*x[i])- (15200% (h**2)*y[i]}+
(196*h*x[i] ) - (18620*h*y[i] )+ (3*=x[i])-(285%y[di]) )/ ((3072* (h**4))}+
(62T72* (h**3} )+ (4866%* (h**2) }+ (196*h} +3)
k2 = — (3% (3104*% (h*®*2)*x[1i])+ (3040*% (h**2)*y[i] )+ (128*h*x[i])+x[i]-
(95*y[i]) ) ) {(30T72* (h**4) )+ (62T72* (h**3) )+ (4866% (h**2) )+ (196%h)+3)
11 = —((12288% (h**3)*y[i]}+(160* (h**2)*x[i] )+ (24928* (h**2}*y[i]}

+(196*h*x[i])+(19012*h*y[i])+(3*x[4i])+(291*v[i]) )/ ((3072* (h**4))
+(6272% (h**3) ) + (4866 (h**2) )+ (196%h) +3)

12 = (3* ((32% (h**2) *x[1])- (32* (h**2)*y[1])-(128*h*y[1])-=&[1]
—(9T*y[i]) )}/ ((30T2% (h*#*4) )+ (62T2*% (h**3) ) + (4866% (h*#2) )+ (196%h) +3)

®[i+1] = =x[i]+((h/4)*k1)+(( (h*3)/4) *k2}

VIi+l] = w[il+((h/4)*11})+{((h*3)/4)*12)

plot{t,x,".",t,20lx(t))
Xlabel('T"})

ylabel ("x"})

show ()
ploc({t,v,".",t,s0lv(T)}
xlabel ('L"}

vlabel ("x")

show ()
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Lampiran 2. Progam Python pada Sistem PDB Tak Linier

from numpy impoIt array, arange, Zeros, exp
from numpy,linalg import solve
from matplotlib.pyplot import *

def

ucl

h
t
o=
X
¥

solx(t):
return exp(-2*t)

def soly(t):

return exp(-t)

def F(K,Dh,xy):

k1l = E[0,0]
k2 = K[1,0]
11 = E[2,0]
12 = E[3,0]
V= [[-EL - 1002%( x 4 h*(k1/4 - k2/4))+ 1000%( y + h*(11/4 - 12/4) )*¥2],
[-k2 - 1002#( x + h#*(k1/4 + 5#k2/12))+ 1000%( v + h#(11/4 + 5%12/12) )##2],
[-11 + { z + h*(k1/4 - k2/4)) - (g + h¥(11/4 - 12/4))- ( vy + h*(11/4 - 12/4))*+2],
[-12 + { x + h*(k1/4 + 5*k2/12)) - ( y + h*(11/4 + 5%12/12))- [ v + h*{11/4 + 5¥12/12))*#2]
return array(vV)

fU(EDxY):

kl = K[0,0]

k2 = E[1,0]

11 = E[2,0]

12 = E[3,0]

Jac = [[-501/2%*h - 1, 501/2%h, 125%(h*(11 - 12) + 4*y)*h, -125%(h* (11 - 12) + 4*y)*h],
[-501/2%h, -835/2%h - 1, 125/3%(h*(3*11 + 5%¢12) + 12%y)*h, €25/9%(h*(3#11 + 5¥12) + 12*y)*h],
[1/4%h, -1/4%h, -1/8%(h*(11 - 12) + 4*y)*h - 1/4%h - 1, 1/8*(h*(11 - 12} + d*y)*h + 1/4*h],
[1/4%h, 5/12%h, -1/24%(h*(3%11 + 5*12)412%y}*h - 1/4%h,-5/72% (h*(3%1145%12)+12%y) *h-5/12*h-1] ]

return array|{Jac)

0.1
arange (0, 5+h, h)
int (5/h)

zeros (m+l)
zeros (m+l)

x[0] =1
vl =1
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for i in range(m):

R e Metode Newtion —-——-——————— o
k1l = 0.0

k2 = 0.0

11 = 0.0

12 = 0.0

n =10

K = array([[k1],[K2],[11],[12]]}
while max(abs(F(K,h,x[i],¥[1i])))>10%# (-15):

K=K - solve( JIK,h,x[i],¥[i]), FiEh,x[i],¥[1]} )
n=n+1l
if n>x100:
break
I SSSSEREI S, ST . W SR SR, . N
# print (max (F (K, h,x[1],y[1])))
kKl = K[0,0]
k2 = K[1,0]
11 = K[2,0]
12 = K[3,0]

x[i+1] = x[i] + h*(k1/4 + 3*k2/4)
y[i+1] = y[i] + h*(11/4 + 3*12/4)

ploti(t,x,'.",t,20lx(C))
xlabel ('C'")

ylabel ('x'}

ahow ()
ploti(t,v,'.",t,s0lyv(t))
xlabel('t')

yvlabel("x")

show ()
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Lampiran 3. Output Solusi Numerik dan Analitik pada Sistem PDB Linier

Solusi Numerik

Solusi Analitik

Xn+1

Yn+1

Xn+1

Yn+1

1.00000000e+00
1.75356376e+00
1.34530285e+00
1.11015213e+00
9.08052191e-01
7.43516152e-01
6.08718786e-01
4.98367020e-01
4.08019709e-01
3.34051231e-01
2.73492235e-01
2.23911771e-01
1.83319579¢-01
1.50086205¢-01
1.22877595e-01
1.00601539¢-01
8.23638335e-02
6.74323783e-02
5.52077951e-02
4.51993644e-02
3.70053276e-02
3.02967594e-02
2.48043644e-02
2.03076668e-02
1.66261599¢-02
1.36120608e-02
1.11443772e-02
9.12405154e-03
7.46998372e-03
6.11577615e-03
5.00706819e-03
4.09935407e-03
3.35619632e-03
2.74776307e-03
2.24963058e-03
1.84180281e-03
1.50790874e-03
1.23454517e-03
1.01073873e-03
8.27505394e-04
6.77489796e-04
5.54670009e-04
4.54115797e-04

1.00000000e+00
-1.16136856e-01
-4.71942007e-03
-1.25984507¢e-02
-9.47022771e-03
-7.83501288e-03
-6.40674193e-03
-5.24604830e-03
-4.29493660e-03
-3.51632949¢-03
-2.87886556e-03
-2.35696602¢-03
-1.92967978e-03
-1.57985479¢-03
-1.29344836e-03
-1.05896357e-03
-8.66987721e-04
-7.09814508e-04
-5.81134685e-04
-4.75782783e-04
-3.89529764e-04
-3.18913257e-04
-2.61098573e-04
-2.13764914e-04
-1.75012210e-04
-1.43284850e-04
-1.17309234e-04
-9.60426478e-05
-7.86314076e-05
-6.43765910e-05
-5.27059809¢e-05
-4.31510955¢-05
-3.53283823e-05
-2.89238218e-05
-2.36803219¢-05
-1.93873981e-05
-1.58727236e-05
-1.29952123e-05
-1.06393551e-05
-8.71058310e-06
-7.13147154e-06
-5.83863167e-06
-4.78016628e-06

1.00000000e+00
1.65481214e+00
1.35490222e+00
1.10930012e+00
9.08218119¢-01
7.43586104e-01
6.08796811e-01
4.98440672e-01
4.08088707e-01
3.34114774e-01
2.73550041e-01
2.23963831e-01
1.83366076e-01
1.50127445¢-01
1.22913956e-01
1.00633436e-01
8.23916889e-02
6.74566095e-02
5.52288007e-02
4.52175176e-02
3.70209722e-02
3.03102085e-02
2.48158998e-02
2.03175403e-02
1.66345951e-02
1.36192546e-02
1.11505026e-02
9.12925935e-03
7.47440538e-03
6.11952555e-03
5.01024376e-03
4.10204065e-03
3.35846683e-03
2.74968008e-03
2.25124764e-03
1.84316568e-03
1.50905642e-03
1.23551090e-03
1.01155077e-03
8.28187723e-04
6.78062759-04
5.55150833e-04
4.54519060e-04

1.00000000e+00
-1.73506335¢-02
-1.42621240e-02
-1.16768433e-02
-9.56019073e-03
-7.82722215e-03
-6.40838749¢e-03
-5.24674391e-03
-4.29567060e-03
-3.51699762e-03
-2.87947411e-03
-2.35751401e-03
-1.93016922e-03
-1.58028890e-03
-1.29383112e-03
-1.05929933e-03
-8.67280936e-04
-7.10069574e-04
-5.81355797e-04
-4.75973869¢e-04
-3.89694444e-04
-3.19054826e-04
-2.61219998e-04
-2.13868846e-04
-1.75101001e-04
-1.43360574e-04
-1.17373711e-04
-9.60974669e-05
-7.86779514e-05
-6.44160584¢e-05
-5.27394080e-05
-4.31793752e-05
-3.53522824e-05
-2.89440008e-05
-2.36973436e-05
-1.94017439¢-05
-1.58848044e-05
-1.30053779e-05
-1.06479028e-05
-8.71776551e-06
-7.13750272e-06
-5.84369298e-06
-4.78441115e-06




3.71790711e-04
3.04390056e-04
2.49208233e-04
2.04030132e-04
1.67042213e-04
1.36759707e-04
1.11967011e-04
9.16688982e-05

-3.91358643e-06
-3.20410585¢-06
-2.62324455¢-06
-2.14768560e-06
-1.75833909¢-06
-1.43957586¢e-06
-1.17860012¢-06
-9.64935771e-07

3.72128732e-04
3.04673237e-04
2.49445349e-04
2.04228578e-04
1.67208218e-04
1.36898510e-04
1.12083020e-04
9.17658155e-05

-3.91714455¢-06
-3.20708670e-06
-2.62574051e-06
-2.14977451e-06
-1.76008650e-06
-1.44103695e-06
-1.17982126e-06
-9.65955952¢-07




Linier

Lampiran 4. Output Solusi Numerik dan Analitik pada Sistem PDB Tak

Solusi Numerik Solusi Analitik

Xni1 Yn+1 Xn+1 Yn+1
1.00000000e+00 1. 1.00000000e+00 1.
8.15926848e-01 | 0.90483899 | 8.18730753e-01 0.90483742
6.68074236e-01 | 0.81873077 | 6.70320046e-01 0.81873075
5.46970187e-01 | 0.74081704 | 5.48811636e-01 0.74081822
4.47819906e-01 | 0.67031791 | 4.49328964e-01 0.67032005
3.66642778e-01 | 0.60652778 | 3.67879441e-01 0.60653066
3.00180788e-01 | 0.54880818 | 3.01194212e-01 0.54881164
2.45766491e-01 | 0.49658142 | 2.46596964e-01 0.4965853
2.01215975e-01 | 0.44932477 | 2.01896518e-01 0.44932896
1.64741214e-01 | 0.40656525 | 1.65298888e-01 0.40656966
1.34878298e-01 | 0.36787491 | 1.35335283e-01 0.36787944
1.10428685e-01 | 0.33286649 | 1.10803158e-01 0.33287108
9.04110964e-02 | 0.30118962 | 9.07179533e-02 0.30119421
7.40221303e-02 | 0.27252724 | 7.42735782e-02 0.27253179
6.06040198e-02 | 0.24659249 | 6.08100626e-02 0.24659696
4.96182326e-02 | 0.22312579 | 4.97870684e-02 0.22313016
4.06238572e-02 | 0.20189228 | 4.07622040e-02 0.20189652
3.32599068e-02 | 0.18267943 | 3.33732700e-02 0.18268352
2.72308317e-02 | 0.16529495 | 2.73237224e-02 0.16529889
2.22946566e-02 | 0.14956484 | 2.23707719e-02 0.14956862
1.82532698e-02 | 0.13533168 | 1.83156389¢e-02 0.13533528
1.49444716e-02 | 0.122453 1.49955768e-02 0.12245643
1.22354644e-02 | 0.1107999 1.22773399e-02 0.11080316
1.00175231e-02 | 0.10025575 | 1.00518357e-02 0.10025884
8.20163154e-03 | 0.09071503 | 8.22974705e-03 0.09071795
6.71490940e-03 | 0.08208224 | 6.73794700e-03 0.082085
5.49768766e-03 | 0.07427098 | 5.51656442¢e-03 0.07427358
4.50111356e-03 | 0.06720307 | 4.51658094e-03 0.06720551
3.68518996e-03 | 0.06080777 | 3.69786372e-03 0.06081006
3.01717007e-03 | 0.05502107 | 3.02755475e-03 0.05502322
2.47024315e-03 | 0.04978505 | 2.47875218e-03 0.04978707
2.02245849e-03 | 0.04504732 | 2.02943064e-03 0.0450492
1.65584443e-03 | 0.04076044 | 1.66155727e-03 0.0407622
1.35568706e-03 | 0.03688152 | 1.36036804e-03 0.03688317
1.10993965e-03 | 0.03337174 | 1.11377515e-03 0.03337327
9.08739249¢e-04 | 0.03019596 | 9.11881966€e-04 0.03019738
7.44010741e-04 | 0.02732239 | 7.46585808e-04 0.02732372
6.09142815e-04 | 0.02472229 | 6.11252761e-04 0.02472353
4.98722598e-04 | 0.02236962 | 5.00451433e-04 0.02237077
4.08318417e-04 | 0.02024084 | 4.09734979¢e-04 0.02024191
3.34301936e-04 | 0.01831465 | 3.35462628e-04 0.01831564




2.73702532e-04
2.24088071e-04
1.83467297e-04
1.50209910e-04
1.22981139¢-04
1.00688167e-04
8.24362753e-05
6.74929307e-05
5.52583881e-05
4.52416190e-05

0.01657176
0.01499472
0.01356777
0.01227661
0.01110832
0.01005121
0.0090947

0.00822921

0.00744609
0.00673749

2.74653570e-04
2.24867324e-04
1.84105794e-04
1.50733075e-04
1.23409804¢-04
1.01039402e-04
8.27240656e-05
6.77287365e-05
5.54515994e-05
4.53999298e-05

0.01657268
0.01499558
0.01356856
0.01227734
0.011109

0.01005184
0.00909528
0.00822975
0.00744658
0.00673795




Lampiran 5. Galat

Galat Sistem PDB Linier

Galat Sistem PDB Tak Linier

|xn+1 — xn+1|

|yn+1 — yn+1|

|xn+1 — ’fn+1|

|yn+1 — yn+1|

0.00000000e+00
9.87516174e-02
9.59936858e-03
8.52018396e-04
1.65928365¢e-04
6.99524140e-05
7.80255888e-05
7.36519714e-05
6.89979763e-05
6.35435183e-05
5.78057381e-05
5.20594464e-05
4.64969735e-05
4.12404409¢e-05
3.63617267e-05
3.18965886e-05
2.78554049e-05
2.42312003e-05
2.10055969e-05
1.81531768e-05
1.56446390e-05
1.34490423e-05
1.15353629e-05
9.87354095e-06
8.43515082e-06
7.19379626e-06
6.12530880e-06
5.20780746e-06
4.42166363e-06
3.74940352e-06
3.17557193e-06
2.68657463e-06
2.27051151e-06
1.91700914e-06
1.61705830e-06
1.36286023e-06
1.14768390e-06
9.65735128e-07
8.12038119e-07
6.82329176e-07
5.72962029e-07
4.80824094e-07
4.03262809¢e-07

0.00000000e+00
9.87862230e-02
9.54270389e-03
9.21607349e-04
8.99630122e-05
7.79072713e-06
1.64555531e-06
6.95612850e-07
7.33995557e-07
6.68134749e-07
6.08553407e-07
5.47987217e-07
4.89442499e-07
4.34109839e-07
3.82755024e-07
3.35753563e-07
2.93214788e-07
2.55065267e-07
2.21111546e-07
1.91086072e-07
1.64680411e-07
1.41568867e-07
1.21424873e-07
1.03932010e-07
8.87910613e-08
7.57241712e-08
6.44769348e-08
5.48190259¢-08
4.65438277e-08
3.94674055e-08
3.34270730e-08
2.82797329e-08
2.39001212e-08
2.01790436e-08
1.70216663e-08
1.43458972e-08
1.20808832e-08
1.01656329e-08
8.54776967e-09
7.18241238e-09
6.03117925e-09
5.06130625e-09
4.24487167e-09

0.00000000e+00
2.80390505e-03
2.24581044e-03
1.84144872¢-03
1.50905798e-03
1.23666283e-03
1.01342341e-03
8.30472848e-04
6.80542546e-04
5.57674626e-04
4.56985718e-04
3.74473297e-04
3.06856886e-04
2.51447875e-04
2.06042776e-04
1.68835736e-04
1.38346802e-04
1.13363130e-04
9.28907904e-05
7.61152654e-05
6.23690734e-05
5.11052316e-05
4.18755079e-05
3.43125959¢-05
2.81155068e-05
2.30375979e-05
1.88767614e-05
1.54673838e-05
1.26737572e-05
1.03846797e-05
8.50903054e-06
6.97214415e-06
5.71283885e-06
4.68098196e-06
3.83549460e-06
3.14271665e-06
2.57506710e-06
2.10994615e-06
1.72883567e-06
1.41656203e-06
1.16069214e-06
9.51038423e-07
7.79253350e-07

0.00000000e+00
1.57194624¢-06
1.97727326e-08
1.17792151e-06
2.13214345e-06
2.88040066e-06
3.45574235e-06
3.88632729e-06
4.19615519e-06
4.40566898e-06
4.53226857e-06
4.59074927e-06
4.59367636e-06
4.55170536€e-06
4.47385611e-06
4.36774766e-06
4.23979956e-06
4.09540462¢e-06
3.93907722e-06
3.77458063e-06
3.60503653e-06
3.43301905e-06
3.26063568e-06
3.08959685e-06
2.92127572e-06
2.75675963e-06
2.59689425e-06
2.44232161e-06
2.29351265e-06
2.15079522e-06
2.01437803e-06
1.88437121e-06
1.76080382e-06
1.64363885e-06
1.53278599¢-06
1.42811247e-06
1.32945225e-06
1.23661382e-06
1.14938674e-06
1.06754716e-06
9.90862410e-07
9.19094791e-07
8.52004766e-07




3.38021131e-07
2.83181310e-07
2.37116043e-07
1.98446193e-07
1.66004291e-07
1.38803114e-07
1.16008702e-07
9.69172329e-08

3.55811717e-09
2.98085590e-09
2.49595835e-09
2.08890730e-09
1.74741359¢-09
1.46108541e-09
1.22114423e-09
1.02018140e-09

6.38497057e-07
5.23165071e-07
4.28665186e-07
3.51234630e-07
2.87790263e-07
2.35805821e-07
1.93211342e-07
1.58310743e-07

7.89353516e-07
7.30905040e-07
6.76427832e-07
6.25696202e-07
5.78491297e-07
5.34601877e-07
4.93824865¢e-07
4.55965727e-07
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