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ABSTRAK

Ulya, Nanda Mustagfirotul. 2019. Energi Detour Distance Laplace dan Detour
Distance Signless Laplace Komplemen Graf Subgrup dari Grup
Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1)
Dr. Abdussakir, M.Pd. (1I) Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: energi detour distance Laplace, energi detour distance signless
Laplace, komplemen graf subgrup, grup dihedral

Misalkan G subgrup dan H subgrup normal dari G. Graf subgrup I,;(G)
adalah graf dengan himpunan titik semua unsur di G dan dua titik berbeda x dan y
terhubung langsung jika dan hanya jika xy € H. Pada penelitian ini ditentukan
energi detour distance Lalpace (DDL) dan energi detour distance signless Laplace
(DDSL) komplemen graf subgrup (r),(r?),(r?,s),(r?,sr), dan (r3) dari grup
dihedral D,,,. Hasil penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Energi detour distance Lalpace komplemen graf subgrup dari grup dihedral
D,,, adalah:
a. Energi DDL(I;,y(D,,,)) untuk n > 3 adalah
Epp(Tiry(D2n)) = 14n% — 20n + 8
b. Energi DDL(T;;2y(D,,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
EppL(Tr2y(Dgn)) = 1302 — 170+ 6
. Energi DDL([2 5 (Dyy,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
EppL(Tir2,6y(Dzn)) = 14n? — 20n + 8
. Energi DDL(T;y2,6y(D;,,) ) untuk n genap dan n > 4 adalah
EppL(Tirz,sry(D2n)) = 14n% — 20n + 8
. Energi DDL(T;5y(D,y,) ) untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah

St AT 38n% — 48n + 16,02
EDDL(F(r3)(D2n)) =

2. Energi detour distance signless Laplace komplemen graf subgrup dari grup
dihedral D,,, adalah:
. Energi DDL*(I;,y(Dyy,)) untuk n > 3 adalah
Eppr+ (r(r)(DZn)) = 6n® —4n

b. Energi DDL*(I;2y(D2y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

. Energi DDL*(I;,2,6(Dy,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
Eppi+(Tir2.6y(Dan)) = 6n2 — 4n

. Energi DDL*(Iy2 5y (D4y) ) untuk n genap dan n > 4 adalah
Eppi+(Tr2,sry(Dan)) = 6n? — 4n
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e. Energi DDL*(I;3y(D,,,)) untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah

. 14n®*—-10n
EDDL+ (QT3)(DZH)) = T
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ABSTRACT

Ulya, Nanda Mustagfirotul. 2019. Detour Distance Laplacian and Detour

Distance Signless Laplacian Energy of Complement of Subgroup Graph
of Dihedral Group. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang.
Advisors: () Dr. Abdussakir, M.Pd. (1) Ach. Nashichuddin, M.A.

Keyword: detour distance Laplacian energy, detour distance signless Laplacian

energy, complement of subgroup graph, dihedral group

Let G be asubgroup and H is a normal subgroup of G. Subgroup graph Iy (G)

is a graph with all elements in G as the vertex set and two distinct vertices x and y
are adjacent if only if xy € H. This study determined the detour distance Laplacian
(DDL) and detour distance signless Laplacian (DDSL) energy of complement of
subgroup graph (r),(r?),(r?,s),(r?,sr), and (r3) of dihedral group D,, . The
result of this study are as follows:

1.

Detour distance Laplacian energy of complement subgroup graph of dihedral

group D, is:

. DDL(I;y(Dyy)) energy for n > 3 is

EppL(Tiry(D2n)) = 14n% — 20n + 8

b. DDL(I;,2)(D5y,)) energy for n > 4 and n is even is
Epp(Fr2y(Dy)) = 1302 =170+ 6

. DDL(T;y2,6(D4y)) energy for n > 4 and n is even is
Epp(Tirz,sy(Dgn)) = 14n? — 20n + 8

. DDL(Ty2 59(D2y,)) energy for n > 4 and n is even is
Epp(Tirz,sry(D2n)) = 14n% — 20n + 8

. DDL(T;3y(Dyy,) ) energy for n multiples of 3 and n > 6 is

e RN - 38n% — 48n + 16,02
EDDL(F(r3)(D2n)) =

Detour distance signless Laplacian energy of complement subgroup graph of
dihedral group Dy, is:
a. DDL*(I;;y(Dyy)) energy for n = 3 is
Eppr+ (F(r)(DZn)) = 6n” — 4n

b. DDL*(I;2y(Dy)) energy for n > 4 and n is even is
¢. DDL*(Iiy2,4(Dyy)) energy for n > 4 and n is even is

Eppi+(Tir2,6y(Dan)) = 6n2 — 4n
d. DDL* (2,619 (D2y,)) energy for n > 4 and n is even is

job)
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- Eppr+ (m) =6n?—4n
e. DDL*(Iiy3y(D,y)) energy for n multiples of 3 and n > 6 is

—_ __ 14n?-10n
Eppr+ ([27‘3)(D2n)) = #

XViil
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran adalah kitab suci umat Islam yang diturunkan sebagai sumber
hukum dan sebagai petunjuk bagi kehidupan manusia. Semua perkara dalam
kehidupan telah diatur di dalamnya. Al-Quran juga menjelaskan kecermatan Allah
dalam mencatat dan menghitung amal perbuatan manusia. Firman Allah Swt. dalam

surat al-Qamar ayat 52-53:

- 22

o dll - O R 2N LT R O -5
KE\DW}\S‘}W J§j V:\jj)j.”&o)w ;LSZJ ‘J{j
=2 Zid -1 = 2 -

“Dan segala sesuatu yang telah mereka perbuat tercatat dalam buku-buku catatan (yang
terdapat di tangan Malaikat yang mencatat amal perbuatan manusia). Dan segala (urusan)
yang kecil maupun yang besar adalah tertulis”.

Ayat di atas menjelaskan ancaman Allah terhadap orang-orang yang
berbuat dosa, bahwa, segala urusan yang kecil maupun yang besar dari amal
perbuatan mereka telah tertulis. Tidak ada satupun yang tertinggal, baik yang kecil
maupun yang besar melainkan telah dihitung dengan cermat (Katsir, 2017).

Sebagai seorang hamba Allah Swt. sudah sepatutnya dapat mengetahui
bahwa Allah adalah rajanya dalam urusan hitung-menghitung karena Allah sangat
cepat dan cermat dalam menghitung (Abdusysyakir, 2007). Hal inilah yang dapat
dijadikan sebagai contoh mengenai gambaran kecermatan Allah di dalam al-Quran,
termasuk matematikawan yang melakukan perhitungan.

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E(G)
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adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda
di V(G) yang disebut sebagai sisi (Abdussakir, dkk, 2009).

Graf dikatakan terhubung apabila terdapat suatu lintasan antara sebarang
dua titik di G. Misalkan G adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour
dari G adalah matriks p X p yang dinotasikan dengan DD(G) sedemikian hingga
unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j adalah bilangan yang menyatakan lintasan
terpanjang dari v; ke v; di G (Ayyaswamy dan Balachandran, 2010).

Matriks distance dari G dinotasikan dengan d(G) = [d;;] adalah matriks
dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j adalah bilangan yang menyatakan
jarak dari v; ke v; di G (Yang, dkk, 2013). Matriks transmisi di G dinotasikan
dengan T,.(G) adalah matriks diagonal p X p dengan unsur baris ke-i dan kolom
ke-i adalah jumlah jarak v; ke titik yang lain (Xing dan Zhou, 2017). Dengan
demikian, matriks transmisi dari G adalah matriks dengan unsur 0 pada selain
diagonal utamanya.

Matriks DDL(G) = T,(G) — DD(G) disebut matriks detour distance
Laplace dan DDL*(G) = T,(G) + DD(G) disebut matriks detour distance
signless Laplace dari graf G (Kaladevi dan Abinayaa, 2017).

Misalkan graf G berorder p. Misalkan ay, a,, ..., @, dengan a; = a; =
-+ = a, adalah nilai eigen dari suatu matriks, maka energi dari G adalah E(G) =
»P_.la;l (Yin, 2008). Misalkan y; >y, > -+ > y, adalah nilai eigen berbeda dan
misalkan m(y;), m(y,), ..., m(y,,) adalah multiplisitas masing-masing y;, maka
energi dari G adalah E(G) = Yj-,; m(y;)|y;| sehingga dapat diketahui bahwa
Y el = Xy m@y)ly;l. Energi yang diperoleh dari matriks DDL(G) disebut

energi detour distance Laplace dinotasikan dengan E,p; (G). Dengan demikian
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dapat diketahui pula energi yang diperoleh dari matriks DDL*(G) disebut energi
detour distance signless Laplace dinotasikan dengan E,,,+(G) (Kaladevi dan
Abinayaa, 2017).

Beberapa penelitian mengenai energi suatu graf yang sudah pernah
dilakukan antara lain energi Laplace dari suatu graf fuzzy (Shabaf dan Fayazi,
2014), energi detour pada beberapa graf dan hasil operasinya (Ayyaswamy dan
Balachandran, 2010), energi distance pada graf (Ramane, dkk, 2008), energi
distance Laplace pada graf (Yang, dkk, 2013) dan energi detour distance Laplace
(Kaladevi dan Abinayaa, 2017).

Teori graf juga membahas graf yang dibangun dari grup. Konsep baru
terkait graf yang diperoleh dari grup yaitu subgrup dikenalkan pertama kali oleh
Anderson, dkk (2012). Graf subgrup dari G dinotasikan dengan I, (G), sedemikian
hingga jika xy € H dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan x # y maka x dan y
dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan demikian, akan
diperoleh graf subgrup dari G yang tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap
(multiple edge). Jika H subgrup normal di G, maka xy € H berakibat yx =
x~1(xy)x € H. Dengan demikian, komplemen dari graf subgrup juga berbentuk
graf (graph), bukan graf berarah (digraph) (Kakeri dan Erfanian, 2015).

Penelitian energi suatu graf yang diperoleh dari grup juga sudah pernah
dilakukan. Penelitian energi detour dari komplemen graf subgrup dari grup dihedral
olen Abdussakir (2017). Penelitian terkait energi distance yang diperoleh dari
komplemen graf subgrup dari grup dihedral juga pernah dilakukan (Abdussakir,

dkk, 2018).
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Sampai saat ini belum ada penelitian terkait energi detour distance Laplace

(DDL) dan detour distance signless Laplace (DDSL) yang diperoleh dari
komplemen graf subgrup dari grup dihedral. Dengan demikian, penulis mengambil
judul “Energi Detour Distance Laplace dan Detour Distance Signless Laplace

Komplemen Graf Subgrup dari Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, masalah dalam penelitian ini dirumuskan
sebagai berikut:
1. Bagaimana rumus energi DDL komplemen graf subgrup dari grup dihedral?

2. Bagaimana rumus energi DDSL komplemen graf subgrup dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menentukan rumus energi DDL komplemen graf subgrup dari grup dihedral.

2. Menentukan rumus energi DDSL komplemen graf subgrup dari grup dihedral.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut, yaitu
memberikan informasi mengenai rumus energi DDL dan DDSL komplemen graf

subgrup dari grup dihedral.



1.5 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, subgrup yang diambil adalah subgrup normal (r)
untuk semua n, subgrup normal (r2),(r?,s), (r?, sr) untuk n genap, dan subgrup

normal (r3) untuk n kelipatan 3 dari grup dihedral D,,, dengan n > 3.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini termasuk ke dalam jenis penelitian kualitatif. Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian buku-buku teori graf, aljabar linier, dan aljabar
abstrak. Kajian mengenai graf diambil dari kajian pada buku teori graf dan jurnal
yang tekait penelitian. Topik mengenai matriks diambil dari kajian pada buku-buku
aljabar dan dikhususkan pada penentuan energi suatu matriks. Topik mengenai grup
dan subgrup normal diambil dari kajian pada buku aljabar abstrak.

Pola pembahasan dalam penelitian ini dimulai dari hal-hal khusus (induktif)
menuju pada suatu generalisasi yang bersifat deduktif. Langkah-langkah penelitian
ini adalah:

1. Menentukan semua subgrup (r),(r2),(r?,s),(r?,sr), dan (r3) pada suatu
grup D,,, untuk beberapa kasus n, yaitu n = 3,4, 5 untuk subgrup normal (r}),
n = 4,6,8 untuk subgrup normal (r2), (r?s),(r?sr), dan n=6,9,12
untuk subgrup normal (r3).

2. Menggambar graf subgrup beserta komplemennya kemudian menyatakan
keterhubungan titik ke dalam bentuk matriks DDL dan DDSL komplemen graf
subgrup.

3. Menentukan energi matriks DDL dan DDSL komplemen graf subgrup.
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4. Membuat dugaan (konjektur) tentang energi DDL dan DDSL berdasarkan pola

yang ditemukan untuk masing-masing kasus.

5. Merumuskan konjektur tentang energi DDL dan DDSL sebagai suatu teorema.

6. Menghasilkan suatu teorema tentang energi DDL dan DDSL yang dilengkapi

dengan bukti secara deduktif.

1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi lebih mudah dipahami dan terarah, digunakan

sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, masing-masing bab dibagi ke

dalam beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut.

Bab |

Bab 11

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka meliputi teori graf, matriks, energi, grup, subgrup, dan
gambaran ketelitian Allah dalam al-Quran.

Pembahasan

Pembahasan meliputi energi DDL dan DDSL komplemen graf subgrup
(r), (r?),(r?,s),(r?, sr), dan (r3) dari grup dihedral serta mendalami
ketelitian Allah.

Penutup

Penutup meliputi kesimpulan mengenai hasil dari pembahasan dan saran

untuk penelitian selanjutnya
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) yang disebut sebagai
titik adalah himpunan tak kosong dan berhingga dari objek-objek dan E(G) yang
disebut sebagai sisi adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan
dari titik-titik berbeda di G (Abdussakir, dkk, 2009).

Sisi e = (u,v) menghubungkan titik u dan v sedemikian sehingga e
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut titik-titik yang terhubung langsung, u
dan e serta v dan e disebut terkait langsung, dan u dan v disebut ujung dari e. Jika
dua sisi e; dan e, terkait langsung pada satu titik yang sama, maka disebut
terhubung langsung (adjacent). Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e =
uv (Chartrand, dkk, 2016).

Misalkan diberikan graf G dengan V(G) ={a,b,c,d} dan E(V) =
{e,,e,,e3} dengan e; = ab, e, = ac,e; = ad. Maka G dapat digambarkan sebagai

berikut

Gambar 2.1 Graf G
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2.1.2 Graf Terhubung

Misalkan u dan v adalah titik di G (tidak harus berbeda) dan G adalah graf.
Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling W:u =
Vg, €1, V1, €2, U, ..., Un—1€n, Uy, = v antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan
diakhiri dengan titik, dengan e; = v;_v;,i =1,2,3,..n adalah sisi di G.
Titik vy, vy, ..., v, disebut titik internal, v, disebut titik awal, dan v,, disebut titik
akhir, serta n menyatakan panjang dari W. W disebut sebagai jalan terbuka jika
vy # vy dan W disebut sebagai jalan tertutup jika v, = v, (Chartrand, dkk, 2016).
Trail merupakan jalan yang semua sisinya berbeda, sedangkan lintasan adalah jalan
terbuka yang semua titiknya berbeda. Dengan demikian setiap lintasan pasti
merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan (Abdussakir, dkk,
2009).

Misalkan diambil titik berbeda u dan v pada graf G. Jika terdapat lintasan
u-v di G maka titik u dan v dikatakan terhubung (connected). Jika untuk setiap
titik u dan v yang berbeda di G terhubung maka graf G dikatakan terhubung
(connected). Dengan kata lain, jika untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan
u-v di ¢ maka graf G dikatakan terhubung (connected). Sebaliknya, jika ada dua
titik u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak

terhubung (disconnected) (Bondy dan Murty, 2008).

d C

®
a b

Gambar 2.2 Graf Terhubung

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



9
Sebagai contoh, graf G, pada Gambar 2.2 merupakan graf terhubung

karena setiap dua titik yang berbeda di G, dihubungkan oleh lintasan.

2.1.3 Komplemen Graf

Komplemen graf G, dinotasikan dengan G adalah graf dengan himpunan
titik V(G) = V(&) dan dua titik akan terhubung langsung di G jika dan hanya jika
dua titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Jika xy € E(G) maka xy €

E(G ) dan sebaliknya. Jika graf G berorder p dan berukuran g, maka G berorder p
rey p(p—1)
memiliki ukuran (T) — q (Chartrand, dkk, 2016).

Sebagai contoh, graf G, beserta komplemennya dapat dilihat pada Gambar

2.3.

a
G
=

a b a

Gambar 2.3 Graf G, dan G,

2.2 Graf dan Matriks
2.2.1 Matriks Keterhubungan

Misalkan G graf dengan order p dan ukuran g serta himpunan titik V(G) =
{v1,v2, ...,v,}. Matriks keterhubungan dari graf G dinotasikan dengan A(G),
adalah matriks p X p dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika

titik v; terhubung langsung dengan titik v; serta bernilai 0 jika titik v; tidak
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terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat
ditulis A(G) = [a;;],1 < i,j < p dengan

_ (1 ,jikavv; € E(G)
% =0 Jjika v;v; € E(G)

L= o8
Qa D C

Gambar 2.4 Graf G5 dengan 5 Titik

Misalkan diberikan graf G5 dengan V(G3) = {a, b, c, d, e} seperti pada Gambar 2.4,

maka matriks keterhubungan dari graf G5 adalah sebagai berikut

a b ¢ d e

a 0" 48 BR(al0 Wi

b [1 0 1 0 1]
AG)="¢ 1o 1 0 1 0
d OWNO' & 1 0 Il

e 1 1 0 1 0

2.2.2 Matriks Derajat

Misalkan v merupakan titik pada graf G, lingkungan dari v adalah
himpunan semua titik di G yang terhubung langsung dengan v dan dinotasikan
dengan N (v). Derajat titik v di graf G adalah banyaknya sisi di G yang terkait
langsung dengan v dan dinotasikan dengan deg.(v). Jika terdapat satu graf G
dalam satu konteks pembicaraan, maka tulisan deg (v) ditulis deg(v) dan N (v)
ditulis N (v). Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan, banyaknya anggota dalam

N(v) disebut derajat titik v di graf G. Jadi, deg(v) = |[N(v)| (Abdussakir, dkk,
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2009). Matriks derajat dari graf G dinotasikan dengan D(G), merupakan matriks
diagonal dengan unsur baris ke-i dan kolom ke-i merupakan derajat dari v;, i =

1,2,3, ..., p (Biyikoglu, dkk, 2007).

(54
[

Gambar 2.5 Graf G

Misalkan diberikan graf G dengan V(G) = {a, b, c, d, e} seperti pada Gambar 2.5,
diperoleh derajat titik dari graf G yaitu deg(a) = 3,deg(b) = 3, deg(c) = 2,
deg(d) = 4, dan deg(e) = 2 sehingga didapatkan matriks derajat dari graf G

adalah sebagai berikut

¥ D & R 5
a[30000]
|\ 4l 10
D(G)—cloozool
d[OOO4OJ

e L0 0 0 0 2

2.2.3 Matriks Distance

Jika u dan v adalah titik yang berbeda pada graf G yang terhubung, maka
ada jalur u ke v di G. Definisi paling umum dari jarak (distance) yang dinotasikan
dengan d;(u,v) merupakan panjang atau jarak terkecil dari jalur u ke v di G
(Chartrand, dkk, 2016). Matriks distance dari G dinotasikan dengan d(G), adalah

matriks dengan entri d;; adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpendek dari

v; ke v; di G sehingga dapat dituliskan d(G) = [d;;] (Yang, dkk, 2013).
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e d ¢
H:
a b
Gambar 2.6 Graf H

Misalkan diberikan graf H dengan V(H) = {a, b, c, d, e} seperti pada Gambar 2.6,

maka matriks distance dari graf H adalah sebagai berikut

@ ) @ @l @
a[01221
_b|10121]

d)= . 1, 1 o 1 2
dl22101J
e l1 1 21 0

2.2.4 Matriks Transmisi

Transmisi dari suatu titik u di G yang dinotasikan dengan Tr;(u) adalah
jumlah jarak antara titik u dan titik yang lain dari G. Misalkan V(G) =
{v1,v3, ..., v, }. Matriks transmisi di G dinotasikan dengan T,.(G) adalah matriks
diagonal p X p dengan unsur baris ke-i dan kolom ke-i adalah jumlah jarak v; ke
titik yang lain (Xing dan Zhou, 2017). Dengan demikian, matriks transmisi dari G
adalah matriks dengan unsur 0 pada selain diagonal utamanya.

e d

a b c

Gambar 2.7 Graf Hy
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Misalkan diberikan graf H; dengan V(H,) = {a, b, ¢, d, e} seperti pada Gambar 2.7,
diperoleh transmisi titik dari graf H; yaitu Try, (a) = 6, Try,(b) =5, Try,(c) =
6, Try,(d) = 6,dan Try, (e) = 5 sehingga didapatkan matriks transmisi dari graf

H, adalah sebagai berikut

a b c d e

a [6 0O 0 O 0]

_ b |0 5 0 0 O
T.(H) =, lo 0 6 0 ol
d |lo 00 6 0J|

e L0 0 0 0 5

2.2.5 Matriks Detour
Matriks detour dari G adalah matriks p X p yang dinotasikan sebagai
DD(G) didefinisikan sebagai matriks yang unsur ke-ij adalah bilangan yang

menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di G (Ayyaswamy dan Balachandran,

2010).
Contoh:
¢ d ¢
o @ &
H,:
° Ny

(1 h

Gambar 2.8 Graf H,

Misalkan diberikan graf H, dengan V(H,) = {a, b, c,d, e} seperti pada Gambar 2.8,

maka matriks detour dari graf H, adalah sebagai berikut
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a b c d e

a 0 4 4 3 4

b [4 0 4 3 3]
DD(H) = ¢ 14 4 o0 4 3
d [4 3 4 0 4}

e 4 3 3 4 0

2.2.6 Matriks DDL
Matriks DDL dari G yang dinotasikan sebagai DDL(G) merupakan hasil
pengurangan antara matriks transmisi dari G dengan matriks detour dari G atau

dapat dituliskan sebagai DDL(G) = T,(G) — DD(G) (Kaladevi dan Abinayaa,
2017).

Contoh:

) @ L J
a b C

Gambar 2.9 Graf H

Misalkan diberikan graf H dengan V(H) = {a, b, c, d, e} seperti pada Gambar 2.9

dapat diperoleh matriks trnasmisi dan matriks detour sebagai berikut

@ ) @ @k 3 a b c d e

a [6 0O 0 O 0] a [O 4 4 3 4]

b |0 50 0 0 b |4 0 4 3 3
T,(H)= c IO 0 6 0 O , DD(H) = c |4 4 0 4 3|'
dl00060J dl43404j

e 0 0 0 0 5 e 4 3 3 4 0

Berdasarkan matriks transmisi dan matriks detour yang diperoleh, maka matriks
DDL dari graf H adalah sebagai berikut

DDL(H) =T,.(H) — DD(H)
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6 0 0 0 O 0 4 4 3 4
0 500 0] 4 0 4 3 3
=0 0 6 0 O|—14 4 0 4 3
0 0 0 60 4 3 4 0 4
0 0 0 0 5 4 3 3 4 0

(@)
|
NN
|
NN
|
w
|

|
NN
|
w
|
NN
(@)}
|

|

NN

ul

|

N

|

w

|
S W
s —— |

2.2.7 Matriks DDSL

Matriks DDSL dari graf G yang dinotasikan sebagai DDL* (G) merupakan
hasil penjumlahan antara matriks transmisi dari G dengan matriks detour dari G
atau dapat dituliskan sebagai DDL*(G) = T,(G) + DD(G) (Kaladevi dan

Abinayaa, 2017).

Contoh:
e o) ¢
o L o
G:
° R

a b

Gambar 2.10 Graf G

Misalkan diberikan graf G dengan V(G) = {a, b, c, d, e} seperti pada Gambar 2.10

dapat diperoleh matriks trnasmisi dan matriks detour sebagai berikut

a b c d e a b ¢c d e

a 6 0 0 0 O a 0 4 4 3 4

b [0 5 0 0 0] _ b [4 0 4 3 3
T.@=¢ 10 06 0 ofPP@O=0¢ 14 4 o 2 3]
d [0 00 6 0 d |4 3 4 0 4

e L0 O 0O 0 5 e L4 3 3 4 0
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Berdasarkan matriks transmisi dan matriks detour yang diperoleh, maka matriks
DDSL dari graf G adalah sebagai berikut

DDL*(G) =T.(G) + DD(G)

‘60000‘[04434]
05000|4-0433|
=10 0 6 0 O}l+14 4 0 4 3
00060|43404|
—00005—l43340J
6 4 4 3 4
4 5 4 3 3
=14 4 6 4 3
4 3 4 6 4
14 3 3 4 5

2.3 Energi

Jika A adalah matriks n x n, maka polinomial karakteristik A memiliki
derajat n dan koefisien variabel y™ adalah 1, sehingga polynomial karakteristik
p(y) dari suatu matriks n x n memiliki bentuk

p(y) =det(A—yD =y "+ ¥y + oy P+t oy
Berdasarkan teorema dasar aljabar, maka persamaan karakteristik dapat ditulis
sebagai berikut

p(y) =det(A—yD=y"+cy" "+ ey P+ 40y =0
(Anton dan Rorres, 2004).

Misalkan G adalah suatu graf berorder p dan A adalah matriks
keterhubungan dari graf G. Suatu vektor tak nol x disebut vektor eigen dari 4 jika
Ax adalah suatu kelipatan skalar dari x yaitu Ax = yx, untuk sebarang skalar y.
Skalar y disebut nilai eigen dari 4, dan x disebut sebagai vektor eigen dari A yang

bersesuaian dengan y. Persamaan Ax = yx ditulis kembali dalam bentuk (4 —
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yI) = 0, dengan I adalah matriks identitas berordo p x p untuk menentukan nilai
eigen dari matriks A. Persamaan ini akan mempunyai solusi taknol jika dan hanya
jika det(A—yI)=0. Persamaan det(A—yI)=0 akan menghasilkan
persamaan polinomial dalam variabel y dan disebut persamaan karakteristik dari
matriks A. Nilai-nilai eigen dari matriks A ini tidak lain adalah skalar-skalar y yang
memenuhi persamaan karakteristik (Anton dan Rorres, 2004).

Energi dari graf G yang dinotasikan sebagai E (G) adalah jumlah nilai eigen

mutlak matriks dari graf G. Misalkan graf G berorder p. Misalkan a,, ay, ..., a,
dengan a; = a, = - = a, adalah nilai eigen dari suatu matriks, maka energi dari
G adalah E(G) = XF_,la;| (Yin, 2008). Misalkan y; >y, > -+ > y, adalah nilai
eigen berbeda dan misalkan m(y,), m(y,), ..., m(y,) adalah banyaknya basis
untuk ruang vektor eigen masing-masing y;, maka energi dari G adalah E(G) =
%, m(y)lylsehingga dapat diketahui bahwa Y.*_.|a;| = X7, m(y;)ly:|.Energi
yang diperoleh dari matriks DDL(G) disebut energi DDL dinotasikan dengan
Epp.(G) (Kaladevi dan Abinayaa, 2017). Dengan demikian dapat diketahui energi

yang diperoleh dari matriks DDL™ (G) disebut energi DDSL dinotasikan dengan

EDDL"' (G)-

2.4 Grup dan Subgrup
2.4.1 Grup Dihedral

Misalkan (G,*) adalah suatu sistem aljabar dengan G merupakan himpunan
tak kosong dengan operasi biner x, sedemikian sehingga disebut grup apabila
memenubhi sifat-sifat berikut:

1. Hukum asosiatif berlaku pada operasi *
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(axb)*c=ax(b=*c),Vab,c EG
2. Terdepat unsur e di G yang disebut unsur identitas dari G, sehingga
exa=axe=a,Va€eG
3. Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi *. Setiap unsur a € G,
terdapat suatu unsur a~! € G yang disebut invers dari a sedemikian sehingga
g =g g
dengan e adalah unsur identitas di G (Dummit dan Foote, 1991).
Contoh:
Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat dengan operasi biner penjumlahan,
maka (Z, +) adalah grup karena berlaku:
I. Untuk setiap a,b,c € Z maka a + (b + ¢) = (a + b) + c. Jadi operasi +
bersifat asosiatif di Z.
ii. Terdapat anggota identitas yaitu O terhadap operasi + di Z sedemikian
sehinggaa + 0 = 0 + a = a, untuk setiap a € Z.
iii. Untuk a € Z terdapat a~! yaitu (—a) € Z sedemikian sehingga a +
(—a)=(—a)+a=0.
Berdasarkan i, ii, dan iii maka Z memenuhi definisi grup sehingga terbukti bahwa
(Z, +) adalah grup.
Jika G adalah grup berhingga, maka order |G| dari G adalah banyak elemen
di G. Secara umum, untuk sebarang himpunan berhingga S, |S| adalah banyak
elemen di S. Misal g € G, maka order dari g adalah bilangan bulat positif terkecil

n sehingga g™ = e, e unsur identitas di G. Order dari g ditulis |g| (Gallian, 2012).
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Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri segi-n beraturan,
dinotasikan dengan D,,, untuk setiap n € N,n > 3. Dengan operasi komposisi
(o) yang memenuhi beberapa aksioma. Sifat-sifat pada grup dihedral D,,, berlaku:
1. 1,r,7?% .., r"1lsehingga|r|=n
2. |Is|=2
3. s # riuntuk semua i
4, srt=sr/ untuk semua 0<i,j<n-—1 dengan i+ j sehingga D,, =
{1,7,7%, ...,s,s7,sr%, ...,sr™" 1}, yaitu tiap-tiap elemen dapat ditulis secara
tunggal dengan bentuk s®r‘ untuk setiap k = O atau1dan0 < i <n-—1
5. rs=sr!
6. ris=srt untuksemua0 < i <n—1 (Dummit dan Foote, 1991).
Sebagai contoh D, merupakan grup dihedral yang memuat semua simetri

(rotasi dan refleksi) pada bangun segitiga sehingga D = {1,7,72,s, s, sT?}.

2.4.2 Subgrup dan Subgrup Normal

Misalkan G adalah grup dan H adalah himpunan bagian di G. Jika H
dengan operasi biner yang sama dengan di G membentuk grup, maka H disebut
subgrup dari G dan dinotasikan dengan H < G (Dummit dan Foote, 1991). Unsur
identitas di subgrup H adalah unsur identitas di grup G. Dengan demikian, maka H
subgrup G jika dan hanya jika H € G, H # @, dan xy~! € H untuk semua x,y €
H.

Subgrup H dari grup G disebut subgrup normal dari G jika aH = Ha

untuk semua a € G dan dinotasikan dengan H 2 G. Jika G grup abelian maka
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semua subgrup di G adalah subgrup normal karena h = eh = gg~*h = ghg™' €
H untuk semua h € H dan g € G (Gallian, 2012).

Sebagai contoh, elemen grup dihedral- 2n dengan n = 3 adalah Dy =
{1,7,72%,s,sr,sr?}. Berdasarkan definisi subgrup maka diperoleh subgrup dari
grup  dihedral D, adalah  {1},{1,s},{1,sr},{1,sr%},{1,r,r?}, dan
{1,7,1%,s,sr,sr?}. Diperoleh juga subgrup normal dari grup dihedral Dy adalah

{1,r,r%}, dan{1,r,72%,s,sr,sr?}.

2.5 Komplemen Graf Subgrup

Graf subgrup dari G dinotasikan dengan I, (G) adalah graf yang himpunan
titiknya adalah anggota G, sedemikian hingga jika xy € H dan yx € H untuk suatu
X,y € G dengan x # y maka x dan y dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak
berarah. Dengan demikian, akan diperoleh graf subgrup dari G yang tidak memuat
gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple edge). Jika H subgrup normal di G,
maka xy € H berakibat yx = x~1(xy)x € H. Dengan demikian, komplemen dari
graf subgrup juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah (digraph) (Kakeri dan
Erfanian, 2015).

Sebagai contoh, misalkan G grup dihedral D, dan H adalah subgrup
normal yang dibangun oleh (r), yaitu H = {1,r,72} sehingga diperolen gambar

graf subgrup beserta komplemennya sebagai berikut
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Gambar 2.11 Graf I',y(Dg) dan I, (D)

2.6 Gambaran Ketelitian Allah dalam al-Quran

Allah Swt. melakukan sesuatu dengan teliti. Sebagaimana firman-Nya
dalam suarat Maryam ayat 94 yang memiliki arti “Sesungguhnya Allah telah
menetukan jumlah mereka dan menghitung mereka dengan hitungan yang teliti”.
Allah juga merupakan rajanya dalam urusan hitung-menghitung karena Allah
sangat cepat dan cermat dalam menghitung (Abdusysyakir, 2007). Hal ini sesuai

dengan firman Allah dalam surat al-Qamar ayat 52-53:

(D5 555 e 5 1215 @05k L
<
= 253 g2 S5 (D)l Qoslads (o S5

“Dan segala sesuatu yang telah mereka perbuat tercatat dalam buku-buku catatan (yang
terdapat di tangan Malaikat yang mencatat amal perbuatan manusia). Dan segala (urusan)
vang kecil maupun yang besar adalah tertulis”.

Berikut akan dijelaskan tafsir dari surat al-Qomar ayat 52-53. Dalam ayat

tersebut Allah berfirman

“Dan segala sesuatu yang telah mereka perbuat tercatat”.
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“Dalam buku-buku catatan (yang terdapat di tangan Malaikat yang mencatat amal
perbuatan manusia)”.

Dalam tafsir Ibn Katsir dijelaskan bahwa segala sesuatu yang diperbuat oleh
manusia akan tercatat dalam buku-buku catatan. Maksudnya, tertulis di dalam
kitab-kitab yang berada di tangan para malaikat (Katsir, 2017). Begitu juga
penjelasan dalam tafsir al-Maraghi, bahwa segala sesuatu yang telah diperbuat oleh
manusia akan tercatat dalam Kitab-kitab yang berada di tangan para malaikat.
Dalam tafsir al-Maraghi kata ‘mereka’ merujuk pada kalimat al-Mujrimin yang
memiliki arti orang-orang yang berdosa. Dinyatakan dalam firman Allah surat ar-
Rahman ayat 41 yang memiliki arti “Orang-orang yang berdosa, dikenal dengan
tanda-tandanya”. Disebutkan juga dalam surat Qaf ayat 18 “Tiada suatu
ucapanpun yang diucapkannya, melainkan ada di dekatnya malaikat pengawas
yang selalu hadir” (Al-Maraghi, 1993).

Berikutnya, penjelasan bahwa Allah akan mencatat setiap perbuatan dosa
baik dosa kecil maupun dosa besar yang pernah dilakukan oleh manusia terdapat

pada ayat

“Dan segala (urusan) yang kecil maupun yang besar adalah tertulis”.

Menurut 1bn Katsir segala urusan yang kecil maupun yang besar dari amal
perbuatan manusia adalah tertulis. Maksud dari kata ‘tertulis’ adalah terdapat pada
lembaran-lembaran. Tidak ada satupun yang tertinggal, baik yang kecil maupun
yang besar melainkan telah dihitung (Katsir, 2017). Dalam tafsir al-Maraghi
dijelaskan bahwa yang dimaksud dengan lembaran-lembaran adalah lembaran amal.

Artinya dalam lembaran malaikat yang mulia yang mencatat semua amal perbuatan
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manusia, besar maupun kecil, bahkan semua kejadian yang terjadi di alam ini telah
tercatat di dalam Lauhul Mahfudh, yaitu kitab semua takdir (Al-Maraghi, 1993).

Imam Ahmad meriwayatkan dari ‘Aisyah r.a., bahwa rasulullah
Muhammad Saw. bersabda “Wahai ‘Aisyah, jauhilah olehmu dosa-dosa kecil,
karena ia pun akan mendapat tuntutan dari Allah (Katsir, 2017). Dan diriwayatkan
pula oleh al-Hafizh Ibn ‘Asakir dalam terjemahan Sa’id bin Muslim dari sisi yang
lain. Kemudian, Sa’id berkata: “Dan aku telah memberi tahukan hadits itu kepada
‘Amir bin Hisyam, maka ia berkata kepadaku: ‘Celakalah engkau hai Sa’id bin
Muslim, karena Sulaiman bin al-Mughirah telah memberitahukan bahwa ia pernah
mengerjakan suatu perbuatan dosa, lalu ia meremehkannya. Kemudian ia didatangi
seseorang dalam tidurnya dan berkata kepadanya: ‘Wahai Sulaiman, janganlah
engkau meremehkan dosa-dosa kecil, karena yang kecil itu akan menjadi besar.
Sesungguhnya yang kecil itu meskipun telah lebih dulu perjanjiannya, maka di sisi
Allah ia akan tertulis secara rinci’” (Katsir, 2017).

Riwayat tersebut menjelaskan bahwa janganlah meremehkan perbuatan
dosa sekecil apapun, baik terlihat maupun tidak terlihat. Semua perbuatan dosa
tersebut akan dicatat pada lembaran-lembaran secara rapi, teliti dan tidak ada
satupun yang tertinggal. Menurut Quraish Shihab dalam tafsir al-Mishbah, bahwa
kata mustathir terambil dari kata as-sathr yang berarti pengaturan huru-huruf yang
ditulis dengan rapi dan indah. Kata mustathir berarti tertulis dengan rapi dan teliti.
Ketelitian dan kerapiannya itu diperkuat lagi dengan penambahan huruf ¢ta’ yang
mendahului huruf tha’ (Shihab, 2003).

Berdasarkan penjelasan di dalam tafsir Ibn Katsir dan tafsir al-Maraghi

pada firman Allah Swt surat al-Qamar ayat 52-53 bahwa Allah dalam menghitung
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perbuatan dosa para Mujrimin sangatlah cermat dan teliti. Tidak ada dosa sekecil
apapun dan sebesar apapun kecuali tercatat pada buku catatan mereka masing-
masing tanpa ada yang tertinggal. Hal inilah yang dapat dijadikan sebagai contoh
mengenai gambaran kecermatan Allah di dalam al-Quran, termasuk

matematikawan yang melakukan perhitungan.
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PEMBAHASAN

3.1 Energi DDL dan DDSL Komplemen Graf Subgrup (r) dari Grup Dihedral
D,

3.1.1 Grup Dihedral Dg
Subgrup dari grup dihedral D, yang dibangun oleh (r) adalah {1,r,72%}.
Dua unsur pada grup dihedral Dy apabila dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral D¢

° T B 2 s | S s
1 1 A1 BR: |
B 2B Al sE| SEN e
B 2 (1 | r | sri)sr?| s
s s | sr|sr?| 1 | r | r?
B sr (sr?| s |2 |1 | r
B 2 | s [sr| r [ 2|1

Berdasarkan Tabel 3.1 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3, (De) beserta komplemennya seperti berikut

Fry(Dg): F‘T‘(D?)’

Gambar 3.1 Graf I';y(Dg) dan I'(,y(Dg)

25
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Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks detour dari I7,4(Ds) sebagai

berikut
0 4 4 5 5 5
4 0 4 5 5 5§
—_— 4 4 0 5 5 5
DD (L) (De)) = 5 55 0 4 4
5 5 5 4 0 4
5 5 5 4 4 0

dan diperoleh matriks distance dari I3, (D) sebagai berikut

0 2 2 1 1 1
2_ 0 B ID™ST 1
L &£ | FesN g 1 siR A
d(ar>(D6))=1 1 o Fou W25
11120 2
SRS ORI O

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,y(Ds) sebagai berikut

T,(I;ry(De)) =

(= O SNl S
S O O NOOo
SO NO OO
=R F o) @ 9=
NOoO O o oo

SO0 oo o

Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,y(D,) adalah

DDL(I(De)) = T+(I1y(De)) — DD(I3) (De))

0

cCooco o
cocoowuo o
oNoooo

o O Ul Ul Ul
O B U1 Ul ol
o A B U1 U1 UL

oo oo
] @ S| (o) (=) (=)
GGG Y=
Ul Ul Ul O A

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



27

7-y -4 -4 -5 -5 =5

/ -4 7-y -4 -5 -5 -5 \

S || -4 -4 7-y -5 -5 =5 ||
det(DDL(I;y(De)) —yI) =det| | _o  _c _e T—y -4 -4
-5 -5 -5 -4 7-y -4
| -5 -5 -5 -4 -4 7-yl

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut

7—y —4 —4 -5 -5 -5
r—=-3)(y—-11) 4(-11+vy) 5(=11+7y) 5(—11.+7) 5(=11+vy)
L y—7 T —T+y T =T +y T +y T +y
0 0 _(y+1)(y—11) _5(—11+y) _5(—11+y) _5(—11+y)
77 =8 y=3 s y=3
g 0 : _y2—6y—82 i Ay -T71
y+1 y+1 y+1
A 5 0 o G -1DGP-2y-153)  (-11+p)(y—71)
y? —6y — 82 y? -6y —82
0 . - : : - 112)(1/ — 19 +16)
y? —2y —153

Sehingga polinomial karakteristik DDL(F(T)(D6))diperoleh dari perkalian diagonal
utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

-3 -1D\/ ¢+DF-1D\( y?-6y—82
s y—3 y+1

p(y) =T -v) (—

_-1DG2 -2y —153)\ ([ (r+16)(y — 1D —14)
y? — 6y — 82 y? — 2y — 153

=y —14)(y — 11)*(y + 16)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;;y(Dy)) adalah y = 14, yk =11, dan y% = —16 dengan multiplisitas
m@yt) =1, m@y}) =4, dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(I}y(De))
sebagai berikut
Eppr(Tiy(Ds)) = vt D + mr)lvz D + (mur)IviD

= (1x|14]) + (4 x|11]) + (1 x |-16])

=74
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Jadi, energi DDL dari madalah 74, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I}y (D) adalah 74.
Diperoleh juga matriks DDSL dari I,y (D) adalah

DDL*(Iy(De)) = T1(Lry(Ds)) + DD (I1y(Ds))

7 0 0 0 0 07 0 4 4 5 5 57
0 7 0000 |4 045755
_[007000[,[44055:
0 0 0 7 0 O 5 55 0 4 4
0 0 0 0 7 O 5 5 5 4 0 4
0 0 0 0 0 74 L5 5 5 4 4 0
7 4 4 5 5 5
4 7 4 5 5 5
|4 475 55
5 5 5 7 4 4
5 55 4 7 4
L5 5 5 4 4 7
7 v 2408 SRRNCRRCR [
4 7-y 4 5 5 5
4B 4 4 7-y 5 5 5
det(DDL*(Ty(Dg)) —yI) =det| | < ¢ "' > I,
\ 5 5 5 4 T7-y 4
5 5 5 4 47—yl

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan eliminasi menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks segitiga atas

sebagai berikut

7 —y 4 4 5 5 5

A S 4y -3) 50/ -3) 5(0-3) 50 -3)

2 —h —7+y —7+y —7+y =7+y

0 0 =3¢ -15 5(0—-3) 5(0-3) 50r—3)

y—11 —11+y -11+y —11+y

y% — 22y + 30 4y + 15 4y + 15

0 0 0 B y—15 y—15 y—15
0 0 0 0 G =3)@*-26y+15) (¥ —3)(4y +15)

y2—22y+30 y? — 6y — 82

0 0 0 0 0 _ (VZ— 3)(y —30)y
y?—26y+15 |

Sehingga polinomial karakteristik DDL*(I;,y(Ds)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu
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-3¢ -1D\/( -3)(r-15)\/ y*—22y+30
y—7 y—11 y—15

p(y)=(7-vy) <—

_=3)(r* -26y +15)\ ([ (¥ —3)( —30)y
y?—22y + 30 y?—26y + 15

=@ -300F -3

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;,y(Dy)) adalah 4" = 30, y5" = 3, dan y4" = —0 dengan multiplisitas
m(yt") =1, m(ys") = 4, dan m(y4") = 1. Maka energi dari DDL*(T;,,(Dg))
sebagai berikut
Epp+(Tiry(De)) = (m(yi)lrt ) + (m(ys )lvs"[) + (m(r5)y57])

=@Ax|[30)+@x 3D+ (@1 x]|-0]

=42,
Jadi, energi DDSL dari (I3,,(De) ) adalah 42, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDSL dari (I}, (D)) adalah 42.
3.1.2 Grup Dihedral Dg

Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r) adalah

{1,7,72,73}. Dua unsur pada grup dihedral Dg apabila dioperasikan menggunakan

operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 rlr®2 | 3| s | sr |sr?|srd
1 1| r | 72| 73| s | sr |sr?]|srd
r | r | 2| 3| 1 |sr3| s | sr |sr?
r2 | r2 | 3| 1 r |sr?|sr3| s | sr
r3 | 3|1 r | r? | sr |sr?|sr3| s
s s | sr|sr?|sr3| 1 r | r2 | rd
st | sr |sr¥|srd3| s | 3| 1 r | r?
sr? | sr?|sr3| s |sr |72 | 3| 1 | r
sr3|sr3| s | sr|sr?| r |2 || 1
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Berdasarkan Tabel 3.2 dan definisi graf subgrup dapat digambarkan graf

subgrup Iy (Dg) beserta komplemennya seperti berikut

r rz r rt

Gambar 3.2 Graf I ;4(Dg) dan I'y(Dg)

Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks detour dari I3, (Dg) sebagai berikut

DD(Iiy)(Ds)) =

NNNNoOO OO
NNNNOo o OO
OO NN NN

NNNNoo oo
NNNNooo o
OO O NN I
ANO OO NN I
SO NN NN

dan diperoleh matriks distance dari I7,,(Dg) sebagai berikut

d(Lr)(Dg)) =

B R R RNDNNO
Rl R R NN O N
Rl R RO NN N

PR R PRPNONNIN
NNNOR R R R
NNONRERR R R,
NONNRR R R,
ONNNR R P R

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,y (Dg) sebagai berikut
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0 O

TN 0 0
T.(Tn@)) =| 4
0 O

0 0

L0 0
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0 0 0 O 0 07
o 0 0 o0 o0 O
10 0 0 O 0 O
0 10 0 O o0 O
0 0 10 0 0 O
0 0o 0 10 0 O
0 0 0 O0 10 O
0O 0o O 0 0 10

Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,4(Dg) adalah

DDL(I}(Dg)) = T+ (I1y(Dg)) — DD(I3) (Ds))

10 0 0
0 10 0
0 0 10
o o0 o
F o 20
0 0 0
0 0 0
Lo 0 0
10 -6 -6
-6 10 -6
-6 —6 10
_|-6 -6 -6
-7 -7 -7
SA A
-7 -7 -7
7 =7 T

cooaEwe oo

0O 0 O 071 0 6 6 6 7 7 7 7
0O o0 0 O DENUSORNGN. /%7 7 7
0, GA ML} O 6 ® g 60 R 7 7
Qs 0" 0 =0 |lon 6 #6i 0. 7 W Y 7
10 0 0 O N TR0 66N 6
U URE O 1 1 Yeyl "6 0 O %
W SN0 N1 " §0 7 7%% . N6 6 036
OR==0 BNOES 10 PAE7F S /R 6) %6 60 08

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p(y) = (10—)/)(

y —10 y—4 y+2

-0 - 16)> <_ v +2) - 16)) <_ v +8) - 16))

y? =2y —276
y+8

I

y? -2y —276 Y%+ 4y — 424

B Gy —16)(y? + 4y — 424)) (_ (y —16)(y? + 10y — 572))

_(r+36)( —16)(y — 20)
y?+ 10y — 572

=(y—20)(y —16)°(y + 36)
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,y(Dg)) adalah yt =20, y5 =16, dan y4 = —36 dengan multiplisitas
m@yH) =1, m@ys) =6, dan m(y) = 1. Maka energi dari DDL(T;,y(Ds))
sebagai berikut
Eppr(lin(Dg)) = DIyt + my)lyz D) + (mrH)viD)

= (1% |20]) + (6 x |16]) + (1 x |—36])

=57
Jadi, energi DDL dari m adalah 152, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I}, (Dg) adalah 152.
Diperoleh juga matriks detour distance signless Laplace dari m adalah

DDL*(I3y(Dg)) = T, (Iyy(Dg)) + DD (I;1y(Dg))

RN 0. 7+00 %0 ol 07, T0P% lohen i 1
OO0 W o o™.0 ool gt Tome 7 i
0 0 10 0 00 0ol e 6067 7 7F
_Jo 0o o0 10 0 0o o of,l6 6607777
D000 104 0/ 401 <07 7 N0 f 6
0 0 0 0 o0 1000 04 |7 77 7 6 0¢ 6
0 0ae0 0 o dos 0 olh A7 47 TS 6 of § 6
Lo 0o 0o 0o 0o o o0 100 7 7 77 6 6 6 0
YWk 6 B 7 w7 75
AND e 7 7 7
6N% 10 6f L7377
|6 NN 6 10 7 ST S
7 7 7 7 10 6 6 6
7T e O G
7 7 7 7 6 6 10 6
7 7 7 7 6 6 6 10

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dy), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p() = (10— 7) (_ =D - 16)> (_ - - 22)) (_ - - 28))

y —10 y—16 y—22
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_yi-38y+84\ [ (r —HE* - 44y +56)\( ¢ —DF* 50y +28)\ (- —56)y
y — 28 y? — 38y + 84 y? — 44y + 56 y? — 50y + 28

= (y —56)(y — N

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(I;,y(Dg)) adalah y" =56, y5" =4, dan y%" = 0 dengan multiplisitas
m(yt) =1, m(y%") = 6, dan m(y4") = 1. Maka energi dari DDL*(T;,,(Dg))
sebagai berikut
Eppi+(Tin@g)) = (m(ri)lri"[) + (m(ys )y |) + (m(r3)lys ')

= (1x|56])+ (6 x|4]) + (1 x|0])

= 80.
Jadi, energi DDSL dari I3,y (Dg) adalah 80, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak

yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3, (Dg) adalah 80.

3.1.3 Grup Dihedral D4,

Subgrup dari grup dihedral D,, yang dibangun oleh (r) adalah
{1,7,v%,r3,r*}. Dua unsur pada grup dihedral D;, apabila dioperasikan
menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral D44

o i, r | r2 | r3 | r* | s | sr |sr?|srd|srt
1 1 r |l r2 |3 r* | s | sr|sr?|srd|srt
r rlr2 |3t 1 | srt| s | sr |sr?|srd
r® | r?2 | 3| rt ] 1 r |sr3|sr*| s | sr |sr?
r3 | 3| rt |1 r | r? |sr?|sr3|srt| s | sr
r* | r* | 1 r | r? | r3 | sr|sr?|srd|srt| s
s | s | sr|sr?|srd3|sr*| 1 | r | r? | | r*
st | sr |sr®|srd3|srt| s | r* | 1| r | r?| 3
sr? | sr?|sr3|sr*| s |sr| 3|t | 1 | r | r?
sr3 | sr3|sr*| s | sr|sr2| 2 | 3| rt ] 1 r
st*|sr*| s | sr|sr?|sr3| r | r?2 || rt | 1




34
Berdasarkan Tabel 3.3 dan definisi graf subgrup dapat digambarkan graf

subgrup I3,y (D1o) beserta komplemennya seperti berikut

r(r",(Dlu ):

Gambar 3.3 Graf I'(;y(D1o) dan I';y(D4o)

Dari Gambar 3.3 dapat diperoleh matriks detour dari I3, (D;) sebagai berikut

2

DD(I3y(Dyp)) =

O O O O O WM P O
O O O OO CWW®®OS ®
O O OO OO ®®
O O OO OWOD®®®
O O O O OO WM ® ™
00 OO WO OO OO
00 OO WO OO OO
00 O 0 WO OO OO

0 WO YWV YW OO

© 0 WO O OO

dan diperoleh matriks distance dari I7,y(D1,) sebagai berikut

d(r(r)(Dm)) =

Rom R R NN NN O
PR R R R oD N O N
PR R R R oD O N N
R R R R R NO NN N

R R R R RPRONDNDNN
NNNNORRELRFP R |
NNNONRRE R 1 R,
NNONNRRE P 1 |
NSO WNNRRFP P R R
ONNNNR P PP

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3, (D;,) sebagai berikut
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13

13

13

13

Tr([Zr)(Dlo))

Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I3,y (Do) adalah

T,([+y(D10)) — DD (I3 (Do)

DDL(I;y(Dyp))

OO OO ®®M®O O
N NN N e He o e =Nce}
OO OO OO ® W
o e e e o e =l I}
OO O ©®© WD ®©
WWOWPDOO DD DD
W PVWD VA
W WO W®OWR DD
WO W®PW®ADD DD

© 0 ®®©PDDNRD A D
I

e 6 O == St

SESENS, Spo=p) TS

coocococoofoco

coocococofooco

Siciolcic. Cioisic o
SISISteRTISic SIS

Sl tioiSicicicS

coPfPococoocoocococo

SEISISISIOISISIcrS

Moocoocoocoocoo

-8 -8 -8 -8 -9 -9 —9 —9 -9
13 -8 -8 -8 -9 -9 -9 —9 -9
-8 13 -8 -8 -9 -9 -9 -9 -9
-8 -8 13 -8 -9 -9 -9 -9 —9
-8 -8 -8 13 -9 -9 —9 -9 -9

13
-8
-8
-8
-8

= SESS
=81 =8
-8 -8
1.3 b8
-8 13

20
-8
=)
-8

-8 13

-8
-8 13
-8
-8

=9 =04 =09 i3
=0 =5 =

=9 =9 =g =
=9 =9 =9 =
=9 =9 =9 =

=5
=5
=0
=0
=0

=5
=5
-3
&9
>

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

)

(r +1D)(y — 21)
y+3

=)0

5

)(_ (v +3) -
¥

Yy —13

-5 —-21)

p(y) =(13-y) <—

/N
—~
n
o
(o))
I EN]
mn
o
|
+ |
~ | \O
|+
a5\
i
ZVI
I
&0
—/

I
N——
/-~
N
mn
O

| |3
&0
o |t
+V,
[a\}
&0

I
N——
/N
N
i
N

I
—
2|7
=~
[e)}
— |~
+
o
—

I

N——

)

(y — 21)(y2 + 30y — 1411)
y? + 22y — 1158

[
/I\
/N
Yan)
(e}
N
—
—

n
I |2
(o
H_
+|&
N R
S|+
~la
—
ZVI
[

NS
—/

I
(
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_(y+6H)(y —21)(y - 26)
y? + 30y — 1411

=(y—26)(y —21)%(y + 64)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,y(Dy)) adalah y¥ = 26, vy = 21, dan y% = —64 dengan multiplisitas
myt) =1, m(y%) =8, dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(I;,,(Dy))
sebagai berikut
Eppr (T (D10)) = DIyt D) + (mDlyz D) + (mGNIys)

= (1x|26]) + (8% |21]) + (1 x |—64])

= 258
Jadi, energi DDL dari m adalah 258, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I3y (D;,) adalah 258.
Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,y (Dy,) adalah

DDLY (F(T)(Dlo)) » Tr(r(r)(Dlo)) L DD(Rr)(D10))

13 0 0 O O O O O O 071 0 8 8 8 8 9 9 9 9 9
0 13 0 0 0 O O O 0 o© 8 088 89 9 9 9 9
0 0 13 0 0 0O O 0O 0 © 8 80 8 8 9 9 9 9 9
0 0 0 13 0 0 0 0 0 O 8 88 0 8 9 9 9 9 9
[0 0o o 0 13 0 0 0 0 0/, |88 88099999
0 0 0 O O 13 0 0 0 O 9999 908 8 8 8
0 0 0 O O 0 13 0 0 © 9 999 98 0 8 8 8
0 0 0 0O O O O 13 0 O 9999 988 0 8 8
0 0 0 0O O O O 0 13 0O 9999 988 80 8
Lo 0 0 o 0 O o0 O o0 13/ l9 9 9 9 9 8 8 8 8 0
13 8 8 8 8 9 9 9 9 9j

8 13 8 8 8 9 9 9 9 9

8 8 13 8 8 9 9 9 9 9

8 8 8 13 8 9 9 9 9 9
|8 8 8 8 13 9 9 9 9 9
{9 9 9 9 9 13 8 8 8 8

9 9 9 9 9 g8 13 8 8 8

9 9 9 9 9 g8 8 13 8 8

9 9 9 9 9 g8 8 8 13 8

lg9 9 9 9 9 8 8 8 8 13!
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

=5 - 21)) <_ -5 - 29)) <_ v =5 - 37))

p(y)=(13—y)( v —13 =21 T

¥y = 5)(y — 45) y? — 58y + 180 (y —5)(y? — 66y + 135)
<_ y —37 ><_ jamnd5> ><_ y2 — 58y + 180 )

=50 -7y +90)\ (¥ —5* —82y +45)\( (-5 —90)y
y? — 66y + 135 Y2 — 74y +90 y? — 82y +45

= —90)(y — 5%
Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(I;y(Dyy)) adalah y£* =90, y4" =5, dan 4" = —0 dengan multiplisitas
m(yt') =1, m(y%") = 8, dan m(y%") = 1. Maka energi dari DDL* (I3, (Dyo))
sebagai berikut.
———— L+ Lt Lt L+ Lt Lt

Eppi+(Fn(D10)) = (m(yi)Ivi™[) + (m(r2 )i ) + (m(ri) s |)

= (1x190]) + (8 x|5]) + (1 x |—0])

= 130.

Jadi, energi DDSL dari I3,y(Dy,) adalah 130, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3, (D;,) adalah 130.

3.1.4 Grup Dihedral D,,,
Berdasarkan energi yang telah ditemukan, diperoleh energi DDL dan energi

DDSL komplemen graf subgrup dari beberapa grup dihedral sebagai berikut.
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Tabel 3.4 Energi DDL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r) dari Grup Dihedral (D,,,)

n | Dy EppL

3 D¢ 74 =(14-9)—(20-3)+8=(14-3%)—(20:3)+ 8
4 Dg 152 =(14-16) — (20-4)+8 =(14-4?) — (20-4) + 8
5 Do 258 = (14-25)—(20-5)+8=(14-52)—(20-5)+ 8

n | Dy, 14n? —20n + 8

Tabel 3.5 Energi DDSL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r) dari Grup Dihedral (D5,)

n Dyn Eppr+

S D¢ 42=2-21=2(3-9-2-3)=2(3:-32-2"-3)
4 Dg 80=2:40=2(3-16—-2-4)=2(3-42-2-4)
5 Dqy 130 =2:65=2(3:25—-2-5)=2(3:52—-2-5)

™S D5 2(3n%? — 2n) = 6n? —4n

Teorema 1
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,7%, ..., "1, s,s7,s12%,...,sr""1} dan
(ry ={1,r,7?% ...,v™ 1} subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk n > 3.
Energi DDL(I;,y(Ds,,)) dari grup dihedral D,,, adalah
Eppr(liry(D2n)) = 14n? — 20n + 8
Bukti
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72,...,r™" 1, 5,51, 572, ...,st™ 1}, untuk n >
3. Ambil subgrup normal (r) = {1,r,72,..,r" 1} di D,, . Sesuai definisi graf

subgrup, maka diperoleh graf I3, (D,,,) sebagai berikut



rn-l

Sehingga diperoleh matriks transmisi dari I3,y (D,,,) sebagai berikut

Tr(r(r)(DZn)) -

1 r
1\ B 2Nt

. 0 3n-2
2 0 0
=1 0 0
< 0 0
sr 0 0
s7_’2 0 0
e I

0

--OOOﬁ

o

== =X

dan matriks detour dari I3, (D,,) sebagai berikut

DD([Zr) (DZn)) =

S oo
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1 r r? =1 5 ST sr? sr1
1 r 0 2n—-2 2n—2 - 2n—-2 2n—1 2n—-1 2n—1 - 2n-—1j
r 2n—2 0 2n—2 - 2n—-2 2n—-1 2n—-1 2n—-1 -+ 2n-1
r2 2n—2 2n-—2 0 v 2n—2 2n-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
rﬁ—l 2n—2 2n—-2 2n-2 - 0 2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
s 2n—1 2n—-1 2n-1 - 2n-1 0 2n—2 2n—-2 - 2n-—2
ST 2n—-1 2n—-1 2n-1 - 2n—-1 2n-2 0 2Zn—2 - 2n-—2
S7_”2 2n—-1 2n—-1 2n—-1 - 2n—1 2n—-2 2n-2 0 e 2n—2
srt 2n—1 2n—-1 2n—-1 - 2n—-1 2n—-2 2n—-2 2n—2 - 0
Matriks DDL dari I3,y (D,,) adalah sebagai berikut
DDL(I()(D2r)) =
1 r i =il s sr ST syt
r 3n—2 -2n-2) -2n-2) -+ —-(2n-2) —-(2n-1) -@2n-1) —-2n-1) - —2n-1)
1 —-(2n-2) 3n—2 -2n-2) - -@2n-2) -2n-1) -@2n-1) -@2n-1) - —-2n-1)
rrz —-(2n-2) —-(2n-12) 3n—2 - —2n-2) -2n-1) -@2n-1) -@2n-1) - —-2n-1)
rnil —(Zn: — 7)) —(Zn: — %) —(Zn: —2) - 3n:— 2 —(2n: =) —(Zn: =) —(Zn: —-1) - —(Zn: -1)
S -2n-1) -2n-1) -2n-1) - —-2n-1) 3n—2 -2n-2) -(2n-2) - —-(2n-2)
ST -2n-1) -2n-1) -2n-1) -+ —-2n-1) —-2n-2) 3n—2 -2n-2) - —-(2n-2)
57;2 -2n-1) -2n-1) -2n-1) -+ —-2n-1) -2n-2) -(2n-2) 3n—2 - —(2n-2)
st ,—(Zn: — il) —(Zn: ) —(Zn: =il ¢ —(Zn: =1 —(2n: =) —(Zn: =) —(Zn: =7) o 3n:— 2 |

Polinomial Kkarakteristik DDL(I;,y(D,,)) diperoleh dari det(DDL(I;y(Dyy)) —

yI). Dengan eliminasi pada DDL(I;,y(D,,)) — vI diperoleh matriks segitiga atas

berikut

1 7 7 n-1

1 (Ep="2) =57

ST

0 _-m(-Gn-9)

r -(Bn-2)+y
0 " te-2))r-Gn-4)
r2 y—-n
A% ' ' (4 + @n = 22)(y - G — )y = (6n — 4)
A ’ : C %

Maka det(DDL(T;y(D,,)) — yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur diagonal
utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari

DDL(I;y(D,,)) adalah

2n—2
(

p) =@ —-(n-4))(y—-Gn-4)" "+ (@2n-2)3%
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh yf = 6n — 4, y1 = 5n — 4, dan
vk =—(2n—2)? dengan multiplisitas m(y£) =1, m@i) =2n-2, dan
m(y}) = 1. Energi DDL(T;y(Dyy,)) dari grup dihedral D, untuk n > 3 adalah
EppL(Tir)(D2n)) = myDIvi| + myDlyz| + my)lys|
=1x|6n—4|+2n—-2x|5n—4|+1x|—-2n —2)?|
=(6n—4) + (10n? —18n +8) + (4n®> —8n + 4)

=14n% — 20n+ 8

Teorema 2
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72,...,7" 1, s,s7,s7%,..,sr™" 1} dan
(ry ={1,r,7?% ...,v™ 1} subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk n > 3.
Energi DDL* (I, (Dsy,)) dari grup dihedral D,,, adalah
Eppi+(Tiry(Dap)) = 6n% — 4n
Bukti
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72%, .., 7" 1, 5,57, 572, ...,sr™ 1}, untuk n >
3. Ambil subgrup normal (r) = {1,7r,72, ..., r™" '} di D,, . Sesuai definisi graf
subgrup, maka diperoleh graf I},y(D,,,) dan graf m seperti pada Teorema 1.
Diperoleh pula matriks transmisi dan matriks detour dari I3, (D,,) seperti pada
Teorema 1. Sehingga didapatkan matriks DDL* (m) adalah sebagai berikut

DDL+(F(r)(D2n)) =
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1 r r2 rvt s sr srz . srtl

1 3n—2 2n—-2 2n-2 - 2n-2 2Z2n-1 2n-1 2n-1 - 2n-—1j
r 2n—2 3n-2 2n-2 - 2n-2 2n-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
r2 2n—2 2n—-2 3n—-2 - 2n-2 2n-1 2n—-1 2n-1 - 2n-1
rn.—l 2n—-2 2n-2 2n-2 - 3n-2 2n-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
s 2n—1 2n-1 2n-1 - 2n-1 3n-2 2n-2 2n-2 - 2n-2
sr 2n—1 2n-1 2n-1 - 2n-1 2n-2 3n-2 2n-2 - 2n-2
S7_”2 2n—-1 2n-1 2n-1 -+ 2n-1 2n-2 2n-2 3n-2 - 2n-2
st lan—1 2n-1 2n—-1 - 2n—1 2n-2 2n—-2 2n—2 - 3n—2
Polinomial karakteristik DDL*(I;y(D2y)) diperoleh dari

det(DDL*(F;,y(D;,)) — ¥I) . Dengan eliminasi pada DDL* (I3 (Dyy)) — v

diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 T 72 o
L [Br-2-vy
N _-m(-Gn-9)
r —-(Bn-2)+y
G-my-0n-6)
T2 0 p ] y—(5n—4)
- . b -n(y — (an? - 2n))y
R 0 0 B @

Maka det(DDL*(I;y(D,,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial
karakteristik dari DDL™* (I}, (D,,,)) adalah
p(y) = (v — (4n® = 2n))(y — n)*"?y

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh yX" = 4n2 — 2n, y£" = n, dan
y4" = —0 dengan multiplisitas m(yf") = 1, m(y4") = 2n -2, dan m(y%") =
1. Energi DDL* (I;4(D,)) dari grup dihedral D,,, untuk n > 3 adalah
Eppr+(TinD2n)) = m(rt )t |+ mi)lvs |+ md ) vi|

=1X1]4n? —2n|+2n—-2 X |n| + 1 x |—0]

=0(n?>-2n)+(2n*-2n)+0

= 6n% —4n
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3.2 Energi DDL dan DDSL Komplemen Graf Subgrup (r?) dari Grup
Dihedral D,,.

3.2.1 Grup Dihedral Dg
Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r?) adalah {1,72}.
Dua unsur pada grup dihedral Dg apabila dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.6 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° I e R s St s TRy, 573
1 1 Al rd L] Y lasr | sTiy S
BN | 2 (srk [ L | srPALS | st S
B A D WWMTNC s M sy sredll s | s
B 2 | 1 | r | 7% | sr |sr®|sr®| s
s s [selisralse® | 1 | sl 7€ J=rd
B sr |sr?|sr3| s |2 | 1 r \S72
B s> [sr3| s |sr |2 | 3| 1 r
B sr3 | s | sr|sr2| r | r? |2 | 1

Berdasarkan Tabel 3.6 dan definisi graf subgrup dapat digambarkan graf

subgrup I;,2(Dg) beserta komplemennya seperti berikut

Gambar 3.4 Graf Iz, (Dg) dan Iz (Dg)

Dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks detour dari I3,-2y(Dg) sebagai berikut
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det(DDL(T;,2y(Dg)) — yI)

8-y -7 -7 -7 =7 -7 -7 =77
7SS N ;7 7
7 AT, N 7 7
& NS 1] 27 NN -7
= dgfl i€ 7 NN NS SN Al B N N
_Jem N7 e A A J o, e NI\, -7
Bt ARV g A g N N7

Py 7 7 7 Sy TAN 7 \s\h\yl

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atasa sebagai berikut

8—y -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7

(y — 1Dy —15) 7(=15+y) 7(-15+7y) 7(=15+47y) 7(=15+7y) 7(=15 +7y) 7(—=15+7y)

B y—8 T g%y =8 +y T 8+y T 8+y T 8+y T 8+y
(y +6)(y —15) 7(-15+7y) 7(-15+7y) 7(-15+7y) 7(-15+y) 7(-15+y)

. 0 B Y T oy-1 Toy-1 Toy-1 Toy-1 T y-1
(y +13)(y — 15) 7(=15+7y) 7(—15+7y) 7(=15+y) 7(—=15+7y)

0 0 . o y+6 T y+6 T y+6 T y+e6 T y+6
(y +20)(y — 15) 7(=15+7y) 7(=15+7y) 7(=15+7y)

: g Y g - y+13 Ty +13 Ty +13 Ty +13
b . . . Q y (y +27)(y — 15) _7(—15 +7v) B 7(—=15+7y)

Y+ 20 Y+ 20 y+20
(y +34)(y— 15) 7(—=15+7y)

0 0 0 el g 0 B y+27 Ty +27

y+34

Sehingga polinomial Kkarakteristik DDL(I;,2y(Dg)) diperolen dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

p(y):(g_y)(_(y D(y ))(_(V+6)(V )>(_(V+ )4 1))

y—8 y—1 y+6

200y —15)\( (v +2N —-15)\( ¥ +3HF —-15\/ (+4D)({ —-15)
y+13 y + 20 y + 27 y + 34

= (y + 41y —15)7
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,2(Dg)) adalah y* = 15 dan y; = —41 dengan multiplisitas m(y}) = 7
dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(T;,2y(Dg) ) sebagai berikut
Eppr(Te2y(Dg)) = (myDIyi D + (myHIy1)

= (7% [15]) + (1 x |=41])

= 146
Jadi, energi DDL dari madalah 146, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I}z (Dg) adalah 146.
Diperoleh juga matriks DDSL dari I7,2(Dg) adalah

DDL*(I;;2(Dg)) = Tr(I;y2y(Dg)) + DD(I;,2,(Dsg))

oo o oo okic
coocococmo o
coococomooo
BT 0o o o =
comoococoo
cmocoocoococoo
Moo oOoOo OO
+
NNNNNNNO
NNNNNNON
N NNNNO 9N
NNNNO NN
N NN O NN
NN O NN
N O NN NN
O N NN

NN NN NN

NNNNNNN0 O0Co0O0O0CO0OoOm

NN N NN 0N
NN NN N0
NN NN N0 N NN
NN N 00NN
NN 00N NN
N OO NN NN NN

=

det(DDL*(T;,2y(Dg)) — yI)
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=det
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NN NN

14 7
L 7 7 7 7 7 8 —yl
Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

~

Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut

8—y 7 7 7 7 7 7 7

0 2 r =D - 15) Moy =1) -1 -1 -1 -1 7y-1

y—8 —&5F 77 —ar 7 & F 7 —Eapy7 -8+y —8+y

4 n =D -22) 27 =i) 717 = 1Y) -1 -1 -1

y—15 —-15+y —-15+y =il3) 3£97 —-15+y —-15+y

d i i _=DF=29 7r-1 =1 =1 7r=1

y—22 y—22 =27 Yy —22 y—22

n @ i n =1 -36) -1 r-1 -1

y—29 =78 77 =29 Y529

@ @ n i i -1 -43) -1 7(r-1)

y—36 ¥y —36 y—36

r =D —50) 70y -=1)

0 0 0 0 0 0 e Trovy = 5
0 0 0 0 0 0 0 _&2 16 - 57)

¥y =50

Sehingga polinomial Kkarakteristik DDL™*(I;,2,(Dg)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

p() = (8 —7) <_ -1 - 15)) (_ -1 - 22)) (_ v -D@ - 29))

y—8 y — 15 y — 22

_=-DF =36\ ¢-DF-43)\/ ¢-DF-50\/ ¢-D{-57)
y —29 y — 36 y —43 y — 50

=(y =57y — 1)’

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;,2,(Dg)) adalah y£* = 57 dan y4" = 1 dengan multiplisitas m(y}") = 1
dan m(y%") = 7. Maka energi dari DDL*(I;,2)(Ds)) sebagai berikut
Eppi+ (T2 (D) = (m(vi )t [) + (m(rs )lvs )

=1x|57|+7x|1]

= 64.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jadi, energi DDSL dari m adalah 64, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDSL dari I;,zy(Dg) adalah 64.
3.2.2 Grup Dihedral D,
Subgrup dari grup dihedral D,, yang dibangun oleh (r2) adalah {1,72,74}.
Dua unsur pada grup dihedral D;, apabila dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.7 Tabel Cayley Grup Dihedral D4,

o i o Rk TNt TS Wsh | st | srt | sTR
1 1 N %2 SRR 1Rl 5 [®er [srl | ShS sttt | srS
B NP | 2\ e [T L Nsiteh s €St st | sTt
ST N B B G R I L G N T B R Y
B e | AN S L | r | 72 [srd | se€ s s | s Sy
B L] e 2 7P ) se s s s | s [l st
. rc | 1 relvze B8R 77 Al 5oV Srotss s NSl §
s ool o S o Y ri [ el et | £
B s | sr? | srd|srt|sr®| s | rP | 1 7| jaleste s §*
BRSNS [P Bils 3 (s BilisT 4f 277 L0 S0 R ey |3
B s | st [Tsr? | s (NsroPsee| el nthgdrd |1 r | r?
S o aaSENSTN | o74 (B3l 2RI ISR =R (-
B s7° | s | sro|sr2|sred|srdt| r| P2 |3t 2|1

Berdasarkan Tabel 3.7 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3,2y(D;) beserta komplemennya seperti berikut

/ -
/

1 e 5
[ o e

Iy (Dy):
s sre ]

r(,.z)(Dlz):

Gambar 3.5 Graf I'(,2,(D12) dan I',2)(D12)
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Dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks detour dari I3,2y(D;,) sebagai berikut

DD(I;,2(D;,)) =

[ 0
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
111

11
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11
11
11
11
11
11
11
T

11
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11
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11
11
11

11
11
11
0
11
11
]
11
11
11
11
11

11
11
11
11
0
11
11
11
*h
11
11
11

11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
sl

11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
LY

11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11

dan diperoleh matriks distance dari I3,-2y(D;,) sebagai berikut

d(r(rZ)(Du)) =

RR R R R R RARNRNRO

R R R R R R NRNROR

R R R R R R RNRORN

R R R R R RNRORNR

R R R R R R RO RDNRDN

R R R R R R ORNRNR

R NRNRORRRRRR

NERNRORRR R R | R

R NRORNRRRR R R

NP ORNRRRERR R R,

R ORNRNRR R R | R

OR NP N, R R R RE R

11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11

117
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,2y(D;) sebagai berikut

T, (l;2y(D12)) =
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Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,2y(D;,) adalah
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DDL(Iy2)(D12)) = T1(I;r2)(D12)) — DD (T2 (Ds3))

(13 0 0 0 0O O O O 0 0O 0 07
0 13 0 o 0 O O O O O o0 O
0o 0 13 o 0 O O O O O o0 O
o o o0 13 0 0o O O o 0 o0 o0
o o 0 O 13 0 0 O O O o0 O
/0 0 o o0 o0 13 0 0 O 0 O O
“flo o o o o o 13 0 0 0 0 O
o o o o o0 O O 13 0 0 0 O
o o o0 o O O o o0 13 0 o0 O
o o o0 o O O o O o0 13 0 O
o o o0 o O O O O o 0 13 0
0 0 0 0 O O o o o o0 o0 13

r0 11 11 11 11
il @ ekl -l
11 11 0 11 11
gl bl dldl o (0) | F kil
] S 1 SO 1 S | 518 ()
11 11 11 11 11
11 11 11 11 11
L 3l gl MRl R
10 R T R 1 G | ‘11 i
il @kl il 1RL 1Kl
101 . 1 T ] 1] 1l
Sl TI(NTe, IN1Na 1§ i 1}

[u=y
[N
Uy
[y

11 11 11 117
11 11 11 11
11 11 11 11
11 11 11 11
151 R 1 1 B A W
abab gl atal kil
11 11 11 11
akal bl abal kil
(@ kil
1 () R ] R W1
11 11 0 11
11 11 11 0

—_
[y
U=
[N

el e e e
O S =Y [ N N =
T e e e
[ S Y [ S Y
A e e e
= [ N N =y =

—_
—_
—_
—_
U=
—_

[u=y
[N
[u=y
[y
[
-

11y =il =ik A =11=1h =Wlil SRl =il =11 =ilily
=il 13 =lal 0 =ilil Sl =plil el Bl =1k g=ilil  =ilil
=11 =il 13Ul WP =Tk —plil #1101 Bl =1 =il =ilil
=11 =il =1 =il =il =A0F Geilil =il =il =ilil
=11 =il =il il Wiy =111 Tl  =il1l  SrilMe =1 =iil =ilil
=11 =il =1 Sl W PR I AN B 1] TN T1IF =0l1l  =ilil
=il =il =il =i =il =i ) e =il ilil =il =ilil
=il =il =1l = =1l =illlaeelil | 18 F=00l #3100 =13 =ilil
g il =il =1l =il Sl =1 =ilil el S =ilil  =ilil - =ilil
il =il =il =il Sl @Il iRl il 313 =ilil =ilil
Kl =il =il =il =il Sl =1 =il =il 315 =ilil
= ML —ilil Al =l =il =l =l =il =l =all =1l kg

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

=2 - 24)) <_ v +9 - 24)) (_ (v +20)(y - 24))

p(y)=(13—y)< y— 13 y—2 y+9

3D =24\ ([ G +42)(r —24)\( G +53)F—24)\( r+64)(F—24)
y + 20 y+31 y +42 y + 53

A7) =24\ (v +86)(y —24)\ [ (¥ +9N( —24)\( (+108)(y —24)
y + 64 y+75 y + 86 y +97

= (y —24)*(y + 108)
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,2(D,,)) adalah y* = 24 dan y% = —108 dengan multiplisitas m(y}) =
11 dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(T;,2,(D;,) ) sebagai berikut
Eppi(Tir2y(D12)) = DIyt + (mGyHlys D

— (11 x |24]) + (1 x |-108])

=372
Jadi, energi DDL dari W adalah 372, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I},2y(D;,) adalah 372.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,2y(D;,) adalah

DDL* (HTZ)(Dlz)) = Tr(l-er)(Dlz)) 1 DD(I—ZTZ)(Dlz))

g 00 0 84 ONR0 #MON Of OF Of OF OF
© 13 © 0RO W OREE OF © R0 sl
©®@ © 13 OQGAORON OF OF U 0" O
©@ © 0 3R 0 WH O OF 0 B @ /0
©® © 0 HElsS Oarom OF OF O § @& 0
SNNORSNORSNORR0 _0_alSLaN0N 08 OB 08 SOEEN0
WO (OF JENE b0 ORI §0 W0
OO ORENOR O===(_g 0% Fi3i ¥0. WOF 80 0
o o 0 O O O O o0 13 0 0 O
o o 0 o O O O O o0 13 0 O
o o 0 o O O O O o 0 13 O
-0 0 0 0 O O O o o0 o0 o0 13
ro 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 117
TN, O i A i S ] S R T R TR T A 1
11 1 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 O 11 11 11 11 11 11 11
N 11 11 11 11 112 O 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 O 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 O 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 O 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 O 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 O 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 O
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13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 117
11 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 13 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 13 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 13 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 13 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 13 11 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 13 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 11 13 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 11 11 13 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 13

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p() = (13— 7) <_ -2 - 24)) <_ y—-2){ - 35)) <_ r=2)(y - 46))

= g y — 24 y — 35

=2 -5D\ =D -68)\( r=2)¥r-79\( -2 -90)
y — 46 V& 5V y — 68 y—79

<_ -2 - 101)) <_ -2 - 112)) (_ -2 - 123)) <_ (y—2)(y - 134)

¥ — 90 y — 101 y — 112 y — 123

=@ -1B3Hy-2)"

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;,2(Dy)) adalah y* = 134 dan y4" = 2 dengan multiplisitas m(y+") =
1 dan m(y4") = 11. Maka energi dari DDL* (I3,2,(D;)) sebagai berikut
Eppi+ (T2 (D12)) = (m(ri )i [) + (m(vs)lvs|)

= (1x[134]) + (11 x|2])

= 156.
Jadi, energi DDSL dari I},2(D;,) adalah 156, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3,2y(D;,) adalah 156.

)
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Gambar 3.6 Graf I',2,(D16) dan I';2,(Dy6)
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Dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks detour dari I3,2y(D;) sebagai berikut

DD(r(rZ)(Dm)) =

0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 157
15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
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15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15
157 3515 1o 15 sl SANTHAA SIS 15 @158 08 e W5 15 15
Fh 15 SIS 585 15 15 15048 158FLs. 0 \ 1§ 15 15
16 15 SSIESF 15 W5 15 15 15 15 SRS STs = 155 % W15 15
IS TSENIIS NS 15158 15 S158 15 1S G IS S iS5 158, @ 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 O-

dan diperoleh matriks distance dari I3,2y(D; ) sebagai berikut

d(F(Tz)(le,)) =

PR R R R RRRARRNRNRNRO
PR R R R R R R NRNRNR O R
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RO R NRENRNRE R
ORNRNRLRNRRRERR R SR

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,2y(D;¢) sebagai berikut

Tr([Zrz)(Dm)) =
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Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I3,2y(D; ) adalah
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r18 -1 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 =157
-1 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-5 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-5 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-1 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-1 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-1 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-1 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-5 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-5 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15 -15
-5 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 -15 -15
-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 -15 =15
-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -15 -15 =15
-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -—15 =15
-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18 -=15
t—15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 18/

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

-3 - 33)) (_ v +12)(y - 33)) (_ v +27( - 33))

p(y)=(18—y)< T V-3 y + 12

_+42)(r =33\ [ G +5Dr=33)\( ¥ +72)(r-33)\( r+87{F—33)
y + 27 y +42 y + 57 y+72

(_ (y +102)(y - 33))

(y +117)(y — 33) (y +132)(y — 33) (y +147)(y — 33)
)(- (- )

Y + 102 Y+ 117 v +132

<_
(=)

(y +177)(y — 33) (y +192)(y — 33) (y +207)(y — 33)
(- (- )

y + 162 y +177 y + 192
= (y —33)5(y + 207)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,2(Dy6)) adalah y* = 33 dan y% = —207 dengan multiplisitas m(yf) =
15 dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(T;,2y(D;,)) sebagai berikut
Eppr(Tr2y(D16)) = DIVt D + mr)lvz 1)

= (15 x |33]) + (1 x [-207])

=702
Jadi, energi DDL dari m adalah 702, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak

yang diperoleh dari matriks DDL dari I7,2y(D,4) adalah 702.



Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,-2y(D;6) adalah

DDL*(T(;2)(D1g)) = T1(T;r2y(D1)) + DD (T(,2)(D1g))
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

—3)(y — 33 —3)(y — 48 3y — 63
p(y)=(18_y)(_()/ )y ))(_(V )y 4))(_()/ )y 6))

y —18 y —33 y — 48

=3 =78\ ¢ =DF—-93)\( =3 -108)\/ (r—3)(r—123)
y — 63 y—78 y —93 y — 108

< (v - 3)()/ —138) )( Ul 3)()/ - 153)) (_ =3 - 168)> (_ (y —3)(y — 183)

— 123 — 138 Y — 153 v — 168

)

< (v =3)r - 198)) < =3 - 213)) (_ =3 - 228)) (_ (y —3)(y — 243)

y — 183 y — 198 y — 213 y — 228

=y —243)(y —3)*°

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;,2y(Dyg)) adalah y+" = 243 dan y4" = 3 dengan multiplisitas m(y+") =
1, dan m(y4") = 15. Maka energi dari DDL* (T;,2y(D4) ) sebagai berikut
Boous (T ®32)) = (m(rE) A T) + (m () A

— (1 x |243]) + (15 x |3])

= 288.
Jadi, energi DDSL dari I,2y (D) adalah 288, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I7,2y(D;6) adalah 288.

3.2.4 Grup Dihedral D,,,
Berdasarkan energi yang telah ditemukan, diperoleh energi DDL dan energi

DDSL komplemen graf subgrup dari beberapa grup dihedral sebagai berikut.

)
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Tabel 3.9 Energi DDL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r?2) dari Grup Dihedral (D5,,)

n | Dy EppL

4 Dg 146 = (13-16) — (17-4) +6=(13-42) — (17-4) + 6
6 | D, 372=(13-36)—(17-6)+ 6 =(13-62) — (17-6) + 6
8 | Dis 702 =(13-64) — (17-8)+ 6 =(13-8%)— (17:8)+ 6

n| Dy, 13n2—-17n+6

Tabel 3.10 Energi DDSL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral (D5,,)

n Dy, Eppr+

4 Dg 64=(5-16)—(4-4)=(5-4*>)—(4-4)
6 D> 156 =(5-36)—(4:6)=(5-6%)—(4-6)
8 D6 288=(5-64)—(4-8)=(5-8%)—(4-8)
n | Dy 5n% — 4n

Teorema 3
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,7%, ..., 7" 1, s,s7,s12%,...,sr""1} dan
(r?y = {1,772, ...,7™ 2} subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk n genap
dan n > 4. Energi DDL(I;,2y(D,,,)) dari grup dihedral D,,, adalah

Eppr(Fr2y(Dyn)) = 13n2 =170+ 6

Bukti

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,7""1,s,s1,sr%,...,st™ 1}, untuk n

genap dan n > 4. Ambil subgrup normal (r2) = {1,72,...,r™" 2} di D,,,. Sesuai

definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I}z (D) sebagai berikut



1 yn-l

Sehingga diperoleh matriks transmisi dari I7,2y(D,,,) sebagai berikut
Tr(r(rz)(DZn)) =

1 7 72 Y | S sr S sr1
5n — 4
1 > 0 0 0 0 0 0 0
5n—4
r > 0 0 0 0 0 0
2 5n—4
r 0 > 0 0 0 0 0
Fn-1 ' ' Sn—4
0 0 0 > 0 0 0 0
s 5n—4
0 0 0 > 0 0 0
5n—4
Ssr 0 0 0 0 0 > 0 0
Sn—4
sr? 0 0 0 0 0 0 > 0
P ' 5n _ 4
srnt 0 0 0 0 0 0 0 >

dan matriks detour dari I7,2y(D,,,) sebagai berikut

60
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DD(I;2)(D2n)) =

1 r
1 0 2n—1

r 2n—1 0
r? 2n—1 2n-1
Tn.—l 2n—1 2n-1
s 2n—1 2n-1
ST 2n—1 2n-1
srz 2n—1 2n-1
st™ 1 bp—1 2n-1

2

r
2n—1
2n—1
0
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1

-1
2n—1
2n—1
2n—1
0
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1

s
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
0
2n—1
2n—1
2n—1

Matriks DDL dari I7,2y(D,,,) adalah sebagai berikut

DDL([ZTZ)(DZn)) =
1 r
1 [ 51’1.2— 4 —(Zn _ 1)
r —(2n-1) 5n2— :
r  |-@n-1) -(2n-1)
™ l@n-1) -@n-1)
* |een-1 —@n-1)
st |-@n-1) —-@n-1
7 -2n—-1) —-@2n-1)
wkl‘fan—n —-(2n—-1)

Polinomial karakteristik DDL(I,2,(Ds,,)) diperoleh dari det(DDL(I,2y(Dyy)) —

—-(2n—-1)

—(2n-1)
5n—4
2

—(2n-1)
—(2n-1)
—(2n-1)

—-(2n-1)

—(2n-1)

rn—l

- —(2n—-1)
- —(2n-1)

- —(2n—-1)

Sn'—4
v

- —(2n-1)
- —2n-1)

- —(2n-1)

- —2n-1)

s
—-(2n-1)
—-(2n—-1)

—-(2n-1)

—-(2n-1)
5n—4
2
—-(2n-1)

—-(2n—-1)

—-(2n-1)

ST
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1

2n—1

sr
—-(2n—-1)
—(2n-1)

—-(2n—-1)

—(2n-1)

—(2n-1)
5n—4
2
—(2n-1)

—(2n-1)

ST
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1

2n—1

sr
—-(2n-1)
—(2n-1)

—-(2n-1)

—(2n-1)
—(2n-1)

—(2n-1)
5n—4
2

—(2n-1)

- —@2n-1]
L —@2n-1)

- —-2n-1)

- —-2n-1)
- —(2n-1)
- —-2n-1)

. —@n-1)

61

spn—1
2n — 17
2n—1
2n—1

2n—1
2n—1
2n—1
2n—1

STn_l

5n.—4
2

yI). Dengan eliminasi pada DDL(T;,2,(D,,)) — yI diperoleh matriks segitiga atas

berikut

n-1
ST 0

(y_(n;Z

)) (v - (9n —30))

-

2

0

i (y + (%”)) (y - (9n —30))

y -

=

. osrmt

(y + (8n2 - ;371 + 6)) <y _ (9n2— 6

)

fn
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Maka det(DDL(I;;2y(D;,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL(I;,2y(D,y,)) adalah

p(y) = (Y - (9n2_ 6)>2H (y + (8"2 - ;3n + 6))

on-—
2

Dengan menetapkan p(y) =0 maka diperoleh yr=2"° dan yL=

— (2239) dengan multiplisitas m(yf) = 2n— 1 dan m(y}) = 1. Energi
DDL(I;,2y(D,y,)) dari grup dihedral Ds,, untuk n genap dan n > 4 adalah

EDDL(F(rZ)(DZn)) =m@uyD Iyt + myDlyzl

n—=6

<8n2 —13n+ 6)‘
2

18n* —21n+6 8n?—-13n+6 26n*>—34n+ 12
I 2 i 2 n 2

=2n—1><| |+1><

=13n2—-17n+6

Teorema 4
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72, ..., 7" 1, s,s7,s1%,...,srv™""1} dan
(r?y = {1,772, ...,v™ 2} subgrup normal dari grup dihedral D,,, untuk n genap
dan n > 4. Energi DDL* (I;,2y(D,y,,)) dari grup dihedral D,,, adalah

Eppi+(Iir2y(Dgp)) = 5n? — 4n

Bukti

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,..,r""1,s,s1,sr?,...,sT™ 1}, untuk

semua n dan n > 4. Ambil subgrup normal (r2) = {1,r?, ...,v" 2} di D,,,. Sesuai

definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I},2y(D,,) dan graf I3,2y(D,,) seperti
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pada Teorema 3. Diperoleh pula matriks transmisi dan matriks detour dari
Iy2y(Dyy) seperti pada Teorema 3. Sehingga didapatkan matriks DDSL  dari

Iy2y(D,;,) adalah sebagai berikut

+ —
DDL*(Iy2)(Dyn)) =
1 r r? 1l s sr srz . srnt
'5n—4 1
1 > 2n-1 2n-1 - 2n-1 2n-1 2n—-1 2n-1 - 2n-1
5n—4
T 2n—1 > 2n—-1 - 2n-—-1 2n-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
2 Sn—4
r 2n—1 2n-—1 > 2n—-1 2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
ol ' ' ' Sn—4
i 2n—1 2n-1 2n-1 .- > 2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n-1
s 5n—4
2n—1 2n—1 2n—-1 - 2n—1 > 2n—1 2n—1 .- 2m—1
5n—4
Sr 2n—-1 2n-1 2n-1 .- 2n—-1 2n-1 > 2n—1 - 2n-—1
5n—4
IST1R& 2n—1 2n—-1 2n-1 - 2n—1 2n—-1 2n-1 > 2n= 1
7:1—1 . 5n.—4
ST 2i0=N18 2n=Fly 2= 18 - W20 S8 2= 1a 2 =SS 2 1 —H >
Polinomial karakteristik DDL*(I},2y(Dy3n)) diperoleh dari

det(DDL*(I;,2)(D,,)) — vI). Dengan eliminasi pada DDL*([,2y(Dyy)) — v

diperoleh matriks segitiga atas berikut

) 4 2 oo ogpnl
[ED)-
<y -(*3 2)) (v - (9n — 30))
I\ T B
) 0 (y = 2)) <y = 8)>
2 N 7= (9£n —-30) |
o 0 0 0 . (y _ (%D <;<_y)(w>)

Maka det(DDL*(I;;2y(D,,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL* (I;,2y(D,,) ) adalah
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p(r) = (Y - (M)) (y = 2)>2n_1

+ _ 8n%-3n-2

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh yi" = —— dan yE =

- (nT_Z) dengan multiplisitas m(yf") =1 dan m(y}") =2n—1. Energi

DDL*(I;y2y(D,y,)) dari grup dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
Eppi+(Trey(D2n)) = m(yE)) |yt | + m(vE ) [yt

8n2 —-3n-2 i 1><| (n—2)|
2 " 2

= il %%

8n2—3n—2+2n2—5n—2
2 2

=5n% —4n

3.3 Energi DDL dan DDSL Komplemen Graf Subgrup (r?,s) dari Grup
Dihedral D,,,.

3.3.1 Grup Dihedral Dg

Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r2,s) adalah
{1,7%,s,sr?}. Dua unsur pada grup dihedral Dg apabila dioperasikan
menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.11 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

o 1 r | r? | r3 sr | sr? | srd
1 1 r |2 | r3 | s | sr |sr?]|srd
r | r | 23| 1 |sr3| s | sr|sr?
r2 |2 | 3| 1 r |sr?|sr3| s | sr
r3 | r3 |1 r | r? | sr |sr?|sr3| s
s s | sr|sr?|sr3| 1 r | r? | rd
st | sr |sr¥|srd3| s | r3 | 1 r | r?
sr? | sr?|sr3| s | sr |72 | r3 | 1 | r
sr3|sr3| s | sr|sr?| r | r? | r3 | 1
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Berdasarkan Tabel 3.11 dan definisi graf subgrup dapat digambarkan graf

subgrup I,z 5,(Dg) beserta komplemennya seperti berikut

r r?

Gambar 3.7 Graf I',2 g, (Dg) dan I,z 5,(Dg)

Dari Gambar 3.7 dapat diperolen matriks detour dari I3, ,(Dg) sebagai

berikut

DD([ZrZ,s) (DS)) =

NN NGO
NN N O
NN NO O
ONONO NN
NONOoONO O
ONO NN
NoNoNoONOo
OCNONO NN

dan diperoleh matriks distance dari I3,2 5y (Dg) sebagai berikut

d(r(rz,s) (DS)) =

P NRNRF O RPN

RN RN RN RO
NRNRNR O R
NRNRO RN R,
P NR O RN RPN
NR O R NP N
R ORNRNR N
ORI N

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,z 5, (Dg) sebagai berikut
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10

10

10

10

Tr(nrz,s)(DB))

Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,2 5(Dg) adalah

Tr([Zrz,s) (DB)) - DD([ZrZ,s) (DS))

DDL(I}y2 5 (D))

cocoococococoS
coocococo 8o
o
ofs S el oISREhs
ofc o B ELe o
S Gho S ovaE o
o

coSococococo
S5 o © oIS
Socococococoo
i

NONOINONO
O~ OMNONO N
NOMNONOIN O
O~ ONOIN O™
NOMNOINUOIN O
OO N OIN O~
NO N OINOIN O
O N OISO ON

i 7
—6
s 7
—6
¥
—6
=1
10-

—6
=
—6
F
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut
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10—y =7 -6 =7 -6 =7 -6 =7

-3y -17) 7(=16 +v) —109 + 6y 7(=16 +y) —109 + 6y 7(-16 +v) —109 + 6y
) T 10+ T 10+y T 10+y T C10+y T 10+y T C10+y
o o _ (r—16)(y* — 14y — 58) 7(=16 +y)? (=16 +y)(=109 + 6y) _ 7(=16+y)? _ (-16+¥)(=109 + 6y) _ 7(=16+y)?
-3 -170 Y2 — 20y +51 ¥Z— 20y + 51 ¥Z— 20y + 51 ¥Z— 20y + 51 yZ— 20y + 51
0 0 0 @ +10)( —16)(y - 18) _ 7(-16+p)? 2By —6D(-16+7) _ 7(-16+p)? 23y —61)(=16 +7)
y2— 14y — 58 y2— 14y — 58 y2— 14y — 58 y2 —14y — 58 y2 —14y — 58
0 0 0 0 _-16)(* -2y -302) (=164 2By —6D(-16+7) _ 7(-16+p)?
(v +10)(y — 18) ¥2 -8y — 180 y2 — 8y — 180 ¥2 —8y — 180
0 0 0 0 0 b +23)y —-16)(y — 19) _ 7(—16 +y)? 3(2y —45)(-16 +y)
¥Z— 2y - 302 ¥Z—2y-302 yZ— 2y — 302
o o o o o o _(y—16)(yz+107—572) _ 7(-16 +y)?
y+23)(y - 19) y? +4y — 437
G +36)(¢ —16)(y — 20)
0 0 0 0 0 0 0 —W

Sehingga polinomial karakteristik DDL(I*(rz,5>(D8)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

-3 - 17)) (_ (y—16)(y* — 14y - 58)>

p(y) = (10—y) (— S~ 10 0 =30 —17)

_(+10G¢ -16)(¢ -18)\( ¥ —-16)(r* -2y —302)\ [ (¥ +23)(y —16)(y —19)
y? — 14y — 58 (y +10)(y — 18) y? —2y —302

(y —16)(y* + 10y — 572) (¥ +36)(y — 16)(y — 20)
<_ (y +23)(y — 19) ><_ Y2 + 10y — 572 )

= (y —20)(y —16)°(y + 36)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,2,4(Dg)) adalah yt = 20, y5 = 16, dan ¥} = —36 dengan multiplisitas
m(yt) =1, m(y5) = 6, dan m(ys) = 1. Maka energi dari DDL(I},2 (Dg))
sebagai berikut
Eppr(Fr25(Ds)) = DIyt D + mu)lyvzD + m@)lvi

= (1x20]) + (6 x |16]) + (1 x |—36])

= 152
Jadi, energi DDL dari madalah 152, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak
yang diperoleh dari matriks DDL dari I,z ¢, (Dg) adalah 152.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I},2 5, (Dg) adalah

DDL+([Zr2,s)(D8)) = Tr(arz,s)(Ds)) + DD([ZrZ,s)(DB))
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0 7 6 7 6 7 6 71 10 0 0 O O O O O
707 6 7 6 7 6 0 10 0 0 0O 0O 0 O
6 7 0 7 6 7 6 7 0 0 10 0 0 0 0 O
_|76 707676 0 0 010 0 0 0 0
6 7 6 7 0 7 6 7 0 0 0 0 10 0 0 O
76 7 6 7 0 7 6 0 0 0 O 0 10 0 O
6 7 6 7 6 7 0 7 0 0 0 O O 0 10 O
7 6 76 76 700 Lo o 0o 0 0 o0 0 10
10 7 6 7 6 7 6 71
7 10 7 6 7 6 7 6
6 7 10 7 6 7 6 7
|17 6 7 10 7 6 7 6
|6 747 RO RN
7 Jo7 67\ AN 74
of 7 667\ %6 7zl 7
74 6 LA~ T NVAL L
det(DDL*(I2,4(Dg)) — ¥I)
10—y 7 6 7 6 i 6 7
7 10 —y 7 6 7 6 7 6
6 7 10 —y 7 6 7 6 7
_ 7 6 7 10—y 7 6 7 6
S deal 7 6 (R 6 7
7 6 7 6 7 10 —y 7 6
6 7 6 7 6 7 10 —y 7
7 6 7 6 7 6 7 10 — v

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut

10—y 7 6 7 6 7 6 7
o =3¢ -17) 7(=4+7y) —11+6y 7(=4+7y) —11+ 6y 7(—4+7y) —11+ 6y
y—10 —10+y —10+y —10+y —10+y -10+y -10+y
o o _ =M - 26y +62) 7(=4+y)* (=4 +7y)(-11 +6y) 7(=4+y)* (=4 +y)(-11 +6y) 7(=4+y)*
¥ -3)y-17) y2 —20y +51 y%—20y +51 y%—20y +51 y2—20y +51 y2—20y +51
o o n =300 -2 -4 7(-4+y)* 2By +D(-4+y) 7(-4+y)* 2By +D(=4+7)
y? — 26y + 62 y? =26y + 62 y? — 26y + 62 y? — 26y + 62 y2 — 26y + 62
o o 5 0 G —9H»*—38y +58) 7(—4+7)? 2@y + D(—4+y) 7(—4+y)?
G —30)(y —2) Y2 =32y + 60 Y2 =32y + 60 V2= 32y + 60
o o o o 0 _-Do -8 - 7(=4+y)* 32y +5)(—4+7)
y? —38y +58 y%—38y +58 y% —38y +58
o o o o 0 0 _r=H@* - 50y +28) 7(=4+v)?
=D -43) yi— 44y +43
=Dy —56)y
0 0 0 0 0 0 0 - 7250y + 28

Sehingga polinomial karakteristik DDL+(12T2‘S)(D8)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

-3 - 17)) (_ 0 —Hl?*—26y + 62))
y —10 r-3)—-17)

p(y) = (10 —V)<
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=300 =20 =D\ [ G-HF*-38y+58)\( ¢-DF-43)G -9
y? — 26y + 62 r—-30)(y—-2) y? —38y + 58

G =HG? 50y +28)\ [ ¥ -4 —56)y
(=D —43) y? — 50y + 28

= —-56)(y —4)°%

Dengan menetapkan p(y) =0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;,2,4(Dg)) adalah y£* = 56, y5" = 4, dan ¥4 = 0 dengan multiplisitas
m(yt") = 1, m(y5") = 6, dan m(y%") = 1. Maka energi dari DDL* (T}, 5)(Dg))
sebagai berikut
Eppi+ (T2 Ds)) = (m(rt )yt ) + (m(y3 )3 |) + (m(ys)lvs" )

= (1 x|56]) + (6 x |4]) + (1 x |0])

= 80.
Jadi, energi DDSL dari I},2 5 (Dg) adalah 80, artinya jumlah dari nilai eigen mutlak

yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3, 5y (Dg) adalah 80.

3.3.2 Grup Dihedral D4,
Subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r?,s) adalah
{1,7%,1r%,s,sr? sr*}. Dua unsur pada grup dihedral D;, apabila dioperasikan

menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.12 Tabel Cayley Grup Dihedral D4,

o | 1 | r | r2 |3 | r* | r> | s | sr |sr®|srd3|srt|sr®
1 1 r| 2|3 rt | r> | s | sr |sr?|srd3|srt|sr®
r | r |23t 3| 1 |sr®| s | sr|sr?|srd|srt
2 23t > 1| r | srt|sr®| s | sr|sr?|srd
3 3t 1 r | r? sr3srtsr®| s | sr | sr?
r* Lt S 1 r |23 | sr?sr3 | srt s | s | sr
>l S 1 r |23 rt | sr|sr?sr3|srt|srS| s
s | s | sr|sr?|sr3|srt|sr3| 1 | r | r®2 | r3 | r* | rS
sr | sr |sr?|sr3|sr*|srS| s [ r> | 1 | r | r? | 3| r*
sr? | sr?|sr3|sr*|sr®| s | sr|r* | r® | 1 r | r2 | rd
Bl sr3sr*[sro| s | sr|sr2| r3 | r 7| 1 | r | r?
B 574 sr° | s |sr Psrésr3 | 2 | .2 | TS | 1 r
Sl sr5| s | sr|sré|srd3|srt| r |2 | 3 v S| 1

Berdasarkan Tabel 3.12 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3,2 5 (D) beserta komplemennya seperti berikut

Gambal’ 38 Gl’af F“.z‘s)(Dlz) dan r<r2‘s)(D12)

Dari Gambar 3.8 dapat diperoleh matriks detour dari I7,2 5 (D;,) sebagai

berikut

DD ([27’2,5) (D12)) =

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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dan diperoleh matriks distance dari I3,z 5, (D) sebagai berikut

d([zrz,s)(Dlz)) =

RNRNRNRNRNR O

N R, NEFEPENRFRPDNRFEREDNREROR

P NP NEFENEFENRORFRDN

NP NRNRNRORNR
R NRPNRNRORNRDN

NRPRNRNRORNRNR

P NP NPFRPORFRDNRFEREDNRERDN

NP NRORNRLRNRNR
RPN R ORNRENRENRDN

NP OFRPDNRFRPNRFRPDNREREDNRE

PO R NFEFDNRFEFDNRFERDNRERDN

IOD—‘ND—‘NHNHND—‘ND—I‘
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Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3, y(D;,) sebagai berikut

T, (]—zrz,s) (D12)) ~
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Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I3,2 4y (D;,) adalah

DDL(Iy2 5 (D12)) = Tr(Ir2,(D12)) — DD(Ly2,5)(D12))
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0 07
0 0
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0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 O
0 O
16 0
0 16
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16 0 0 O O O O O O O 0 07
0 16 0 0o 0 O O O O O o0 O
0 0 16 0 0 O O O O O o0 O
0o 0o 0 16 0 0 O O O O 0 O
0o 0 0 O 16 0 O O O O o0 O
/10 0 o o0 O 16 0 O O 0 O O
o o 0o o 0 0 16 0 0 O 0 O
o o 0 o O O o0 16 0O 0 0 O
o o 0 o O O o O 16 0 0 O
o o 0 O O O O O o0 16 0 O
o 0 o0 O O o o o0 o0 o0 16 O
-0 0 0 0 O O O O O 0 0 16
r0 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 117
11 0 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10
10 112 0 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 10 11 0 11 10 11 10 11 10 11 10
111011 B (DRSNS () RS TS (O RSR TN TR O RN S 1 O 1 1
(11 10 11 10 11 O 11 10 11 10 11 10
0 1 ) R 1 ) S TRt () R S 11 () ] 1 S (O, 1

11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 O 11
‘11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 O

TG =il =10 4 =1k —3K) W—il1§ =) . il =) =il =il =ilil
=il 1l =11 =101 B0l =3l § lt) il =il =il =il
=10 =ii 16 @ =xlif O =118 =10 Lilil ~ =iy =iil =i =ilil
=iil =10 =il M5 =18k E=108 =i Oy il =10 =iil =i
=10 =i =GOl =11 5 W=110 =) =gl =i{)) &=iil =i0 =ilil
=11l =il =THE —=il1l WG ST =il =il =ilil =il
-0 -11 -10 -11 -10 -11 16 -11 -10 -11 -10 -11
=11l =10 =11l I B E R Sl Gt =il =ilil =il
-0 -11 -10 -11 -10 -11 -10 -11 16 -—-11 -10 -11
=11l =il =ilil =il ==ilil i) —ilif il &Sl ile =il =1
10 =il =1l =ity =il =il o) —J§pF =il =ilil 1G4l
Rl =1 - =il =il =l (i ggei0) —ilil =il —=ilil = iR

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p() = (16 —7) <_ =5k = 27)) (_ (y — 26)(y> — 22y — 146))

y—16 y -5 —27)

_(r-20)(r -28)(y +16)\ [ (¥ —26)(y* —2y —750)\ [ (¥ —26)(y +37)(y —29)
y2 — 22y — 146 (y —28)(y + 16) y2 -2y —750

(y —26)(y? + 18y — 1396) (y —30)(y — 26)(y + 58) (y — 26)(y? + 38y — 2084)
<_ (v +37)(y — 29) )( ¥? + 18y — 1396 )(_ (y —30)(y + 58) )

4790 -26)(y —3D\ [ (v —26)(y* +58y —2814) [ (v +100)(y — 26)(y —32)
y? + 38y — 2084 y +79)(y —31) y? + 58y — 2814

=(y —32)(y — 26)"°(y + 100)
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I},24(D;,)) adalah yf =32, yk=26, dan y,=-100 dengan
multiplisitas m(yf) =1, m@L) =10, dan m(yt) =1 . Maka energi dari
DDL(I;,2,4,(D1,)) sebagai berikut
Eppi(Fp2,5(D12)) = DIt D) + mGHIyvsD + mGHIviD

= (1x|32]) + (10 x |26]) + (1 x |—100])

= 392
Jadi, energi DDL dari I,z (D;,) adalah 392, artinya jumlah dari nilai eigen
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari [, ¢ (D) adalah 392.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,z 5,(D; ;) adalah

DDL*(Tjy25)(D12)) = Tr(Tir2.5)(D12)) + DD (T2 5(D13))

e 0O © OO0 0ROR Of OF VR O 20k
© 15 © A0 N0 O N OF 008 OF 0

© 0 16 Wil 0FF O OF 0F 0O 80 0

o 0 0 16 0 O O O O O o0 O

@ © © 0 W6 0440 F0U8 G O FURO
/0 0 0 O 0 16 0 O O 0 0 O
L RORORRRCRNNGEE OREONNT6! S07 80, GF 0N 0
O © © 0 @O0 j/O WG O 0% O 0

o o0 o0 O O O o o0 16 0 0 O

o o0 0 O O O o o o0 16 0 O

o 0 0 O O O O o o0 o0 16 O
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10 11 0 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 10 11 0 11 10 11 10 11 10 11 10
10 11 10 12 0 11 10 11 10 11 10 11
n 11 10 11 10 11 0 11 10 11 10 11 10
10 11 10 112 10 11 0 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 0 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 0 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 O 11
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rl6 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 117
11 16 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10
10 11 16 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 10 11 16 11 10 11 10 11 10 11 10
10 11 10 11 16 11 10 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 16 11 10 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 16 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 16 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 16 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 16 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 16 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 16

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

=9 - 27)) <_ v -6)*—42y + 174))
=16 (v =5 —-27)

p(y) = (16—)/)<

=048 -D\(_ r-6F*-62y+210)\/ -6 -3 —69)
Y2 — 42y + 174 (y —48)(y — 4) Y% — 62y + 210

(_ y-6*-82y + 204)) (_ y—90) ¥ -6 - 2)) (_ (v —6)(y* — 102y + 156))
(r—=3)r - 69) y? — 82y + 204 (r =90y - 2)

=D -6OF-11D\/( ¥-6)F*-122y+66)\( (¥ —6)( —132)y
y2 —102y + 156 yr—Dy—-111) y2 — 122y + 66

= (y —132)(y — 6)*%

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL* (2,4 (Dy)) adalah " = 132, y1" = 6, dan y4" = 0 dengan multiplisitas
myt)=1m(y})=10 dan m(y})=1. Maka energi dari
DDL* (T2 4(D12)) sebagai berikut
Eppi+ (T2, D12)) = (m(rA )t ) + (m(ys s 1) + (m(r5)Iv5"])

= (1 x[132]) + (10 x |6]) + (1 x |0])

= 192.
Jadi, energi DDSL dari I}z ,(D;,) adalah 192, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I7,2 5y(D;,) adalah 192.
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Gambar 39 Gl’af F(rz,s)(Dlﬁ) dan F(TZ,S)(Dlﬁ)
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Dari Gambar 3.9 dapat diperoleh matriks detour dari 3,2 5 (D;6) sebagai

berikut

DD(I—ZrZ,s) (D16)) =
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dan diperoleh matriks distance dari I7,2 (D) Sebagai berikut

d(r(rz,s) (D16)) =

R NRNRNRNRNRNRNRO

N NP NRFRPNRFEPEDNRENRPRERDNREREOR

P NNEERE NP NRFRENRFRPENREDNRORFRDN
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Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3, 5y (D16) sebagai berikut

Tr([ZrZ,s)(Dm)) =
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Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,2 5, (D;6) adalah

DDL(RrZ,s)(D16)) = Tr(r(rz,s)(D16)) | DD([ZTZ,S)(D16))
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r2z2 -1 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22
L—15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p() = (22-7) <_ & -Nl - 37)) (_ (y —36)(y® — 30y — 274)>

4 -7 -37)

422y =36)(y —38)\ ([ (¥ =36)(y* -2y —1398)\ ( (¥ —36)(y +51)(y —39)
2 —30y — 274 (v +22)(y —38) y%—2y — 1398

(y —36)(y? + 26y — 2580) (y —36)(y — 40)(y + 80)
<_ (r+5DF -39 ) <_ ¥2 + 26y — 2580 )

(r =36)(y® + 54y —3820)\ [ (y + 109)(y — 36)(y — 41)
(y —40)(y + 80) ) <_ Y2 + 54y — 3820

(y +109)(y — 41) y? + 82y — 5118

_ (r =36)(y? + 110y — 6474) (y = 36)(y + 167)(y — 43)
(v + 138)(y — 42) ><_

( (y —36)(y? + 82y — 5118)> (_ (y —36)(y +138)(y — 42) )

Y% + 110y — 6474 )

(y 36)(y? + 138y — 7888)) (_ (y +196)(y — 36)(y — 44)

(v + 167)(y — 43) y% + 138y — 7888

= —449)(y —36)"(y + 196)

Dengan menetapkan p(y) =0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;;25(Dye)) adalah yf =44, yi=36, dan y4=-196 dengan
multiplisitas m(yf) =1, m@L) = 14, dan m(yt) =1 . Maka energi dari

DDL(I;y2,5(Dy6)) sebagai berikut

Eppi(Frz5(D16)) = (mDIyED) + mHlyzD) + (myHlviD

—157
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—-14
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-15
22 4




= (1 x [44]) + (14 x |36]) + (1 x |[-196])

= 744

Jadi, energi DDL dari I3,2 4 (D;¢) adalah 744, artinya jumlah dari

mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I7,2 5y(D;6) adalah 744.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,z 5,(D;¢) adalah

DDL*(T(;2,9(D1g)) = Ty(Tir2,9(D16)) + DD ({2, (D16))
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22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 157
15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14
14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15
15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14
14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15
15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14
14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14 15
15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15 14
14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14 15
15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15 14
14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14 15
15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15 14
14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14 15
15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15 14
14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22 15
L15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 22

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

0-ND - 37)) <_ (r —8)(¥* — 58y + 342)>

) = @2 (- G ~70 37

_-66)y -6 -8)\(_ (—-8)(¥*—-86y+450)\( (-5 -9 -8)
y? — 58y + 342 (y —66)(y —6) y? — 86y + 450

_(r =8¢ - 114y +500)\ [ (¥ —124)(y - 4)(y — 8)
v =5 —95 y? — 114y + 500

(v —8)(r* — 142y +492)\ ( (¥ —3)(y —8)(y — 153)
y—-120)y -4 y2 — 142y + 492

(_ (v -8)(* - 170y + 426)> (_ -2y —182)(r —8)

(y —3)(y — 153) y% — 170y + 426

(v —8)(y* - 198y + 302)) (_ (v —8)(r - 21D - 1))

(y —2)(y —182) y2 — 198y + 302

_ (o —8)(y* — 226y +120)\ [ (v — 8)(y — 240)y
y-21)@Fy -1 y2 — 226y + 120

= (y —240)(y — 8)'y
Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*([;;24(Dy)) adalah yi" =240, y5 =8, dan yi =-0 dengan
multiplisitas m(y+") = 1, m(y%") = 14, dan m(y%") = 1. Maka energi dari

DDL*(I;2,6(Dy6)) Sebagai berikut



81
Eppit (T2, (D16)) = (A )yt ]) + (O s ) + (m(rs )i )
= (1 x[240]) + (14 x |8]|) + (1 x |—0])
= 352.
Jadi, energi DDSL  dari I},z,5,(Dy6) adalah 343, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3,z 5(D;6) adalah 343.

3.3.4 Grup Dihedral D5,
Berdasarkan energi yang telah ditemukan, diperoleh energi DDL dan energi
DDSL komplemen graf subgrup dari beberapa grup dihedral sebagai berikut.

Tabel 3.14 Energi DDL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D5,,)

n | Dy Eppi

4 | Dg 152 = (14-16) — (20-4) + 8 = (14-4%?) — (20-4) + 8
6 | Dy, 392 =(14-36) — (20-6) + 8 = (14-6%) — (20:6) + 8
8 | Dig 744 = (14-64) — (20:8) +8 = (14-8%) — (20-8) + 8

n | D,y 14n? — 20n + 8

Tabel 3.15 Energi DDSL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (1%, s) dari Grup Dihedral
(DZn)

Dyn Eppr+

Dg 80=2-40=2(3-16—-2-4)=2(3:4>-2-4)
192=2-96=2(3:36—-2-6) =2(3:-6*—2-6)
D16 352=2-176 =2(3:64—-2-8)=2(3:82—-2-8)

| O | 3
)
[y
N

n | Dy, 2(3n%? —2n) = 6n? —4n

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 5

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72,...,v"" 1, s,s7,s12%,...,sr™""1} dan

(r?,s) ={1,7%, ..., v 2%, 5,sr?, ..., sr™ 2} subgrup normal dari grup dihedral

D,y untuk n genap dan n > 4. Energi DDL(T2,5(D,,)) dari grup dihedral

D,,, adalah

Eppr(Fr2.9(Dzn)) = 14n2 — 20n + 8

Bukti
Misalkan grup dihedral D,, = {1,r,7%, ...,7™ L, 5,57, 572, ..., st 1}, untuk n
genap dan n = 4. Ambil subgrup normal (r?,s) =
{1,72,...,v" 2, 5,512, ...,st™ 2} di D,,.Sesuai definisi graf subgrup, maka

diperoleh graf I}, o, (D,,,) sebagai berikut

y 1
/"
e

dan graf I},2 5, (D,,) sebagai berikut

r r

woawi

s st

sr srz

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Sehingga diperoleh matriks transmisi dari I3,z ,(D,,,) sebagai berikut
Tr(rzrz,s)(DZn)) =

1 r r? vl g ST sr? sr1
1 3n — 2 0 0 0 0 0 0 0 1
r 0 3n—2 0 0 0 0 0 0
r2 0 0 3n—2 - 0 0 0 0 0
o1 0 0 0 3n—2 0 0 0 0
s 0 0 0 0 3n—2 0 0 0
ST 0 0 0 0 0 3n—2 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 3n-2 0
sttt L 0 0 0 0 0 0 o 3n—2l
dan matriks detour dari 7,2 ¢ (D,,,) sebagai berikut
DD(RrZ,s)(DZn)) =
1 r 772 Pt S ST2 W -\ srn1
1 T @ 2n—-1 2n—-2 - 2n—-1 2n—-2 2n—-1 2n-—-2 .- 2n-—1]
r 2n—1 0 2n—-1 - 2n—-2 2n—-1 2n—-2 2n-—-1 -+ 2n-2
72 21, = 2 o = L 0 ol Pug MWV =7 Zip=1l  zZij =7 oo M2kl
rn.—l Zin =1L Zjl— 72 Wit — 1 fe 0 2n—1 2n-2 2n-1 - 2n-2
s 2 =2 /Zi=1l aAn=728 T8 2= 0 2n—1 2n-2 - 2n-1
ST 2n—1 2n—-2 2n—1 - 2n—2 2n-1 0 2n—1 - 2n-2
ST_”Z 2 = 7% W28— 1L Zige WAl coof Zing— 1L W20 — 28 i — 1l 0 e 2n—1
" bn—1 20=2" 2n—1 ) 20=2 2n—1 2n—2 2n—1 §- 0
Matriks DDL dari I3,z ¢y (D,y,) adalah sebagai berikut
DDL(Iy2,5(Dzy)) =
1 7 72 =1 S sr sr? sri1
1 [ 3n—2 -2n-1) —-2n-2) - —-@2n-1) —-2n-2) -2n—-1) —-@2n-2) - —-2n-—1)]
- —(2n-1) 3n—2 -2n-1) - -2n-2) -2n-1) -2n-2) -2n-1) - —(2n-=-2)
2 -2n-2) —-@2n-1) 3n—2 - —(2n-1) -2n-2) -2n-1) -@2n-2) - -2n-1)
i |—@n-1) —@n-2) —@n-1 - 3m-2 -@n-1 -@n-2) -@n-1) - —@2n-2)
S -(2n-2) -@2n-1) -2n-2) -+ —-(@2n-1) 3n—2 -(2n—-1) —-@2n-2) - —-2n-1)
ST -2n-1) -2n-2) -2n-1) - —-@2n-2) —-(2n-1) 3n—2 -(2n—-1) - —-(2n-=-2)
sz -@2n-2) -Cn-1) -GZn-2) - —-@n—-1) —-@n-2) —-@2n-1) 3n—2 - —(2n-1)
st —@n-1) —-2n-2) -@n-1) -« -@n-2) -@n-1) -@n-2) —-@n—-1) -~ 3n-2 |
Polinomial karakteristik DDL(T;2,6,(Dyn)) diperoleh dari

det(DDL(I},2,5(D;n)) — vI). Dengan eliminasi pada DDL(F2.4(Dsy)) — vI

diperoleh matriks segitiga atas berikut
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1 T r? e osrmt

Gn-2)-y
0 _r-@-1)-Gn-3)
y—(@Bn-2)
o o B (y—(Sn—4))(yz — (4n—2)y — (5n? —6n+2))
72 (r--D)r - (5n-3)
H 2 _ — — — —
gyt l 0 o 0 Lo (y + (4n?—-8n+ 4))(yf(y()5n 4))(}/ (6n 4))J

Maka det(DDL(I;,26(Dyy)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL(T;,2 ¢ (D;,)) adalah

2n-2

p()=(y—(6n—4))(y — (5n—4)) (v + (4n? —8n + 4))

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh y£ = 6n — 4, y2 = 5n — 4, dan

¥y = —(4n? — 8n + 4) dengan multiplisitas m(y%) = 1, m(y%) = 2n — 2, dan

m(y%) = 1. Energi DDL(T,2 5 (D,y,,)) dari grup dihedral D, untuk n genap dan

n = 4 adalah

Eppr(Fr2,5)(D2n)) = myDIyi| + myD) vz + my)lysl

=1x|6n—4|+2n—2x|5n— 4|+ 1 x |—(4n? — 8n + 4)|
= (6n—4) + (10n? — 18n + 8) + (4n? — 8n + 4)

= 14n? —20n + 8

Teorema 6
Misalkan grup dihedral D,, = {1,r,72, ..., 7" 1, s,s7,s1%,...,sr™"1} dan
(r2,s) = {1,7%,...,r" 25,572, ..., sr™ 2} subgrup normal dari grup dihedral
Dy . Energi DDL*(Iy2,6/(D4y)) dari grup dihedral Dy, untuk n genap dan

n > 4 adalah

Eppr+ (m) =6n% —4n
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Bukti
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72%,...,7""1,s,s1, 572, ..,st™ 1}, Untuk n
genap dan n > 4, ambil subgrup normal (r2,s) = {1,72,...,7™""2,s,s12, ..., s ?}
di D,,,. Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I,z 4, (D,,) dan graf
m seperti pada Teorema 5. Diperoleh pula matriks transmisi dan matriks
detour dari Iz (D,,) seperti pada Teorema 5. Sehingga didapatkan matriks

DDSL dari I3z, (D,,) adalah sebagai berikut

DDL*([y2,(Dzn)) =
1 7 7 P Sita s7Z srn1
1 3n—2 2n—1 2n—2 - 2n—-1 2n—-2 2n—-1 2n—-2 -- 2n—17
r 2n—1 3n-2 2n-1 - 2n—-2 2n-1 2n-2 2n-—-1 - 2n-2
r2 2n—-2 2n—-1 3n—-2 - 2n—-1 2n-2 2n-1 2n-2 - 2n-1
rn.—l eSS o370, Vi =4l W W8n 2924 2n S W2k e Nl P n — 2
s =7 Z418= 1. ViD= 708 Gl 7= Il Beinal 2 = L 2 =7 ool /4
ST 2n—-1 2n-2 2n-1 - 2n—-2 2n-—-1 3n—-2 2n-1 -+ 2n-2
sz 2n—2 2n-1 2n-2 - 2n—-1 2n-2 2n-1 3n-2 .- 2n-1
SN, _ il N 2n 2 Tl Dol 3n - 2!
Polinomial karakteristik DDL*(Ti2,6/(Dyn)) diperoleh dari

det(DDL*([2,6(Dyy)) — yI). Dengan eliminasi pada DDL*(,2,6(Dyy)) — ¥1

diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 T TZ . Srnfl

1 Bn-2)-y

g _r-(-D)y-Gn-3)
r y-Bn-2)

0 0 _(V—n)(yz—(Bn—6)y+(7n2—14n+6))
r? y-m-1)(y-Gn-13))
7517 | | : o -m (v - (4n? - 2n))y

o ’ ’ ’ fm

Maka det(DDL*(I;,26(D;,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL* (I, (D)) adalah

p(y) = (y — (4n? = 2n))(y —n)* %y




86
Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh y-" = 4n% — 2n, y£" =n, dan
L+

y&" = —0 dengan multiplisitas m(y¥") = 1, m(y%") = 2n — 2, danm(y4") = 1.

Energi DDL*(I;y2,4(D,y)) dari grup dihedral D, untuk n genap dan n > 4

adalah

Eppit (T2, (D2n)) = m(yE ) E | + myE ) v | + m(v") vt
=1X|4n® —2n|+2n—2 X |n| + 1 x |-0|
=(4n®>-2n)+(2n* -2n)+0

= 6n? — 4n.

3.4 Energi DDL dan DDSL Komplemen Graf Subgrup (r?, sr) dari Grup
Dihedral D,,,.

3.4.1 Grup Dihedral Dg
Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r?, sr) adalah
{1,7%,sr,sr3}. Dua unsur pada grup dihedral Dg apabila dioperasikan

menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.16 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 TP lar=™| _sENSrEREN NS
1 1 B oSN I s %14 | srd
T r2 [ 3 | 1 [ sriJ\sS| sr | s
B 12 HL P =l RCEsRASr2 | s |#57
3| 1 i | Mef N sr [ sr? | srig £
s s | sr|sr?|sr3| 1 e Wr3
B ST |srilsr3 | s 3] 1 r | r?
sr? | sr?|sr3| s |sr| 2|3 | 1 | r
sr3|srd3| s | sr|sr?| r | 2| 3| 1

Berdasarkan Tabel 3.16 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I,2 5, (Dg) beserta komplemennya seperti berikut
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,2,-2"")(03):

Gambar 3.10 Graf I’z ,, (Dg) dan I,z 5,y (Dg)

Dari Gambar 3.10 dapat diperoleh matriks detour dari 7,2 5,y(Dg) sebagai

berikut

DD([ZrZ,sr)(DS)) —

AONONNO O
NOoONO O NON
ONONNO O
NN O NO N
NOoONOoO O NN
ONO NN O
NOoONoO O NN
ONONNO N O

dan diperoleh matriks distance dari I3,z ¢, (Dg) sebagai berikut

A il oy N N

i R PN
210112 1 2

24 QOld~2 1 0 2 1 2 1
d(ar2'5T>(D8)):1 2 DD 2elliad 12571
2 1' 280 <~e ) 2
1212210 1

2 1.2 11 2 1 o

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,z 5, (Dg) sebagai berikut

10 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0
S 0 0 0 10 0 0 0 0
Ty (Trz5r) (Do) = 0 0 0 0 10 0 0 0
0 0 0 0 0 10 0 0
0O 0 0 0 0 0 10 O

Lo 0 0 0 0 0 0 10

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,2 & (Dg) adalah

DDL([ZTZ,ST)(DS)) = Tr(arz,sr)(DS)) - DD([ZrZ,sr)(DS))

10 0 0 0O 0 O O 07 [0 7 6 7 7

0 10 0 0 0 O 0 O 7 0 7 6 6

0 0 10 0 0 0 0 © 6 7 0 7 7

o o o 10 0o o o o] (7 6 7 0 6

“lo o 0 0 10 0 O O 7 6 7 6 0

0 0 0 O 0 10 0 O 6 7 6 7 7

0 0 0 0O O 0 10 O 7 6 7 6 6

Lo 0 o0 o o o o 10l b6 7 6 7 7
10 -7 -6 -7 -7 —6 -7 —6
-7 10 -7 -6 -6 -7 —6 -7
-6 -7 10 -7 -7 -6 -7 -6
-7 -6 -7 10 -6 -7 -6 -7
-7 -6 -7 -6 10 -7 -6 -7
-6 -7 —6 -7 -7 10 -7 -6
-7 -6 -7 -6 -6 -7 10 -7
-6 -7 -6 -7 -7 —6 -7 10

det(DDL([y2,6y(Dg)) — yI)

10—y =7 —6 —7 ~7 —6

-7 10-y -7 —6 —6 —7

—6 -7 10—y -7 ~7 —6

—7 —6 -7 10—y -6 —7

TR Y 9 Y AN Y

—6 -7 —6 —7 -7 10—y

~7 —6 ~7 —6 —6 ~7

—6 —7 —6 —7 ~7 —6

6 7 6

7 6 7

6 7 6

7 6 7

7 6 7
07 6

7 0 7

6 7 0

iy —6 7
—6 —7
=7 —6
-6 —7
—6 —7
g —6
10—y =7
-7 10—y
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut

10—y -7 -6 -7 -6 -7 -6 -7
o _=3&-1m) _7(=16+7) _-109+6y _7(-16+y) _-109 +6y _7(=16+y) _-109 + 6y
y—10 -10+y -10+y -10+y -10+y -10+y =10 +y
(y — 16)(y* — 14y — 58) 7(~16 +7)? (=16 +¥)(=109 + 6y) 7(~16 +7)? (=16 + y)(=109 + 6y) 7(~16 +7)?
0 0 T -3y -17D y2 =20y + 51 ¥Z =20y + 51 TyZ—20y +51 T 220y +51 Ty2 =20y +51
0 0 0 _+10¢ 16 - 18) _ 7(=16+y)? 2By -6D(=16+1) _ 7(=16+y)? 23y = 61)(=16 +y)
y? — 14y — 58 y2— 14y — 58 y?— 14y — 58 y? — 14y — 58 y? — 14y — 58
0 0 0 0 (=10 — 2y —302) _ 7(=16 +y)? 2By -6D(=16+7) _ 7(=16+)*
o +10)(y — 18) y? -8y — 180 y? — 8y — 180 y2 —8y — 180
¥ +23)(y —16)(y - 19) 7(-16+y)* 3(2y —45)(-16 +y)
0 0 0 0 0 yZ =2y — 302 Tyz—2y-302 yZ —2y —302
0 0 o o o o _(y—16)(y2+10y—572) _ 7(-16 +y)?
y+23)(y —-19) ¥? + 4y — 437
(v +36)(y — 16)(y — 20)
0 0 0 0 0 0 0 I Ty
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Sehingga polinomial karakteristik DDL(I}rzm(DB)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

o =317\ [y —16)(y? — 14y —58)
p(y) = (10 V)( T )( 0 =D =17 )

_(+10G¢ -1 -18)\( ¥—-16)(¢* -2y —302)\/ (r—16)( +23)(r - 19)
y? — 14y — 58 (y +10)(y —18) y? — 2y — 302

_(r—16)(¢* +10y - 572)\ ([ (¥ +36)(y —16)(y — 20)
(r +23)(y — 19) ¥ + 10y — 572

= (y —20)(y — 16)°(y + 36)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,2 4y(Dg)) adalah y} = 20, y5 = 16, dan y4 = —36 dengan multiplisitas
m(yt) =1, m(y%) = 6, dan m(y%) = 1. Maka energi dari DDL(T;,2 .y (Dg))
sebagai berikut
Eppi (T2, (D)) = DIyt D + G D5 D + mGHIviD

— (1 [20]) + (6 X |16]) + (1 X |—36])

E 152
Jadi, energi DDL dari I,z (Dg) adalah 152, artinya jumlah dari nilai eigen
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I},2 5y (Dg) adalah 152.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3, i,y (Dg) adalah

DDL*(I;y25ry(Dg)) = Tr(Fir2,6ry(Dg)) + DD(Iiy2 51 (Dg))

10 0 0 0 o0 O 0O 073 0 7 6 7 7 6 7 6
0 10 0 O O O o0 O 7.0 7 6 6 7 6 7
0o 0 10 0 O O o0 O 6 7 0 7 7 6 7 6
_|/0 0 0 10 0 0 0 O n 7.6 7 0 6 7 6 7
o o o0 o0 10 0 0 O 7.6 7 6 0 7 6 7
o o o0 O 0 10 0 O 6 7 6 7 7 0 7 6
o o o0 O O o0 10 O 7.6 7 6 6 7 0 7
-0 0 0 0 O O 0 108 & 7 6 7 7 6 7 0




10 7 6
7 10 7
6 7 10
|17 6 7
7 6 7
6 7 6
7 6 7
L6 7 6
(10 —y
7
6
7
= det 7
6
7
6

7 7 6 7 67

6 6 7 6 7

7 7 6 7 6

10 6 7 6 7

6 10 7 6 7

7 7 10 7 6

6 6 7 10 7

7 7 6 7 10

det(DDL*(I,2.6ry(Dg)) — 1)

7 6 B 7 6

10 —y 7 6 6 7
7 10—y 7 7 6
6 7 10 —y 6 n
6 7 6 10 —y %
7 6 7 / 10 —y
6 7 6 6 7
7 6 7 7 6
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan eliminasi baris menggunakan software Maple 18, diperoleh matriks

segitiga atas sebagai berikut

10-y 7 6 7 6 7 6 7
=3y -17) 7(=4+7) —11+ 6y 7(=4+7y) —11+ 6y 7(=4+7) —11+6y
T y-10 —10+y -10+y —10+y —10+y —10+y —10+y
B B _ =0 - 26y +62) 7(=4+v)? (=4+7)(=11+6y) 7(=4+v)? 4+ (11 +6y) 7(=4+v)?
-3y —-17) y2 —20y +51 ¥%— 20y + 51 y2—20y +51 y% —20y +51 y2—20y +51
o @ 3 =300 -2 -4 7(=4+y)? 2By + D(4+v) 7(=4+y)? 2By +D(=4+y)
y% — 26y +62 y? —26y + 62 y? —26y + 62 y? —26y + 62 y? — 26y +62
) o i o _r=H@* - 38y +58) 7(=4+y)? 2@y + D(4+v) 7(-4+y)
G -300F-2) ¥2 =32y + 60 y2 =32y + 60 ¥ =32y + 60
o B T i N _ =D -8 - 7(=4+p)? 32y +5)(=4+v)
y? —38y +58 y% —38y +58 y2—38y +58
b a . . 2 2 _r=H@* - 50y +28) 7(-4+y)
G- D —43) V% — 44y + 43
=D& -56)y
0 0 0 0 0 0 0 sy rzs

Sehingga polinomial karakteristik DDL+(I“<rz_sr)(D8)) diperoleh dari perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, yaitu

p(y) = (10 —V)<

y —10

-3 - 17)) (_ (v =H0?*—26y + 62))
=3 -17)

=300 =D =D\ G-HE*-38y+58)\( -DF-43)F -4
y2 — 26y + 62

<_

y—-30)(—2)

vy -HF*—50y + 28)> (_ (v -9 —56)y

y—=1Dy —-43) y2 — 50y + 28

=@ -56)(y —4)°

)

y? — 38y + 58
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(T;y2,4y(Dg)) adalah y-* = 56, y%" = 4, dan y%" = 0 dengan multiplisitas
m(yt) =1, m(yf)=6 dan m(y})=1. Maka energi dari
DDL* (T2 4y (Dg)) sebagai berikut
Eppr+(Trzsn(Dg)) = (m(rd vt ) + (m(v3 )5 ) + (m(rs)lvs )

= (1x|56])+ (6x|4])+ (1x]0])

= 80.
Jadi, energi DDSL dari I}z, (Dg) adalah 80, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3,z y(Dg) adalah 80.

3.4.2 Grup Dihedral D,
Subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r?2,sr) adalah
{1,72,r* sr,sr3,sr>}. Dua unsur pada grup dihedral D;, apabila dioperasikan

menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table Cayley berikut.

Tabel 3.17 Tabel Cayley Grup Dihedral D4,

o 1 | r |2 |3 | r* | 5| s | sr |sr?|srd|srt|sr’
1 |1 | r |72 |3 | r* | 5| s | sr|sr?|sr®|srt|srd
r | r |23t 3| 1 | sr®| s | sr |sr?|srd|srt
r2 |2 3t s 1 | r |srt|sr®| s | sr|sr?|srd
303t 31| r | 2 sr3 sttt srS| s | sr | sr?
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r* ot 3L | r | 2 3 sr? | srdsrt | sr®| s | sr

r> | r 1| r | 2| r3 | r* | sr|sr?|sr®|srt|sr®| s

s | s | sr|sr®|sr3|srtsrS| 1 | r | r?2 |3 | r* |

st | sr|sr?|sr3|srt|sr®| s [ > 1 | r | r? | 3| r*
sr2 | sr?|sr3|srt|sro| s | sr|r* | 3| 1 | r | 2|3
sr3 | srd|srt|sr®| s | sr|sr2| 3|t | S| 1 | r | r?
sr*|srt|sr>| s | sro|sr?|srd |2 |3t | rd ] 1 T
sr2 | sr5| s | sr|sr?|srdlsrt| r |2 |3t |51

Berdasarkan Tabel 3.17 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I,z . (D12) beserta komplemennya seperti berikut

l_,{-—‘

T2 sry(Dya )i ¥ y

f\

Gambar 311 Graf ['(TZ,ST) (DIZ) dan I"(,.z‘s,.) (DIZ)

Dari Gambar 3.11 dapat diperoleh matriks detour dari I3, ¢y (D12) sebagai

berikut

DD(Iy2 51(D13)) =

0 11 10 11 10 11 11 10 11 10 11 10
11 0 11 10 11 10 10 11 10 11 10 11
10 11 0 11 10 11 11 10 11 10 11 10
i1 10 11 0 11 10 10 11 10 11 10 11
10 11 10 11 O 11 11 10 11 10 11 10
11 10 11 10 11 0 10 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 O 11 10 11 10 11
10 11 10 11 10 11 11 O 11 10 11 10
11 10 11 10 11 10 10 11 O 11 10 11
10 11 10 11 10 11 11 10 11 O 11 10
11 10 11 10 11 10 10 11 10 11 O 11
10 11 10 11 10 11 11 10 11 10 11 O

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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16-

16

0 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 27
1 01 2 1 2 2 1 2 1 2 1
21 01 2 11 212 1 2
1 21 01 2 2 1 2 1 21
21 2 1 011 2 12 1 2
1 21 2 10 2 1 2 1 2 1
1 21 2 1 2 01 2 1 2 1
21 2 1 2 11 01 2 1 2
1 2 1 2 1 2 2 1 01 2 1
21 2 1 2 11 2 1 0 1 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 0 1
o al w7z db 2ol dl 2 b 2 S R
Tr (F(rz,sr) (D12)) i DD([ZrZ,sr) (D12))

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,z oy (D;,) sebagai berikut
16

dan diperoleh matriks distance dari I7,2 ¢,y (D;,) sebagai berikut
Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I7,2 4 (D;,) adalah

d(arz,sr)(Dlz))
Tr(arz,sr) (DIZ))
DDL(Ir2 57 (D12))

16

coococoocoocoocoocococof

cocoocoococoocococooco o

cocoocoocoocoococooco oo

coocoocoocoocoocoo¥Yocoo
coocoocoocoocoPococoo

coocococooPocococoo

cocoococofoocoocococo

coocofoococoocooo

ccoBocoocococoocococo

cofocoocoocoocoocoococoo

ocfococococococococoo

Cococoocoocococoocoococoo
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r0 11 10 11 10 11 11 10 11 10 11 107
11 0 11 10 11 10 10 11 10 11 10 11
10 11 0 11 10 11 11 10 11 10 11 10
11 10 12 0 11 10 10 11 10 11 10 11
10 11 10 11 O 11 11 10 11 10 11 10
11 10 11 10 11 O 10 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 O 11 10 11 10 11
10 11 10 11 10 11 11 O 11 10 11 10
11 10 11 10 11 10 10 11 O 11 10 11
10 11 10 11 10 11 11 10 11 O 11 10
11 10 11 10 11 10 10 11 10 11 O 11
10 11 10 11 10 11 11 10 11 10 11 O-

r16 -11 -10 -11 -10 -11 -11 -10 -11 -10 -—-11 -—107
-1 16 -11 -10 -11 -10 -10 -11 -10 -11 -10 -11
-0 -11 16 -11 -10 -11 -11 -10 -11 -10 -11 -10
—11 S0 SSANSoRNESINSSE I ORSIOR-S IRl Ol =10 —11
—10 4~ LISl )R THR TE RS NSNS SRS IR IR0 — L. —10
o dp—il0) =il =Tl =il alE - =il =il =0 =ikl =K Sl
=it =il =il =il =Tl =Tl e =l =il =ikl =il e T
) =il =0l =il =00 =ikl =il dlG s a=ilile =10 - =ilil =30
=il =1l =il =1l =il =1l =10 =ik 16 =ikl =il =i1N]
=il =ik =10 =il =00 a=104 ilil =il =il G =il =il
=il =10 =1l - =il =l =iy gl gilil =il - =ilil - 1le =ikl
=) =1l =100 =ikl =il @il il il =ilil =il =ilil 1@ d

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

=50 - 27)) (_ (r —26)(y* — 22y — 146))

p(y)=(16—y)< v —16 0 =50 =270

20y —28)(y +16)\ [ (¥ —26)(y* -2y = 750)\ [ (v —26)(y +37)(y — 29)
y2 — 22y — 146 (y —28)(y + 16) y% —2y — 750

(y — 26)(y? + 18y — 1396) (y —30)(y — 26)(y + 58) (y — 26)(y? + 38y — 2084)
<_ (r +37)(y — 29) ><_ y2 + 18y — 1396 ><_ (y —30)(y + 58) )

0 +79G 260y =31\ [ (¥ —26)(y* + 58y —2814)\ [ (¥ + 100)(y — 26)(y — 32)
y? + 38y — 2084 r +79)(y —31) y? + 58y — 2814

= (y —32)(y — 26)'°(y + 100)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I},26y(Dyz)) adalah yf =32, yi=26, dan y}=-100 dengan
multiplisitas m(yf) =1, m(yL) =10, dan m(y%) = 1. Maka energi dari
DDL(I ;2 6ry(D12)) sebagai berikut

Eppr(Tyz,sry(D12)) = mGDIyED + (mGDHIviD + (mGrHlviD



= (1 x[32]) + (10 x |26]) + (1 x |—100])

= 392
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Jadi, energi DDL dari I},2 . (Dq2) adalah 392, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I7,2 s, (D;,) adalah 392.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3, ¢y (D;,) adalah

DDL*(I;y2,5r)(D13)) = Tr(Iir2,sry(D12)) + DD(Iy2,6y(Ds2))
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.
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p(y) = (16 —7) <— =50~ 27)) (_ (r —6)(r* — 42y + 174))

y—16 r =5 —-27)

-6 -4 -D\(_ ¢ -6)F*-62y+210)\ ([ (¥ -6)F¥ —3)( —69)
y2 —42y + 174 r—48)(y—4) y2 — 62y + 210

<_ (v —6)(* —82y + 204)) (_ (y 90y —6)(y - 2)) <_ (v —6)(y* - 102y + 156))
(v =3)(r - 69) y? — 82y + 204 (v =90y -2)

0 -Dr-6¢-11D\/ ¥r=-60G*-122y+66)\( -6 —132)y
Y2 — 102y + 156 (y— D@ —111) Y2 — 122y + 66

=y —132)(y — 6)°y

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL* ([y2ry(D1)) adalah yf" =132, y4 =6, dan yi" =0 dengan
multiplisitas m(y+) = 1, m(y") = 10, dan m(y4") = 1. Maka energi dari
DDL* (T2 57y(D12)) sebagai berikut
Eppit (Tz,or (D12)) = (m(yi )|t [) + (m(r3 )y ]) + (m(va "))

= (1 x|132]) + (10 x |6]) + (1 x |0])

= 192.
Jadi, energi DDSL dari madalah 192, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3,2 ¢, (D;,) adalah 192.

3.4.3 Grup Dihedral D4

Subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r?2,sr) adalah
{1,7%,v%, 7%, sr,sr3,sr5 sr’}. Dua unsur pada grup dihedral D,, apabila
dioperasikan menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Table

Cayley berikut.

Tabel 3.18 Tabel Cayley Grup Dihedral D44

6

N

Y1518 |7 | s | sr | sr? srd| sr¥ srd| sro sr

rtlr
1| 1| r |72 r3|r*|r3|v8|v7 | s | sr|sr? srd srY srd sro sr
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rlr (2|3t S e r7 | 1 | sr?| s | sr|sr? srd sr srd sré
2 2|3 vt S e 7 | 1| r |srosr?| s | sr|sr¥ srd srd srd
33 rt S vl 1| r | r? | sr sré sr’| s | sr|sr? srdsrt
rrlrt S e 7 1| r | 2| 3| srY srd sré sr| s | sr | sr? srd
> S| o r7 | 1 r |2 3|t | sr3 srY srd| sré sr7| s | sr | sr?
ro el r” | 1| r | r?2 |3 | rt | r> | sr¥ srd srt sro sr sr’| s | sr
r’|r7 | 1| r [ r2 3| r* | > | rC | sr | sr? srd srd sr| srf sr’| s
s | s |sr|sr¥srdsrtsrdsresr’| 1| r |r?2|r3 | rt 3|l
sr | sr|sr? srdsr¥ srosr® s’ s |r7 |1 | r |r? 3| rt 3| re
sr? sr? sr3| sr¥ sr3 sl sr’| s |sr|re v’ | 1 | r |r? |3 |rt|r®
sr3| sr3| sr¥ sro| srésr’| s |sr|sr¥r> ||\ r7 |1 | r |2 |3 |1t
st sr¥| sr3 sré sr?| s |sr|sr¥sr3r* | S| O 7| 1| r | 1?03
sr> sr3| sré sr?| s |sr|sr¥srdsrqrd|rt | S| re 7| 1| r |7r?
B s7° sT7| s |'sr| sr?| sr3| s sreprd | 3 (vt (AR (7| 1| r
B s17| s | sr|sr? sr3| srd| srdsré r |23 rt | B Wt |7 1

Berdasarkan Tabel 3.18 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3,z 5 (D16) beserta komplemennya seperti berikut

.
X3
-~
\\.»
‘.‘\

)%

e
Q

4y
4
NE

<&

N

F

N
.

oy
[<)
N2

Gambar 312 Gl‘af [‘(TZ‘sr)(DlG) dan F(TZ,ST)(DIG)

Dari Gambar 3.12 dapat diperoleh matriks detour dari I3, y(D16) sebagai

berikut

DD ([Zrz,sr) (Dlé)) =
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dan diperoleh matriks distance dari I3,z 5 (D) Sebagai berikut

d(r(rz,sr)(Dle,)) =

NRNRNRNRRNRNRNR O

P NNRERENPFEFDNRFERENNRPNRDNREROR

NFRPNRPRNRNRRNRNRORN

P NP NFEREFDNRFRENNRPNNRORDNR-

NP NRNRNRPRRNRORNRN

P NP NP NEFENNRORPRDNRFEDNRE-

NENPFRPRDNFRPRDNRPRRPORDNREREDNRERDND

P NP NPFEPDNRPNORNREDNREREDNR-

P NP NPFRPNRFRPONRPRPNRERPDNRERDNDR-

NRPNRPNRORRNRNRNRN

R NRNRPRORNNRLRNRLNRDNRE

N, NFRPORNRFEPFRNREREFNRERENREREDN
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NFRPRORNRNRRNRLRNRENRDN
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R ORNRPRNRNNRNRNRNR

ORP NP, NP NRPRPRNREREDNRPEDNPDN
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Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,z oy (D1¢) sebagai berikut

Tr(r(rz,sr) (D16)) =
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Dengan demikian diperoleh matriks DDL dari I3,2 5 (D;6) adalah

DDL([ZrZ,sr)(D16)) = Tr([zrz,sr)(Dlé)) 3 DD([ZrZ,sr)(D16))
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r22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -15 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 22 -15 -14 -15 -14 -15 -14
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -15 22 -15 -14 -15 -14 -15
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -14 -15 22 -15 -14 -15 -14
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -15 -14 -15 22 -15 -14 =15
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -14 -15 -14 -15 22 -15 -14
-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -15 -14 -15 -14 -15 22 -15
-15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -14 -15 -14 -15 -14 -15 22
l-14 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15 -15 -14 -15 -14 -15 -14 -15

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

-7 - 37)> (_ (r —36)(y* — 30y — 274))

p(y) =Q22-vy) (— 4 0 =D =37

422y =36)(y —38)\ ([ (¥ =36)(y* -2y —1398)\ ( (¥ —36)(y +51)(y —39)
y2 —30y — 274 (y +22)(y —38) y? —2y — 1398

(y —36)(y? + 26y — 2580) (y —36)(y — 40)(y + 80)
<_ (r+5DF -39 ) <_ ¥2 + 26y — 2580 )

(y —36)(y? + 54y — 3820))
(y —40)(y + 80)

(y +109)(y — 36)(y — 41)
( y? + 54y — 3820 >

( (r —36)(y +138)(y — 42)

(y +109)(y — 41) y% + 82y — 5118

_ (¥ —36)(y% + 110y — 6474)

<_ (y —36)(y +167)(y — 43)

(v + 138)(y — 42) yZ + 110y — 6474 )

( (y —36)(y? + 82y — 5118)

(y 36)(y? + 138y — 7888) (y +196)(y — 36)(y — 44)
(r + 167)(y — 43) ) <_ y% + 138y — 7888

= —449)(y —36)"(y + 196)

Dengan menetapkan p(y) =0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(T;y2 55 (Dye)) adalah yf =44, yh =36, dan y%=-196 dengan
multiplisitas m(yf) =1, m(yL) = 14, dan m(y%) = 1. Maka energi dari

DDL(Iy2,5r(Ds6)) Sebagai berikut

Eppr(Fr2,sry(D16)) = DIy D + (mrDlvz) + () lvsD)

—14
—-15
-14
—-15
-14
—-15
-14
—-15
-15
—-14
-15
—-14
-15
—-14
-15
22 4




=(1x|44]) + (14 x |36]) + (1 x |—196])

= 744
Jadi, energi DDL dari I3,z (Dye) adalah 744, artinya jumlah dari
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I},2 5y (D;) adalah 744.

Diperoleh juga matriks DDSL dari 7,2 ¢ (D;¢) adalah

DDL*(Iy2 5y (D16)) = Tr(Lir2,5ry(D16)) + DD(Fy2 5, (D16))

22 0 0 0 O O O O O O O O O 0 0 07
0 2 o0 o o0 o0 0O O o0 o o o o0 o0 o0 o
o o0 2 o0 0 O O O o0 o o o o0 o0 o0 o
o o 0 2 0 o0 0O o0 o0 o0 o0 o O o0 o0 o0
o0 o ez 0 0.0 .0 O 0 0 0 0 YW
o o o0 O O0 22 0 O O O o0 O O o0 0 o0
o o o0 o O O 22 0 O O O 0O 0 0 o0 O

/0 0 o 0o O O O0 22 0 0 O O 0 O0 o0 O
RO OO G A0 N0 B220F (0, OO (WO
© 0 O 0 Ou 0 SU8 Of 8 278 O 40 OO0 0 @©
©. 0 -0 SO0 SON Of O O 2248 (g 00 @0 . ©
© -0 © 00 YN OB O ORg2a 0 0 @O ©
-0 @O 00p0d a0 O O OF GO~ O 22 0 O 0
©® © 0 MO0 0 YEOR OF ARG MO0 O 22 0 @©
©@ © 0O MOR0O Qa OF OF OR0 ORKY © 22 @©

-0 0 0 0 0o O O O O O O O o0 o0 o0 22
0 15 14 15 14 15 14 15 15 14 15 14 15 14 15 14
15 0 15 14 15 14 15 14 14 15 14 15 14 15 14 15
14 15 0 15 14 15 14 15 15 14 15 14 15 14 15 14
15 14 15 0 15 14 15 14 14 15 14 15 14 15 14 15

14 15 14 15 0 15 14 15 15 14 15 14 15 14 15 14

15 14 15 14 15 0 15 14 14 15 14 15 14 15 14 15

14 15 14 15 14 15 0 15 15 14 15 14 15 14 15 14

n 15 14 15 14 15 14 15 0 14 15 14 15 14 15 14 15

15 14 15 14 15 14 15 14 0 15 14 15 14 15 14 15

14 15 14 15 14 15 14 15 15 0 15 14 15 14 15 14

15 14 15 14 15 14 15 14 14 15 0 15 14 15 14 15

14 15 14 15 14 15 14 15 15 14 15 0 15 14 15 14

15 14 15 14 15 14 15 14 14 15 14 15 0 15 14 15

14 15 14 15 14 15 14 15 15 14 15 14 15 0 15 14

15 14 15 14 15 14 15 14 14 15 14 15 14 15 0 15

114 15 14 15 14 15 14 15 15 14 15 14 15 14 15 0
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14
15
15
14
15
14
15
14
15
22

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

<_

(y —66)(y —6)(y — 8)

p(y) =Q@Q2-y) (—

-7 —-37)

VA 1272

)

(y — 8)(y? — 86y + 450)

(=) (Y SB7)

B (y —8)(y?—58y + 342)>

y? — 58y + 342

)(-

(y —66)(y — 6)

)

y =5 —95F —-8)
y? — 86y + 450

(_ (y —8)(y? — 114y + 500)

(y — 8)(y? — 142y + 492)

(y =5 —95)

> (_ y-129¢ -H{ - 8)

y? — 114y + 500

)

y—-124)(y - 4)

_r=3)(r - 8)(y —153)
Y2 — 142y + 492

(y — 8)(y? — 198y + 302)

(y —3)(y —153)

=2 -182)(r - 8)
y%2 — 170y + 426

(_ ¥y —8)(y? — 170y + 426)

<_ (y — 8)(y% — 226y + 120)

(y —2)(y — 182)

=D -21D(F -8)
y2 — 198y + 302

y—-Dy —211)

)(

y% — 226y + 120

= (y — 240)(y — 8)**y

-8 - 240)7/)

)
)
)

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks

DDLJ'(W) adalah y%" = 240,

vt =8 dan yL

= —0 dengan

multiplisitas m(y+") = 1, m(y%") = 14, dan m(y%") = 1. Maka energi dari

DDL*(I}y2,5(Dy6)) sebagai berikut
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Eppit (T2, (D16)) = (A )yt ]) + (O s ) + (m(rs )i )
= (1 x[240]) + (14 x |8]|) + (1 x |—0])
= 352.
Jadi, energi DDSL  dari I3,z sy (Dy6) adalah 343, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I3,z s (D;6) adalah 343.

3.4.4 Grup Dihedral D5,
Berdasarkan energi yang telah ditemukan, diperoleh energi DDL dan energi
DDSL komplemen graf subgrup dari beberapa grup dihedral sebagai berikut.

Tabel 3.19 Energi DDL dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (2, sr) dari Grup Dihedral
(DZn)

Diyn Eppy

Dg [152=(14-16)—(20-4)+8 = (14-4?)—(20-4) + 8
392 = (14-36) —(20-6) +8 = (14-6%) — (20-6) + 8
Dig |744=(14-64)—(20:8)+8=(14-8%)—(20:8)+8

| o | S
S
=
N

n | Dy, 14n? — 20n + 8

Tabel 3.20 Energi DDSL dari Beberapa Graf Subgrup (r?, sr) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Dyn Eppr+

4 Dg 80=2-40=2(3-16—-2-4)=2(3-4>—-2-4)
6 Dy, 192=2-96=2(3-36—2-6)=2(3:6*—2-6)
8 Dig 352=2-176 =2(3-64—2-8)=2(3:82-2-8)

n | Dy, 2(3n%? —2n) = 6n? — 4n
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Teorema 7
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72,...,v"" 1, s,s7,s12%,...,sr™""1} dan
(r?,sry = {1,7% .., v" 2, sr,sr3, ...,sr™ 1} subgrup normal dari grup
dihedral D, untuk n genap dan n > 4. Energi DDL(T}y2,6y(Dyy)) dari grup
dihedral D,,, adalah
Eppy (L2 57y (D2n)) = 14n2 — 20n + 8
Bukti
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72%,..,r"1,s,s1,sr%,...,st™ 1}, untuk n
genap dan n = 4. Ambil subgrup normal (r?,sr)y =
{1,72,...,v" 2, sr,sr3,...,sv™ 1} di D,,. Sesuai definisi graf subgrup, maka
diperoleh graf I3,z ¢,y (D,y,) sebagai berikut
-
A AL
A4

dan graf I},2 ¢(Dy,) sebagai berikut

X

-

'
=

4 N\ ose
>/ N
\L r’l'l

v

i

»

v

J

\\\\ /

5 ! sr*?
S
N\ 7o

sr srt
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Sehingga diperoleh matriks transmisi dari I3,z oy (D,y,) Sebagai berikut

Tr(rzrz,sr)(DZn)) =
1 r r? vt 5 sr sr? srn1
1 3n — 2 0 0 0 0 0 0 0 1
r 0 3n—2 0 0 0 0 0 0
r2 0 0 n—-2 - 0 0 0 0 0
Fn-1 0 0 0 3n—2 0 0 0 0
s 0 0 0 0 3n—2 0 0 0
ST 0 0 0 0 0 3n—2 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 3n-2 0
st L o 0 0 &S| NSO 0 0 0 o 3n—2l
dan matriks detour dari 7,2 s,y (Dy,) Sebagai berikut
DD(QrZ,sr)(DZn)) =
1 7 22 T sr sr? e srn1
1 r 0 2n—1 2n—-2 - 2n—1 2n—-1 2n—-2 2n—1 - 2n-—27
r 2n—1 0 2n—1 - 2n—-2 2n-—-2 2n—-1 2n-2 - 2n-1
72 2 = 2 2=\ 0 ol e 1Ll P Il Zin—=7  Zan =3l oo AR
rn.—l 2n=1 2=z ghp— 1l % 0 2n—2 2n—-1 2n-2 - 2n-1
s 2 =1 g2il=2 2SIl ol 2= 0 2n—1 2n-2 - 2n-1
ST 2n—2 2n—-1 2n-—-2 - 2n—-1 2n-1 0 2Zn—1 - 2n-2
S‘fz 2018 2n — 2 _2n=8h “ES20— 28 2ni=2 2=l 0 e 2n—1
SEENIESERNO: o 2 .. Cn P 21 Py 0
Matriks DDL dari 7,2 sy (D,y,) adalah sebagai berikut
DDL(Iy2,5r (D)) =
1 i 72 A s sr sr? . st
1 [ 3n—2 -2n-1) -2n-2) - —-@2n-1) —-2n-1) -2n-2) —-@2n-1) - —2n-—2)]
- -2n-1) 3n—2 -2n-1) - -2n-2) -2n-2) -2n-1) -@2n-2) - —-2n-1)
2 -2n-2) —-(@2n-1) 3n—2 - —(2n-1) -2n-1) -2n-2) -@2n-1) -~ —-2n-2)
i |—@n-1) —@n-2) —@n-1) - 3m-2 —@n-2) -@n-1) -@n-2) - —@n—1)
S -2n-1) -@2n-2) -2n—-1) -+ —@2n-2) 3n—2 -(2n—-1) —-@2n-2) - —-2n-1)
sr -2n-2) -2n-1) -2n-2) - —-@2n-1) -2n-1) 3n—2 -2n-1) - —-(2n-2)
57:”2 -@2n-1) -2n-2) -2n-1) - —-@2n-2) -2n-2) -2n-1) 3n—2 - —(2n-1)
st —@2n-2) —2n-1) -@n-2) -« -@n-1) -@n-1) -@2n-2) -@n—-1) -~ 3n-2 |
Polinomial karakteristik DDL(T;2 .61y (D2y)) diperoleh dari

det(DDL(I}y2,5:(D2,)) — yI). Dengan eliminasi pada DDL([y2 6y (Dyn)) — ¥

diperoleh matriks segitiga atas berikut
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1 r r gt
(Bn-2)-y
G --D)r-G6n-3))

y-0Bn-2)

0

o o _ (}/—(511—4))(}/2 —(4n—-2)y - (5n2—6n+2))
2 -m-D)y-Gn-3))

" | o 0 0

o (y + (4n?—8n+ 4))(y - (5n— 4))(y —(6n — 4))

fm

Maka det(DDL(I;y25(D2y)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL(T,2 ¢y (D)) adalah

p(y)=(y—(6n—4))(y — (5n— 4))2n_2(y + (4n* —8n +4))
Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh y£ = 6n — 4, y4 = 5n — 4 dan
v = —(4n? — 8n + 4) dengan multiplisitas m(yf) = 1, m(y}) =2n—2 dan
m(y%) = 1. Energi DDL(T,2 5(D2y,)) dari grup dihedral D, untuk n genap dan
n > 4 adalah
Eppr(Frz,em (D2n)) = my DIyt + mHlys | + mGHIyv5|
=1x|6n—4|+2n—2x|5n— 4|+ 1 x |—(4n? — 8n + 4)|
= (6n—4) + (10n? — 18n + 8) + (4n? — 8n + 4)
= 14n? - 20n + 8
Teorema 8
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72,...,7" 1, s,s7,s12,..,sr™"" 1} dan
(r2, sty = {1,r% ..., v" 2, sr,sr3 ...,sr™ 1} subgrup normal dari grup
dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4. Energi DDL* (I,2 4y (D2y,)) dari grup
dihedral D,,, adalah
Eppi+(Tir2sry(Dan)) = 6n% — 4n

Bukti
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Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72%,..,r" 1, s,s1,s7%, ...,st™ 1}, untuk n
genap dan n = 4. Ambil subgrup normal (r2,sr) =
{1,7%,...,v" 2, sr,sr3,...,sv™ 1} di D,,. Sesuai definisi graf subgrup, maka
diperoleh graf I,z (D,,) dan graf Iz (D2,) seperti pada Teorema 7.
Diperoleh pula matriks transmisi dan matriks detour dari I},-2 ¢,y (D,,,) seperti pada

Teorema 7. Sehingga didapatkan matriks DDSL dari I3,z s,y (D,,,) adalah sebagai

berikut
DDL*([y2,5r)(D2n)) =
1 7 7 P STF s7Z srn1
1 3n—2 2n—1 2n—2 - 2n—-1 2n—-1 2n—-2 2n—-1 -+ 2n— 2]
r 2n—1 3n-2 2n-1 - 2n—-2 2n—-2 2n—-1 2n—-2 - 2n-1
r2 2n—-2 2n—-1 3n-2 - 2n—-1 2n-1 2n-2 2n-1 -+ 2n-2
rn.—l eSS’ o). Ym =4l W WS =20 $2n S nEsSEYmE Bl Pn — 1
s Zn=1 7u¥=7% Vp=108 Ex8 2= P RS/ M i =L Zip=7 ool Rl
ST 2n—2 2n-1 2n—-2 - 2n—-1 2n-1 3n-2 2n-—-1 - 2n-2
sz 2n—1 2n-2 2n-1 - 2n—-2 2n—-2 2n-1 3n-2 . 2n-1
st™ ' lon—2 2n—1 2n—-2 - 2n—1 2n—-1 2n-2 2n—1 - 3p—21
Polinomial karakteristik DDL* (T2, (D27)) diperoleh dari

det(DDL*(I}y2,6,y(D2,)) — ¥I). Dengan eliminasi pada DDL*(I},2 ¢y (D2n)) —

vI diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 r r2 gl
1 (Bn-2)—-y
A (-@-D)r-6n-3)
" y—(Bn-2)
0 i _G-n(*-Bn-6y+(n* - l4nt6)
r? y-m-D)y—=06n-3))
: : : : _ _ An? — 2
srnt 0 0 0 L b -n f((y)" n))y

Maka det(DDL*(I;y2 y(Dyn)) — vI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL* (I},2 5 (D)) adalah

p(y) = (y — (4n® — 2n))(y —n)**"%y
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Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh y-" = 4n% — 2n, y£" =n, dan
y&" = —0 dengan multiplisitas m(y*") = 1, m(yf") = 2n — 2, danm(y%") = 1.
Energi DDL*(I{y2,5r)(D2n)) dari grup dihedral Dy, untuk n genap dan n >4
adalah
Eppi+ T2y (D2n)) = m(yd )yl |+ mys )y |+ m(vi)|vh'|

=1X|4n® —2n|+2n—-2 X |n| + 1 x |-0|

= (4n?> - 2n) + 2n® —2n) + 0 = 6n% — 4n

3.5 Energi DDL dan DDSL Komplemen Graf Subgrup (r3) dari Grup
Dihedral D,,,.

3.5.1 Grup Dihedral D4,
Subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r3) adalah {1,73}.
Dua unsur pada grup dihedral D;, apabila dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley berikut.

Tabel 3.21 Tabel Cayley Grup Dihedral D4,

o I T R i ) SNSRI ST Y | s
1 14l o | 12 o i sr | sr? | srd|sr* | sr®
M r | 2| 2|t | 3| 1 |sr®| s | sr |sr?|sr3|srt
Y 2| 3| rt || 1 r |sr*|sr>| s | sr |sr?|srd
2 |t | 51 HO A e ssridh| s (sr> W sF | sr | sr?
.t | | 1 r | r? | r® |sr?|srd3|srt|sr®| s | sr
re | r> | 1 r | r2 | 3 | rt | sr |sr?|sr3|srt|sr®| s
s s | sr|sr?|srd3|srt|sr>| 1 r | r? r* | rS
sr | sr |sré|srd|srt|sr>| s | r> | 1 ro|ré | re | rt
sr? | sr?|sr3|sr*|sr®| s | sr|r* | > 1 | r | r? |3
sr3 | srd3|srt|sr5| s | sr|sr?| 2t | S| 1| r | r?
sr* [ srt|sr3| s | sr|sr®|sr3 |2 | 2 |t |3 1 | r
sr2 |sr3| s | sro|sr2|sr3|srt| r |27t |1
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Berdasarkan Tabel 3.21 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3,sy(D;,) beserta komplemennya seperti berikut

r* r? e =
r r* r "
o - s
. A -
Ty (D12) Ty (D12): | RARAK \/,_ ;
5 s - </ \ l re
.- / 7y ,
v X .
P N s ’

Gambal’ 313 Gl’af [‘(TS)(Dlz) dan ['(1'3)(D12)

Dari Gambar 3.13 dapat diperoleh matriks detour dari I3,:sy(D;,) sebagai berikut

[ROBENINIS, 1 10T 11 TOR] TR 19 SIN1I ENINIS" 18]S TS Io1 16
SISTON (N1 11 1aml 101 11 1TVl [B1F] (Sl iniaesiNlt
AT il @Sl Tl Gl 0L TUTUR T i PR LT LiL
SINTON 15161 1o NI 1T 1 G161 GT™]  (BIGISENIGI} (NINIR STt
Al palgeldl  dlikg O Tk alal T Tl LTI Tl Ll
i1 Tom 151GuISTR=T1 & 1 1SN0 BENT¥] SANINIE BIFLSEN(GY 31 1" (Nl
1.1 1T 1 1 TNli] SpIKIS ORF"T18 DISIGENIGIY HINIEIN(t
SINTRRE 1 ISRISTRR(STRTi1 b 151 SISO O FINISNISIY  SISTR(S
SINTON 1 TR 61N ™1 it i 1 TN T ININ( ROy, 1518 SISTR(SI
SINTRNNIE] 11 bl 117 161 B 161 ST IS (VN SISTRN(NI]
1T 1 S G T R 1 1 1] 1.1 1 S TS A1 S TR () K1
bl b gl — kil el Ll ik il il @d

dan diperoleh matriks distance dari I7,sy(D;,) sebagai berikut

DD(I5) (D)) =

d(r(r3)(D12)) =

RPRRRPRRRNR RO
RR R R ERERNR RN R
RRERERERRARRNRONR
RR R R ERERR RO RN
RRERERERRERNORNR R

R R R R EONR RN R
PR NRRORR R R, R R,
R NR R OR R R R R,
NP R OR R R R R R, R R,
PR ORRNRPRRLRR R,
RPORRNRRER R} R R
ORRNRRE PR RE PR R,

Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I3,3y(D;,) sebagai berikut
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iperoleh matriks DDL dari I7,-3y(D;) adalah
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12 -1 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -—117
-1 13 -1 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -11 13 -1 -1 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -11 -11 12 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -1 -1 -11 13 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -1 -11 -11 -11 13 -11 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -11 -11 -11 -11 -11 12 -11 -11 -11 -11 -11
-1 -1 -11 -11 -11 -11 -11 12 -11 -11 -11 -11
-117 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 12 -11 -11 -11
-117 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 12 -11 -11
-117 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 12 -11
l-117 -11 -1 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -—-11 12

det(DDL(I;,3,(D1)) — vI)

riz—y -11 =ilil —11 =ilil —-11 —11 =1ul —11 — 1N -11 —11 7
=il g =57 " =ilil =1Ll =1L =il il —-11 =1l —-11 Sl 1 -11 -11
-11 =il il = =il —11 =ilil =ilil =ilil =ilil =Ll —11 -11
—-11 =ilil =il iz =y =il —11 —ilil =ilil =Ll —11 -11 -11
=11l =1lil =1Ll =il =gy =il —-11 =flil =il —-11 —-11 -11

e —-11 —11 =ilil =ilil =il K=y =il =ilil =il —11 — il -11
—-11 —ilil —-11 =11t =Ll il 7 =57 =ilil —ilil —11 —ilif -11
=JL1l =1l —-11 —-11 =178 —asl il 1=z - =il =1l —-11 -11
=il =ilil =il =ikl —11 glil =1Ll =il =7 =il —=ilil -11
=ilil =1Ll =il =k =il e Tl =1l =11l =il =y =il -11
=ilil =1Ll =1Ll =1l =111l il Pl L il =il N7y N —11
L =ikl —11 =ilil o iLil il =gilil —il8l =gl —11 —11 —-11 12—yl

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan eliminasi menggunakan software Maple 18, diperoleh polinomial

karakteristik DDL(I,sy(D;,)) sebagai berikut

y?— 25y + 35) <_ (y — 24)(y? — 14y — 218))

p(y)=(12—y)<— Y —12 ¥2— 25y + 35

(y —23)(y? — 3y — 482) (y — 24)(y? + 8y — 735) (y —24)(y? + 19y — 988)
y? — 14y — 218 y? —3y — 482 y?2 + 8y — 735

(y — 23)(y? + 30y — 1252) (y — 23)(y? + 41y — 1516) (y — 23)(y? + 52y — 1780)
y?+ 19y — 988 y? + 30y — 1252 y? + 41y — 1516

(y —23)(y% + 63y — 2044)\ [ (v —23)(y% + 74y —2308)\ [ (v — 23)(y — 23,67)(y + 108,67)
y%+ 52y — 1780 Y% + 63y — 2044 Y% + 74y — 2308

= (y — 23,67)(y + 108,67)(y — 24)3(y — 23)7

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks

DDL(I;3(Dyy)) adalah yf =24, y% =123,67, y% =23, dan yf = —108,67
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dengan multiplisitas m(yL) = 3, m(yL) = 1, m(y%) = 7, dan m(y$) = 1. Maka
energi dari DDL(T,3y(D;,)) sebagai berikut
Eppr (T (D12)) = DIt D + (G DIvED + I HIvED + (myd)lviD)

= (3% |24]) + (1 x [23,67]) + (7 x [23]) + (1 x |—108,67])
= 365,34
Jadi, energi DDL daril;,sy(Dy,) adalah 365,34, artinya jumlah dari nilai eigen
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I3,sy(D;,) adalah 365,34

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,-3y(D,,) adalah

DDL* (T3 (D12)) = T,(T;r3,(D12)) + DD (I(,3(D13))

LZE GO OE a0 (08 (870 0 T 0RO N
OR T TSee OENCORE ORS00 108 10 B 0 0" SN0S==()
UGS (0 B0 S04 108 B0 490 B Ol 10Nl
U RERURN(? SR SN [0 B0 B0 S0 8 U
U T3 W [ W 70 SRUNE
UREER RN O SRS, * [N WY A0 /0NN () Ot
AR 0 U G T2 ORF" 0 I R
U UG URUSENOE 0  SZEER0 §° Ui a0
LR U g0 U4 10 W28 U W [
SRR USSR 5 30 <0G SR
o o o0 O O O O O o0 o0 12 o0

L W0 S0 O 00 0 ™0 4 08N 2
rg 11 1A 11 11 11 11 11 41 ¥i1 11

LN O O ] 1 S [ e (T 8 1 [ B B
11 1% 0 11 ¥ FNeSEPR 1 = 11 11 Wl
11 11 12 0 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 O 11 11 11 11 11 11 11
n 11 11 11 11 11 O 11 11 11 11 11 11
i1 11 11 11 11 11 O 11 11 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 O 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 O 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 11 O 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 O 11
(11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 O
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12 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 117
11 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 12 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 13 11 11 11 11 11 11 11
11 11 117 11 11 13 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 12 11 11 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 12 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 12 11 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 11 12 11 11
11 11 117 11 11 11 11 11 11 11 12 11
‘11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 12
Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan eliminasi menggunakan software Maple 18, diperoleh polinomial

karakteristik DDL* (I3sy(Dy,)) sebagai berikut

y? — 25y + 35) (_ y—-2)({y?-36y+ 46))

(y —D(y*—47y + 68) (y —2)(y* - 58y +79) (y —2)(y* — 69y + 90)
y? — 36y + 46 y2 — 47y + 68 y%2 —58y +79

(y —1D({y?—-80y +112) ¥y — D(y? —91y + 134) ¥y — D(y?—102y + 156)
y%2 — 69y + 90 y2 — 80y + 112 y?—91y + 134

r—DF?*-113y +178)\ ([ (y — D(¥* — 124y + 200)\ [ (y — D(y —133,33)(y — 1,67)
yZ — 102y + 156 yZ—113y + 178 yZ— 124y + 200

=(y—13333)(y - L67)(y —2)°(y — 1)7

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(I;;3(Dyy)) adalah y+* = 133,33, yi =2, vy} =167, dany} =1
dengan multiplisitas m(y+") = 1, m(y") =3, m(yy") = 1,dan m(y}") =
Maka energi dari DDL*(I;,s,(D;,)) sebagai berikut

Eppu+ (lrs) (D12))

= (m(ri)rt" ) + (@ )lvs" ) + (A )s" ) + (m(r i)

= (1% [133,33]) + (3% [2]) + (1 x |1,67]) + (7 x |1])

= 148.
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Jadi, energi DDSL  dari I3,3y(D;,) adalah 148, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I},sy(D,) adalah 148.

3.5.2 Grup Dihedral Dqg
Subgrup dari grup dihedral D, 4 yang dibangun oleh (r3) adalah {1,73,7°}.
Dua unsur pada grup dihedral D;g apabila dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley berikut.

Tabel 3.22 Tabel Cayley Grup Dihedral D4g

o 1w |72 (3 ek |22 L re i rnZ ] n8 | s ST sTq srf sof S sr] st iR
B T 2R 8] 78 - BN 28| SRSl seeiist NS sy st l &7 s
B (2 | 3t 2 | el T 18 1| srY s | st | sr? srd srd sro| sr9 sr]
B 2 (13 |t | S e r? |8 1 | r | sr) sr8 s | sr|srq srd srY sry sr9
N 7 [t | SO |7 | 8 r | r? | srY sr? sr¥ s | sr|sr?y srd srd srd
Bl Y |87 B 1| v | r?| 13| srY srY st srY s | sr| srd srd srd
el 3|8 | r7 | r8| 1| v | r?| 3|1t |srY srY sr9 sr?srY s | sr|sry srd
W O (7 B 1| |23t | srY st srY sr st srY s | sr | sr?
Bl 7 |21 r | r?2 | 3|t | 5| r® | s srd srd st srY srsrd s | sr
T 8| 1| r | 23|t | S |0 | v | sr | srY srY srY sr sr] sr| srf s

B SA| s7 | sP8dsrdiesrd s sr st srf 1 | mellrX (7 | vt i r’ | r8
B st | sr3 sry st 'sr sr8.sr’ sr8 s f 8| Dl r | 2| 3| #t | 5 r’
B 572 st srl srY sr9 sr'sry s |sr|r7 | 8| 1| r |2 rd | r5 |
sty sri srY sr¥ sr9 sr’| srd s |sr|srdro|r7 | r8| 1| r | r? rt | rs
st srY srS sr¥ sr’ sr8 s |sr|srysry 5|0 |7 | 8 r | r? r
sro sr¥ st sr’) sr8 s | sr|srq srdy srdrt | S| 0|7 |18 r|r?|r
sty sr9 sr’ sry s | sr|srqdsry sry s r* > | o\ r7 8| L | r | r?
st/ sr” sr8 s | sr|srq srd srtsrI sry r? | et S0 7 |8 1|7

sr8 sr8 s | sr|sry srd srdsry srqsr? v | r? | vt eS0T 81

Berdasarkan Tabel 3.22 dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan

graf subgrup I3,sy(D;g) beserta komplemennya seperti berikut
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Gambar 3.14 Graf F(rg)(Dw) dan I ;3y(Dqg)
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Dari Gambar 3.14 dapat diperoleh matriks detour dari I3,3y(D;g) sebagai berikut
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dan diperoleh matriks distance dari I7,sy(D;g)sebagai berikut
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D;,), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p(y¥) = (y —36,67)(y + 269,67)(y — 37)°(y — 36)!*

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;,3(Dyg)) adalah yt =37, vy =36,67, v} = 36, dan y} = —269,67
dengan multiplisitas m(y£) = 5, m(y%) = 1, m(y%) = 11, dan m(y$) = 1. Maka
energi dari DDL(T;,3y(D;g)) sebagai berikut
Eppr(Tirsy(D1g)) = mDIyED + D IvED + mGHIvED + mGHlyiD

= (5x137]) + (1 x|36,67|) + (11 x |36])

+ (1 x[-269,67|)

= 887,34
Jadi, energi DDL dari I3,3)(D;g) adalah 887,34, artinya jumlah dari nilai eigen
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I3,sy(Dyg) adalah 887,34.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I3,-3y(D;g) adalah

DDL? (I—ZT3)(D18)) = Tr([zr3)(D18)) + DD([zﬁ)(DlS))
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cara yang sama pada grup dihedral (D;,), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p(y) = (y —308,33)(y — 3,67)(y —3)°>(y —2)"*

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks

DDL* (5 (Dyg)) adalah y&" =308,33, yi" =3, y;" =3,67, dan y} =2

dengan multiplisitas m(y£") = 1, m(y%") = 5, m(y4") = 1, dan m(y%") = 11.

Maka energi dari DDL*(I;,3,(Dyg)) sebagai berikut

Eppr+ (F(r3>(D18))
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= ()t ) + ()i ) + () a" ) + ()i )
= (1x|308,33]) + (5% [3]) + (1 x[2,67]) + (11 x |2])
= 348.

Jadi, energi DDSL dari I3,3y(D,g) adalah 348, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I7,3y(D;g) adalah 348.

3.5.3 Grup Dihedral D4
Subgrup dari grup dihedral D,, yang dibangun oleh (r3) adalah
{1,73,77°}. Dua unsur pada grup dihedral D,, apabila dioperasikan
menggunakan operasi komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley
Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D,, terdapat pada Lampiran.
Berdasarkan Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D,,
dan definisi graf subgrup maka dapat digambarkan graf subgrup I7,.3(D,4) beserta

komplemennya seperti berikut

=
S
-

Y
lr )(D‘4)

Dari Gambar 3.15 dapat diperoleh matriks detour dari I3,-3y(D,4) sebagai berikut

DD(I;y3)(Dy4)) =

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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dan diperoleh matriks distance dari I7,sy(D,,) sebagai berikut

d([zr3)(D24)) =

R R R R R R R R R PR RPBERRBPBNRRERNRLRRNRRO
R R R R R R R R R RPERRBPBNRRNRPRRNRRNOR
R R R R RPRRPRPRRPRPRPRPRNRRNRRPRNRONR
R R R R P RPRRPRPRPPRPRPRRNRRPRNRRLRORRN
R R R R R R R R R PERRBNRRNRPRPRNORNRR
R R R R R R R R R RPERRPBERNRRNRLRONRRDNR

R R R R R R R R R R R R R NR R ORRNRE RN

R R R R R R R R R R R NR R NORNRRNR R

R R R R PR R RRRPERRPERNRONRRNRRDN R

R R R R PR R RRRPERRPERRPBPORRPRNRERNRERN

R R R R R R R R R R R NORNRERENRRNR R

R R R R R R R R R R R ONRRNRRNRRNR

R R NRRNRRNRPRRPRORRRRERERR R R R R\ R
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NERPRORRNRRNRRERRERRRP R P 1R R R |

R R ORRPRNRPRRINRRNRRERRRRRPB R R R R} R
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Dari matriks distance diperoleh matriks transmisi dari I7,sy(D,,) sebagai berikut

Tr([Zr3)(D24)) =
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D,,), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p(y) = (v —49,67)(y + 502,67)(y — 50)7 (y — 49)*°

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL(I;3y(Dy,)) adalah yf =50, vy =49,67, yk =49, dan y} = —502,67
dengan multiplisitas m(y£) = 7, m(y%) = 1, m(yt) = 15, dan m(y£) = 1. Maka
energi dari DDL(T;,3y(D.,)) sebagai berikut

EppL([r3)(D24)) = DIV D + DIy D + mDIviD + mylvi
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(7 x |50 + (1 x 149,67|) + (15 x |49|) + (1 x |-502,67|)

= 1637,34

Jadi, energi DDL dari I;,2)(D,,) adalah 1637,34, artinya jumlah dari nilai eigen
mutlak yang diperoleh dari matriks DDL dari I,s,(D,,) adalah 1637,34.

Diperoleh juga matriks DDSL dari I7,3y(D,,) adalah

DDL* (T3 (D24)) = Ty(T;r3y(D24)) + DD(Ty3)(D34))
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Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (D,,), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p(y) = (¥ —=55533)(y = 3,67y —4)"(y — 3)**

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka didapatkan nilai eigen dari matriks
DDL*(I;,3(Dy,)) adalah y&* = 555,33, yi =4,y =3,67, dan y}" =3
dengan multiplisitas m(y!") = 1, m(y5") = 7, m(y%") = 1, dan m(y%") = 15.
Maka energi dari DDL*(I;,3y(D,,)) sebagai berikut

EDDL’“(W)

= (m@A)A" ) + (mGO)ys D) + ()3 + (m(rilvi 1)

— (1% |555,33]) + (7 x |4]) + (1 x 3,67]) + (15 x |3])

= 632.

Jadi, energi DDSL dari I,sy(D,,) adalah 632, artinya jumlah dari nilai eigen

mutlak yang diperoleh dari matriks DDSL dari I7,3y(D,4) adalah 632.




126
3.5.4 Grup Dihedral D,,,
Berdasarkan energi yang telah ditemukan, diperoleh energi DDL dan energi

DDSL komplemen graf subgrup dari beberapa grup dihedral sebagai berikut.

Tabel 3.23 Energi DDL dari Beberapa Graf Subgrup (r3) dari Grup Dihedral (D,,,)

n | Dy, Eppy

38-62) — (48-6) + 16,02
6 | D1 365,34=( ) (3 )

38:92) — (48-9) + 16,02
9 | Dig 887,34=( ) (3 )

38-122%) — (48-12) + 16,02
12 | Dy, 1637,34=( ) (3 )

38n2 — 48n + 16,02

n Dy, -

Tabel 3.24 Energi DDSL dari Beberapa Graf Subgrup (r3) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Dy, Eppr+
14-6%2-10-6
6 | Dy 148 =
3
14-92-10-9
9 | Dig 348 =
3
14-12%2-10-12
12 | Dyy 632 =
3
2
n D,, 14n . 10n

Teorema 9
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72, ..., v 1, s,s7,s12%,...,sv™""1} dan

(r3y ={1,73,...,v™" 3} subgrup normal dari grup dihedral D,, untuk n
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kelipatan 3 dan n > 6. Energi DDL(I;,3y(D,y,)) dari grup dihedral D,
adalah

38n% — 48n + 16,02
3

Epp(Ir3)(D2n)) =
Bukti
Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72, ..., " %, s,s7,s12%, ...,sr™"" 1}, untuk n
kelipatan 3 dan n > 6. Ambil subgrup normal (r3) = {1,73,..,r™" 3} di D,,.

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I7,.3,(D,,,) sebagai berikut

P rt
oS -
S —— \\ s
le RS g
s e o sr!
4 5l .
2 -
- ~ — - P 4
57 ~< sr
o e
2 3

Sehingga diperoleh matriks transmisi dari I3,y (D5, ) sebagai berikut

Tr([Zr3)(D2n)) =
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1 r r? -l s sr sr? .. syl
r7n—6
3 0 0 0 0 0 0
n—3
0 3 0 0 0 0 0
n—3
1 0 0 0 0 0 0
r 3
r2 : :
: 7n— 3
-1 0 0 0 3 0 0 0
s n—6
sr 0 0 0 0 3 0 0
sr? n—=6
0 0 0 0 0
n—-1 3
ST 7n—6
0 0 0 0 0
3
0 0 0 0 0 0 0
dan matriks detour dari I7,3y(D,,,) sebagai berikut
(r3)\“2n g
DD(Q%’*)(DZn)) =
1 7 77 7"t WS ST sr? s
1 r 0 2n—-1 2n-1 - 2n-1 2n—-1 2n—-1 2n-—-1 - 2n-—1j
r 2n—1 0 2n—-1 . 2n-1 2n-1 2n-1 2n-1 -- 2n-1
72 2n—1 2n-1 0 v 2n—1 2n-1 2n-1 2n-1 -- 2n-1
Tn:—l 2n'—1 2n;1 Zn;l O 2n;1 2n'—1 2n'—1 2n'—1
s Zip =1 Zp=18 2= Il db- Wikl 0 2n—-1 2n-1 - 2n-1
Na 2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n-1 2n-1 0 2n—1 - 2n-1
ST_‘Z 2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n-1 2n-1 2n-1 0 e 2n—1
st loan—1 2n—1 2n-1 - 2n-1 2n-1 2n—1 2n—1 - 0

Matriks DDL dari 7,3y (D,,,) adalah sebagai berikut

DDL([Zr3)(D2n)) =
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7n;6
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r 7n—
3
-2n-1)

1 -2n-1)

-2n-1)
S -2n-1)
-2n-1)

ST
-2n-1)

_—(Zn -1)

-2n-1)
7n—3
3
-2n-1)

-2n-1)
-2n-1)
-2n-1)

—-2n-1)

—-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)
n—3
3

-2n-1)
-2n-1)
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)

rn—l

- —2n-1)
- —(2n-1)

- —2n-1)

7n.—3
3
- —2n-1)

—-2n-1)

—-(2n-1)

—-2n-1)

s
-2n-1)
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)
n—=6
3
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)

Sr

-2n-1)
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)
n—=6
3
-(2n-1)

-2n-1)

N

-2n-1)
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)
-2n-1)

-(2n-1)
n—=6
3

-(2n-1)
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srt

—2n—-1)
-2n-1)

-2n-1)

-2n-1)
-2n-1)
-2n-1)
-2n-1)

Tn—6

Polinomial karakteristik DDL(I,2(Ds,,)) diperoleh dari det(DDL(I,3y(Dyy)) —

yI). Dengan eliminasi pada DDL(T;,3,(D,,,)) — yI diperoleh matriks segitiga atas

berikut

L

0 —

e

1

1471—<J)V+(§n2

3

~3n+1)

-9

0

(&

13n— 6)) (yz 3 (y) P (65n2 - gen + 18)>

3
A (14713— ‘3)

y+(§n2—3n+1)

(y _ (137137 9)) (y _ (13n3—'s)> (y + (12n2 - 1;311 + 8,01))

ceosT

n-1

fm

Maka det(DDL(I;sy(D,,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL(I,3y(Ds,)) adalah

T e g

__13n-6
3

13n-6,99 |
3 v V3

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh yF , V&

12n2-19n+8,01
3

2n—-3
— m(yh)

) dengan multiplisitas m(y{) = =

_,danyi*:—(

4an

1, m(y}) = T_3 dan m(yf) = 1. Energi DDL(I;;sy(Dyy,)) dari grup dihedral

D,,, untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah
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Eppr(Trsy(D2n)) = myDIvEl + myd)Iyil + mrHIvil + m(yH)Ivkl

_2n—3x|13n—6|+1x|13n—6,99|+4n—3
3 3 3 3

13n—9 12n% — 19n + 8,01
><| 3 |+1><— 3

_ 38n% — 48n + 16,02
B 3

Teorema 10
Misalkan grup dihedral D,, = {1,r,72, ..., 7" 1, s,s7,51%, ...,sr™""1} dan
(r3y = {1,r3,...,v™" 3} subgrup normal dari grup dihedral D,, untuk n
kelipatan 3 dan n > 6. Energi DDL*(I;,3,(D,,)) dari grup dihedral D,
adalah

14n? — 10n

Eppr+ (F(r3) (DZn)) = 3

Bukti
Misalkan grup dihedral D,,, = {1,7,72%,..,r""1,s,s1,s7r%,...,st™ 1}, untuk n

kelipatan 3 dan n = 6. Ambil subgrup normal (r3) = {1,73,..,v" 3} di D,,.

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I7,3y(D,,) dan graf I3,sy(Dzy)

seperti pada Teorema 9. Diperoleh pula matriks transmisi dan matriks detour dari
Iy3y(Dyy) seperti pada Teorema 9. Sehingga didapatkan matriks DDSL  dari
I';(D,,,) adalah sebagai berikut

DDL+(F(r3)(D2n)) =
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1 T r? mls ST
r7/n— 6
3 2n—-1 2n-1 - 2n-1 2n-1 2n-1
n—3
2n—1 3 2n—-1 - 2n—-1 2n-1 2n-1
1 n—3
2n—1 2n-1 2n—1 2n—-1 2n-1
r 3
r? : :
. n—3
: 2n—1 2n—-1 2n-1 2n—1 2n-—-1
,r.n—l 3
s m—6
or 2n—-1 2n-1 2n—-1 - 2n-1 5
sr? n—6
: 2n—-1 2n—-1 2n-—-1 - 2n—-1 2n-1
sr”fl
2n—1 2n-1 2n—-1 = 2n—-1 2n—-1 2n-1
2n—-1 2n-1 2n-1 - 2n—-1 2n-1 2n-1
Polinomial karakteristik DDL*(I33y(D3y))

2n—1

sr
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
2n—1
n—6
3
2n—1
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STn_l

2n—1
2n—1

2n—1

2n—1
2n—1
2n—1

2n—1

7n;6
3

diperoleh dari

det(DDL*(I;,3(D,,)) — vI). Dengan eliminasi pada DDL*([,3y(Dyy)) — v

diperoleh matriks segitiga atas berikut

1 7

n—6
( 3 )ﬁ
. 7}/1 - (7147137 9)y+ (gnz —3n+ 1)

4 -9

0 0 =

(V (2))(% h (207137 12)1' o (19n2 - an + 18))

=Ty e )

TR 0 0 0

(y,”;3

P

) (y B (1211‘ - 5;311 - 2,01)) (y _ (n —30,99

)

f

Maka det(DDL*([3y(D;,)) —yI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari DDL*(I;sy(D5,)) adalah

o) = (y ~ (12n2 - 53n - 2,01)) <y ~ (n —30,99)> (y n

Dengan menetapkan p(y) = 0 maka diperoleh y;

Lt n-0,99

)"0

1+ _ 12n?-5n-2,01 _ ;+

3

n-3

=3
3
3 )

n—3

_n
y V2 _E

H

i =12 danyf’ = nT%dengan multiplisitas m(y¥") = 1, m(y4") = ==,

2n-3
3
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=2 Energi DDL* (T;y5,(D2y)) dari grup dihedral

m(y¥) =1, dan m(y%") = -

D,,, untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah

Eppi+(Trsy(D2n)) = m(rd )y | + mE) g |+ mGA ) g | + mGE ) vk |

_1x 12n%? —5n—2,01 2n—3x|n|+1x|n—0,99|
- 3 3 3 3
in—3 |n—3|
X
3 3

i 14n? — 10n
a 3

3.6 Mendalami Kecermatan Allah

Gambaran ketelitian Allah telah dijelaskan pada Bab Il, dalam surat al-
Qamar ayat 52-53 bahwa setiap perbuatan dosa yang dilakukan oleh manusia baik
dosa kecil maupun dosa besar akan dicatat oleh para malaikat. Hal ini sesuai dengan
surat al-Qamar ayat 53 yang dijelaskan di dalam tafsir Ibn Katsir dan al-Maraghi,
bahwa tidak ada satupun amalan yang tertinggal, baik yang kecil maupun yang
besar melainkan telah dihitung. Dosa sekecil atau sebesar apapun tidak akan luput
dari Allah. Jika yang dilakukan adalah dosa kecil maka akan tercatat sebagai dosa
yang kecil begitupun dengan dosa besar. Quraish Shihab juga menjelaskan bahwa
Allah mecatat perbuatan-perbuatan tersebuat dengan sangat rapi dan rinci. Hal ini
menunjukkan bahwa dalam melakukan perhitungan Allah sangatlah teliti.

Berdasarkan gambaran kecermatan Allah pada firman-Nya dalam al-Quran,
dengan meneladani hal tersebut, peneliti diharapkan harus cermat dan teliti ketika
melakukan perhitungan dalam menentukan energi. Dalam menentukan energi suatu
graf, langkah pertama adalah menggambar grafnya. Gambar graf dapat diperoleh

dari hasil operasi komposisi semua unsur yang ada dalam suatu grup. Apabila hasil
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komposisi unsur-unsur dalam suatu grup merupakan anggota subgrup, maka titik
pada kedua unsur yang dikomposisikan dapat digambarkan sebagai graf yang
terhubung. Kemudian, apabila hasil komposisi unsur-unsur dalam suatu grup
bukan merupakan anggota subgrup, maka titik pada kedua unsur yang
dikomposisikan dapat digambarkan sebagai graf yang tidak terhubung. Sehingga
untuk memperoleh gambar graf yang benar, dibutuhkan kecermatan dan ketelitian
dalam menghitung komposisi unsur-unsur dalam suatu grup. Apabila graf telah
digambar, selanjutnya adalah menentukan matriks.

Dalam menentukan matriks distance, peneliti harus memperhatikan dengan
cermat titik yang terhubung dan titik yang tidak terhubung di dalam suatu graf.
Melalui keterhubungan titik tersebut dapat memperoleh matriks lintasan terpendek
antar dua unsur dalam suatu grup dengan entri diagonalnya adalah 0. Berdasarkan
matriks distance tersebut, peneliti dapat menentukan matriks transmisi dengan
perhitungan yang dilakukan dengan teliti. Selanjutnya adalah menentukan matriks
detour, hal ini hampir sama dengan yang dilakukan pada matriks distance, bahwa
peneliti harus memperhatikan keterhubungan titik pada suatu graf dengan cermat.
Sehingga untuk memperoleh matriks DDL adalah dengan operasi pengurangan
antara matriks transmisi terhadap matriks detour. Begitu juga dengan matriks DDSL
dengan operasi penjumlahan antara matriks transmisi terhadap matriks detour yang
juga dilakukan dengan cermat dan teliti.

Matriks dari suatu graf yang didapatkan itulah yang akan digunakan untuk
menentukan nilai eigen dan multiplisitas masing-masing nilai eigen. Setelah nilai
eigen didapatkan, selanjutnya dapat diperoleh energi dari suatu graf tersebut

dengan menjumlahkan seluruh nilai eigen atau menjumlahkan perkalian nilai eigen
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dan multiplisitasnya masing-masing. Sehingga, kecermatan dan ketelitian dalam
menggambar suatu graf dan menentukan suatu matriks sangat diperlukan agar
diperoleh energi dari suatu graf dengan tepat.

Dengan demikian, berdasarkan dengan firman Allah dalam surat al-Qamar
dapat diketahui bagaimana Allah menunjukkan kepada manusia melalui firman-
Nya dalam al-Quran bahwa segala sesuatu harus dilakukan dengan teliti. Sebagai
seorang hamba, sudah sepatutnya dapat meneladani hal tersebut, terutama bagi
seorang matematikawan. Diharapkan seorang peneliti di bidang matematika selalu
menerapkan kecermatan dalam melakukan penelitian sehingga dapat memperkecil

kesalahan dalam menentukan suatu teorema beserta buktinya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa rumus energi
detour distance Lalpace (DDL) dan energi detour distance signless Laplace (DDSL)
komplemen graf subgrup (r), (r?),(r?,s), (r?, sr) dan (r3) dari grup dihedral.
1. Energi detour distance Lalpace komplemen graf subgrup dari grup dihedral
D,,, adalah:

a. Energi DDL(I;,y(Dy,)) untuk n > 3 adalah

EDDL(F<r>(D2n)) = 14n? - 20n +8

(o

. Energi DDL(I;;2y(D,y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
EDDL(I—ZTZ)(DZTL)) = 13n2 = 1716

. Energi DDL(F;2,6,(D,y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

o

EDDL(r(rZ,s)(DZn)) = 14n%? —20n + 8

o

. Energi DDL(Ty2 5(D2y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
EDDL(r(rZ,sr)(DZn)) =14n%? —20n + 8

. Energi DDL(F3,2)(D,,)) untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah

D

38n2 — 48n + 16,02
3

EDDL(W) =
2. Energi detour distance signless Laplace komplemen graf subgrup dari grup
dihedral D,,, adalah:
a. Energi DDL*(I;;4(D,y)) untuk n > 3 adalah

Eppr+ (r(r)(DZn)) = 6n® —4n

136
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o

. Energi DDLY(I;,2y(D,y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah
Eppr+ (Qrz)(DZn)) = 5n® —4n

. Energi DDL*(I},2,5(D,y,) ) untuk n genap dan n > 4 adalah

o

Epp+(Fp25(Dzn)) = 6n* — 4n

o

. Energi DDL*(Iy2 5ry(D5y) ) Untuk m genap dan n > 4 adalah

Eppr+ (m) = 6n% — 4n

. Energi DDL*(I},3y(D,y) ) untuk n kelipatan 3 dan n > 6 adalah

D

14n? — 10n
3

Eppr+ (W) 7

4.2 Saran
Penelitian ini hanya menentukan energi dari komplemen graf subgrup dari
grup dihedral untuk subgrup normal (r), (r?),(r?,s),(r?,sr) dan (r3). Penelitian
selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait energi yang diperoleh
dari komplemen graf subgrup dari grup dihedral untuk subgrup normal yang lainnya

atau dari grup lainnya.
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