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ABSTRAK

Nurul ‘Aini, Farida. 2019. Keterbatasan Perumuman Operator Integral
Fraksional pada Ruang Morrey yang Diperumum. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si.
(11) Ach. Nashichuddin, MA.

Kata kunci: keterbatasan, perumuman operator integral fraksional, ruang Morrey
yang diperumum.

Perumuman operator integral fraksional merupakan bentuk pengembangan
operator integral fraksional jika p(t) = t% dimana 0 < a <n sehingga I, = I,.
Salah satu ahli matematika, Eridani telah membuktikan keterbatasan perumuman
operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum. Ruang Morrey
yang diperumum merupakan bentuk perluasan dari ruang Morrey dan ruang
Lebesgue. Perumuman operator integral fraksional dikatakan terbatas jika terdapat
C > 1 sedemikian sehingga ||Tx:Y|| < C||lx:X|| untuk setiap x € X. Pada
penelitian ini, pembuktian bahwa operator dikatakan terbatas menggunakan
ketaksamaan Hardy-L.ittlewood-Sobolev dengan memanfaatkan fungsi maksimal
operator dan ketaksamaan Holder.

Tujuan penelitian ini adalah menentukan keterbatasan perumuman
operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum, kemudian
diperoleh suatu teorema yang menyatakan bahwa operator 1, terbatas dari LP® ke

L2#"'? dan I, juga terbatas dari LP® ke L7¥. Metode yang digunakan dalam
penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (library research). Hasil penelitian ini
adalah:
Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey
yang diperumum terbatas pada
14

1. LP® ke [391
2. LP? ke LAV,

Pada penelitian selanjutnya, disarankan untuk melakukan pembuktian
keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang yang lain.
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ABSTRACT

Nurul ‘Aini, Farida. 2019. The Boundedness of Generalized Fractional
Integral Operator on Generalized Morrey Spaces. Thesis. Mathematics
Department, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik lbrahim
State Islamic University of Malang. Advisors: (1) Hairur Rahman, M.Si.
(1) Ach. Nashichuddin, MA.

Keywords: the boundedness, generalized fractional operator integral, generalized
Morrey spaces.

Generalized fractional integral operator is a form of development of
fractional integral operator if p(t) = t“ where 0 < a < n so that I, = I,. Eridani
had proven the boundedness of generalized fractional operator on generalized
Morrey spaces. Generalized Morrey spaces is a form of expansion of the Morrey
spaces and Lebesgue spaces. Generalized fractional operator is said to be bounded
if C > 1 such that ||Tx:Y|| < C||x: X|| for x € X. For this research, the proof that
the operator is said to be bounded used Hardy-Littlewood-Sobolev inequality by
utilizing the maximum operator function and Holder inequality.

The purpose of this research is to determine the boundedness of
generalized fractional integral on generalized Morrey spaces, then obtain a

theorem which states that the operator I, is bounded from LP9 to 199”7 and 1,

are also bounded from LP® to L¢%. The methods used in this research is library
research. The result of this research are:

The boundedness of generalized fractional integral on generalized Morrey
spaces is bounded from

p
1. LP® ke L3991
2. LP? ke L9V,

For the next research, the researcher suggests to prove the boundedness of
generalized fractional integral operator on other spaces.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Salah satu operator yang menjadi bahan penelitian pada perkembangan
analisis modern adalah operator integral fraksional. Operator ini diperkenalkan
pertama kali oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. Misalkan f fungsi bernilai real
pada R™, untuk 0 < @ <n dan x € R™, operator I, yang memetakan fungsi

f:R™ - Rkel,f: R" - R didefinisikan sebagai

Lf = [ IO,

e |X =y

sering dikenal dengan sebutan operator integral fraksional (Gunawan, 2003).
Operator integral fraksional pertama kali dipelajari oleh G.H Hardy dan

J.E Littlewood pada tahun 1928. Mereka berhasil membuktikan keterbatasan

operator integral fraksional I, di ruang Lebesgue LP (i) ke L9(u) dengan 0 < a <

n dan %— % =% dengan menggunakan operator maksimal yang dikenal sebagai

ketaksamaan Hardy-Littlewood. Kemudian pada tahun 1930, seorang ahli
matematika yang bernama Sergei Sobolev menyempurnakan keterbatasan
operator I, pada ruang Lebesgue dengan menggunakan operator maksimal yang
dikenal dengan sebutan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev.

Tahun 1938, C.B. Morrey yang juga merupakan seorang ahli matematika
memperkenalkan salah satu ruang yang disebut dengan ruang Morrey. Ruang
Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Selanjutnya pada tahun 1970,

Spanne (dalam (Peetre, 1969)) memperluas ketaksamaan Hardy-Littlewood-
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Sobolev dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey. Kemudian (Adams, 1975)

memperkuat hasil yang telah mereka buktikan dan juga disempurnakan oleh
(Chiarenza dan Frasca, 1987).

E. Nakai berhasil memperumum ketaksamaan tersebut ke ruang Morrey

diperumum. Selanjutnya pada tahun 2001, Nakai mempelajari keterbatasan

perumuman operator integral fraksional (Ip) yang memetakan f — I, f dari fungsi

p: RT > R* dan sebarang f dengan

p(6(x,y))

Iof ()= ] fO) e

du(y)

di ruang Morrey diperumum. Salah satu hasil penting yang diperoleh adalah
keterbatasan operator tersebut pada ruang Morrey diperumum dengan p
memenuhi kondisi doubling. Gunawan dkk juga telah membahas syarat perlu dan
cukup keterbatasan operator tersebut pada ruang Morrey diperumum dengan p
memenuhi kondisi doubling. Kemudian, Eridani dkk mengganti p dari kondisi
doubling menjadi kondisi growth dengan tetap mempertahankan keterbatasan
operator I, pada ruang Morrey diperumum (Eridani, 2014).

Di dalam operator integral fraksional tersebut terdapat permasalahan yang
diteliti yaitu mengenai keterbatasan. Permasalahan yang mencakup keterbatasan
operator integral fraksional terus mengalami perkembangan. Perkembangan
tersebut selalu bertambah dari zaman ke zaman. Allah berfirman di dalam al-

Quran surat al-*Alaq ayat 1 yang berbunyi:

)8 ol 2y B

“Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang Menciptakan.” (Q.S al-‘Alaq/96:1)
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Kata (18) igra’ diambil dari kata kerja (18) gara’a yang berarti
menghimpun. Makna lainnya adalah menyampaikan, menelaah, membaca,
mendalami, meneliti, mengetahui ciri-ciri sesuatu dan sebagainya, Yyang
kesemuanya bermuara pada arti menghimpun. Dan kata (&) rabb seakar dengan
kata (4 5) tarbiyah/pendidikan. Kata ini memiliki arti yang berbeda-beda namun
pada akhirnya arti-arti tersebut mengacu kepada pengembangan, peningkatan,
ketinggian, kelebihan serta perbaikan (Shihab, 2002).

Seiring dengan adanya ilmu pengetahuan yang sudah ada, maka sangat
tepat bagi manusia untuk terus berpikir atau mengembangkan ilmu pengetahuan
yang ada secara lebih luas. Sehingga dapat menambah dan menemukan
pengetahuan-pengetahuan yang lebih beraneka macam dan menarik serta
meningkatkan keterampilan. Sama halnya dengan keterbatasan operator integral
fraksional yang terus dilakukan pengembangan untuk mendapatkan penemuan-
penemuan baru sehingga dapat digunakan dalam kehidupan sehari-hari.

Keterbatasan suatu operator merupakan sifat yang membawa kepada
kondisi yang menarik untuk diteliti sehingga sangat diharapkan kondisi tersebut
terpenuhi. Misalnya penerapan pada persamaan integral atau persamaan
diferensial, keterbatasan suatu operator berperan memberikan pemahaman
mengenai fenomena fisis tertentu. Selain itu pada bidang komputasi, pengerjaan
komputasi akan jauh lebih mudah ketika bekerja dengan suatu operator yang
terbatas.

Berdasarkan paparan di atas, penulis akan membuktikan bahwa operator /,,

pada ruang Morrey yang diperumum terbatas dari LP?(u) ke La9? ‘(w). Dan

operator I, juga terbatas dari LP?(u) ke LT (u) dengan p memenuhi kondisi



pa(n-a)

. s o _
growth vyaitu u(B(x,7)) <Crs di mana s rv—

Kajian mengenai

keterbatasan operator dan pengembangan hasil-hasil penelitian tersebut banyak
merujuk pada jurnal ataupun artikel. Sehingga penulis ingin mengkaji lagi dengan
melengkapi bukti-bukti yang belum banyak menjelaskan tentang hal tersebut
secara detail. Oleh karena itu, penulis merumuskan judul “Keterbatasan

Perumuman Operator Integral Fraksional Pada Ruang Morrey yang Diperumum?”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang akan
dikaji dalam penelitian ini yaitu:
1. Bagaimana keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang diperumum
terbatas dari LP® () ke LY (u)?

2. Bagaimana keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang diperumum

terbatas dari LP'? (u) ke L% (u)?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini
adalah:

1. Mengetahui keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang diperumum
terbatas dari LP® () ke L&®"" ().
2. Mengetahui keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang diperumum

terbatas dari LP'? (u) ke L% (p).



1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Dengan mengetahui keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang
diperumum untuk LP (1) ke L%%""? (1), maka dapat dianalisis terbatas atau
tidaknya operator I, dari LP® (1) ke L ().

2. Dengan mengetahui keterbatasan operator I, di ruang Morrey yang
diperumum untuk LP?(u) ke L9¥(u), maka dapat dianalisis terbatas atau

tidaknya operator 1, dari LP® (i) ke L%¥ (u).

1.5 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini akan dibuktikan keterbatasan operator I, di ruang

Morrey yang diperumum sehingga tidak akan membuktikan atau membahas hasil-

hasil yang serupa pada ruang lainnya.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan
(library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan informasi atau
rujukan yang berasal dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan
teori yang dibahas. Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini
adalah sebagai berikut:
1. Membuktikan keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional pada

ruang Morrey yang diperumum untuk operator I, terbatas dari LP®(u) ke
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La¢?! ‘(W) melalui teorema Hardy-Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan

ketaksamaan Holder serta fungsi maksimal Hardy-Littlewood.

2. Membuktikan keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional pada

ruang Morrey yang diperumum untuk operator I, terbatas dari LP®(u) ke

L% () melalui teorema Hardy-Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan

ketaksamaan Holder serta fungsi maksimal Hardy-Littlewood.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami

penelitian ini. Dalam sistematika penulisan penelitian ini terbagi menjadi empat

bab dan masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Pendahuluan

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung
pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam
penelitian ini meliputi: integral Lebesgue, integral fraksional,
keterbatasan operator, operator integral fraksional, perumuman
operator integral fraksional, ruang Morrey yang diperumum, dan

operator maksimal Hardy-Littlewood serta kajian agama.



Bab 111

Bab IV

Pembahasan

Bab ini menguraikan secara keseluruhan langkah-langkah yang
disebutkan dalam metode penelitian dan menjawab semua rumusan
masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: keterbatasan
operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum dan
kajian agama.

Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan penelitian dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Integral Lebesgue
Definisi 2.1 Integral Lebesgue

Misalkan f adalah fungsi sederhana dan terukur dengan representasi
standar f = Y., aixg, Ei={x € X|f(x) = a;} saling asing dan terukur.
Bilangan «; € R dan xg, adalah fungsi karakteristik pada E; € X. Asumsikan
bahwa E berukuran berhingga, maka integral Lebesgue dari f didefinisikan

dengan
[r@an=> en.
=1k

Selanjutnya integral Lebesgue dari f dapat ditulis [ f. Jika E himpunan terukur,

maka [, f = [ fxs (Bartle, 1995:28).

Contoh:

Fungsi f:[0,1] - R didefinisikan dengan

( 1
1 jika xe€ [o,g]
12

ot
f(x) jika x€(3.3

s e ve(2]
JIKa X 3’

\

Hitunglah nilai dari f[o 1]f(x)dx !

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



y
3 o——o
2 o—eo
lg o
0 1/3 23 1 x

Penyelesaian:

Interval [0,1] dibagi menjadi [O, ﬂ V] (1 2] U (3, 1].

3’3 3

Jadi, nilai dari f[o 1]f(x)dx = 2.

Lemma 2.1 Ketaksamaan Holder

Jikap,q = 1,%+%= 1,dan x;,y; € R, i =1,2,...,n, maka

2,7 = (Q ) (zlyilq)%

dimana |x| adalah norma euclid untuk R.

D=

Bukti:
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Misalkan a,b € R, a,f = 0. Substitusikan a/* dan b'/# pada a dan b di

a®b? < aa + Bb, dengan a = % g = %, sehingga diperoleh
a? b1
ab < —+—
p q
untuk a; = —2—, b, =—21—~ dan dengan memanfaatkan ketaksamaan

Clx;|P)P ClyilDa

Minkowski, maka diperoleh

Y at < Dtani <y, (104 B0 2 (Sleaz)’ + Zlbl

sehingga

Tyl 1.1
1 11— P q
Qlx: PP (Xl y:19)9
atau dapat disimpulkan bahwa

il

|Z xm| < (leilp 5 Zlyllq

terbukti (Muscat, 2014:151).

Lemma 2.2 Ketaksamaan Holder untuk R?

Jikap,q = 1,%+$= 1,danx;,y; ER?, i =1,2,..,n, maka

1 1
xwill <O lallB2 )P (O Nylldz )
]Rz

dimana ||x||g= adalah norma euclid untuk R berdimensi 2 (R?) yang didefinisikan

sebagai

llx||gz = ’xf + x2
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Bukti:

Misalkan a,b € R?, @, > 0. Substitusikan a'/* dan b'/# pada a dan b di

a®b? < aa + Bb, dengan a = %, g = %, sehingga diperoleh
aP b1
ab < —+—
q
untuk a; = —=—, b; = —2—+ dan dengan memanfaatkan ketaksamaan

Clxi|P)P Clyilne

Minkowski, maka diperoleh

||Z aibi||R2 < zllaibi”Rz - Z (Ila;llf;z ., |b2§§2>
1 1 1 1
=2 fall)” + 2 ()’

sehingga
IX x:yillrz
1
(Xl 122 )P (Ellyell s

1
ya P
atau dapat disimpulkan bahwa

L 1
120l < (Qealza)” (vl

terbukti (Muscat, 2014:152).

Lemma 2.2 Ketaksamaan Holder untuk R™

Jikap,q = 1,%+%= 1,dan x;,y; € R*, i =1,2,...,n, maka

1 1
12 x|, = (i) (D i)’

dimana ||x||gr adalah norma euclid untuk R berdimensi n (R™) yang

didefinisikan sebagai
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ol = 27+ 23 + o4
Bukti:

Misalkan a,b € R®, a, > 0. Substitusikan a/* dan b*/# pada a dan b di

a®bP < aa + b, dengan a = %, g = é, sehingga diperoleh
aP b1
ab < —+—
p q
untuk a@; = —=—, b;=—>— dan dengan memanfaatkan ketaksamaan
Qlx;[P)P QlyilDa

Minkowski, maka diperoleh

“z aibi”Rn < zllaibi”Rn < Z <||ai;|]%n ' |bi;%n)
b 1
=L (Shag)? (et

sehingga

12 x| g e

1 1= =1
(1122 (Zlyillda)e

1
+_
q

|-

atau dapat disimpulkan bahwa

1D x|, = (il

terbukti (Muscat, 2014:152).

D=

(Znyinﬁén)%

Contoh:

Diberikan x; = 27%, y; = 2{, p = 2, dan N = 10.

1 1
Akan dibuktikan bahwa |Y x; ;| < Clx;[P)? (] y;|9)a.
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Penyelesaian:

e Untukx; =27¢ p=2danN = 10

Maka,

. 1

S-SV -G

=1

Berdasarkan deret geometri, maka diperoleh

26) (Z%)”)% - < <(—_>)> @r
‘<

1
_ ( ,99) © 25)]5
~ \o,7
=4/0,33
e Untuky;, =2',p=2danN = 10
Karenap=2,maka3+l= 1loli= 1—1=1(:>q=2
14 q q 2 2

sehingga,
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Berdasarkan deret geometri, maka diperoleh

1
N q
(Feman-) -

1

1— (20N a
[@—mﬂgﬂ
1

R OWINE
(14®yd

()

=+v1398100

Untuk [ x; ;]

N
z XiYi

i=1

N
z o=t

i=1

2.9

N

=1

N
2.7
i=1

1
1

1=
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15
sehingga diperoleh

(2127

1
2

(D 12)" = (/0:33)(v1398100)

N =

=67924=>1=

2.9

Jadi, dapat disimpulkan bahwa

Z(ri)(zi)

< LY ()

terbukti.

Akibat 2.1 Ketaksamaan Holder

Jika 1 < p < oo maka untuk setiap f € LP(X,u) dan g € L9(X,u) dengan %z

1 —1, maka
p
ffg du| < f faldu < Ifl, - llgll,
G X
dengan
1 1
D q
Il = f f1Pdu!” dan Igll, = f 1g19du
X X
Bukti:

Jelas bahwa setiap f € LP(X,u) dan g € L9(X,u), bilangan ||f]l, dan ||gll,

merupakan dua bilangan real.
Karena f € LP(X,u) dan g € L9(X, u), dengan % =1- % dan 1 < p < oo dengan

memanfaatkan Lemma Young, maka diperoleh
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1 f lIfl gl 1 IfI”P 1 |gl?
1 (ifgldu= s [ o s
1T, Tl Jx 79V = T, ol = 0 e+ ilgle
L [is1ra L1 [1g17a
=" ur—: g 122
AT 7 gl ),

1 1
p q

Jadi, dapat disimpulkan bahwa

f fgldu < IIf1L, - llgll,

terbukti (Darmawijaya, 2007:239).

Contoh (Nelson, 2015:120):

1. Misalkan X = [0,1], u adalah ukuran pada X dan f(x) =x2, 0<x <1.
Buktikan bahwa f (x) € L3(X, u)!
Bukti:

Karena f(x) € L3[0,1] akan dibuktikan bahwa ||f|l; < o artinya

1

(follf(X)|3dx )5 < oo, sedemikian sehingga

h 3 1 3
(f If(x)l3dx) =<f |x2|3dx>
0 0
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1

Jadi, karena (follf(x)|3dx )5 = iﬁ < oo maka terbukti bahwa f(x) € L3[0,1].

2.2 Integral Fraksional

Integral fraksional memiliki beberapa versi modern, antara lain versi
Riemann, versi Liouville, versi Riemann-Liouville, dan versi Weyl. Dari berbagai
versi yang ada, secara umum perbedaannya terdapat pada batas pengintegralan
pada setiap versi. Definisi ini diturunkan dari berbagai cara sehingga terdapat
versi-versi yang berbeda (Himah, 2017).
Definisi 2.2 Integral Fraksional

Misalkan @ (x) € (a, b), integral

a o o)
Ivp(x) = F(a)Ja & —a dr x>a
. <dhls i 1 2
000 =t j i) b<x

dimana a > 0, maka kedua persamaan di atas disebut integral fraksional dari orde
«. Biasanya juga disebut integral fraksional kiri dan kanan secara berturut-turut.
Nama untuk integral di atas disebut integral fraksional Riemann-Liouville
(Samko, 1983:33).

Contoh:

Misalkan ¢(x) = 7% dimana A > —1 dengan a = 0, maka integral fraksional Kiri
dari ¢ (x) adalah sebagai berikut:

« 1 )
9 () = jo s
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1 T
= r(@fo G-t

d
F(a)f 1__ o
xa-1 rx T/’l
= dt
I'(a) T
° (1-%)

_ox® 1 i
), (O T

“T@), x zdt
Misalkan z = £ dan dz = ~dr
X X
x% 7
1% (x) = A% 17
0+(p(X) F((l) | X (1 B E)1—0.’ 1
X

X T
- r(a)fo a-o™

A
/‘LT

« xx(—)
_ % X

T, =2« az

xale x Z)‘

T ), -2t

dz

a+l

G

f (1 — 2y s

Selanjutnya dengan menggunakan fungsi beta, maka persamaan di atas dapat

diubah menjadi seperti berikut:

a+/1
Koot =15 [ -2zt
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a+/'l

" T(@

XA T(a)F(A+ 1)
" T(@T(a+1+1)

f (1_Z)a 1 (A+1) 1dZ

ra+1)

— xatad
Na+1+1)

r(a+1
( ) xa+l

Jadi, integral fraksional Kiri dari fungsi ¢ (x) adalah AT D)

2.3 Keterbatasan Operator

Operator merupakan suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke
ruang bernorma yang lain. Misalkan X dan Y adalah ruang bernorma, suatu
operator T dari ruang X ke ruang Y dikatakan terbatas jika terdapat C > 1
sedemikian sehingga

||Tx: Y]] < C||x: X|| untuk setiap x € X,

dengan ||x: X|| adalah notasi dari norma x di ruang X. Dengan demikian, operator
T dikatakan terbatas di ruang X, jika T terbatas dari ruang X ke ruang X

(Nainggolan, 2015).

2.4 Operator Integral Fraksional
Definisi 2.3 Operator Integral Fraksional

Misalkan f fungsi bernilai real pada R", untuk 0 < ¢ <n dan x € R",
operator I, yang memetakan fungsi f:R"™ - R ke [,f:R"™ = R didefinisikan

sebagai

B f)
Iof(x) = .[andy
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sering dikenal dengan sebutan operator integral fraksional (Gunawan, 2003).
Ditunjukkan dengan bola B := B(x,r) :={y € R": |x —y| < r} dengan
pusat x dan jari-jari r > 0, dan |B(x,r)| ukuran Lebesgue, yaitu |B(x,7r)| =

w,r™ dimana w,, adalah volume dari suatu bola di R".

2.5 Perumuman Operator Integral Fraksional
Misalkan R* = (0,). Suatu fungsi p:R* - R* dan sebarang f,

perumuman potensial Riesz yang memetakan f — I, f didefinisikan dengan

p(6(x,y))

) dp().

f (): = ff()

Operator I, disebut perumuman operator integral fraksional jika p(t) =
t*, 0 <a <n maka I, = I, (Nakai, 2001). Berikut adalah pembuktian bahwa
operator I, disebut perumuman operator integral fraksional jika p(t) = t%, 0 <

a<nmakal, =I,.

\ . o p(8(x,y))
diketahui bahwa I, f (x) = [, f () it du(y)

misalkan p(t) = t*

maka diperoleh,

p(6(x,y))

)nd()

Lf(x) = jf()

ff()( XN )

du(y)

1
fﬂ”suyws<y>a
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_ f()
=) 3Gy 40
X
dimana telah diketahui bahwa I,f(x) = fx%d“(”' Dengan demikian,

terbukti bahwa I, = I,.

Dalam definisi 1,, diasumsikan bahwa p memenuhi kondisi berikut
(Eridani, 2004):
1) [22%dt < oo

2) Jikat<li<2L <D
2 €1~ p(s)

%)

Jika p memenuhi kondisi penggandaan, maka untuk setiap bilangan bulat k£ dan

r > 0 berlaku bahwa jika 2¥r < 6(x, y) < 2¥*1r, maka % <gTw

— 2k+1p

< 2, sehingga

1 _ p(8(xy))

o S pFr) < (;. Oleh karena itu,

ik
cPQn < p(8(x,y)) < Cp(2k+1r).
dan diperoleh

1
e ﬂ <C
C p(2k+1T‘)

jika 2kr < t < 2¥*1r sehingga

1

Ep(zk“r) < p(t) < Cp(2F+1r).
Oleh karena itu,

2k+1.’-
p(t)

2k+1 < C—[ .
p(2¥r) < —~

2kr
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Dalam penelitian ini, disumsikan bahwa

oo

f p(B)$(t)

[BPa<com, [T Ca<compn. >0

r

untuk C > 0.

Jika terdapat konstanta C > 0, berlaku

Py
p(r) < Co(r)a .

2.6 Ruang Morrey yang Diperumum

Seperti yang telah dijelaskan pada latar belakang, E. Nakai (2001) telah
membuktikan bahwa operator integral fraksional juga terbatas pada ruang Morrey
yang diperumum. Selanjutnya, ruang Morrey yang diperumum didefinisikan
sebagai berikut.
Definisi 2.4 Untuk 1<p <. Misalkan ¢:R* - R*. Ruang Morrey
diperumum LP® = LP?(R™) didefinisikan sebagai ruang kelas ekuivalen dari

semua fungsi f € L, .(R™) yang memenuhi

g Sup— ( ! [ If(y)lpdy>5<oo.
24 = WP 0B \B) Jp

dimana B := B(x,r) merupakan sebarang bola terbuka di R", ¢(B) = ¢(r) dan
u(B) ukuran Lebesgue dari B.

Untuk fungsi tertentu ¢, ruang LP¢ direduksi ke beberapa ruang klasik.

A-n
Misalnya, jika ¢(r) =r » dimana 0 < 1 < n maka LP? adalah ruang Morrey

klasik LP*. Adapun ruang Morrey itu sendiri didefinisikan sebagai himpunan
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semua fungsi f yang terintegralkan secara lokal pada R", yaitu seperti yang
dinyatakan dalam definisi berikut,

Definisi 2.5 Untuk 1<p <o dan 0<A<mn, ruang Morrey LP*(R™)
didefinisikan oleh

LPAR™) = {f € L, (R™: Ifll jpaggny < +00}

loc

dengan

1 7
Il paamy =, sup (ﬁ f If(x)l”dx>

Dalam hal ini, B = B(x,r) merupakan bola buka berdimensi n dengan
pusat x € R™ dan berjari-jari r > 0, yaitu B(x,r) :={y € R™|x —y| <7}
Untuk setiap bola B = B(x, r) berdimensi n mempunyai suatu fakta bahwa

u(B) < Cr™

dimana n adalah suatu bilangan dimensi yang tetap dan C adalah konstanta yang
tidak bergantung pada x dan r, dengan u(B) menyatakan ukuran Lebesgue dari B
(Gunawan, 2006).

Selanjutnya, hubungan antara ruang Lebesgue dengan ruang Morrey klasik

dinyatakan dengan pernyataan bahwa jika ¢(r) = ¢ > 0 fungsi konstan, maka

1 1 1
o,y =— SUPp—F—— 00 = sup — 0 = — o,
£ Il 00 Bp(p(#(B)) £l Lo 5y Bp c £ Il e ) c £l

atau L% = L. Perhatikan ketaksamaan berikut

1

1 vy P -
5 | lgoray) = llgli= < gl

menyatakan bahwa LP* 2 L. Sementara itu,
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1 1
Ifllzpo = sup ( | |f<y>|pdy)p = ( |f(y>|pdy>p = Ifllr
B B R™
menyatakan bahwa LP-° = LP (Eridani, 2012).

Di samping itu, Ruang LP sendiri merupakan generalisasi dari ruang
fungsi-fungsi  yang terintegralkan kuadrat (square integrable) 2. Dengan
demikian, ruang LP dapat disebut sebagai ruang fungsi-fungsi yang terintegralkan
p-kali (p-integrable). Ruang L? yang diperkenalkan oleh Henry Lebesgue (1875-
1941) merupakan ruang lengkap terhadap norma LP. Ruang LP dan norma LP
didefinisikan sebagai berikut,

Definisi 2.6 Untuk 0 < p < oo, dan himpunan terukur E c R", LP(E) adalah

ruang fungsi Lebesgue dengan norma (quasinorma untuk p < 1)

1
p
fllpey = <f |f(x)|pdx> < o,
E
Untuk p = oo, ||f|l;=z) adalah norma supremum esensial yang biasa (essential
supremum norm) dapat ditulis LP untuk LP(R™) dan [|f|l,, untuk ||f|l,» (Adam,
1996:2).
Ruang Lebesgue LP(R™), 1 <p <oo. Untuk 1 <p < oo, ruang ini

merupakan ruang yang beranggotakan semua fungsi f: R" — R dengan

|f G Pdx < co.
Rn

Untuk p = oo, anggotanya adalah semua fungsi f: R™ — R dengan

sup |f(x)]| < oo.

X€ERM

yang dimaksud dengan ‘ruang’ dalam hal ini adalah ruang vektor, jika f,g €

LP(R™) dan a, 8 € R, maka af + Bg € LP(R").
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Ruang L? (R™) merupakan ruang bernorma dengan ‘norma’

1

Il = ( If(x)lpdx>p
Rn

untuk 1 < p < oo. atau
Iflleo = sup |f (x|
x€ERM

untuk p = oo.

2.7 Operator Maksimal Hardy-L.ittlewood

Fungsi maksimal diperlukan untuk membuktikan keterbatasan operator
integral dalam ruang Lebesgue maupun ruang lainnya. Fungsi maksimal Hardy-
Littlewood didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.7 Fungsi maksimal Hardy-L.ittlewood
Misalkan fungsi f terintegral lokal pada R™. Untuk setiap x € R™, fungsi

maksimal Hardy-Littlewood pada fungsi terintegral lokal f didefinisikan sebagai

1
Mf(x) = sup— lf Cx —y)ldy.

r>0 T Jjy|<r
Selain itu, M juga disebut operator maksimal Hardy-Littlewood.

Misalkan f € L},.(R™) dan x € R™, digunakan fungsi maksimal berikut

Mf(x) = sup

I /,
o B ) Jocery ) N

dimana B(x,r) merupakan bola dengan pusat x dan jari-jari r > 0, dan

(B (x,7)) adalah ukuran Lebesgue (Lu, Shanzen, dkk, 2007:1).
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2.8 Perintah Berpikir dalam Al-Quran
Sebagaimana yang telah dijelaskan pada Bab | dapat dikatakan bahwa
manusia harus selalu memikirkan segala sesuatu tentang kebesaran dan kekuasaan
Allah Swt. Hakikatnya, seseorang yang selalu berpikir akan semakin bertambah
banyak ilmunya dan akan bermanfaat ilmunya ketika seseorang tersebut
mengamalkan atau membagikannya kepada orang lain. llmu yang terdapat di
dunia ini merupakan salah satu kekuasaan Allah Swt. Manusia dapat mempelajari
atau tidaknya tentang kekuasaan Allah Swt sebagaimana yang telah dijelaskan
dalam al-Quran surat al-Bagarah/2:269 berikut
S ) B Ggans e ol 18 1k o pa s g kD g

“Allah menganugerahkan Al Hikmah (kefahaman yang dalam tentang Al Quran dan As
Sunnah) kepada siapa yang dikehendaki-Nya. dan Barangsiapa yang dianugerahi
hikmah, ia benar-benar telah dianugerahi karunia yang banyak. dan hanya orang-orang

vang berakallah yang dapat mengambil pelajaran (dari firman Allah).” (Q.S. al-
Bagarah/2:269)

s °

Maksud dari ayat tersebut menurut tafsir Ibnu Katsir, kata “4a&sli”
bukanlah kenabian melainkan ilmu figih dan al-Quran. Abul aliyah mengatakan
“4&11 jalah takut kepada Allah, karena takut kepada Allah merupakan puncak
dari hikmah. Sedangkan Ibnu Wahab meriwayatkan dari Malik yang mengatakan
sesungguhnya hikmah itu adalah pengetahuan mengenai agama Allah dan
merupakan perkara yang dimaksudkan oleh Allah ke dalam hati manusia sebagai
rahmat dan karunianya. Dan orang yang tidak dapat mengambil pelajaran yang
dimaksudkan adalah tiada orang yang dapat memanfaatkan pelajaran dan
peringatan kecuali hanya orang yang mempunyai pemahaman dan akal dengan
begitu manusia dapat memahami khitab (perintah Allah) (Ad-Dimasyqi,

2000:109).
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Sedangkan maksud ayat tersebut menurut tafsir Jalalain adalah Allah
memberikan hikmah, artinya ilmu yang berguna yang dapat mendorong manusia
untuk bekerja dan berkarya (kepada siapa yang dikehendaki-Nya dan barang siapa
yang telah diberi hikmah itu, maka sungguh ia telah diberi kebaikan yang banyak)
karena hikmah itu akan menuntunnya kepada kebahagiaan yang abadi. (dan
tiadalah yang dapat mengambil pelajaran). Asalnya ta diidghamkan pada dzal
hingga menjadi yadzdzakkaru, (kecuali orang-orang berakal) (Al-Mahalli dan As-
Suyuti, 2008:150).

Segala sesuatu yang telah Allah tetapkan dan berikan kepada manusia
merupakan suatu anugerah atas kuasa-Nya. Anugerah tersebut dapat berupa akal
yang sehat, pikiran yang jernih, atau hati yang bersih. Sehingga manusia harus
dapat memanfaatkan atau menggunakannya dengan sebaik-baiknya. Apabila
dihubungkan dengan ilmu-ilmu yang terus berkembang dapat disimpulkan bahwa
ilmu tersebut akan memberikan kemaslahatan dan kebaikan untuk orang lain

ketika seseorang dapat mengambil hikmah dengan mengembangkan ilmu tersebut.



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dipaparkan mengenai pembuktian keterbatasan operator
I, pada ruang Morrey yang diperumum. Keterbatasan operator I, pada ruang
Morrey yang diperumum dapat ditunjukkan melalui ketaksamaan Hardy-
Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan ketaksamaan Holder serta fungsi
maksimal Hardy-Littlewood. Selanjutnya, pembuktian keterbatasan operator
tersebut akan dijabarkan pada subbab 3.1 dan subbab 3.2.

3.1 Keterbatasan Operator I, pada Ruang Morrey yang Diperumum
terbatas dari LP# () ke L% ()

_ pa(n-a)

Teorema 3.1 Misalkanu € GC(s); s :
pq+p—q

1<p<q<o. Terdapat

p
konstanta C > 0 sedemikian sehingga 1, terbatas dari LP? (1) ke L% ().

Bukti. Asumsikan bahwa

oo

f p(®)$ (L)
t

fqb(t) )
BV t < Co(r), dt < Cp(r)p(t), (r>0)

r

untuk C > 0. Jika terdapat konstanta C > 0, berlaku bahwa p memenuhi kondisi

k41 2k+11"@ !
pK¥ ) < C [, —, dimana

p(r) < CH()T

LP® didefinisikan sebagai ruang Morrey yang diperumum, yang mana

129 = {f € B, s [fs17#] < o)
1
1

dimana, ||f: L#]| = sup oot (o5 Lo F O Py

28
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dan operator maksimal Mf (x) = sup—f lf(Wldu(y),x eR

w(B) - B
Sehingga, diperoleh
_ P( ( ) p(6(x,y))
o= [ rofZam+ | robEE R ae)
S(x,y)<r 6(x,y)=r

=I1(x) + 11 (x)

(i) untuk penyelesaian I(x)

el=| | f()”(( ”) ()‘
6(x,y)<r
5(x,
< [ o)y,
8 (x,y)<r -
5(x,
< | |f<y>|p§(§xyf3)du<y>+ [ ro )|p§(( ﬁ)) A ()
s(ry)<yr Tr<8(xy)<r
6 (x,
< [ ron2D ey [ 0200 )
6(x,y)<%r %rs6(x,y)<%r
p(6(x, )
- | o au)
Ers&(x,y)<r
5(x, 6(x,
O B Loz s
6 (x,y)<%r %rs& (x,y)<%r
p(6(x,y))
3 | O G e
s 6(x,y) <5r
p(6(x y))
v ronGsa)

%rsS(x,y)<r
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N p(8(x,))
> | reEEER e
k=8 ey <oprr

-1

=S [ o) g,

5(x,y)"
k=—00 2kyr<§(x,y)<2k+1r

ok
ﬁz(k—r;)l If ) ldu(y)

8(x,y)<2k+1y

2k+1

<c Z e f Da [ 1row

8 (x,y)<2k+1r

ok+1,
p(t)
=C Z (2k+1r)nf Tdt6( )ka IfO)ldu(y)
x,y)<2kt+ir

=1l

1 ik
= CP(T)T_n k_z ‘u(B(x,Zk'HT)) M(B(x'2k+1r))

IfO)ldu(y)

B(x,2kt1r)
0
Cre¢(r)e  Mf(x)
Sehingga diperoleh
P,
I(x) < Cr"p(r)7 "Mf(x)
(if) untuk penyelesaian I1(x)

ff()p(( ) , ()‘

6(x,y)=r

p(8x) |
< | ronGastan)

11| =

8(x,y)zr

6 (x, S(x,
S T COLCIE.3 22 (OO L3 20 e

6(x,y)=2r 2r<6(x,y)<r
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< [ ro >|”(( ) ) + | 1o >|”(( ) 1)
5(x,y) 5(x,y)
6(x,y)=z4r 4r<é(x,y)<2r
+ [ o >|”(( ) 1)
5(x,y)
2r<é6(x,y)sr
S [ e f)) ()
k=0 2kr<§(x,y)<2k+1r
o p(247)
e I COEMe)
k=0 S(x,y)<2k+1r
Berdasarkan ketaksamaan Holder, maka
1 p-1
ok ok P P
u()_czp Z(kr)rzzﬁzk:i( | If(y)lpdu(y)>< | 1"du(y)>
S(x,y)<2k+1r S(x,y)<2k+1iy

X

%) p
1 1
<C kZO ZF)" (21 < f If(y)l”du(y)>

S(x,y)<2k+1ir
pp%lzk*’lr
t t
( [ 1qdﬂ(y)> [ o020,
S(x,y)<2k+ir 2ky

£

e p-1
1 B> 1 il 14 p
- CW(W@;” ) (u(B) Bf s (y)'pd”(”> (f ”d“(”)

B

<ci¢(r>3‘1¢<r)i B —— (1 Jirc )|pd())% 7
=03 k=0u e) “(B)B VIPduly I

rs p
< cZpelf: 79

< Crs ()| f: 174
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Sehingga diperoleh

11(x) < Crs‘"qb(r)gllf L9
Jadi,

L) <100 + ()
Lf(x) < Cro-nep ()i " MF(x) + Crs-n¢(r)§|| f:179|
Jika dipilih > 0 3 Crsg(r)a "MF(x) = Crs-g(r)a||f: LP4|
Crs—"¢(r)3‘1Mf(x) = Crs_”qb(r)g” f:LP9||

o C( MF() >

oyt Il
( MFG)
K <Ilf= LP'¢II>

ambil s = n, maka diperoleh

p_, )
Lf(x) < Crs-n< s )q MfG) + ms-n( i) )q If: 122

I1f: LP2| IIf: LP2]|

p p
Mf(x) \a " Mf(x) \4
= Cr? <||f];,px¢||> Mf(x) + Cr° <||f];px¢”> “f Lp:¢||

B el p N 2
= CMf()a||f: L2 "9 + cMf(o)a||f: LP2|| T d
p P
= CMf(x)a||f:LP®| «
Lf@)|* < eMfQoP||f: 172"
jllpf(x)|q dpu(x) = C||f:Lp’¢||q_pJMf(x)p du(x)
X X

Sy Taraad e ariad

< |22
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/
[11f 11997 @) || < cllf: 172
Dengan demikian, terbukti bahwa terdapat C > 0 sedemikian sehingga berlaku

” [ f]: Lq'¢p/q(u)|| < C||f: LP#|| dengan syarat u(B) < Cr*.

3.2 Keterbatasan Operator I, pada Ruang Morrey yang Diperumum
terbatas dari LP?(u) ke L9Y¥(u)

_ pq(n—a)

Teorema 3.2 Misalkanu € GC(s); s :
pq+p—q

1<p<qg<oo. Terdapat

konstanta C > 0 sedemikian sehingga I, terbatas dari LP?(u) ke LY (p).

Bukti. Asumsikan bahwa

f wm: < Cp(r)p(t), (r>0)

f @dt < Co(r),

r

untuk € > 0. Jika terdapat konstanta C > 0, berlaku bahwa p memenuhi kondisi
(2 1) < Cf ~ ”’(t) , dimana

p(r) < Co(M ()

LP® didefinisikan sebagai ruang Morrey yang diperumum, yang mana

179 = {f € 12, |f: 179]] < o}

dimana, /3P = sup et (s FOIPdu))

dan operator maksimal Mf (x) = Sup (B)f lfldu(y), x € R

sehingga,

p(8(x,y))
5(x, y)"

1f(x) = f f(y)p((( ﬁ)d(m f Fop o))

§(x,y)<r §(x,y)zr

du(y)

=I1(x) + 11 (x)
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Untuk penyelesaian I(x), yaitu

p(6(x, )

1G] = S

f»)

S(x,y)<r

< j|f<)|p((”) du(y)

5(x,y)<r

5 (x, 5(x,
[ oD gy [ 100200 4y
6(x,y)<%r %rs&(x,y)<r

p(6(x, 7)) p(8(x,y))
| O )+ | OGS )
) (x,y)<zr er& (x,y)<§r

du(y) |

IA

IA

p(8(x y))
5(x,y)"

4 f F O du(y)

%rs&(x,y)<r

o(x,
< [ oDy [ enl0EN),

il 1 1
S5 (x,y)<§r §r58 (x,y)<Zr

4 f If()Ip((( f)) du(»)

du(y)

1 1
er&(x,y)<§r

p(8(x,y))
+ J If )l 500, y)" du(y)

%rs&(x,y)<r

[} 6 '
< Z j lf(y)lp( (.)) du(y)
k=1 1
2

6(x,y)"

TTSS(X,)/)<W

-1

o(x,
<> [ o GIC0) P

50, y)"
k=—00 2ky<§(x,y)<2k+1r
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< p(2kr)
< Z Q) f |f Wlduly)

—% S(x,y)<2k+1r

2k+1

<c Z = f Da [ 1row

t
S(x,y)<2k+ir

2k+1,

-1

1 p(t)

<¢y e | BPa [ o)
k=—o0 2ky S(x,y)<2k+1ir

=il

< Cp(r)rln Z ,u(B(x,Z"“r))

k=00

1
,u(B(x, 2k+1r))

|fO)lduy)

B(x,2k+17r)

< CroTp(r) TP (r)Mf (x)
diperoleh

I(x) < Crs7"p(r) TP (rIMSf (x)

Untuk penyelesaian I1(x), yaitu

J fl )p(( y)) u(y)‘

[11(x)| = 50y

S(x,y)=r

f If()Ip(( y)) du(»)

6(x,y)=r

p(6(x, )
5(x, y)"

p(8(x.))
< | ronsZtam+ [ o)l

6(x,y)=2r 2r<8(x,y)sr

6(x,
< [ rolt g(ixyfz)du(y>+ [ ol

S(x,y)=4r 4r<é(x,y)<2r

p(8(x y))
S(x, y)m

du(y)

p(6(x, 7))
5(x, y)"

du(y)

t j Ol du(y)

2r<é6(x,y)sr

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



36

o)

Z [ o)y,

6 n
=0 2kr<§(x,y)<2k+1r ( )
- p(247)
< Zﬁ f lf WMldu(y)
(2¥r)
k=0 S(x,y)<2k+1r

Berdasarkan ketaksamaan Holder, maka

1

p—-1
C p(2kr) $(247) ’ ’
Hx)<C kzo 2kr)m ¢ (2kr) < f |f(y)|pdﬂ(3’)> (5( )f 1qd.u(}’)>
= x,y)<2k+ir

S(x,y)<2kt1y

E

=1 1
<c). (2"r)"¢(2kr)< f DR )>
k=0 é'(x,y)<2k+1r

p-1

5 2k+iy
t t
( f 1mmw> [ o020,
S(x,y)<2k+ir 2ky

1

© -1
1 EON 1 ! p P
\ C"_np(r)d)(r);” D) (u(B)Bf & (y)'pd“(”> (J 1qd“(y))

B

< e Lo Y o | ( j If(y)lpdu(y)) o
n 2 $(u(B)) \n(B)

< cLyf:1r9)
< Cremp(o||f: 1P
dan diperoleh
11(x) < Crs=™y(r)||f: LP2||
sehingga

Lf(x) <I1(x) +11(x)
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Lf () < Crsg(r) " Y(MF () + Crep @) f: 179
Jika dipilihr > 0 3 Crs "¢ ()" W(EIMf(x) = Crs™p(@)||f: LP2||
Crom(r) P (r)MS (x) = Cromp(r)||f: LP2||
Q) C( M (x) )

b)) \IIF: P2
o Mfe)
P =¢ <Ilf:Lp'¢Il>

ambil s = n, maka diperoleh

Mf(x)

m) Y@ML (x) + Crsp@)||f: 1P|

ILf(x) < Crs™" (

M -1
— el (H}‘ItL—(;*‘?H) YEMf(x) + Crop@)||f: LP2||

< cp@)||f:LP?|| + cp )| f: LP?||
< cp@)||f:LP?||
Jadi,

If(x) < Cp@||f: 72|

1
1

q
o5 ([l ax) = clre)

1, G:1990] < 2109
Dengan demikian, terbukti bahwa terdapat C > 0 sedemikian sehingga berlaku

|1, f (x): L9¥@|| < || f: LP?|| dengan syarat u(B) < Cr®.

3.3 Pengembangan Operator Integral dalam Pandangan Islam
Menurut prespektif islam, berpikir dalam istilah Arab disebut juga tafakur.

Sedangkan menurut Al-Fairuzabadi, salah seorang linguis Muslim awal termuka,
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al-fikr (pikiran) adalah refleksi atas sesuatu, afkar adalah bentuk jamaknya.
Menurut pandangannya, fikr dan tafakur merupakan sinonim dan memiliki arti
yang sama. Tafkir, pikiran, merupakan gagasan abstrak, sementara tafakkur,
berpikir adalah proses wacana reflektif yang hati-hati dan sistematik. Hal ini
menjadi sebab bahwa makna berpikir dalam al-Quran tidak hanya mengacu pada
satu istilah melainkan dengan beragam kata. Tafakur dapat diarahkan dalam
beberapa tujuan, diantaranya pada penciptaan alam semesta, kekuasaan Allah Swt
di alam semesta, dan dapat diarahkan untuk memahami dan menangkap pesan al-
Quran (Badi dan Tajdin, 2007:15).

Salah satu tujuan tafakur adalah berupaya merenungkan dan menyadari
bahwa ilmu di alam semesta sangatlah luas dan terus mengalami perkembangan di
setiap zamannya. Sehingga, seseorang dapat terus mengembangkan ilmu
pengetahuan dan dapat menemukan pengetahuan yang baru sekaligus disebarkan
kepada orang lain. Dalam hal ini, hubungan antara perintah berpikir di dalam al-
Quran dengan keluasan ilmu yang ada di alam semesta dapat menjadikan manusia
untuk terus belajar dan berpikir sekaligus mensyukuri atas nikmatNya dengan cara
mengikuti perkembangan dari zaman ke zaman.

Perkembangan ilmu dapat diketahui serupa dengan perkembangan
keterbatasan operator integral fraksional berdasarkan sifat ukurannya yang mana
dari ruang Lebesgue kemudian diperluas ke ruang Morrey dan ruang Morrey
diperumum. Penelitian pertama kali dilakukan oleh G.H Hardy dan J.E Littlewood
mengenai keterbatasan operator integral fraksional I, di ruang Lebesgue
menggunakan operator maksimal yang dikenal sebagai ketaksamaan Hardy-

Littlewood. Selanjutnya Sergei Sobolev melakukan pengembangan mengenai
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keterbatasan tersebut dan diperoleh hasil yaitu ketaksamaan Hardy-Littlewood-
Sobolev. Kemudian, C.B. Morrey mengembangkan hasil tersebut dari ruang
Lebesgue diperluas ke ruang Morrey. Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolav
dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey dikembangkan oleh Spanne. Hasil mereka
kemudian diperkuat oleh Adams serta disempurnakan oleh Chiarenza dan Frasca.
Nakai memperumum ketaksamaan tersebut ke ruang Morrey diperumum dan
mempelajari keterbatasan perumuman operator integral fraksional (Ip) di ruang
Morrey diperumum. Gunawan dan Eridani juga mengkaji keterbatasan operator I,
pada ruang Morrey diperumum.

Pengembangan keterbatasan operator integral fraksional tidak luput dari
proses berpikir dari ilmuan-ilmuan yang telah berhasil mengembangkan
keterbatasan operator tersebut. Sehingga kajian keterbatasan operator integral
fraksional merupakan salah satu bentuk penerapan dari hasil berpikir.
Sebagaimana yang telah dijelaskan pada pembahasan sebelumnya tentang

perintah berpikir di dalam al-Quran.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka dapat diambil kesimpulan

sebagai berikut:

p
1. Operator I, terbatas pada ruang Morrey yang diperumum LP? (1) ke LT ()

_ pq(n—-a)

lah diselesaikan dengan r B =@y
telah diselesaikan dengan syarat u(B) < Cr®, s .,

Kemudian,

memisalkan 1<p<g<oo, 1<p< g +-=1, dan jika terdapat

il 1
14 q

konstanta C > 0, maka berlaku bahwa p memenuhi kondisi p(r) <

P_
Cp(r)a 1, sehingga diperoleh ketaksamaan

|7, 1297|| < cl|f: 172

p
atau dapat dikatakan bahwa I, terbatas dari LP? () ke L% ().

2. Operator I, terbatas pada ruang Morrey yang diperumum LP-® (1) ke L9% ()

_ pa(n-a)

Kemudian,
pa+p—q

telah diselesaikan dengan syarat w(B) < Cr*, s

memisalkan 1<p<g<o, 1<p< g +-=1, dan jika terdapat

Q|-

L
14
konstanta C >0, maka berlaku bahwa p memenuhi kondisi
p(r) < Cp(r)~1(r), sehingga diperoleh ketaksamaan

l1of Co): ¥ D < || 179

atau dapat dikatakan bahwa I, terbatas dari LP% (i) ke L%% ().

40
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4.2 Saran
Pada skripsi ini, penulis menfokuskan pada permasalahan keterbatasan
perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum.
Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengembangkan
mengenai pembahasan keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada

ruang-ruang yang lain.
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