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ABSTRAK 

 

Nurul ‘Aini, Farida. 2019. Keterbatasan Perumuman Operator Integral 

Fraksional pada Ruang Morrey yang Diperumum. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si. 

(II) Ach. Nashichuddin, MA. 

 

Kata kunci: keterbatasan, perumuman operator integral fraksional, ruang Morrey 

yang diperumum. 

 

Perumuman operator integral fraksional merupakan bentuk pengembangan 

operator integral fraksional jika 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼 dimana 0 < 𝛼 < 𝑛 sehingga 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. 

Salah satu ahli matematika, Eridani telah membuktikan keterbatasan perumuman 

operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum. Ruang Morrey 

yang diperumum merupakan bentuk perluasan dari ruang Morrey dan ruang 

Lebesgue. Perumuman operator integral fraksional dikatakan terbatas jika terdapat 

𝐶 > 1 sedemikian sehingga ‖𝑇𝑥: 𝑌‖ ≤ 𝐶‖𝑥: 𝑋‖ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. Pada 

penelitian ini, pembuktian bahwa operator dikatakan terbatas menggunakan 

ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev dengan memanfaatkan fungsi maksimal 

operator dan ketaksamaan Holder. 

Tujuan penelitian ini adalah menentukan keterbatasan perumuman 

operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum, kemudian 

diperoleh suatu teorema yang menyatakan bahwa operator 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙 ke 

𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞

 dan 𝐼𝜌 juga terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙 ke 𝐿𝑞,𝜓. Metode yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (library research). Hasil penelitian ini 

adalah: 

Keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey 

yang diperumum terbatas pada 

1. 𝐿𝑝,𝜙 ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞
 

2. 𝐿𝑝,𝜙 ke 𝐿𝑞,𝜓. 

 

Pada penelitian selanjutnya, disarankan untuk melakukan pembuktian 

keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada ruang yang lain. 
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ABSTRACT 

 

Nurul ‘Aini, Farida. 2019. The Boundedness of Generalized Fractional 

Integral Operator on Generalized Morrey Spaces. Thesis. Mathematics 

Department, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim 

State Islamic University of Malang. Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si. 

(II) Ach. Nashichuddin, MA.   

 

Keywords: the boundedness, generalized fractional operator integral, generalized 

Morrey spaces. 

 

Generalized fractional integral operator is a form of development of 

fractional integral operator if 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼 where 0 < 𝛼 < 𝑛 so that 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. Eridani 

had proven the boundedness of generalized fractional operator on generalized 

Morrey spaces. Generalized Morrey spaces is a form of expansion of the Morrey 

spaces and Lebesgue spaces. Generalized fractional operator is said to be bounded 

if 𝐶 > 1 such that ‖𝑇𝑥: 𝑌‖ ≤ 𝐶‖𝑥: 𝑋‖ for 𝑥 ∈ 𝑋. For this research, the proof that 

the operator is said to be bounded used Hardy-Littlewood-Sobolev inequality by 

utilizing the maximum operator function and Holder inequality. 

The purpose of this research is to determine the boundedness of 

generalized fractional integral on generalized Morrey spaces, then obtain a 

theorem which states that the operator 𝐼𝜌 is bounded from 𝐿𝑝,𝜙 to 𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞

 and 𝐼𝜌 

are also bounded from 𝐿𝑝,𝜙 to 𝐿𝑞,𝜓. The methods used in this research is library 

research. The result of this research are: 

The boundedness of generalized fractional integral on generalized Morrey 

spaces is bounded from 

1. 𝐿𝑝,𝜙 ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞
 

2. 𝐿𝑝,𝜙 ke 𝐿𝑞,𝜓. 

 

For the next research, the researcher suggests to prove the boundedness of 

generalized fractional integral operator on other spaces. 
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صخلم  

 .كامل كسري في فضاأت موري المعمممت عن مشغلي القيود المفروضة على تعميم. 2019. ، فريدةنورالعين
، الجامعة الإسلامية الحكومية مولانا بحث الجامعي. شعبة الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا

دين، ال صحف الثاني احمد ناالماجستير ومشر  ف الأولى :خير الرحمن،مالك إبراهيم مالانج. المشر 
 .الماجستير

 
 .مشغلي متكامل كسري، فضاأت موري المعمم عن تعميم ،القيود: الكليمات الرئيسية

 
مشغلي متكامل   ريتطو  هو شكل من أشكال عن مشغلي متكامل كسري المفروضة على تعميم

𝜌(𝑡)إذا كانت كسري  = 𝑡𝛼 0 حيث < 𝛼 < 𝑛  حيث𝐼𝜌 = 𝐼𝛼عن  . إريداني القيود المفروضة على تعميم
 فضاأتاأت موري المعمم هي شكل من أشكال توسيع فض مشغلي متكامل كسري في فضاأت موري المعمم.

𝐶محدود إذا كان  عن مشغلي متكامل كسري تعميم فضاأت لبيسغوى. يقال أن موري المعمم و > بحيث  1
‖𝑇𝑥: 𝑌‖ ≤ 𝐶‖𝑥: 𝑋‖  لكل𝑥 ∈ 𝑋 هاردي ليتلوود  متباينات. تثبت هذه الدراسة أن المشغل يقتصر على

 .ص ومتباينات هولديرباستخدام دالة المشغل الاقسوبوليف 
عن مشغلي متكامل كسري في فضاأت موري  تعميماف من هذا البحث هو تحديد القيود أهد

𝐿𝑞,𝜙إلى  𝐿𝑝,𝜙المحدودين من  𝐼𝜌ثم الحصول على أن مشغلي  .المعمم
𝑝
𝑞  و𝐼𝜌  المحدودين من𝐿𝑝,𝜙  إلى𝐿𝑞,𝜓. 

 البحث هي )بحث المكتبي(. ونتائج هذا البحث هي: المنهج المستخدم في هذا
 عن مشغلي متكامل كسري في فضاأت موري المعممتعميم  يقيود

1 .𝐿𝑝,𝜙  إلى𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞 

2 .𝐿𝑝,𝜙  إلى𝐿𝑞,𝜓  
 .الاخرى فضاأت منعن مشغلي متكامل كسري  تعميمللباحث الأتي على الاحسن في مجال المختلف يعني 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Salah satu operator yang menjadi bahan penelitian pada perkembangan 

analisis modern adalah operator integral fraksional. Operator ini diperkenalkan 

pertama kali oleh Marcel Riesz pada tahun 1886. Misalkan 𝑓 fungsi bernilai real 

pada ℝ𝑛, untuk 0 < 𝛼 < 𝑛 dan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, operator 𝐼𝛼 yang memetakan fungsi 

𝑓:ℝ𝑛 → ℝ ke 𝐼𝛼𝑓:ℝ
𝑛 → ℝ didefinisikan sebagai 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼ℝ𝑛
𝑑𝑦 

sering dikenal dengan sebutan operator integral fraksional (Gunawan, 2003). 

Operator integral fraksional pertama kali dipelajari oleh G.H Hardy dan 

J.E Littlewood pada tahun 1928. Mereka berhasil membuktikan keterbatasan 

operator integral fraksional 𝐼𝛼 di ruang Lebesgue 𝐿𝑝(𝜇) ke 𝐿𝑞(𝜇) dengan 0 < 𝛼 <

𝑛 dan 
1

𝑝
−

1

𝑞
=

𝛼

𝑛
 dengan menggunakan operator maksimal yang dikenal sebagai 

ketaksamaan Hardy-Littlewood. Kemudian pada tahun 1930, seorang ahli 

matematika yang bernama Sergei Sobolev menyempurnakan keterbatasan 

operator 𝐼𝛼 pada ruang Lebesgue dengan menggunakan operator maksimal yang 

dikenal dengan sebutan ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev. 

Tahun 1938, C.B. Morrey yang juga merupakan seorang ahli matematika 

memperkenalkan salah satu ruang yang disebut dengan ruang Morrey. Ruang 

Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebesgue. Selanjutnya pada tahun 1970, 

Spanne (dalam (Peetre, 1969)) memperluas ketaksamaan Hardy-Littlewood-
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Sobolev dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey. Kemudian (Adams, 1975) 

memperkuat hasil yang telah mereka buktikan dan juga disempurnakan oleh 

(Chiarenza dan Frasca, 1987). 

E. Nakai berhasil memperumum ketaksamaan tersebut ke ruang Morrey 

diperumum. Selanjutnya pada tahun 2001, Nakai mempelajari keterbatasan 

perumuman operator integral fraksional (𝐼𝜌) yang memetakan 𝑓 → 𝐼𝜌𝑓 dari fungsi 

𝜌:ℝ+ → ℝ+ dan sebarang 𝑓 dengan 

𝐼𝜌𝑓(𝑥):= ∫𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋

 

di ruang Morrey diperumum. Salah satu hasil penting yang diperoleh adalah 

keterbatasan operator tersebut pada ruang Morrey diperumum dengan 𝜌 

memenuhi kondisi doubling. Gunawan dkk juga telah membahas syarat perlu dan 

cukup keterbatasan operator tersebut pada ruang Morrey diperumum dengan 𝜌 

memenuhi kondisi doubling. Kemudian, Eridani dkk mengganti 𝜌 dari kondisi 

doubling menjadi kondisi growth dengan tetap mempertahankan keterbatasan 

operator 𝐼𝜌 pada ruang Morrey diperumum (Eridani, 2014). 

Di dalam operator integral fraksional tersebut terdapat permasalahan yang 

diteliti yaitu mengenai keterbatasan. Permasalahan yang mencakup keterbatasan 

operator integral fraksional terus mengalami perkembangan. Perkembangan 

tersebut selalu bertambah dari zaman ke zaman. Allah berfirman di dalam al-

Quran surat al-‘Alaq ayat 1 yang berbunyi: 

 اقِْ رأَْ بِاسْمِ رَبِ كَ الَّذِى خَلَقَ 

“Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang Menciptakan.” (Q.S al-‘Alaq/96:1) 



3 

 

Kata (اقرأ) iqra’ diambil dari kata kerja (قرأ) qara’a yang berarti 

menghimpun. Makna lainnya adalah menyampaikan, menelaah, membaca, 

mendalami, meneliti, mengetahui ciri-ciri sesuatu dan sebagainya, yang 

kesemuanya bermuara pada arti menghimpun. Dan kata (  رب) rabb seakar dengan 

kata (تربية) tarbiyah/pendidikan. Kata ini memiliki arti yang berbeda-beda namun 

pada akhirnya arti-arti tersebut mengacu kepada pengembangan, peningkatan, 

ketinggian, kelebihan serta perbaikan (Shihab, 2002). 

Seiring dengan adanya ilmu pengetahuan yang sudah ada, maka sangat 

tepat bagi manusia untuk terus berpikir atau mengembangkan ilmu pengetahuan 

yang ada secara lebih luas. Sehingga dapat menambah dan menemukan 

pengetahuan-pengetahuan yang lebih beraneka macam dan menarik serta 

meningkatkan keterampilan. Sama halnya dengan keterbatasan operator integral 

fraksional yang terus dilakukan pengembangan untuk mendapatkan penemuan-

penemuan baru sehingga dapat digunakan dalam kehidupan sehari-hari. 

Keterbatasan suatu operator merupakan sifat yang membawa kepada 

kondisi yang menarik untuk diteliti sehingga sangat diharapkan kondisi tersebut 

terpenuhi. Misalnya penerapan pada persamaan integral atau persamaan 

diferensial, keterbatasan suatu operator berperan memberikan pemahaman 

mengenai fenomena fisis tertentu. Selain itu pada bidang komputasi, pengerjaan 

komputasi akan jauh lebih mudah ketika bekerja dengan suatu operator yang 

terbatas. 

Berdasarkan paparan di atas, penulis akan membuktikan bahwa operator 𝐼𝜌 

pada ruang Morrey yang diperumum terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝 𝑞⁄
(𝜇). Dan 

operator 𝐼𝜌 juga terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇) dengan 𝜌 memenuhi kondisi 
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growth yaitu 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) ≤ 𝐶𝑟𝑠 di mana 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
. Kajian mengenai 

keterbatasan operator dan pengembangan hasil-hasil penelitian tersebut banyak 

merujuk pada jurnal ataupun artikel. Sehingga penulis ingin mengkaji lagi dengan 

melengkapi bukti-bukti yang belum banyak menjelaskan tentang hal tersebut 

secara detail. Oleh karena itu, penulis merumuskan judul “Keterbatasan 

Perumuman Operator Integral Fraksional Pada Ruang Morrey yang Diperumum”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang akan 

dikaji dalam penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang diperumum 

terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞
(𝜇)? 

2. Bagaimana keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang diperumum 

terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇)? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah: 

1. Mengetahui keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang diperumum 

terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞
(𝜇). 

2. Mengetahui keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang diperumum 

terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇). 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Dengan mengetahui keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang 

diperumum untuk 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞
(𝜇), maka dapat dianalisis terbatas atau 

tidaknya operator 𝐼𝜌 dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞
(𝜇). 

2. Dengan mengetahui keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang Morrey yang 

diperumum untuk 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇), maka dapat dianalisis terbatas atau 

tidaknya operator 𝐼𝜌 dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇). 

 

1.5 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini akan dibuktikan keterbatasan operator 𝐼𝜌 di ruang 

Morrey yang diperumum sehingga tidak akan membuktikan atau membahas hasil-

hasil yang serupa pada ruang lainnya. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan 

(library research). Metode ini dilakukan dengan mengumpulkan informasi atau 

rujukan yang berasal dari buku, jurnal dan sumber lainnya yang berkaitan dengan 

teori yang dibahas. Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Membuktikan keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional pada 

ruang Morrey yang diperumum untuk operator 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 
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𝐿𝑞,𝜙
𝑝/𝑞
(𝜇) melalui teorema Hardy-Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan 

ketaksamaan Holder serta fungsi maksimal Hardy-Littlewood. 

2. Membuktikan keterbatasan dari perumuman operator integral fraksional pada 

ruang Morrey yang diperumum untuk operator 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 

𝐿𝑞,𝜓(𝜇) melalui teorema Hardy-Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan 

ketaksamaan Holder serta fungsi maksimal Hardy-Littlewood. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami 

penelitian ini. Dalam sistematika penulisan penelitian ini terbagi menjadi empat 

bab dan masing-masing bab dibagi dalam subbab sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan penelitian, metode penelitian, 

dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Bab ini terdiri dari teori-teori yang digunakan untuk mendukung 

pembahasan dan menjawab rumusan masalah. Kajian Pustaka dalam 

penelitian ini meliputi: integral Lebesgue, integral fraksional, 

keterbatasan operator, operator integral fraksional, perumuman 

operator integral fraksional, ruang Morrey yang diperumum, dan 

operator maksimal Hardy-Littlewood serta kajian agama. 
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Bab III Pembahasan 

Bab ini menguraikan secara keseluruhan langkah-langkah yang 

disebutkan dalam metode penelitian dan menjawab semua rumusan 

masalah. Pembahasan dalam penelitian ini meliputi: keterbatasan 

operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum dan 

kajian agama. 

Bab IV Penutup 

Bab ini berisi tentang kesimpulan penelitian dan saran untuk penelitian 

selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Integral Lebesgue 

Definisi 2.1 Integral Lebesgue 

Misalkan 𝑓 adalah fungsi sederhana dan terukur dengan representasi 

standar 𝑓 = ∑ 𝛼𝑖𝜒𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝐸𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) = 𝛼𝑖} saling asing dan terukur. 

Bilangan 𝛼𝑖 ∈ ℝ dan 𝜒𝐸𝑖 adalah fungsi karakteristik pada 𝐸𝑖 ∈ 𝑋. Asumsikan 

bahwa 𝐸 berukuran berhingga, maka integral Lebesgue dari 𝑓 didefinisikan 

dengan 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝜇 =∑𝛼𝑖𝜇(𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

Selanjutnya integral Lebesgue dari 𝑓 dapat ditulis ∫𝑓. Jika 𝐸 himpunan terukur, 

maka ∫ 𝑓
𝐵

= ∫𝑓𝜒𝐵 (Bartle, 1995:28). 

 

Contoh: 

Fungsi 𝑓: [0,1] → ℝ didefinisikan dengan 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 1 jika 𝑥 ∈ [0,

1

3
]

2 jika 𝑥 ∈ (
1

3
,
2

3
]

3 jika 𝑥 ∈ (
2

3
, 1]

 

Hitunglah nilai dari ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
[0,1]

 ! 
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Penyelesaian: 

Interval [0,1] dibagi menjadi [0,
1

3
] ∪ (

1

3
,
2

3
] ∪ (

2

3
, 1]. 

𝜇 ([0,
1

3
]) =

1

3
− 0 =

1

3
 

𝜇 ((
1

3
,
2

3
]) =

2

3
−
1

3
=
1

3
 

𝜇 ((
2

3
, 1]) = 1 −

2

3
=
1

3
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
[0,1]

= (1 ×
1

3
) + (2 ×

1

3
) + (3 ×

1

3
) 

= 2 

Jadi, nilai dari ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
[0,1]

= 2. 

 

Lemma 2.1 Ketaksamaan Holder 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

|∑𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ (∑|𝑥𝑖|
𝑝)

1
𝑝
(∑|𝑦𝑖|

𝑞)

1
𝑞
 

dimana |𝑥| adalah norma euclid untuk ℝ. 

Bukti: 

0 1/3 2/3 1 

1 

2 

3 

𝑥 

𝑦 
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Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Substitusikan 𝑎1/𝛼 dan 𝑏1/𝛽 pada 𝑎 dan 𝑏 di 

𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, sehingga diperoleh 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

(∑|𝑥𝑖|
𝑝)
1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

(∑|𝑦𝑖|
𝑞)
1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 

|∑𝑎𝑖𝑏𝑖| ≤ ∑|𝑎𝑖𝑏𝑖| ≤∑(
|𝑎𝑖|

𝑝

𝑝
+
|𝑏𝑖|

𝑞

𝑞
) =

1

𝑝
(∑|𝑎𝑖|𝑝

𝑝)

1
𝑝
+
1

𝑞
(∑|𝑏𝑖|𝑞

𝑞)

1
𝑞
 

sehingga 

|∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖|

(∑|𝑥𝑖|𝑝)
1
𝑝(∑|𝑦𝑖|𝑞)

1
𝑞

≤
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

|∑𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ (∑|𝑥𝑖|
𝑝)

1
𝑝
(∑|𝑦𝑖|

𝑞)

1
𝑞
 

terbukti (Muscat, 2014:151). 

 

Lemma 2.2 Ketaksamaan Holder untuk ℝ𝟐 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ

2, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖
ℝ2
≤ (∑‖𝑥𝑖‖ℝ2

𝑝
)

1
𝑝
(∑‖𝑦𝑖‖ℝ2

𝑞
)

1
𝑞
 

dimana ‖𝑥‖ℝ2 adalah norma euclid untuk ℝ berdimensi 2 (ℝ2) yang didefinisikan 

sebagai 

‖𝑥‖ℝ2 = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 
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Bukti: 

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ2, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Substitusikan 𝑎1/𝛼 dan 𝑏1/𝛽 pada 𝑎 dan 𝑏 di 

𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, sehingga diperoleh 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

(∑|𝑥𝑖|
𝑝)
1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

(∑|𝑦𝑖|
𝑞)
1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 

‖∑𝑎𝑖𝑏𝑖‖
ℝ2
≤∑‖𝑎𝑖𝑏𝑖‖ℝ2 ≤∑(

‖𝑎𝑖‖ℝ2
𝑝

𝑝
+
|𝑏𝑖|ℝ2

𝑞

𝑞
)

=
1

𝑝
(∑‖𝑎𝑖‖𝑝

𝑝)

1
𝑝
+
1

𝑞
(∑‖𝑏𝑖‖𝑞

𝑞)

1
𝑞
 

sehingga 

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖ℝ2

(∑‖𝑥𝑖‖ℝ2
𝑝
)
1
𝑝(∑‖𝑦𝑖‖ℝ2

𝑞
)
1
𝑞

≤
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖
ℝ2
≤ (∑‖𝑥𝑖‖ℝ2

𝑝
)

1
𝑝
(∑‖𝑦𝑖‖ℝ2

𝑞
)

1
𝑞
 

terbukti (Muscat, 2014:152). 

 

Lemma 2.2 Ketaksamaan Holder untuk ℝ𝒏 

Jika 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ

𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, maka 

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖
ℝ𝑛
≤ (∑‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛

𝑝
)

1
𝑝
(∑‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

𝑞
)

1
𝑞
 

dimana ‖𝑥‖ℝ𝑛 adalah norma euclid untuk ℝ berdimensi n (ℝ𝑛) yang 

didefinisikan sebagai 
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‖𝑥‖ℝ𝑛 = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛 

Bukti: 

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝑛, 𝛼, 𝛽 ≥ 0. Substitusikan 𝑎1/𝛼 dan 𝑏1/𝛽 pada 𝑎 dan 𝑏 di 

𝑎𝛼𝑏𝛽 ≤ 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏, dengan 𝛼 =
1

𝑝
, 𝛽 =

1

𝑞
, sehingga diperoleh 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

untuk 𝑎𝑖 =
𝑥𝑖

(∑|𝑥𝑖|
𝑝)
1
𝑝

, 𝑏𝑖 =
𝑦𝑖

(∑|𝑦𝑖|
𝑞)
1
𝑞

 dan dengan memanfaatkan ketaksamaan 

Minkowski, maka diperoleh 

‖∑𝑎𝑖𝑏𝑖‖
ℝ𝑛
≤∑‖𝑎𝑖𝑏𝑖‖ℝ𝑛 ≤∑(

‖𝑎𝑖‖ℝ𝑛
𝑝

𝑝
+
|𝑏𝑖|ℝ𝑛

𝑞

𝑞
)

=
1

𝑝
(∑‖𝑎𝑖‖𝑝

𝑝)

1
𝑝
+
1

𝑞
(∑‖𝑎𝑖‖𝑞

𝑞)

1
𝑞
 

sehingga 

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

(∑‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛
𝑝
)
1
𝑝(∑‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

𝑞
)
1
𝑞

≤
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

atau dapat disimpulkan bahwa  

‖∑𝑥𝑖𝑦𝑖‖
ℝ𝑛
≤ (∑‖𝑥𝑖‖ℝ𝑛

𝑝 )

1
𝑝
(∑‖𝑦𝑖‖ℝ𝑛

𝑞 )

1
𝑞
 

terbukti (Muscat, 2014:152). 

 

Contoh: 

Diberikan 𝑥𝑖 = 2−𝑖, 𝑦𝑖 = 2𝑖, 𝑝 = 2, dan 𝑁 = 10. 

Akan dibuktikan bahwa |∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ (∑|𝑥𝑖|
𝑝)

1

𝑝(∑|𝑦𝑖|
𝑞)

1

𝑞. 
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Penyelesaian: 

 Untuk 𝑥𝑖 = 2
−𝑖, 𝑝 = 2, dan 𝑁 = 10 

Maka, 

(∑|𝑥𝑖|
𝑝

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑|2−𝑖|
𝑝

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑(2−𝑖)
𝑝

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑2−𝑖𝑝
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

 

= (∑(2𝑝)−𝑖
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑(
1

2𝑝
)
𝑖𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑(
1

2𝑝
) (

1

2𝑝
)
𝑖−1𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Berdasarkan deret geometri, maka diperoleh 

(∑(
1

2𝑝
) (

1

2𝑝
)
𝑖−1𝑁

𝑖=1

)

1
𝑝

= [(
1 − (

1
2𝑝)

𝑁

1 − (
1
2𝑝)

)(
1

2𝑝
)]

1
𝑝

 

= [(
1 − (

1
4)

10

1 − (
1
4)

) (
1

4
)]

1
2

 

= [(
0,99

0,75
) (0,25)]

1
2
 

= √0,33 

 

 Untuk 𝑦𝑖 = 2
𝑖, 𝑝 = 2, dan 𝑁 = 10 

Karena 𝑝 = 2, maka 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ⟺

1

𝑞
= 1 −

1

2
=

1

2
⇔ 𝑞 = 2 

sehingga, 

(∑|𝑦𝑖|
𝑞

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

= (∑|2𝑖|
𝑞

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞
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= (∑(2𝑖)
𝑞

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

 

= (∑2𝑖𝑞
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

 

= (∑(2𝑞)𝑖
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

 

= (∑(2𝑞)(2𝑞)𝑖−1
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

 

Berdasarkan deret geometri, maka diperoleh 

(∑(2𝑞)(2𝑞)𝑖−1
𝑁

𝑖=1

)

1
𝑞

= [(
1 − (2𝑞)𝑁

1 − (2𝑞)
) (2𝑞)]

1
𝑞

 

= [(
1 − (4)10

1 − (4)
) (4)]

1
2

 

= [(
−1048575

−3
) (4)]

1
2
 

= √1398100 

 

 Untuk |∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖| 

|∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

| = |∑(2−𝑖)(2𝑖)

𝑁

𝑖=1

| 

= |∑2−𝑖+𝑖
𝑁

𝑖=1

| = |∑20
𝑁

𝑖=1

| = |∑1

𝑁

𝑖=1

| = 1 
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sehingga diperoleh 

(∑|2−𝑖|
2
)

1
2
(∑|2𝑖|

2
)

1
2
= (√0,33)(√1398100) 

= 679,24 ≥ 1 = |∑(2−𝑖)(2𝑖)

𝑁

𝑖=1

| 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa  

|∑(2−𝑖)(2𝑖)

𝑁

𝑖=1

| ≤ (∑|2−𝑖|
2
)

1
2
(∑|2𝑖|

2
)

1
2
 

terbukti. 

 

Akibat 2.1 Ketaksamaan Holder 

Jika 1 < 𝑝 < ∞ maka untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋, 𝜇) dan 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑋, 𝜇) dengan 
1

𝑞
=

1 −
1

𝑝
, maka 

|∫𝑓𝑔 𝑑𝜇
𝑋

| ≤ ∫|𝑓𝑔|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ ‖𝑓‖𝑝 ⋅ ‖𝑔‖𝑞 

dengan 

‖𝑓‖𝑝 = {∫|𝑓|
𝑝𝑑𝜇

𝑋

}

1
𝑝

 dan ‖𝑔‖𝑞 = {∫|𝑔|
𝑞𝑑𝜇

𝑋

}

1
𝑞

  

 

Bukti: 

Jelas bahwa setiap 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋, 𝜇) dan 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑋, 𝜇), bilangan ‖𝑓‖𝑝 dan ‖𝑔‖𝑞 

merupakan dua bilangan real. 

Karena 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋, 𝜇) dan 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑋, 𝜇), dengan 
1

𝑞
= 1 −

1

𝑝
 dan 1 < 𝑝 < ∞ dengan 

memanfaatkan Lemma Young, maka diperoleh 
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1

‖𝑓‖𝑝 ⋅ ‖𝑔‖𝑞
∫|𝑓𝑔|
𝑋

𝑑𝜇 = ∫
|𝑓|

‖𝑓‖𝑝
⋅
|𝑔|

‖𝑔‖𝑞𝑋

𝑑𝜇 ≤ ∫ {
1

𝑝
⋅
|𝑓|𝑝

‖𝑓‖𝑝
𝑝 +

1

𝑞
⋅
|𝑔|𝑞

‖𝑔‖𝑞
𝑞}

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
⋅
1

‖𝑓‖𝑝
𝑝∫|𝑓|

𝑝

𝑋

𝑑𝜇 +
1

𝑞
⋅
1

‖𝑔‖𝑞
𝑞∫|𝑔|

𝑞

𝑋

𝑑𝜇 

=
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa  

∫|𝑓𝑔|
𝑋

𝑑𝜇 ≤ ‖𝑓‖𝑝 ⋅ ‖𝑔‖𝑞 

terbukti (Darmawijaya, 2007:239). 

 

Contoh (Nelson, 2015:120): 

1. Misalkan 𝑋 = [0,1], 𝜇 adalah ukuran pada 𝑋 dan 𝑓(𝑥) = 𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Buktikan bahwa 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿3(𝑋, 𝜇)! 

Bukti: 

Karena 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿3[0,1] akan dibuktikan bahwa ‖𝑓‖3 < ∞ artinya 

(∫ |𝑓(𝑥)|3𝑑𝑥
1

0
 )

1

3
< ∞, sedemikian sehingga 

(∫ |𝑓(𝑥)|3𝑑𝑥
1

0

 )

1
3

= (∫ |𝑥2|3𝑑𝑥
1

0

 )

1
3

 

= (∫ |𝑥6|𝑑𝑥
1

0

 )

1
3

 

= (∫ 𝑥6𝑑𝑥
1

0

 )

1
3

 

= (
1

7
𝑥7|0

1)

1
3
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= √
1

7

3
< ∞  

Jadi, karena (∫ |𝑓(𝑥)|3𝑑𝑥
1

0
 )

1

3
= √

1

7

3
< ∞ maka terbukti bahwa 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿3[0,1]. 

 

2.2 Integral Fraksional 

Integral fraksional memiliki beberapa versi modern, antara lain versi 

Riemann, versi Liouville, versi Riemann-Liouville, dan versi Weyl. Dari berbagai 

versi yang ada, secara umum perbedaannya terdapat pada batas pengintegralan 

pada setiap versi. Definisi ini diturunkan dari berbagai cara sehingga terdapat 

versi-versi yang berbeda (Himah, 2017). 

Definisi 2.2 Integral Fraksional 

Misalkan 𝜑(𝑥) ∈ (𝑎, 𝑏), integral 

𝐼𝑎+
𝛼 𝜑(𝑥) ≔

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑥)

(𝑥 − 𝜏)1−𝛼

𝑥

𝑎

𝑑𝜏                    𝑥 > 𝑎 

𝐼𝑏−
𝛼 𝜑(𝑥) ≔

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑥)

(𝜏 − 𝑥)1−𝛼

𝑏

𝑥

𝑑𝜏                    𝑏 < 𝑥 

dimana 𝑎 > 0, maka kedua persamaan di atas disebut integral fraksional dari orde 

𝛼. Biasanya juga disebut integral fraksional kiri dan kanan secara berturut-turut. 

Nama untuk integral di atas disebut integral fraksional Riemann-Liouville 

(Samko, 1983:33). 

Contoh: 

Misalkan 𝜑(𝑥) = 𝜏𝜆 dimana 𝜆 > −1 dengan 𝑎 = 0, maka integral fraksional kiri 

dari 𝜑(𝑥) adalah sebagai berikut: 

𝐼0+
𝛼 𝜑(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑥)

(𝑥 − 𝜏)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 
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=
1

Γ(𝛼)
∫

𝜏𝜆

(𝑥 − 𝜏)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝛼)
∫

𝜏𝜆

(𝑥 (1 −
𝜏
𝑥))

1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

=
𝑥𝛼−1

Γ(𝛼)
∫

𝜏𝜆

(1 −
𝜏
𝑥
)
1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

=
𝑥𝛼

Γ(𝛼)

1

𝑥
∫

𝜏𝜆

(1 −
𝜏
𝑥)

1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

=
𝑥𝛼

Γ(𝛼)
∫

1

𝑥

𝜏𝜆

(1 −
𝜏
𝑥)

1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

Misalkan 𝑧 =
𝜏

𝑥
 dan 𝑑𝑧 =

1

𝑥
𝑑𝜏 

𝐼0+
𝛼 𝜑(𝑥) =

𝑥𝛼

Γ(𝛼)
∫

1

𝑥

𝜏𝜆

(1 −
𝜏
𝑥)

1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜏 

=
𝑥𝛼

Γ(𝛼)
∫

𝜏𝜆

(1 − 𝑧)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝑧 

=
𝑥𝛼

Γ(𝛼)
∫

𝑥𝜆 (
𝜏
𝑥)

𝜆

(1 − 𝑧)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝑧 

=
𝑥𝛼𝑥𝜆

Γ(𝛼)
∫

𝑧𝜆

(1 − 𝑧)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝑧 

=
𝑥𝛼+𝜆

Γ(𝛼)
∫ (1 − 𝑧)𝛼−1𝑧𝜆
𝑥

0

𝑑𝑧 

Selanjutnya dengan menggunakan fungsi beta, maka persamaan di atas dapat 

diubah menjadi seperti berikut: 

𝐼0+
𝛼 𝜑(𝑥) =

𝑥𝛼+𝜆

Γ(𝛼)
∫ (1 − 𝑧)𝛼−1𝑧𝜆
𝑥

0

𝑑𝑧 
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=
𝑥𝛼+𝜆

Γ(𝛼)
∫ (1 − 𝑧)𝛼−1𝑧(𝜆+1)−1
𝑥

0

𝑑𝑧 

=
𝑥𝛼+𝜆

Γ(𝛼)

Γ(𝛼)Γ(𝜆 + 1)

Γ(𝛼 + 𝜆 + 1)
 

=
Γ(𝜆 + 1)

Γ(𝛼 + 𝜆 + 1)
𝑥𝛼+𝜆 

Jadi, integral fraksional kiri dari fungsi 𝜑(𝑥) adalah 
Γ(𝜆+1)

Γ(𝛼+𝜆+1)
𝑥𝛼+𝜆. 

 

2.3 Keterbatasan Operator 

Operator merupakan suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke 

ruang bernorma yang lain. Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang bernorma, suatu 

operator 𝑇 dari ruang 𝑋 ke ruang 𝑌 dikatakan terbatas jika terdapat 𝐶 > 1 

sedemikian sehingga  

‖𝑇𝑥: 𝑌‖ ≤ 𝐶‖𝑥: 𝑋‖ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 

dengan ‖𝑥: 𝑋‖ adalah notasi dari norma 𝑥 di ruang 𝑋. Dengan demikian, operator 

𝑇 dikatakan terbatas di ruang 𝑋, jika 𝑇 terbatas dari ruang 𝑋 ke ruang 𝑋 

(Nainggolan, 2015). 

 

2.4 Operator Integral Fraksional 

Definisi 2.3 Operator Integral Fraksional 

Misalkan 𝑓 fungsi bernilai real pada ℝ𝑛, untuk 0 < 𝛼 < 𝑛 dan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 

operator 𝐼𝛼 yang memetakan fungsi 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ ke 𝐼𝛼𝑓:ℝ
𝑛 → ℝ didefinisikan 

sebagai 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼ℝ𝑛
𝑑𝑦 
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sering dikenal dengan sebutan operator integral fraksional (Gunawan, 2003). 

Ditunjukkan dengan bola 𝐵 ≔ 𝐵(𝑥, 𝑟) ≔ {𝑦 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 − 𝑦| < 𝑟} dengan 

pusat 𝑥 dan jari-jari 𝑟 > 0, dan |𝐵(𝑥, 𝑟)| ukuran Lebesgue, yaitu |𝐵(𝑥, 𝑟)| =

𝜔𝑛𝑟
𝑛 dimana 𝜔𝑛 adalah volume dari suatu bola di ℝ𝑛. 

 

2.5 Perumuman Operator Integral Fraksional 

Misalkan ℝ+ = (0,∞). Suatu fungsi 𝜌:ℝ+ → ℝ+ dan sebarang 𝑓, 

perumuman potensial Riesz yang memetakan 𝑓 → 𝐼𝜌𝑓 didefinisikan dengan 

𝐼𝜌𝑓(𝑥):= ∫𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦).

 

𝑋

 

Operator 𝐼𝜌 disebut perumuman operator integral fraksional jika 𝜌(𝑡) =

𝑡𝛼 , 0 < 𝛼 < 𝑛 maka 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼 (Nakai, 2001). Berikut adalah pembuktian bahwa 

operator 𝐼𝜌 disebut perumuman operator integral fraksional jika 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼, 0 <

𝛼 < 𝑛 maka 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. 

diketahui bahwa 𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥,𝑦))

𝛿(𝑥,𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋
 

misalkan 𝜌(𝑡) = 𝑡𝛼  

maka diperoleh, 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋

 

= ∫𝑓(𝑦)
𝛿(𝑥, 𝑦)𝛼

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋

 

= ∫𝑓(𝑦)
1

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
1

𝛿(𝑥, 𝑦)−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋
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= ∫
𝑓(𝑦)

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋

 

dimana telah diketahui bahwa 𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

𝛿(𝑥,𝑦)𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝑋
. Dengan demikian, 

terbukti bahwa 𝐼𝜌 = 𝐼𝛼. 

Dalam definisi 𝐼𝜌, diasumsikan bahwa 𝜌 memenuhi kondisi berikut 

(Eridani, 2004): 

1) ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

1

0
𝑑𝑡 < ∞ 

2) Jika 
1

2
≤

𝑟

𝑠
≤ 2 ⇒

1

𝐶1
≤

𝜌(𝑟)

𝜌(𝑠)
≤ 𝐶1 

Jika 𝜌 memenuhi kondisi penggandaan, maka untuk setiap bilangan bulat 𝑘 dan 

𝑟 > 0 berlaku bahwa jika 2𝑘𝑟 ≤ 𝛿(𝑥, 𝑦) < 2𝑘+1𝑟, maka 
1

2
≤

𝛿(𝑥,𝑦)

2𝑘+1𝑟
≤ 2, sehingga 

1

𝐶1
≤

𝜌(𝛿(𝑥,𝑦))

𝜌(2𝑘+1𝑟)
≤ 𝐶1. Oleh karena itu,  

1

𝐶
𝜌(2𝑘+1𝑟) ≤ 𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝐶𝜌(2𝑘+1𝑟). 

dan diperoleh 

1

𝐶
≤

𝜌(𝑡)

𝜌(2𝑘+1𝑟)
≤ 𝐶 

jika 2𝑘𝑟 ≤ 𝑡 < 2𝑘+1𝑟 sehingga  

1

𝐶
𝜌(2𝑘+1𝑟) ≤ 𝜌(𝑡) ≤ 𝐶𝜌(2𝑘+1𝑟). 

Oleh karena itu, 

𝜌(2𝑘+1𝑟) ≤ 𝐶 ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 . 
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Dalam penelitian ini, disumsikan bahwa 

∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟), ∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)𝜙(𝑡), (𝑟 > 0) 

untuk 𝐶 > 0. 

Jika terdapat konstanta 𝐶 > 0, berlaku 

𝜌(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1
. 

 

2.6 Ruang Morrey yang Diperumum 

Seperti yang telah dijelaskan pada latar belakang, E. Nakai (2001) telah 

membuktikan bahwa operator integral fraksional juga terbatas pada ruang Morrey 

yang diperumum. Selanjutnya, ruang Morrey yang diperumum didefinisikan 

sebagai berikut. 

Definisi 2.4 Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞. Misalkan 𝜙:ℝ+ → ℝ+. Ruang Morrey 

diperumum 𝐿𝑝,𝜙 = 𝐿𝑝,𝜙(ℝ𝑛) didefinisikan sebagai ruang kelas ekuivalen dari 

semua fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛) yang memenuhi 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙 = sup
𝐵

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(
1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦
𝐵

)

1
𝑝

< ∞. 

dimana 𝐵 ≔ 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan sebarang bola terbuka di ℝ𝑛, 𝜙(𝐵) = 𝜙(𝑟) dan 

𝜇(𝐵) ukuran Lebesgue dari 𝐵. 

Untuk fungsi tertentu 𝜙, ruang 𝐿𝑝,𝜙 direduksi ke beberapa ruang klasik. 

Misalnya, jika 𝜙(𝑟) = 𝑟
𝜆−𝑛

𝑝  dimana 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 maka 𝐿𝑝,𝜙 adalah ruang Morrey 

klasik 𝐿𝑝,𝜆. Adapun ruang Morrey itu sendiri didefinisikan sebagai himpunan 



23 

 

semua fungsi f yang terintegralkan secara lokal pada ℝ𝑛, yaitu seperti yang 

dinyatakan dalam definisi berikut, 

Definisi 2.5 Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛, ruang Morrey 𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑛) 

didefinisikan oleh 

𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑛) ≔ {𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛): ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑛) < +∞} 

dengan 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(ℝ𝑛) ≔ sup
𝐵=𝐵(𝑥,𝑟)

(
1

𝑟𝜆
∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐵

)

1
𝑝

 

Dalam hal ini, 𝐵 = 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan bola buka berdimensi 𝑛 dengan 

pusat 𝑥 ∈ ℝ𝑛 dan berjari-jari 𝑟 > 0, yaitu 𝐵(𝑥, 𝑟) ≔ {𝑦 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 − 𝑦| < 𝑟}. 

Untuk setiap bola 𝐵 = 𝐵(𝑥, 𝑟) berdimensi 𝑛 mempunyai suatu fakta bahwa 

𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑛 

dimana 𝑛 adalah suatu bilangan dimensi yang tetap dan C adalah konstanta yang 

tidak bergantung pada 𝑥 dan 𝑟, dengan 𝜇(𝐵) menyatakan ukuran Lebesgue dari 𝐵 

(Gunawan, 2006). 

Selanjutnya, hubungan antara ruang Lebesgue dengan ruang Morrey klasik 

dinyatakan dengan pernyataan bahwa jika 𝜙(𝑟) = 𝑐 > 0 fungsi konstan, maka 

‖𝑓‖𝐿∞,𝜙 = sup
𝐵

1

𝜙(𝜇(𝐵))
‖𝑓‖𝐿∞(𝐵) = sup

𝐵

1

𝑐
‖𝑓‖𝐿∞(𝐵) =

1

𝑐
‖𝑓‖𝐿∞ , 

atau 𝐿∞,𝜙 = 𝐿∞. Perhatikan ketaksamaan berikut 

(
1

𝜇(𝐵)
∫|𝑔(𝑦)|𝑝𝑑𝑦
𝐵

)

1
𝑝

= ‖𝑔‖𝐿∞(𝐵) ≤ ‖𝑔‖𝐿∞ 

menyatakan bahwa 𝐿𝑝,𝑛 ⊇ 𝐿∞. Sementara itu, 
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‖𝑓‖𝐿𝑝,0 = sup
𝐵
(∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵

)

1
𝑝

= (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦
ℝ𝑛

)

1
𝑝

= ‖𝑓‖𝐿𝑝 

menyatakan bahwa 𝐿𝑝,0 = 𝐿𝑝 (Eridani, 2012). 

Di samping itu, Ruang 𝐿𝑝 sendiri merupakan generalisasi dari ruang 

fungsi-fungsi yang terintegralkan kuadrat (square integrable) 𝐿2. Dengan 

demikian, ruang 𝐿𝑝 dapat disebut sebagai ruang fungsi-fungsi yang terintegralkan 

p-kali (p-integrable). Ruang 𝐿𝑝 yang diperkenalkan oleh Henry Lebesgue (1875-

1941) merupakan ruang lengkap terhadap norma 𝐿𝑝. Ruang 𝐿𝑝 dan norma 𝐿𝑝 

didefinisikan sebagai berikut, 

Definisi 2.6 Untuk 0 < 𝑝 < ∞, dan himpunan terukur 𝐸 ⊂ ℝ𝑛, 𝐿𝑝(𝐸) adalah 

ruang fungsi Lebesgue dengan norma (quasinorma untuk 𝑝 < 1) 

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐸) = (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝐸

)

1
𝑝

< ∞. 

Untuk 𝑝 = ∞, ‖𝑓‖𝐿∞(𝐸) adalah norma supremum esensial yang biasa (essential 

supremum norm) dapat ditulis 𝐿𝑝 untuk 𝐿𝑝(ℝ𝑛) dan ‖𝑓‖𝑝 untuk ‖𝑓‖𝐿𝑝 (Adam, 

1996:2). 

Ruang Lebesgue 𝐿𝑝(ℝ𝑛), 1 ≤ 𝑝 < ∞. Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, ruang ini 

merupakan ruang yang beranggotakan semua fungsi 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ dengan 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

< ∞. 

Untuk 𝑝 = ∞, anggotanya adalah semua fungsi 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ dengan 

sup
𝑥∈ℝ𝑛

|𝑓(𝑥)| < ∞. 

yang dimaksud dengan ‘ruang’ dalam hal ini adalah ruang vektor, jika 𝑓, 𝑔 ∈

𝐿𝑝(ℝ𝑛) dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, maka 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ𝑛). 
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Ruang 𝐿𝑝(ℝ𝑛) merupakan ruang bernorma dengan ‘norma’ 

‖𝑓‖𝑝 ≔ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑛

)

1
𝑝

 

untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞. atau 

‖𝑓‖∞ ≔ sup
𝑥∈ℝ𝑛

|𝑓(𝑥)| 

untuk 𝑝 = ∞. 

 

2.7 Operator Maksimal Hardy-Littlewood 

Fungsi maksimal diperlukan untuk membuktikan keterbatasan operator 

integral dalam ruang Lebesgue maupun ruang lainnya. Fungsi maksimal Hardy-

Littlewood didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.7 Fungsi maksimal Hardy-Littlewood 

Misalkan fungsi 𝑓 terintegral lokal pada ℝ𝑛. Untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ𝑛, fungsi 

maksimal Hardy-Littlewood pada fungsi terintegral lokal 𝑓 didefinisikan sebagai 

𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

1

𝑟𝑛
∫ |𝑓(𝑥 − 𝑦)|𝑑𝑦
|𝑦|≤𝑟

. 

Selain itu, 𝑀 juga disebut operator maksimal Hardy-Littlewood. 

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (ℝ𝑛) dan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, digunakan fungsi maksimal berikut 

𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝐵(𝑥,𝑟)

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦
𝐵(𝑥,𝑟)

. 

dimana 𝐵(𝑥, 𝑟) merupakan bola dengan pusat 𝑥 dan jari-jari 𝑟 > 0, dan 

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) adalah ukuran Lebesgue (Lu, Shanzen, dkk, 2007:1). 

 



26 

 

2.8 Perintah Berpikir dalam Al-Quran 

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada Bab I dapat dikatakan bahwa 

manusia harus selalu memikirkan segala sesuatu tentang kebesaran dan kekuasaan 

Allah Swt. Hakikatnya, seseorang yang selalu berpikir akan semakin bertambah 

banyak ilmunya dan akan bermanfaat ilmunya ketika seseorang tersebut 

mengamalkan atau membagikannya kepada orang lain. Ilmu yang terdapat di 

dunia ini merupakan salah satu kekuasaan Allah Swt. Manusia dapat mempelajari 

atau tidaknya tentang kekuasaan Allah Swt sebagaimana yang telah dijelaskan 

dalam al-Quran surat al-Baqarah/2:269 berikut 

راً كَثِيرً ي    ا ۗ وَمَا يذََّكَّر  إِلاَّ أ ول و الْألَْبَابِ ؤْتي الحِْكْمَةَ مَنْ يَشَاء ۚ  وَمَنْ ي  ؤْتَ الحِْكْمَةَ فَ قَدْ أ وتيَ خَي ْ  

“Allah menganugerahkan Al Hikmah (kefahaman yang dalam tentang Al Quran dan As 

Sunnah) kepada siapa yang dikehendaki-Nya. dan Barangsiapa yang dianugerahi 

hikmah, ia benar-benar telah dianugerahi karunia yang banyak. dan hanya orang-orang 

yang berakallah yang dapat mengambil pelajaran (dari firman Allah).” (Q.S. al-

Baqarah/2:269) 

 

Maksud dari ayat tersebut menurut tafsir Ibnu Katsir, kata “ َالْحِكْمَة” 

bukanlah kenabian melainkan ilmu fiqih dan al-Quran. Abul aliyah mengatakan 

 ialah takut kepada Allah, karena takut kepada Allah merupakan puncak ”الْحِكْمَةَ “

dari hikmah. Sedangkan Ibnu Wahab meriwayatkan dari Malik yang mengatakan 

sesungguhnya hikmah itu adalah pengetahuan mengenai agama Allah dan 

merupakan perkara yang dimaksudkan oleh Allah ke dalam hati manusia sebagai 

rahmat dan karunianya. Dan orang yang tidak dapat mengambil pelajaran yang 

dimaksudkan adalah tiada orang yang dapat memanfaatkan pelajaran dan 

peringatan kecuali hanya orang yang mempunyai pemahaman dan akal dengan 

begitu manusia dapat memahami khitab (perintah Allah) (Ad-Dimasyqi, 

2000:109).  
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Sedangkan maksud ayat tersebut menurut tafsir Jalalain adalah Allah 

memberikan hikmah, artinya ilmu yang berguna yang dapat mendorong manusia 

untuk bekerja dan berkarya (kepada siapa yang dikehendaki-Nya dan barang siapa 

yang telah diberi hikmah itu, maka sungguh ia telah diberi kebaikan yang banyak) 

karena hikmah itu akan menuntunnya kepada kebahagiaan yang abadi. (dan 

tiadalah yang dapat mengambil pelajaran). Asalnya ta diidghamkan pada dzal 

hingga menjadi yadzdzakkaru, (kecuali orang-orang berakal) (Al-Mahalli dan As-

Suyuti, 2008:150). 

Segala sesuatu yang telah Allah tetapkan dan berikan kepada manusia 

merupakan suatu anugerah atas kuasa-Nya. Anugerah tersebut dapat berupa akal 

yang sehat, pikiran yang jernih, atau hati yang bersih. Sehingga manusia harus 

dapat memanfaatkan atau menggunakannya dengan sebaik-baiknya. Apabila 

dihubungkan dengan ilmu-ilmu yang terus berkembang dapat disimpulkan bahwa 

ilmu tersebut akan memberikan kemaslahatan dan kebaikan untuk orang lain 

ketika seseorang dapat mengambil hikmah dengan mengembangkan ilmu tersebut. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dipaparkan mengenai pembuktian keterbatasan operator 

𝐼𝜌 pada ruang Morrey yang diperumum. Keterbatasan operator 𝐼𝜌 pada ruang 

Morrey yang diperumum dapat ditunjukkan melalui ketaksamaan Hardy-

Littlewood-Sobolev dan memanfaatkan ketaksamaan Holder serta fungsi 

maksimal Hardy-Littlewood. Selanjutnya, pembuktian keterbatasan operator 

tersebut akan dijabarkan pada subbab 3.1 dan subbab 3.2. 

3.1 Keterbatasan Operator 𝑰𝝆 pada Ruang Morrey yang Diperumum 

terbatas dari 𝑳𝒑,𝝓(𝝁) ke 𝑳𝒒,𝝓
𝒑/𝒒 
(𝝁) 

Teorema 3.1 Misalkan 𝜇 ∈ 𝐺𝐶(𝑠); 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
,  1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Terdapat 

konstanta 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞
(𝜇). 

Bukti. Asumsikan bahwa 

∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟), ∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)𝜙(𝑡), (𝑟 > 0) 

untuk 𝐶 > 0. Jika terdapat konstanta 𝐶 > 0, berlaku bahwa 𝜌 memenuhi kondisi 

𝜌(2𝑘+1𝑟) ≤ 𝐶 ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟
, dimana 

𝜌(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1

 

𝐿𝑝,𝜙 didefinisikan sebagai ruang Morrey yang diperumum, yang mana 

𝐿𝑝,𝜙 = {𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇): ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ < ∞} 

dimana, ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ = sup
𝐵

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵
)

1

𝑝
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dan operator maksimal 𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝐵∋𝑥

1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵
, 𝑥 ∈ ℝ 

Sehingga, diperoleh 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

+ ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

 

= 𝐼(𝑥) + 𝐼𝐼(𝑥) 

 

(i) untuk penyelesaian 𝐼(𝑥) 

|𝐼(𝑥)| = | ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<r

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
4
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
4
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
8
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
8
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
4
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
4
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟
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≤∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

  

1

2𝑘𝑟
≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1

2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=1

 

≤ ∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑘𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ ∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑘𝑟)𝑛
∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 𝑑𝑡 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑘+1𝑟)𝑛
∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 𝑑𝑡 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶𝜌(𝑟)
1

𝑟𝑛
 ∑ 𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑘+1𝑟)) 

1

𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑘+1𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑘+1𝑟)

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1
𝑀𝑓(𝑥) 

Sehingga diperoleh 

𝐼(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1
𝑀𝑓(𝑥) 

(ii) untuk penyelesaian 𝐼𝐼(𝑥) 

|𝐼𝐼(𝑥)| = | ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥2𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤𝑟
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≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥4𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

4𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤𝑟

 

≤∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑘𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=0

 

≤∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=0

 

Berdasarkan ketaksamaan Holder, maka 

𝐼𝐼(𝑥) ≤ 𝐶∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
𝜙(2𝑘𝑟)

𝜙(2𝑘𝑟)
( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

1
𝑝∞

𝑘=0

( ∫ 1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

𝑝−1
𝑝

 

≤ 𝐶∑
1

(2𝑘𝑟)𝑛
1

𝜙(2𝑘𝑟)
( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

1
𝑝∞

𝑘=0

 

( ∫ 1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

𝑝−1
𝑝

∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

𝑑𝑡 

≤ 𝐶
1

𝑟𝑛
𝜌(𝑟)𝜙(𝑟)∑𝜇(𝐵)

1
𝑝

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

1
𝑝∞

𝑘=0

(∫1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

𝑝−1
𝑝

 

≤ 𝐶
1

𝑟𝑛
𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞
−1
𝜙(𝑟)∑𝜇(𝐵)

1
𝑝(

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

1
𝑝

)

∞

𝑘=0

𝜇(𝐵)
𝑝−1
𝑝  

≤ 𝐶
𝑟𝑠

𝑟𝑛
𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 
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Sehingga diperoleh 

𝐼𝐼(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Jadi, 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐼(𝑥) + 𝐼𝐼(𝑥) 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑟
𝑠−𝑛𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞
−1
𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Jika dipilih 𝑟 > 0 ∋ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝

𝑞
−1
𝑀𝑓(𝑥) = 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)

𝑝

𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1
𝑀𝑓(𝑥) = 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)

𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞

𝜙(𝑟)
𝑝
𝑞
−1
= 𝐶 (

𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
) 

𝜙(𝑟) = 𝐶 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
) 

ambil 𝑠 = 𝑛, maka diperoleh 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

𝑝
𝑞
−1

𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟𝑠−𝑛 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

𝑝
𝑞

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

= 𝐶𝑟0 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

𝑝
𝑞
−1

𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟0 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

𝑝
𝑞

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

= 𝐶𝑀𝑓(𝑥)
𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖

1−
𝑝
𝑞 + 𝐶𝑀𝑓(𝑥)

𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖

1−
𝑝
𝑞 

= 𝐶𝑀𝑓(𝑥)
𝑝
𝑞‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖

1−
𝑝
𝑞 

|𝐼𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞
≤ 𝐶𝑀𝑓(𝑥)𝑝‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖

𝑞−𝑝
 

∫|𝐼𝜌𝑓(𝑥)|
𝑞

𝑋

𝑑𝜇(𝑥) = 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
𝑞−𝑝

∫𝑀𝑓(𝑥)𝑝

𝑋

𝑑𝜇(𝑥) 

≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
𝑞−𝑝

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
𝑝
 

≤ ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
𝑞
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‖|𝐼𝛼𝑓|: 𝐿
𝑞,𝜙𝑝 𝑞⁄

(𝜇)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Dengan demikian, terbukti bahwa terdapat 𝐶 > 0 sedemikian sehingga berlaku 

‖|𝐼𝛼𝑓|: 𝐿
𝑞,𝜙𝑝 𝑞⁄

(𝜇)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ dengan syarat 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠. 

 

3.2 Keterbatasan Operator 𝑰𝝆 pada Ruang Morrey yang Diperumum 

terbatas dari 𝑳𝒑,𝝓(𝝁) ke 𝑳𝒒,𝝍(𝝁) 

Teorema 3.2 Misalkan 𝜇 ∈ 𝐺𝐶(𝑠); 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
,  1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Terdapat 

konstanta 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇). 

Bukti. Asumsikan bahwa 

∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟), ∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜌(𝑟)𝜙(𝑡), (𝑟 > 0) 

untuk 𝐶 > 0. Jika terdapat konstanta 𝐶 > 0, berlaku bahwa 𝜌 memenuhi kondisi 

𝜌(2𝑘+1𝑟) ≤ 𝐶 ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟
, dimana 

𝜌(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟) 

𝐿𝑝,𝜙 didefinisikan sebagai ruang Morrey yang diperumum, yang mana 

𝐿𝑝,𝜙 = {𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇): ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ < ∞} 

dimana, ‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ = sup
𝐵

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵
)

1

𝑝
 

dan operator maksimal 𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝐵∋𝑥

1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
 

𝐵
, 𝑥 ∈ ℝ  

sehingga, 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

+ ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

 

= 𝐼(𝑥) + 𝐼𝐼(𝑥) 
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Untuk penyelesaian 𝐼(𝑥), yaitu 

|𝐼(𝑥)| = | ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<r

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
4
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
4
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<
1
8
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
8
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
4
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
4
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1
2
𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

1
2
𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<𝑟

 

≤∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

  

1

2𝑘𝑟
≤𝛿(𝑥,𝑦)<

1

2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=1

 

≤ ∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑘𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞
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≤ ∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑘𝑟)𝑛
∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 𝑑𝑡 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶 ∑
1

(2𝑘+1𝑟)𝑛
∫

𝜌(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

 𝑑𝑡 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

−1

𝑘=−∞

 

≤ 𝐶𝜌(𝑟)
1

𝑟𝑛
 ∑ 𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑘+1𝑟)) 

1

𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑘+1𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵(𝑥,2𝑘+1𝑟)

−1

𝑘=∞

 

≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) 

diperoleh 

𝐼(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) 

 

Untuk penyelesaian 𝐼𝐼(𝑥), yaitu 

|𝐼𝐼(𝑥)| = | ∫ 𝑓(𝑦)
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥2𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤𝑟

 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≥4𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

4𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑟

+ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤𝑟
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≤∑ ∫ |𝑓(𝑦)|
𝜌(𝛿(𝑥, 𝑦))

𝛿(𝑥, 𝑦)𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

 

2𝑘𝑟≤𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=0

 

≤∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)≤2𝑘+1𝑟

∞

𝑘=0

 

Berdasarkan ketaksamaan Holder, maka 

𝐼𝐼(𝑥) ≤ 𝐶∑
𝜌(2𝑘𝑟)

(2𝑘𝑟)𝑛
𝜙(2𝑘𝑟)

𝜙(2𝑘𝑟)
( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

1
𝑝∞

𝑘=0

( ∫ 1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

𝑝−1
𝑝

 

≤ 𝐶∑
1

(2𝑘𝑟)𝑛
1

𝜙(2𝑘𝑟)
( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

1
𝑝∞

𝑘=0

 

( ∫ 1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝛿(𝑥,𝑦)<2𝑘+1𝑟

)

𝑝−1
𝑝

∫
𝜌(𝑡)𝜙(𝑡)

𝑡

2𝑘+1𝑟

2𝑘𝑟

𝑑𝑡 

≤ 𝐶
1

𝑟𝑛
𝜌(𝑟)𝜙(𝑟)∑𝜇(𝐵)

1
𝑝

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

1
𝑝∞

𝑘=0

(∫1𝑞𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

𝑝−1
𝑝

 

≤ 𝐶
1

𝑟𝑛
𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝜙(𝑟)∑𝜇(𝐵)

1
𝑝(

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

 

𝐵

)

1
𝑝

)

∞

𝑘=0

𝜇(𝐵)
𝑝−1
𝑝  

≤ 𝐶
𝑟𝑠

𝑟𝑛
𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

dan diperoleh 

𝐼𝐼(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

sehingga 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐼(𝑥) + 𝐼𝐼(𝑥) 
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𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Jika dipilih 𝑟 > 0 ∋ 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) = 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) = 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

𝜓(𝑟)

𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟)
= 𝐶 (

𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
) 

𝜙(𝑟) = 𝐶 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
) 

ambil 𝑠 = 𝑛, maka diperoleh 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑟𝑠−𝑛 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

−1

𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟𝑠−𝑛𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

= 𝐶𝑟0 (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖
)

−1

𝜓(𝑟)𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶𝑟0𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ + 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Jadi, 

𝐼𝜌𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝜓(𝑟)‖𝑓: 𝐿
𝑝,𝜙‖ 

1

𝜓(𝑟)
(∫|𝐼𝜌𝑓(𝑥)|

𝑞

𝑋

𝑑𝑥)

1
𝑞

= 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

‖𝐼𝜌𝑓(𝑥): 𝐿
𝑞,𝜓(𝑟)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

Dengan demikian, terbukti bahwa terdapat 𝐶 > 0 sedemikian sehingga berlaku  

‖𝐼𝜌𝑓(𝑥): 𝐿
𝑞,𝜓(𝑟)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ dengan syarat 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠. 

 

3.3 Pengembangan Operator Integral dalam Pandangan Islam 

Menurut prespektif islam, berpikir dalam istilah Arab disebut juga tafakur. 

Sedangkan menurut Al-Fairuzabadi, salah seorang linguis Muslim awal termuka, 
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al-fikr (pikiran) adalah refleksi atas sesuatu, afkar adalah bentuk jamaknya. 

Menurut pandangannya, fikr dan tafakur merupakan sinonim dan memiliki arti 

yang sama. Tafkir, pikiran, merupakan gagasan abstrak, sementara tafakkur, 

berpikir adalah proses wacana reflektif yang hati-hati dan sistematik. Hal ini 

menjadi sebab bahwa makna berpikir dalam al-Quran tidak hanya mengacu pada 

satu istilah melainkan dengan beragam kata. Tafakur dapat diarahkan dalam 

beberapa tujuan, diantaranya pada penciptaan alam semesta, kekuasaan Allah Swt 

di alam semesta, dan dapat diarahkan untuk memahami dan menangkap pesan al-

Quran (Badi dan Tajdin, 2007:15). 

Salah satu tujuan tafakur adalah berupaya merenungkan dan menyadari 

bahwa ilmu di alam semesta sangatlah luas dan terus mengalami perkembangan di 

setiap zamannya. Sehingga, seseorang dapat terus mengembangkan ilmu 

pengetahuan dan dapat menemukan pengetahuan yang baru sekaligus disebarkan 

kepada orang lain. Dalam hal ini, hubungan antara perintah berpikir di dalam al-

Quran dengan keluasan ilmu yang ada di alam semesta dapat menjadikan manusia 

untuk terus belajar dan berpikir sekaligus mensyukuri atas nikmatNya dengan cara 

mengikuti perkembangan dari zaman ke zaman. 

Perkembangan ilmu dapat diketahui serupa dengan perkembangan 

keterbatasan operator integral fraksional berdasarkan sifat ukurannya yang mana 

dari ruang Lebesgue kemudian diperluas ke ruang Morrey dan ruang Morrey 

diperumum. Penelitian pertama kali dilakukan oleh G.H Hardy dan J.E Littlewood 

mengenai keterbatasan operator integral fraksional 𝐼𝛼 di ruang Lebesgue 

menggunakan operator maksimal yang dikenal sebagai ketaksamaan Hardy-

Littlewood. Selanjutnya Sergei Sobolev melakukan pengembangan mengenai 
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keterbatasan tersebut dan diperoleh hasil yaitu ketaksamaan Hardy-Littlewood-

Sobolev. Kemudian, C.B. Morrey mengembangkan hasil tersebut dari ruang 

Lebesgue diperluas ke ruang Morrey. Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolav 

dari ruang Lebesgue ke ruang Morrey dikembangkan oleh Spanne. Hasil mereka 

kemudian diperkuat oleh Adams serta disempurnakan oleh Chiarenza dan Frasca. 

Nakai memperumum ketaksamaan tersebut ke ruang Morrey diperumum dan 

mempelajari keterbatasan perumuman operator integral fraksional (𝐼𝜌) di ruang 

Morrey diperumum. Gunawan dan Eridani juga mengkaji keterbatasan operator 𝐼𝜌 

pada ruang Morrey diperumum. 

Pengembangan keterbatasan operator integral fraksional tidak luput dari 

proses berpikir dari ilmuan-ilmuan yang telah berhasil mengembangkan 

keterbatasan operator tersebut. Sehingga kajian keterbatasan operator integral 

fraksional merupakan salah satu bentuk penerapan dari hasil berpikir. 

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada pembahasan sebelumnya tentang 

perintah berpikir di dalam al-Quran.  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka dapat diambil kesimpulan 

sebagai berikut: 

1. Operator 𝐼𝜌 terbatas pada ruang Morrey yang diperumum 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞
(𝜇) 

telah diselesaikan dengan syarat 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠, 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
. Kemudian, 

memisalkan  1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan jika terdapat 

konstanta 𝐶 > 0, maka berlaku bahwa 𝜌 memenuhi kondisi 𝜌(𝑟) ≤

𝐶𝜙(𝑟)
𝑝

𝑞
−1

, sehingga diperoleh ketaksamaan 

‖𝐼𝜌𝑓: 𝐿
𝑞,𝜙𝑝 𝑞⁄

‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

atau dapat dikatakan bahwa 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜙
𝑝
𝑞
(𝜇). 

2. Operator 𝐼𝜌 terbatas pada ruang Morrey yang diperumum 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇) 

telah diselesaikan dengan syarat 𝜇(𝐵) ≤ 𝐶𝑟𝑠, 𝑠 =
𝑝𝑞(𝑛−𝛼)

𝑝𝑞+𝑝−𝑞
. Kemudian, 

memisalkan  1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dan jika terdapat 

konstanta 𝐶 > 0, maka berlaku bahwa 𝜌 memenuhi kondisi  

𝜌(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)−1𝜓(𝑟), sehingga diperoleh ketaksamaan 

‖𝐼𝜌𝑓(𝑥): 𝐿
𝑞,𝜓(𝑟)‖ ≤ 𝐶‖𝑓: 𝐿𝑝,𝜙‖ 

atau dapat dikatakan bahwa 𝐼𝜌 terbatas dari 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ke 𝐿𝑞,𝜓(𝜇). 

 



41 
 

 

4.2 Saran 

Pada skripsi ini, penulis menfokuskan pada permasalahan keterbatasan 

perumuman operator integral fraksional pada ruang Morrey yang diperumum. 

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengembangkan 

mengenai pembahasan keterbatasan perumuman operator integral fraksional pada 

ruang-ruang yang lain. 
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