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ABSTRAK

‘Khotimah, Siti Khusnul. 2019. Analisis Model Matematika pada
Pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di Granuloma. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim. Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay,
M.Si., (I1) Dr. H. Turmudi, M.Si, Ph.D.

Kata Kunci: Model matematis, sistem persamaan diferensial, sistem dinamik

Model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
granuloma merupakan model yang menyatakan pengaruh makrofag dan sel T
dalam menentukan analisis pertumbuhan bakteri Mycobacterium tuberculosis.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menganalisis kestabilan model matematika
pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma sehingga dapat
mencegah penyebaran penyakit.

Penelitian ini menggunakan metode sistem dinamik dengan mengetahui
titik kesetimbangan, matriks Jacobian, nilai eigen, analisis phase potrait dan
grafik model, sehingga dapat diinterpretasikan perilaku model matematika pada
pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma.

Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa model matematika pada
pertumbuhan  Mycobacterium  tuberculosis di granuloma pada titik
kesetimbangan non endemik menghasilkan nilai Eigen riil negatif dengan
yang menunjukkan jenis kestabilan berupa node yang asimtotik yang berarti
infeksi yang ada akan lenyap (hilang) secara perlahan-lahan. Sedangkan solusi
titik kesetimbangan endemik tidak bisa diselesaikan secara global, karena
berbentuk persamaan rasional dengan pembilang polinomial orde-5. Sehingga
titik  kesetimbangan endemik diselesaikan secara lokal dengan cara
mensubstitusikan nilai parameter dan dihasilkan nilai Eigen riil negatif dengan
yang menunjukkan titik kesetimbangan endemik stabil yang artinya infeksi akan
hilang dan seseorang yang terkena penyakit akan menjadi sembuh karena sudah
tidak ada infeksi di dalam tubuh.
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ABSTRACT

‘Khotimah, Siti Khusnul. 2019. Analysis of Mathematical Model For the
Growth Mycobacterium tuberculosis in the Granuloma. Thesis.
Department of Mathematics, Fakulty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim. Supervisor: (I) Dr. Usman
Pagalay, M.Si, (I1) Dr. H. Turmudi, M.Si, Ph.D.

Keyword: Mathematical models, systems of differential equations, dynamic
systems

The mathematical model on the growth of Mycobacterium tuberculosis in
granuloma is a model that states the influence of macrophages and T cells in
determining the analysis of the growth of the bacteria Mycobacterium
tuberculosis. The purpose of this study was to analyze the stability of
mathematical models on the growth of Mycobacterium tuberculosis in granuloma
S0 as to prevent the spread of disease.

This study uses a dynamic system method by knowing equilibrium
points, Jacobian matrix, eigenvalues, phase portrait analysis and model graphics,
so that the behavior of mathematical models can be interpreted on the growth of
Mycobacterium tuberculosis in granulomas.

The results of this study indicate that the mathematical model on the
growth of Mycobacterium tuberculosis in granuloma at non-endemic equilibrium
points produces a negative real Eigen value with which indicates the type of
asymptotic nodes which means infection which will disappear (disappear) slowly.
While the solution to the endemic equilibrium point cannot be solved globally,
because it is a rational equation with a 5-order polynomial numerator. So that the
endemic equilibrium points are solved locally by substituting the parameter values
and resulting in a negative real Eigen value with which indicates a stable endemic
equilibrium point which means the infection will disappear and someone affected
by the disease will recover because there is not infection in body.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika mempunyai peranan yang sangat penting bagi perkembangan
ilmu-ilmu pengetahuan dan teknologi. Salah satu cabang matematika yang penting
dan banyak manfaatnya adalah pemodelan matematika. Model matematika
merupakan representasi keadaanan nyata ke dalam bentuk persamaan, sistem
persamaan yang digunakan untuk mempermudah dalam memahami dan
menganalisa suatu permasalahan dalam kehidupan sehari-hari. Permasalahan
tersebut dapat dirumuskan dalam bentuk persamaan diferensial nonlinier. Sebagai
contoh dalam bidang kesehatan, terdapat persamaan model matematika pada
pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma.

Bakteri Mycobacterium tuberculosis dapat menyerang berbagai jaringan
organisme, salah satunya di paru-paru. Setelah bakteri Mycobacterium
tuberculosis menginfeksi paru-paru, akan membentuk granuloma sebagai
pertahanan utama dengan cara membatasi replikasi bakteri. Granuloma terbentuk
ketika sistem kekebalan tubuh menangkap zat atau benda yang dianggap asing
oleh tubuh baik yang sifatnya kimiawi, biologis, maupun fisik. Granuloma terdiri
dari sel-sel kekebalan yang terdiri atas makrofag dan sel T. Makrofag yang
terinfeksi akan membentuk pusat pertahanan seluler. Sedangkan Sel T akan
mengeluarkan sitokin untuk mengontrol sel yang terinfeksi dengan mengaktifkan
sel T sitotoksik. Semua kejadian yang ada di dunia ini telah diatur oleh Allah

dengan sebaik-baiknya, dari proses penciptaan manusia termasuk perkembangan



sel-sel yang ada di dalam tubuh manusia yang akan digunakan untuk melindungi
dari berbagai infeksi. Allah yang telah menjadikan anggota tubuh manusia secara
lengkap dan sempurna sesuai dengan fungsi, tugas, dan ukuran-ukurannya serta
menentukan sinkronisasi dan keseimbangan antara organ yang satu dengan organ-
organ yang lain.

Sebagaimana firman Allah SWT dalam Q.S Al Furgaan (25) ayat 2.

N T LT T N VA
(D) 1R85 50585 - (& J&= 3l>5

Artinya: “dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya” (QS. Al Furgaan (25) ayat 2).

Ayat di atas menjelaskan sesungguhnya Allah SWT dengan segala
karunia-Nya telah menciptakan semua yang ada di bumi dan di langit ini dengan
amat-amat sempurna. Semua makhluk yang ada di semesta ini adalah ciptaan
Tuhan, diciptakan-Nya menurut kehendak dan ketentuan-Nya disesuaikan dengan
hukum-hukum yang ditetapkan-Nya. Allah menciptakan segala sesuatunya
dengan mempertimbangkan dan menyesuaikan bentuk dan fungsinya masing
masing. Dalam hal ini dapat diartikan pula bahwa sistem kekebalan tubuh yang
melibatkan organ-organ tubuh juga mempunyai ukuran yang telah disempurnakan
untuk mempermudah proses kekebalan tubuh tersebut. Salah satunya sistem imun
untuk mencegah infeksi bakteri Mycobacterium tuberculois.

Seperti yang telah dijelaskan bahwa serangkaian proses yang saling
bekerja sama untuk melindungi diri dari suatu ancaman dimana tubuh manusia
telah mengembangkan reaksi pertahanan seluler yang disebut dengan respon
imun. Untuk melindungi dirinya, tubuh memerlukan mekanisme yang dapat

membedakan sel-sel itu sendiri dan agen-agen penginvasi. Keberadaan respon



imun adalah untuk melenyapkan benda yang bersifat antigenik dengan cepat,
disinilah peran makrofag dan sel T dalam berperang melawan bakteri yang masuk
kedalam paru-paru. Dalam penelitian ini yang berberan adalah makrofag dan sel
T. Untuk mengetahui laju perubahan dari populasi makrofag yang tidak terinfeksi,
makrofag terinfeksi, bakteri dan sel T diperlukan titik kesetimbangan. Titik
kesetimbangan dalam penelitian ini dibagi menjadi dua yaitu titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.

Berdasarkan pemaparan di atas, penelitian ini mengambil judul “Analisis
Model Matematika pada Pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di

Granuloma”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dirumuskan
dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimana analisis model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium
tuberculosis di granuloma?
2. Bagaimana analisis titik kesetimbangan model matematika pada pertumbuhan

Mycobacterium tuberculosis di granuloma?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah diatas, maka tujuan
dari penelitian ini adalah:
1. Untuk menganalisis model matematika pertumbuhan Mycobacterium

tuberculosis di granuloma.



1.4

1.5

Untuk menganalisis titik kesetimbangan model matematika pada

pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma.

Manfaat Penelitian

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat bagi penelitian
Dapat menambah wawasan mengenai analisis dari  pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma.
Dapat menganalisis kestabilan model matematika pada pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma sehingga dapat mencegah

penyebaran penyakit.

Batasan Masalah

Skripsi ini menggunakan model matematika yang berbentuk sistem

persamaan diferensial non-linier yang dirumuskan oleh Ibarguen, dkk (2018).

Pada penelitian ini terdiri dari 4 persamaan yaitu Makrofag tidak terinfeksi (M,,),

Makrofag terinfeksi (M;), Bakteri (B), dan Sel T (T).

1.6

Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah jenis penelitian kepustakaan

(library research) atau studi literatur yakni dengan mempelajari dan menelaah

beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang berkaitan dengan masalah. Adapun

langkah-langkah yang dilakukan penulis dalam membahas penelitian ini adalah:

1.

Metode yang digunakan dalam analisis model matematika pada pertumbuhan

Mycobacterium tuberculosis di granuloma adalah sebagai berikut:



a. Mengidentifikasi variabel, parameter dari model matematika pada
pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma

b. Mendeskripsikan model sesuai dengan persamaan

2. Metode yang digunakan dalam menganalisis titik kesetimbangan pada model

matematika pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

a. Mengambil model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium
tuberculosis di granuloma yang merujuk pada Ibarguen, (2018).

b. Mendeskripsikan setiap persamaan dari model matematika.

c. Menentukan titik ekuilibrium.

d. Menentukan matriks Jacobian kemudian menentukan nilai eigen

e. Menganalisis kestabilan

f.  Menginterpretasi hasil

g. Membuat kesimpulan

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan sistematika penulisan
yang terdiri dari empat bab dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan
sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.



Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini menyajikan kajian-kajian kepustakaan yang menjadi landasan
dan dasar teori dalam pembahasan terkait model pertumbuhan
mycobacterium tuberculosis di granuloma, model pertumbuhan
mycobacterium tuberculosis di granuloma sebagai sistem persamaan
diferensial, titik kesetimbangan, nilai eigen dan vektor eigen, analisis
kestabilan.

Bab 11l  Pembahasan
Bab ini menjelaskan deskripsi model pertumbuhan Mycobacterium
tuberculosis di granuloma, dan analisis kestabilan model pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma

Bab IV  Penutup
Bab ini memaparkan kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk

penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Model Matematika pada Pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
Granuloma

Pada Ibarguen, dkk (2018) merumuskan model matematika untuk
dinamika Mycobacterium tuberculosis dengan memberikan analisis global
terhadap dinamika bakteri Mycobacterium tuberculosis, makrofag, dan sel T.
Tujuan dari rumusan model tersebut untuk mengevaluasi dampak dari respon sel
T dan makrofag dalam mengendalian pertumbuhan bakteri Mycobacterium
tuberculosis yang menyebabkan granuloma. Sehingga terbentuk sebuah sistem
persamaan diferensial biasa untuk model interaksi antara makrofag yang tidak
terinfeksi, makrofag terinfeksi, bakteri Mycobacterium tuberculosis dan sel T.

Dalam karya ilmiah yang berjudul Mathematical Model for the Growth
of Mycobacterium tuberculosis in the Granuloma diperoleh model matematika
pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma yang tersusun dari empat
variabel bergantung. Keempat variabel tersebut yaitu populasi makrofag tidak
terinfeksi (M), populasi makrofag terinfeksi (M;), populasi bakteri (B), dan
populasi sel T (T).

Ibarguen, dkk. (2018) menggambarkan model matematika pada

pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma sebagai berikut:

YO = iy — 1y My (€)= BBOMy (£)
S = BR(OMy () — ar M, (OT(t) — My (1)
aB(t) _

— = =M () +v(1 - B()B®) — yuMy(O)B() — upB(¢)
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di;i” =k (1 =TMO)M; () — urT ()

Dimana B, uy, ar, U, v, v, Yy, U, k;, dan pur semuanya adalah
koefisien positif. B menunjukkan laju infeksi bakteri, u; adalah laju kematian
alami makrofag tidak terinfeksi, a; menunjukkan laju pertumbuhan sel T
terhadap makrofag terinfeksi, u; menunjukkan laju kematidan alami makrofag
terinfeksi, r adalah jumlah rata-rata produksi bakteri pada makrofag terinfeksi, v
adalah laju pertumbuhan bakteri, y; sebagai laju kematian bakteri karena
makrofag terinfeksi, up menunjukkan laju kematian alami bakteri, k;, adalah laju

pertumbuhan sel T, dan u, adalah laju kematian alami dari sel T.

2.1 Nilai Parameter dan Nilai Awal dalam Model Matematika pada
Pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di Granuloma

Adapun parameter yang digunakan dalam model pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma. Berdasarkan penulisan yang dilakukan
oleh Ibarquen dkk (2018), variabel yang digunakan adalah:

Tabel 2.2 Nilai Parameter yang Digunakan dalam Model

Parameter Nilai parameter Keterangan

Uy 0.028 perhari Laju kematian alami makrofag tidak terinfeksi

Up 0.011 perhari Laju kematian alami makrofag terinfeksi

Up 0.31 perhari Laju kematian alami bakteri

Ur 0.33 perhari Laju kematian alami sel T

B 2.5 x 10 3perhari | Laju infeksi bakteri

ar 0.02 perhari Laju pertumbuhan sel T terhadap makrofag
terinfeksi

r 1.17 X 10~ 7perhari | Jumlah rata-rata poduksi bakteri pada
makrofag terinfeksi

v 0.36 perhari Laju pertumbuhan bakteri

Yu 0.021 perhari Laju kematian bakteri karena makrofag
terinfeksi

k; 171.42 perhari Laju pertumbuhan sel T




Tabel 3.2 Nilai Awal yang Digunakan dalam Model

Variabel Nilai Awal Keterangan
My (0) 0.84 sel/ml Populasi awal makrofag tidak terinfeksi
M,;(0) 0.0001 sel/ml Populasi awal makrofag terinfeksi
B(0) 0.000008 sel/ml Populasi awal bakteri
T(0) 0.0001 sel/ml Populasi awal sel T

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Bergantung Waktu
Definisi 1:

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang
memuat sebuah peubah bebas x atau peubah bebas t (Pamunjak dan Santoso,
1990: 11). Contohnya adalah

dMy(t)
i o

ty — uyMy(t) — BB(t)My(t) (2.1)

Sesuai definisi 1, persamaan (2.1) merupakan persamaan diferensial
biasa yang bergantung pada waktu.
Definisi 2:

Orde persamaan diferensial adalah pangkat tertinggi turunan yang timbul
(Ayres, 1995: 1).

Sesuai definisi 2, persamaan (2.1) merupakan persamaan orde satu,
karena pangkat yang tertinggi dari variabel terikatnya adalah berpangkat satu.
Definisi 3:

Derajat (pangkat) persamaan diferensial yang dapat ditulis sebagai
polinomial dalam turunannya adalah derajat turunan tingkat tertinggi yang terjadi.
Sesuai definisi 3, persamaan (2.1) merupakan persamaan derajat 1, karena derajat

turunan tingkat tertingginya adalah 1 (Ayres, 1995: 1).
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Definisi 4:
Persamaan diferensial biasa linier orde n dalam variabel y dan variabel

bebas x adalah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk:

dn—ly dy
o g () 5+ ()Y = b(0)

d"y
ao(t) I +ay(t) pFro=Y

Pada persamaan diferensial biasa linier, variabel bebas y turunannya
berderajat satu dan tidak ada perkalian antara y dan turunannya serta tidak
terdapat fungsi transenden dari y atau turunannya (Ross, 1984:5).

Sesuai definisi 4, persamaan (2.1) merupakan persamaan diferensial

linier, karena berpangkat satu dalam peubah bebas dan turunannya.

2.4 Sistem Persamaan Diferensial

Secara bahasa “sistem” artinya sejumlah tertentu sedangkan yang
dimaksud dengan sistem persamaan diferensial adalah sebuah sistem yang di
dalamnya memuat n buah persamaan diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak
diketahui, dimana n merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan 2
(Finizio dan Ladas, 1982: 132). Antara persamaan diferensial yang satu dengan

yang lain saling keterkaitan dan konsisten.
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Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai

bentuk sebagai berikut:

dx
d_tl = fl(xl,xz, ...,xn, t)
dx
d_tz = fo(x1, X2, oo, X, £)
(2.2)
dx
d_tn = fn(xl'XZ' vy Xn t)

Dengan x4, x5, ..., X, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat,

dxn

sehingga x; = x;(t),x, = x,(¢t), ..., x, = x,(t), yang mana merupakan

derivatif fungsi x,, terhadap t dan f,, adalah fungsi yang bergantung pada variabel
X1, Xq, ..., X, Oant (Kartono, 2012).
Bentuk umum dari persamaaan diferensial orde-1 adalah
x(t) = A(t)x(t) + b(t); x(0) = x,
Dimana A adalah matriks koefisien n x n dan b adalah matriks konstanta.
Persamaan (2.1) disebut homogen jika b = 0, sehingga solusi dari sistem adalah

semua x yang memenuhi persamaan x(t) = A(t) (Tu, 1994).

2.5 Sistem Persamaan Diferensial Non Linier

Sistem persamaan yang terdiri dari n buah persamaan diferensial tak
linier dengan n buah fungsi tak diketahui. Sistem ini disebut juga sistem tak linier.
Bentuk umum sistem persamaan diferensial nonlinier dapat ditulis sebagai berikut

(Hariyanto, 1992: 194):
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dy
d_tl = f(yllyZI "'!yn)

dys _ ( )
dt IJ\V1,¥Y2, s Yn

dy,

- 9L Y2s s Yn)

Dengan kondisi awal y;(t,) =0;i=1,2,..,n atau ditulis dalam bentuk
persamaan dibawabh ini

dy_
E—f(t)

f adalah fungsi nonlinier dan kontinu. Contoh sistem persamaan diferensial

nonlinier adalah persamaan sebagai berikut:

Contoh:

de—Ut(t) = Uy — uyMy(t) — BB(t)My(t)

DO _ BB(EYMy () — ar My (OT(E) — My ()

(2.3)

Sistem persamaan (2.3) disebut sistem persamaan non-linier dikarenakan terdapat

perkalian antara variabel terikat dari sistem persamaan diferensial tersebut.

2.6 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan
2.6.1 Titik kesetimbangan atau titik tetap
Definisi 1:
Titik tetap suatu pemetaan : M - M , dengan M merupakan suatu

himpunan sebarang, dan yang dipetakan pada dirinya sendiri oleh pemetaan
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tersebut. Dengan kata lain dibuat titik tetap oleh pemetaan tersebut T dan
dinotasikan sebagai berikut : T(m) = m (Musta’adah, 2004:7).
Definisi 2:

Misalkan diberikan sistem otonomus

dx — x(

=Xy z)

d

—=Y(xy,2) @4
dz _ )

dt 7

Titik (x*,30%29 dengan X(x*y5,z*)=0Y(x"y"z") =0,
z(x*,y*,z*) = 0 disebut titik tetap persamaan (2.4). Titik tetap (xj,x5,x3) ini
merupakan solusi persamaan (2.4) yang bernilai konstan sebab % =0, % =0,

% — 0. Keadaan yang menyebabkan & = 0, - 0, % — 0 disebut dengan
dt dat dat dt

keadaan setimbang dan titik yang memenuhi disebut titik tetap (Sari, 2010:6).

2.6.2 Linierisasi

Menurut Boyce, dkk (2009), menjelaskan bahwa proses pendekatan
persamaan diferensial nonlinier dengan persamaan diferensial linier dinamakan
linierisasi.

Suatu sistem autonomous di mana f dan g adalah nonlinier, selanjutnya
akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar (x*,y*) dengan melakukan
ekspansi deret Taylor disekitar (x*,y*) dan menghilangkan suku nonliniernya
sebagai berikut:

dx

L L L Of L ;
E_f(x,y)+a(x,y)(x—x)+a(xl}’)(y_Y)



dt
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glx*,y )+ay(x,y)(x x)+ay(x,y Yy —y")

dx du

Bila dilakukan substitusi (x —x*) = u dan (y — y*) = v maka — = —

d
dan & =
dt

diperoleh persamaan linier sebagai berikut:

du f

d
dt 0
dv
dt

dt dt

= % pada keadaan setimbang f(x —x*) =0, g(y —y* = 0), sehingga

xx,y u axx,y v

ag . . . .99 . .
—@(x,y)v+@(x,y)v

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks:

du

dt

/ of (x*,y*) af (x*,y)
dx

dt 0x

)
dv \ag(x*,y*) af(X*,y*)/ v

dy

Sehingga sistem linier pada titik tetap (x*, y*) diberikan dengan

af
dx
a9
x

of
E\‘
of
dy

Dimana semua turunan parsial di dalam matriks adalah hasil daripada (x*, y*).

2.6.3 Matriks Jacobian

Matriks Jacobian adalah maitriks yang elemen-elemennya merupakan

turunan parsial pertama dari berbagai fungsi. Misalkan diberikan sisem persamaan

berikut:

dM,
dt

= py — pyMy = f(My,T) dan

dT
E = —urT = g(My,T)
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Sehingga bentuk matriks Jacobian berukuran 2 x 2 adalah:

of of
dM, dT
dg 0dg
deu ﬁ)

Jika P(My,,T)=Q(My,T;)=0 adalah titik setimbang dari sistem

autonomous maka titik setimbangnya dapat ditulis:

M,
T P(My,,Ty)
daT

e Q(My,, T;)

Hasil linierisasi matriks Jacobian dengan titik setimbang P(M, T) dan Q(My, T),

dinamakan matriks A dapat ditulis:

of of
M, Iy, 1 ar Iy, 1

dg ag
d—mmul,n ﬁlMUl,le
Dengan dan |Mu1,T1 merupakan nilai turunan pertama fungsi f terhadap variabel x

di titik (M, T;) (Zill dan Cullen, 2009).

2.6.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi :

Jika A adalah suatu matriks berukuran n x n, maka vektor tak nol di
dalam R disebut suatu vektor Eigen dari A jika Ax adalah suatu perkalian skalar
dari x, yaitu

Ax = Ax
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untuk suatu skalar A. Skalar disebut nilai Eigen dari A dan x disebut suatu vektor
Eigen dari A yang terikat dengan A (Anton, 2000: 99-100).

Contoh 4:

Cari nilai Eigen dari A = (g _01)

Penyelesaian. Polinom karakteristik dari A adalah

det(AI — A) = det

[’153 O |=2-21-3

A+1
Sehingga persamaan karakteristiknya adalah (A —3)(1+ 1) =0 dan
nilai-nilai Eigennya A = 3 dan A = —1.
Seperti yang dituliskan dalam buku (Boyce, 2017: 388) jika diberikan
sistem persamaan diferensial
X = ax + by
(2.9)
y=cx+dy
Jika a, b, c dan d konstanta-konstanta. Misalkan ad — bc # 0, maka titik (0,0)

adalah satu-satunya titik dari sistem (2.4). penyelesaian dari sistem (2.4)

berbentuk x = Ae?t dan y = Be?t, dimana A adalah nilai eigen dari matriks

((Cl Z) , yaitu, A merupakan akar persamaan karakteristik dari

AP +(a+dA+ad—c=0 (2.5)

Bidang fase dari persamaan (2.5) hampir seluruhnya tergantung pada
nilai-nilai Eigennya (41,dan A,) yaitu sebagai berikut:

a. Jika nilai-nilai eigennya real berbeda, dengan 1; < A, < 0 ini disebut node,

yaitu semua trayektori menuju ke tak nol yang berarti titik tetap nol adalah

stabil. Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambar 2.1.
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Gambar 2.1 Trayektori untuk node point

b. Jika nilai-nilai eigennya real berbeda, dengan A; > 4, > 0 ini disebut nodal
source, yaitu semua trayektori keluar dari titik kritiknya menjadi tak stabil.

Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambra 2.2.

\//

e
/ s

Gambar 2.2 Trayektori untuk nodal source

J:

c. Jika nilai-nilai eigennya real berbeda 1; < 4, < 0 ini disebut saddle point,
yaitu semua trayektori akan menjauhi ke tak hingga sepanjang vektor eigen, ini
mengakibatkan titik kritik akan selalu tak stabil. Trayektori pada kasus ini

dapat dilihat pada Gambar 2.3.
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Gambar 2.3 Trayektori untuk saddle point

d. Jika nilai-nilai eigennya sama, dengan dua vektor eigen yang bebas linier,
maka akan diperoleh apa yang dinamakan star point atau propernode, yaitu
nila A >0 maka titik kritiknya akan stabil dan tak stabil untuk A > 0.

Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambar 2.4.

Gambar 2.4 Trayektori untuk star point

e. Jika nilai-nilai eigennya sama, dengan satu vektor eigen, maka akan
diperoleh apa yang dinamakan improper node, yaitu bila 4 < 0 maka titik

kritiknya akan stabil dan arah trayektorinya akan menuju ke titik nol,
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sedangkan untuk A > 0 arah trayektorinya akan keluar meninggalkan titik nol
dan titik kritiknya akan tak stabil. Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada

Gambar 2.5 dan Gambar 2.6.

Gambar 2.5 Trayektori untuk improper node dengan A2 < 0

Gambar 2.6 Trayektori untuk improper node dengan 4 > 0

f. Jika nilai-nilai eigennya merupakan bilangan kompleks A, = p + iw dengan
p < 0, maka akan menghasilkan perilaku yang disebut stabel spiral yaitu
semua trayektori akan menuju titik nol dan titik kritiknya akan stabil.

Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambar 2.7.
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Gambar 2.7 Trayektori untuk stable spiral

g. Jika nilai-nilai eigennya merupakan bilangan kompleks A, = p + iw dengan
p > 0, maka akan menghasilkan perilaku yang disebut unstable spiral yaitu
semua trayektori akan keluar meninggalkan titik nol dan titik kritiknya akan

tak stabil. Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambar 2.8.

X

i\ ]

Gambar 2.8 Trayektori untuk unstable spiral

h. Jika nilai eigennya imaginer murni, dalam kasus ini nilai eigennya dapat
dinyatakan sebagai i, = p + iw dalam hal ini solusi merupakan osilator stabil
secara alami. Titik kritik dalam hal ini disebut Center Point. Trayektorinya

berupa elips. Trayektori pada kasus ini dapat dilihat pada Gambar 2.9.
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X
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Gambar 2.9 Trayektori untuk center point

2.7 Kajian Agama Tentang Keseimbangan

Berbicara tentang manusia berbicara tentang diri sendiri, makhluk yang
paling unik di bumi ini. Banyak diantara ciptaan Allah yang telah disampaikan
lewat wahyu yaitu Al Qur’an. Manusia merupakan makhluk Allah yang paling

istimewa dibandingkan dengan makhluk yang lain.

s 7 PP
. . c

Ty s 13

A 2
(@

ottt o4 T5aBd o o)) e 4
(D) e 40 1528 (2 9) o0 dd
:

Artinya: “Maka apabila telah Kusempurnakan kejadiannya dan Kutiupkan kepadanya
roh (ciptaan)Ku,.Maka hendaklah kamu tersungkur dengan bersujud kepada-
Nya" (QS. Saad, 38:72).

Menurut Ismail Raifi manusia adalah makhluk kosmis yang sangat
penting, karena dilengkapi dengan semua pembawaan dan Syarat-syaral yang
diperlukan (Jalaluddin, 2003). Dibalik semua keistimewaan itu manusia juga
mengalami suatu keadaan yang tak bisa dipungkiri. Kehidupan manusia itu tidak
berhenti pada satu keadaan. Ada siang ada malam, ada senang ada duka, ada sehat

ada sakit, ada penyakit dan ada penawar. Ini membuktikan segala sesuatu di
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ciptakan agar dalam keadaan stabil atau seimbang. Begitu pula mekanisme tubuh
yang berjalan dengan sempurna apabila keseimbangan yang terjaga.
Keseimbangan ini diatur oleh sistem yang saling bekerja sama. Sebagaimana yang

di jelaskan di dalam Al-Qur’an surat al infithar ayat 7-8 yaitu:

X3

P T 7 - , 7 -7 - i/./ .{" @ y oW O 1: - 4 -, 17 /w/,./
gg‘égjdﬂ.wébww <Al @//HJ_%-:J\&::J:: éj‘/cuo‘_«wdy‘ (o
J £

Artinya: “Hai manusia, Apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat durhaka)
terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah (6). Yang telah menciptakan kamu lalu
menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang
(7)” (QS. Al Infithar, 82: 6-7).

Ayat di atas menerangkan bahwa makhluk itu diciptakan dalam tubuh
yang seimbang. Manusia adalah makhluk yang paling indah bentuknya, sempurna
ciptaanya, dan seimbang posturnya. Keindahan, kesempurnaan, dan
keseimbangan tampak pada bentuk tubuhnya. Juga pada keberadaan akal dan
ruhnya, yang semuanya tersusun rapi dan sempurna dalam dirinya. Organ-organ
tubuh manusia juga telah diciptakan dengan sedemikian rupa hingga dapat
melakukan berbagai fungsi sebagaimana yang dapat dirasakan. Namun diantara
manusia itu meskipun telah diberikan banyak karunia seperti itu, ternyata masih
aada yang tidak mau bersyukur atas karunia yang diberikan padanya. Bahkan
berbuat durhaka kepada Allah SWT yang telah menciptakannya. Karena itu Allah
menurunkan ayat ini sebagai pengingat bagi manusia agar manusia kembali ke

jalan yang benar (Shihab, 2002).
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PEMBAHASAN

3.1 Analisis Model Matematika pada Pertumbuhan Mycobacterium
tuberculosis di Granuloma

Dalam bab ini akan dibahas penyelesaian dinamik model matematika
pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma yang berbentuk
sistem persamaan diferensial nonlinier. Model matematika pada pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granulomamerujuk pada Ibarguen, dkk (2018).
Didalam model tersebut terdapat empat variabel bergantung yang dirumuskan

sebagai berikut:

dl\/;ut(t) = Uy — My (t) — BB(t)My (1)

deIt(t) = BB(OMy(t) = arM, (DT (£) = My (1)

digt) =rM;(t) + v(1 = B()B(t) — yuMy()B(t) — upB(t)
% =k (1 =T@®)IM;(t) — prT(¢)

dengan My (t), M,;(t),B(t) dan T(t) secara berurutan menunjukkan populasi
makrofag tidak terinfeksi, makrofag terinfeksi, bakteri Mycobacterium
tuberculosi, dan sel T pada saat t. B, uy, ar, U, v, v, Yy, Ug k;, dan ug
semuanya adalah koefisien dan konstanta positif. § menunjukkan laju infeksi
bakteri, uy; adalah laju kematian alami makrofag tidak terinfeksi, ay
menunjukkan laju pertumbuhan sel T terhadap makrofag terinfeksi, u;

menunjukkan laju kematidan alami makrofag terinfeksi, r adalah jumlah rata-rata

23
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produksi bakteri pada makrofag terinfeksi, v adalah laju pertumbuhan bakteri, y;;
sebagai laju kematian bakteri karena makrofag terinfeksi, ug menunjukkan laju
kematian alami bakteri, k; adalah laju pertumbuhan sel T, dan u; adalah laju
kematian alami dari sel T.
Berikut ini merupakan interpretasi pada persamaan model model
matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma ditulis
sebagai berikut:

dMy(t)
dt

ty — HyMy(t) — BB(E)My (1) (3.1)

Perubahan populasi makrofag tidak terinfeksi yang bergantung pada
waktu dipengaruhi oleh beberapa faktor, antara lain: perekrutan makrofag tidak
terinfeksi sebesar u;, makrofag tidak terinfeksi menjadi makrofag terinfeksi
karena adanya pertumbuhan bakteri Mycobacterium tuberculosi sebesar f, dan
makrofag mengalami kematian alami.

dM
d_tI:ﬁBMU_aTMIT_quMI (32)

Perubahan populasi makrofag terinfeksi yang bergantung pada waktu
dipengaruhi oleh beberapa faktor, antara lain: pertumbuhan bakteri
Mycobacterium tuberculosi sebesar S, berkurangnya makrofag terinfeksi karena
adanya sel T pada tingkat yang sebanding dengan produksi M, dan T sebesar ar,
serta makrofag terinfeksi mengalami kematian alami sebesar ;.

dB
- = rM; + v(1 — B)B — yyMyB — ugB (3.3)
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Perubahan populasi bakteri Mycobacterium tuberculosis yang bergantung

pada waktu dipengaruhi oleh beberapa faktor, antara lain: pertumbuhan bakteri
Mycobacterium tuberculosis di dalam makrofag terinfeksi sebesar r, bakteri yang
dilepaskan mulai menyebar di luar makrofag dengan menginfeksi makrofag baru
sebesar v. Berkurangnya bakteri karena makrofag yang tidak terinfeksi
memfagosit bakteri sebesar y, dan bakteri Mycobacterium tuberculosis

mengalami kematian alami sebesar .

dT
= = k(1= T)M; — T (3.4)

Perubahan populasi sel T yang bergantung pada waktu dipengaruhi oleh
beberapa faktor, antara lain: perekruitan sel T dengan jumlah maksimum pada
tingkat proporsional dengan jumlah makrofag yang terinfeksi sebesar k;, sel T

berkurang karena mengalami kematian alami sebesar ;.

3.2 Analisis Titik Kesetimbangan

Dalam menganalisis titik kesetimbangan model matematika pada
pertumbuhan Mycobacterium tuberculoais di granuloma terdapat dua kasus yang
harus diselesaikan yaitu analisis kesetimbangan non endemik dan analisis titik
kesetimbangan endemik.
3.2.1 Analisis Titik Kesetimbangan Non Endemik

Menurut Ibarguen, dkk (2018), sistem persamaan (3.1) sampai persamaan
(3.4) dikatakan non endemik jika M; = 0dan B = 0, sedemikian hingga

persamaan (3.1) tereduksi menjadi:
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dM,,
dt

= Uy — pyMy — B(0)My

dMu_ Iy
dt = Uy — UyMy

Persamaan (3.2) menjadi:

dM;

? = ’B(O)MU — CZT(O)T g MI(O)

dm;
dt

=0

Persamaan (3.3) menjadi:

dB

= r(0) + v(1 —0)(0) — yyMy(0) — ug(0)

dB
£ -0
dt

Persamaan (3.4) menjadi
ar
o = ki@ =1)(© —prT

dr
o = “urT

Dengan demikian diperoleh sistem persamaan untuk model matematika
pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma non endemik,

sebagai berikut:

dM,,
dt

= Uy — UMy

- (3.5)

— = —u.T
dt Ur
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Solusi untuk sistem persamaan di atas diperoleh dengan mengunakan
rumus persaman diferensial linear orde-1 sebagai berikut:
My(t) = e~ Jrudtf y efrudtge 4 co~Jnvat
=e Mty ,etvtdt+ CeHut
=e Hutehut 4 CemHUt =1 4 Ce MUt
Selanjutnya, dengan menggunakan rumus pemisahan variabel diperoleh
solusi untuk T'(t) sebagai berikut.
T(t) = Ce Mt
Sistem persamaan (3.5) memiliki titik tetap (M}, T*) = (1,0). Dengan
melakukan analisis dinamik terhadap titik tetap ini diperoleh matriks Jacobian
sebagai berikut.
jom =[8 _ |
Nilai-nilai eigen dari matriks Jacobian di atas untuk titik tetap
(M, T*) =(1,0) adalah A, = —uy, dan A, = —ug, sehingga berdasarkan
keterangan pada bab sebelumnya, diperoleh bahwa titik tetap (M}, T*) = (1,0)
bersifat stabil asimptotik.
Berikut diberikan diagram fase, interpretasi dan solusi analitik dari

sistem (3.1) dan (3.2) d sekitar titik tetap (M, T*) sebagai berikut.
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Gambar 3.1 Bidang fase untuk u; = 0.028, dan uy = 0.33 dengan nilai awal

[1,0],[0,0],[1,1], dan[0,1]

Dapat diperhatikan pada diagram fase di atas bahwa solusi linear untuk
sistem (3.1), dan (3.2) di sekitar titik tetap (M, T*) memiliki jenis kestabilan
berupa node yang asimptotik menuju titik (1, 0). Solusi untuk (My,T) dengan
nilai awal My, (0) =1, T(0) = 0 tidak mengalami perubahan dan tetap berada
pada nilai (1,0). Solusi untuk (My,T) dengan nilai awal M;(0) =0, T(0) =0
bergerak pada bidang fase ke arah M, positif menuju titik tetap (1,0). Begitu juga
dengan solusi-solusi untuk nilai awal lainnya seluruhnya bergerak menuju titik
tetap (1,0) sehingga dapat disimpulkan bahwa populasi makrofag tidak terinfeksi
My, cenderung bertambah sampai 1 sel/ml, sedangkan sel T cenderung mengalami
deaktivasi sehingga nilai sel T yang teraktivasi berkurang menuju 0. Hal ini
disebabkan karena tidak ada bakteri yang menginfeksi sel sehingga populasi sel T

yang aktif berubah menjadi tidak aktif secara alami.
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3.2.2 Analisis Titik Kesetimbangan Endemik
Pada titik kesetimbangan endemik menyatakan bahwa makrofag yang
tidak terinfeksi menjadi makrofag terinfeksi karena adanya proses pembentukan
granuloma terjadi tak lama setelah infeksi dari bakteri. Makrofag terinfeksi akan
merekrut sel T untuk mengeluarkan sitokin yang mengaktifkan sel yang terinfeksi
untuk mengontrol bakteri dan mengaktifkan sel T sitotoksik.

Titik kesetimbangan endemik dari sistem persamaan (3.1) sampai (3.4)

0 = py — pyMy(t) — BB(OOMy (1) (3.62)
0 = BB(OOMy(t) — arM;(O)T(t) — uM; (t) (3.6b)
0 = rM;(t) + v(1 — B(&))B(t) — yyMy(t)B(t) — upB(t) (3.6¢)
0=k, (1—T@®)M () — prT(t) (3.6d)
diperoleh ketika 4N 0, d”;’t(t) = ® di(tt) = dz(tt) = 0. Maka persamaan

tersebut menjadi:
Untuk B(t) # 0, M,(t) # 0, sehingga persamaan (3.5a) menjadi
Hy — pyMy (t) — BB(OOM,(t) =0
py — My (O (uy + BB()) =0
My, () (uy + BB()) = Hy

_ M 7
M., (1) " wu+BB@) 37

Kemudian substitusikan persamaan (3.7) ke persamaan (3.6b), diperoleh:

BB(O) (s ) = arM (DT (©) — My (6) = O

BB(t)ﬂU _ = O
—Mu+ﬁB(f) Ml(t)(aTT(t) + .UI)
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M, (t)(arT(t) + 1) = PBORy
Hy+PBB(t)

M (t) = BE®ny (3.8)
(nu+BB®)(arT(®)+up)

Kemudian substitusikan persamaan (3.7) dan (3.8) ke persamaan (3.6c),

diperoleh:

( BB(O)uy
r

(1y + BB(@®))(arT(t) + ,m) +v(1=B(®)B(®)

(3.9)

Uy o
—Yu (m) B(t) —ugB(t) =0

Kemudian substitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.gd) sehingga diperoleh

BB(t)uy
(uy + BB(@®))(arT(6) + 1)

) — T =0 (3.10)

k(11— T(t))<

Persamaan (3.10) dikalikan (uy + BB(£))(arT(t) + w,), sehingga diperoleh:

prT(t) _
(1y + BB(®))(ar T(6) + 1)

kl(l - T(t))(ﬁB(t)MU) 7 (3.11)

Dengan menjabarkan persamaan (3.11) kemudian menyederhanakannya sehingga
berbentuk:
—B(O)T*()Barur — BT () Bkyuy — BOT () Buypir

— T?*(O)arurpy + BOBkipy — T(Oppriy = 0 (3.12)

Sehingga diperoleh solusi untuk persamaan (3.12), sebagai berikut:

T(Oprpy(TOar+ur) (3.13)

B(t) = B(T2()arur+T(O)kjuy+T ) uiur—Kkiuy)
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Kemudian mensubstitusikan persamaan (3.13) ke persamaan (3.9),
sehingga diperoleh:

T (O priy®
(T2(®)arpr + TOkuy + T(Oupr — kipty) (

_ T(Oprpy(T(Oar + pp)
T2(O)arur + T(Okpy + T O pipg

T prpy (T ar + up) (3-14)
v (1 + B(T?()arur + T kpy + T ppr — kl.uU)) T@Opruy (T Oar + p)

B(T?()arur + T(Okpy + T ppr — kipy)

+w=0

Dimana

7 & Hu .
w = =y (L) B — usB(0)

Kemudian persamaan (3.14) dikalikan dengan (T?(t)arur +
T(t)kuy + T(®)uur — kyuy), kemudian menyederhanakan dan menjabarkannya

sehingga persamaan (3.14) menjadi:

¥ (TT3(t)MT2#U2aT+(P2) vT*Our’uy®ar®+es
T(t)kipy?—kiuy? B?(T2(t)arur+T®)kipuy+T ) wipr—kiky)
(3.15)
p+w=0
Dimana

@y = rT*(Opruy’ky + rT*(Opr’up?u + rT?*Oprpyk;
@1 = 2vT3 (Our’py®aryy + vT?(Opr wy’

B vT?(Ourpyar + v (©uruyiy
B

Dengan menyamakan penyebut dan mengalikan silang persamaan (3.15)

sehingga diperoleh persamaan yang merupakan persamaan rasional dengan
pembilang polinomial orde-5. Berdasarkan Teorema Abel-Ruffini, persamaan

polinomial orde-5 tidak memiliki solusi, sehingga disimpulkan bahwa solusi titik
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tetap kasus endemik untuk persamaan (3.6a) sampai persamaan (3.6d) tidak dapat
ditemukan.

Karena solusi titik tetap pada kasus endemik tidak ditemukan secara
global, sehingga dalam kasus ini diselesaikan secara lokal dengan
mensubstitusikan nilai parameter ke persamaan (3.6a) sampai (3.6d), kemudian
titik tetap diperoleh dengan perhitungan sebagai berikut:

My(t) = 0.003 — 0.003My(t) — 0.0025B (t) My (t) (3.16a)

M;(t) = 0.0025B(t)My(t) — 0.03M;(t)T(t) — 0.37M,(t) (3.16b)

B(t) =117« 107"M,(t) + 0.36(1 — B(t))B(t) — 0.45B(t)My(t) — (3.16c)
0.48B(t)

T(t) = 171.45(1 — T())M,(t) — 0.33T(t) (3.16d)

Dengan menggunakan MAPLE sebagaimana yang terlampir pada
Lampiran 1, diperoleh nilai titik tetap dari sistem persamaan pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma sebagai berikut:

My" = 0.934296254
M;" = 0.005868195436
B* =0.08438825751
T* = 0.7529803411
Kemudian nilai eigen dari persamaan (3.16a) sampai (3.16d) diperoleh

dengan perhitungan sebagai berikut:
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Misalkan persamaan (3.16a) sampai (3.16d) adalah matriks A, kemudian titik

tetap endemik di substitusikan ke matriks A, diperoleh sebagai berikut:

Mu(t)*] —0.002999 0 —0.0025 0 [Mu(t)]
M) | _|-9.13787 10713 —4x1071° 0.0025 0.0000534 || M;(t)
B(D)* 1.64481 «1071° 1.17 %1077 —0.5699 0 B(t)
T(t)* 0 2285.599 0 -0.024 Il 7()
det(A—AI) =0
—0.002999 0 —0.0025 0
det —9.13787 x10°13 —4x107'° 0.0025 0.0000534
1.64481 *1071° 1.17%10"7 —0.5699 0
0 2285.599 0 —0.024
A R,
10 2 0 0])_,
0 0 2 0
o g hy
—0.002999 — 1 0 —0.0025 0

= -13  _ -10
det 9.13787 * 10 4%107"2 0.0025 0.0000534 —0 (3.17)

1.64481 10719 1.17x1077 —0.56991 0
0 2285.599 0 —0.0242

Dengan menyelesaikan determinan (3.17) menggunakan bantuan
MAPLE sebagaimana yang terlampir dalam lampiran 1 dan memasukkan nilai
parameternya akan didapatkan persamaan karakteristik
(A + 1.330176734631)(A + 0.0393387691657) (A + 0.0305312592486)

(1 + 0.00305946095)
Sehinga nilai eigennya adalah
Ay = —1.330176734631

A, = —0.0393387691657
A3 = —0.0305312592486

A4 = —0.00305946095
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Menurut Finizio dan Ladas (1998), karena semua nilai eigen bernilai

negatif pada bagian riilnya, maka titik kesetimbangan kedua adalah stabil yang
berarti infeksi yang ada akan lenyap (hilang) secara perlahan-lahan. Dengan kata
lain, seseorang yang terkena penyakit akan menjadi sembuh karena infeksi yang

ada di dalam tubuh sudah tidak ada.

3.3 Interpretasi Hasil

Model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
granuloma yang ditunjukkan oleh persamaan (3.1) sampai (3.4) berdasarkan studi
yang dilakukan, dimana variabel yang digunakan adalah M (t) sebagai populasi
makrofag tidak terinfeksi terhadap waktu, M,;(t) sebagai populasi makrofag
terinfeksi terhadap waktu, B(t) sebagai populasi bakteri terhadap waktu, dan T (t)
sebagai populasi sel T (Ibarguen dkk, 2018).

Parameter yang digunakan pada model matematika pada pertumbuhan
Mycobacterium tuberculosis di granuloma ialah S menunjukkan laju infeksi
bakteri sebesar 2.5 = 10~3 perhari, u, adalah laju kematian alami makrofag tidak
terinfeksi sebesar 0.028 perhari, a; menunjukkan laju pertumbuhan sel T
terhadap makrofag terinfeksi 0.02 perhari, u; menunjukkan laju kematidan alami
makrofag terinfeksi 0.011 perhari, r adalah jumlah rata-rata produksi bakteri pada
makrofag terinfeksi sebesar 1.17 = 10~7 perhari, v adalah laju pertumbuhan
bakteri 0.36 perhari, y;; sebagai laju kematian bakteri karena makrofag terinfeksi
sebesar 0.021 perhari, ug menunjukkan laju kematian alami bakteri sebesar 0.31
perhari, k; adalah laju pertumbuhan sel T sebesar 171.42 perhari, dan u; adalah

laju kematian alami dari sel T sebesar 0.33 perhari.
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Model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
granuloma pada titik kesetimbangan non endemik (My,T) = (1,0)
menghasilkan nilai Eigen riil negatif dengan 1 < 0 yang menunjukkan jenis
kestabilan berupa node yang asimtotik yang berarti infeksi yang ada akan
lenyap (hilang) secara perlahan-lahan. Sedangkan solusi titik kesetimbangan
endemik tidak bisa diselesaikan secara global, karena berbentuk persamaan
rasional dengan pembilang polinomial orde-5. Sehingga titik kesetimbangan
endemik (My, M;,B,T,) = (0.934, 0.0058, 0.0843, 0.752) diselesaikan secara
lokal dengan cara mensubstitusikan langsung nilai parameter ke persamaan (3.6)
menghasilkan nilai Eigen riil negatif dengan 1 < 0 yang menunjukkan titik
tetap endemik stabil yang artinya infeksi akan hilang dan seseorang yang
terkena penyakit akan menjadi sembuh karena infeksi yang ada di dalam tubuhnya

sudah tidak ada.

3.4 Kajian Agama tentang Keseimbangan dalam Perspektif Islam
Sejak mulai ada kehidupan, di alam ini selalu terus-menerus ada dua
pasangan Yyaitu perkembangan dan kestabilan (stabilitas). Kestabilan ini
berkembang kemudian stabil, lalu berkembang lagi kemudian stabil lagi. Hal ini
terus menerus sampai hari kiamat nanti. Di dalam kajian Islam Allah mengatur
dengan indah keseimbangan tersebut. Sebagaimana dalam firman Allah SWT

dalam Al-Qur’an surat Al Mulk ayat 3-4:
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Artinya: “Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. kamu sekali-kali tidak
melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak
seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, Adakah kamu Lihat sesuatu yang
tidak seimbang? (3). Kemudian pandanglah sekali lagi niscaya
penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak menemukan sesuatu

cacat dan penglihatanmu itupun dalam Keadaan payah (4)” (QS. Al Mulk,
67: 3-4).

Dalam tafsir Jalalain al Mahalli dan Jalahudin as Suyuthi secara jelas
mengatakan bahwa tidak ada satupun makhluk hidup ciptaan Allah SWT yang
tidak seimbang. Bahkan Abil Fida’ Ismail bin Katsir dalam tafsir Ibnu Katsir
mengatakan bahwa pada dasarnya manusia dan seluruh makhluk ciptan Allah
SWT layaknya sahabat yang tidak pernah berselisih karena merasa saling
membutuhkan.

Allah SWT menciptakan manusia di dunia ini dalam keadaan sempurna
dan seimbang. Salah satu bentuk penyempurnaan Allah SWT terhadap bentuk
fisik (kejadian) manusia adalah adanya keseimbangan sistem kekebalan
tubuh/sistem imun. Sistem imun dikaruniakan oleh Allah kepada manusia sebagai
kekebalan alami dari berbagai zat yang menyerang tubuh. Dalam hal ini jika
dihubungkan dengan keadaan populasi sel T dan populasi makrofag seimbang
maka akan mengurangi infeksi yang disebabkan oleh bakteri.

Keseimbangan ini telah di atur oleh sistem yang saling bekerja sama

sebagaimana yang terkandung dalam surat Al Infithar ayat 7-8 yaitu:
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Artinya: “Yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakan kejadianmu dan
menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang (7). Dalam bentuk apa saja yang
Dia kehendaki, Dia menyusun tubuhmu (8)” (QS. Al Infithaar: 82: 7-8).

Kata fa’adalaka terambil dari kata ‘adl yang antara lain seimbang. Kata
ini disamping dapat berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang, serasi,
sehingga tampak harmonis, dapat juga berarti menjadikanmu memiliki
kecenderungan untuk bersikap adil.

Dalam hal ini jika dihubungkan dengan titik tetap pada persamaan model
matematika pada pertumbuhan bakteri Mycobacterium tuberculosis antara
populasi makrofag dan populasi sel T harus seimbang atau lebih besar dari
populasi bakteri. Pada titik tetap yang didapat titik kesetimbangan harus bersifat
stabil, artinya pada saat populasi mencapai titik kesetimbangan, infeksi yang ada
akan lenyap (hilang) secara perlahan-lahan. Dengan kata lain, seseorang yang
terkena penyakit akan menjadi sembuh karena infeksi yang ada di dalam tubuhnya
sudah tidak ada. Adapun sebaliknya, apabila titik kesetimbangan tidak stabil,
artinya pada saat pada saat populasi mencapai titik kesetimbangan, infeksi yang

ada akan menjadi wabah penyakit.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab 3, maka dapat diambil

kesimpulkan sebagai berikut:

1.

Model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
granuloma berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinier dan untuk
menyelesaikan sistem persamaan diferensial yang tak linier digunakan konsep
titik kesetimbangan yang disebut juga dengan titik tetap dan kestabilan titik
tetap.

Model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di
granuloma pada titik tetap non endemik (My, T) = (1,0) dengan analisis
dinamik yang menghasilkan nilai eigen riil negatif dengan A < 0 yang
menunjukkan kestabilan berupa node asimtotik berarti infeksi yang ada akan
hilang secara perlahan-lahan.

Sedangkan, titik tetap endemik tidak memiliki solusi yang bersifat
global sehingga titik tetap endemik diselesaikan dengan mensubstitusikan
nilai parameternya. Titik tetap endemik (My,M,,B,T) =
(0.934,0.0058,0.0843,0.752). Karena semua nilai eigen bernilai negatif
pada bagian riilnya, maka titik kesetimbangan kedua adalah stabil yang
berarti seseorang yang terkena penyakit akan menjadi sembuh karena infeksi

yang ada di dalam tubuhnya sudah tidak ada.
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4.2 Saran
Pada penelitian selanjutnya, disarankan kepada pembaca untuk meneliti
adanya bifurkasi dari model matematika pada pertumbuhan Mycobacterium

tuberculosis di granuloma.
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LAMPIRAN

Lampiran 1
Kode MAPLE Titik Kesetimbangan untuk Model Matematika pada

Pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di Granuloma

> restart,

>muU = 0.003 : mul :== 0.011 : muB := 0.33 : muT := 0.33:v := 036 :r:= 1.17-107/ 1gu
= 0.021: kI :== 171.42 : beta := 2.5-107> : aT == 0.03 :
> dMU == muU — muU-MU — beta-B-MU;
dMU = -0.002500000000 B MU — 0.003 MU + 0.003

> dMI = beta-B-MU — aT-MI-T — mul-MI,
dMT = 0.002500000000 B MU — 0.03 MIT — 0.011 MI
> dB:=rMI+v-(1 —B):B—gu-MU-B — muB-B;
dB = 1.170000000 10”" MT + 0.36 (1=B)B—0.021BMU — 0.33B

> dT:= kI-(1 — T)-MI — muT-T:
dT:=17142 (1 — T)MI — 033 T

> fixpoint := solve({dMU, dMI, dB, dT}, {MU, MI, B, T} ) :
> fixpointl = fixpoini| 1]
fixpointl == {B=0.,MI=0.,MU=1.,T=0.}

> fixpoint2 = fixpoint[ 4]
fixpoint2 := {B = 0.02624869395, MI = 0.002338927049, MU = 0.9785943144, T
=0.5485258598}

> with(plots) : with(linalg) :
> jac = jacobian([dMU, dMI, dB, dT], [ MU, MI, B, T]);
jac = [[ -0.002500000000 B — 0.003, 0, -0.002500000000 MU, 0.
[0.002500000000 B, -0.03 T — 0.011,0.002500000000 MU, -0.03 M1,
[ -0.021 B, 1.170000000 107, -0.72 B + 0.03 — 0.021 MU. 0],
[0.171.42 —171.42T,0, -171.42 MI — 0.33]]

> jacl = subs( fixpointl, evalm( jac));

-0.003 0 -0.002500000000 0O
0. -0.011 0.002500000000  -0.
jacl = 2
-0. 1.170000000 10" 0.009 0
0 171.42 0 -0.33

> eigenvals(jacl);
-0.00300000000000000, -0.330000000000000, 0.00900001462498930,
-0.0110000146249893

> jac2 = subs( fixpoint2, evalm(jac));
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-0.003065621735 0 -0.002446485786 0
) 0.00006562173488 -0.02745577579 0.002446485786 -0.00007016781147
jac2 = -0.0005512225730 1.170000000107  -0.00944954024 0
0 77.39169711 0 -0.7309388747

> eigenvals(jac2);
-0.00286094098579341, -0.00965420973749778, -0.0352617151986010,
-0.723132946543108
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Lampiran 2
Program MAPLE phase potrait untuk model matematika pada

pertumbuhan Mycobacterium tuberculosis di granuloma untuk kasus non

endemik

> restart

> with(DETools) :
> mu[ U] :== 0.028;
> mu[T7T] := 0.33;

>

phaseportrait([D(MU) (1) = mu[U] —mu[U]|-MU(¢t),D(T)(t) =-mu[T]-T(¢) ], [MU(?),
7(1)],£=0..50, [[MU(0) =0, T(0) =0], [MU(0) = 1, T(0) =1], [MU(0) =0, T(0) =1],
[MU(0)=1,T(0) =0]], stepszze 0.05,MU=0.2,T=0..1,scene=[MU(t), T(t)],
linecolour = blue);
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