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DAFTAR SIMBOL 
 

Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini mempunyai makna 

yaitu sebagai berikut: 

𝑉(𝐺)   : Himpunan titik dari graf 𝐺 

𝐸(𝐺)   : Himpunan sisi dari graf 𝐺 

𝑝(𝐺)   : (Order) banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) 

𝑞(𝐺)  : (Ukuran) banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) 

𝑁𝐺(𝑣)  : Lingkungan dari 𝑣  

deg𝐺(𝑣)  : Derajat dari titik 𝑣 

𝐷(𝐺)   : Derajat maksimum titik di 𝐺 

𝑑(𝐺)   : Derajat minimum 

 𝑓                     : Fungsi atau pemetaan 

 𝑃𝑛,1               : Graf Petersen 

𝑆𝑇𝑝
𝑛                    : Segitiga Sierpinski 

𝑃𝑛    : Graf Path 

𝑆𝑐 (𝑛, 𝑟)   : Graf Super Cycle dengan 𝑛 Cycle dan 𝑟 hanoi 

𝜆2,1   : Minimal label terbesar pada pelabelan titik 𝐿(2, 1) 

𝜆 2,1
′    : Minimal label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) 
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ABSTRAK 

Aminulloh,  Moch Ryan Afif. 2018. Minimal Label Terbesar dari Pelabelan 

Titik dan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Petersen 𝑷(𝒏, 𝟏). Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) H. Wahyu Henky 

Irawan, M.Pd, (II) Juhari, M.Si. 

Kata Kunci: Pelabelan 𝐿(2, 1), Graf Petersen 𝑃(𝑛, 1) 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) yaitu pada suatu graf 𝐺 adalah fungsi 𝑓 dari 

himpunan titik 𝑉(𝐺) ke himpunan semua bilangan non-negatif sehingga |𝑓(𝑢) −

𝑓(𝑤) ≥ 2 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 1 dan |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 1 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 2 (Fatimah, 

dkk, 2016). Adapun definisi dari pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝐺 adalah suatu 

fungsi 𝑓 dari 𝐸(𝐺) ke bilangan bulat non-negatif sedemikian sehingga |𝑓(𝑒1) −

𝑓(𝑒2)| ≥ 1 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 1, dan |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 2 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 2 untuk 

𝐸(𝐺) (Widad, 2017). 

Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan minimal label terbesar 

titik dan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1). Langkah yang digunakan adalah 

melabeli setiap titik dan sisi pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1) dengan aturan pelabelan 

𝐿(2, 1). Kemudian dari graf Petersen yang sudah dilabeli dan sudah mendapatkan 

minimal label terbesar, selanjutnya dibuat suatu konjektur yang dirumuskan 

menjadi suatu teorema dan dilengkapi dengan bukti. 

Hasil penelitian ini dapat menyimpulkan bahwa nilai minimal label 

terbesar dari pelabelan titik dan sisi 𝐿(2,1) pada graf Petersen 

𝑃(𝑛, 1). Mendapatkan dua belas teorema untuk 𝜆2,1(𝑃(𝑛, 1)) & 𝜆′2,1(𝑃(𝑛, 1)). 
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ABSTRACT 

Aminulloh, Moch Ryan Afif. 2018. The Greatest Minimum Label of Vertex 

and Edge Labeling 𝑳(𝟐, 𝟏) of Petersen graph 𝑷(𝒏, 𝟏). Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State 

Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) H. 

Wahyu Henky Irawan, M.Pd. (II) Juhari, M.Si. 

 

Keywords: Vertex and Edge Labeling 𝐿(2, 1) the Petersen graph 

Vertex of labeling 𝐿(2, 1) that is on graph 𝐺 is the function 𝑓 of the set 

verrex 𝑉(𝐺) to the set of all non-negative number so that |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 2 jika 

𝑑(𝑢,𝑤) = 1 dan |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 1 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 2 (Fatimah, et all, 2016). 

With the resolution of  labeling vertex edge of labeling 𝐿(2, 1) graph 𝐺 is a 

function 𝑓 of 𝐸(𝐺) to non-negative intergers so that |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 1 if 

𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 1, and |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 2 if 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 2 for 𝐸(𝐺) (Widad, 2017). 

The purpose of this research is to determine the greatest minimum label 

of vertex and edge labeling 𝐿(2, 1) the Petersen graph 𝑃(𝑛, 1). The step used is 

labeling each vertex and edge on the Petersen graph 𝑃(𝑛, 1) with the labeling 

rule 𝐿(2, 1).Then from the Petersen graph which has been labeled and has 

obtained the greatest minimum label, a conjecture is then made which is 

formulated into a theorem and equipped with the proof. 

 

The results of this study can conclude that biggest minimum label of 

vertex and edge labeling 𝐿(2, 1) the Petersen graph 𝑃(𝑛, 1) is as follows. Get 

twelve theorems for 𝜆2,1(𝑃(𝑛, 1)) & 𝜆′2,1(𝑃(𝑛, 1)). 
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خصمل  

أكبراعلامةاعلىاالحداالأدنىامناعلاماتا.٢٠١٨َأمينَاللهَ،َموتشَريانَعفيف.َ
,𝑳(𝟐 الجانبية ,𝑷𝒆𝒕𝒆𝒓𝒔𝒆𝒏 𝑷(𝒏فياالرسماالبيانيا(𝟏 الرياضياتَ،َََثميراشعبة.بحثَجامي،َ (𝟏

الحجََ:المشر كليةَالعلومَوالتكنولوجياَ،َجامعةَالدولةَالإسلاميةَمولاناَمالكَإبراهيمَمالانجَ
َ.وهارَالماَجستيرَج) ۲(واهجوَهانقَإراوانَالماَجستير

𝑳(𝟐,  الكلماتاالرئيسية :Petersen تلونَالاوؤسَوَالأضلاعَ(𝟏

َ َأدنى َحد َأكبر َتحديد َهو َالدراسة َهذه َمن َالغرض َوَروؤسكان َأضلاعَالتسمية
𝐿(2, ,Petersen 𝑃(𝑛َتلونَفيَ(1 1)َ كَلَ. علىََأضلاعَوَروؤسالخطوةَالمستخدمةَهيَتسمية

,Petersen 𝑃(𝑛 تلون ,𝐿(2معَقاعدةَالعلاماتَ (1 الذيَتمَتسميتهَوحصلَعلىََتلون.َثمَمنَ(1
 أكبرَعلامةَتجاريةَ،َيتمَوضعَالتخمينَالذيَتمَصياغتهَفيَنظريةَومزودَبالأدلة.

َ َتسمية َلقيمة َالأدنى َالحد َأن َالدراسة َهذه َنتائج َتستنتج َأن َالعلاماتََروؤسيمكن ووضع
,𝐿(2الجانبية تلونفيََ (1  Petersen 𝑃(𝑛, 1) لحصولَعلىَاثنيَعشرَنظرياتََعلىَالنحوَالتالي.َ
َ ,𝜆2,1(𝑃(𝑛ل ,𝜆′2,1(𝑃(𝑛 و ((1 1)).



 

1 

BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan ilmu yang mempunyai banyak terapan dalam 

kehidupan, salah satu cabang ilmu matematika adalah teori graf. Teori graf 

merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang banyak dimanfaatkan dalam 

kehidupan sehari-hari, misalnya dalam pembuatan pemancar radio, dan 

pengaturan jadwal. 

Graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan 

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 

𝑉(𝐺) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑝(𝐺), dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 

dan dilambangkan dengan 𝑞(𝐺). Jika graf yang dikaji hanya graf 𝐺, maka order 

dan ukuran dari 𝐺 cukup ditulis 𝑝 dan 𝑞. Graf dengan order 𝑝 dan ukuran 𝑞 dapat 

disebut graf (𝑝, 𝑞) (Abdussakir, dkk, 2009: 4). 

Implementasi penelitian ini bila dikaitkan dengan al-Quran, maka 

peneliti mengambil potongan surat  al-Ma’idah (5:2), dikarenakan penelitian ini 

membahas tentang graf. Dalam graf terdapat hubungan antara titik dan sisi yang 

bila dikaitkan kedalam ayat tersebut menerangkan tentang hubungan antara 

manusia dengan Allah Swt (hablumminallah) dan hubungan antara manusia 

dengan Allah Swt (hablumminannas).  
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❑◆➔⬧◆َ◼⧫ََ
◆❑◆ََ◆َ
❑◆➔⬧َ◼⧫ََ

◆➔◆ََ❑→◆َ
َََََ

⬧➔َََ
Artinya:  “Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan 

takwa, dan jangan tolong-menolong dalam berbuat dosa dan 

pelanggaran. Dan bertakwalah kamu kepada Allah, sesungguhnya 

Allah amat berat siksa-Nya”(QS. Al-Ma’idah 5:2). 

Dalam Tafsir Ibnu Katsir, menerangkan tentang potongan ayat “Dan 

tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa, dan jangan 

tolong-menolong dalam berbuat dosa dan pelanggaran”. Maksudnya adalah 

Allah Swt memerintahkan kepada hamba-hambanya yang beriman untuk saling 

menolong dalam berbuat kebaikan yaitu kebajikan dan meninggalkan hal-hal yang 

mungkar, hal ini dinamakan ketakwaan. Allah Swt melarang mereka bantu-

membantu dalam kebatilan serta tolong-menolong dalam perbuatan dosa dan hal-

hal yang diharamkan. Ibnu Jahir mengatakan bahwa dosa itu adalah meninggalkan 

apa yang diperintahkan Allah untuk dikerjakan, dan pelanggaran itu artinya 

melampaui apa yang digariskan oleh Allah dalam agama kalian, serta melupakan 

apa yang difardukan oleh Allah atas diri kalian dan atas orang lain. 

Menurut pendapat ahli tafsir lain, maksud dari potongan ayat di atas 

adalah “dan tolong-menolonglah kamu dalam” mengerjakan kebajikan, 

melakukan yang diperintahkan Allah, “dan takwa” takut kepada larangan-Nya 

“dan janganlah tolong menolong dalam berbuat dosa” melakukan maksiat dan 

permusuhan, sebab yang demikian itu melanggar hukum-hukum Allah. 

“Bertakwalah kepada Allah” takut kepada Allah dengan melakukan perintah-Nya 

dan meninggalkan larangan-Nya, karena “Sungguh Allah sangat berat siksa-Nya” 

kepada orang yang tidak taat kepada-Nya.  
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Pelabelan pada suatu graf adalah pemetaan (fungsi) yang memasangkan 

unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif. Jika domain dari 

pemetaan adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Jika domainnya sisi, 

maka disebut pelabelan sisi. Jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan 

total (Budiasti, 2010). 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) yaitu pada suatu graf 𝐺 adalah fungsi 𝑓 dari 

himpunan titik 𝑉(𝐺) ke himpunan semua bilangan non-negatif sehingga |𝑓(𝑢) −

𝑓(𝑤) ≥ 2 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 1 dan |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 1 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 2 (Fatimah, 

dkk, 2016). Adapun definisi dari pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝐺 adalah suatu 

fungsi 𝑓 dari 𝐸(𝐺) ke bilangan bulat non-negatif sedemikian sehingga |𝑓(𝑒1) −

𝑓(𝑒2)| ≥ 1 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 1, dan |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 2 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 2 untuk 

𝐸(𝐺) (Widad, 2017). Dalam permasalahan ini sangatlah diperlukan algoritma 

tertentu untuk mempermudah dalam mengerjakanya, sehingga dapat mencari 

solusi terbaik dari pelabelan tersebut. Salah satu algoritma yang dapat digunakan 

adalah algoritma backtracking. Secara sistematis algoritma ini untuk mencari 

solusi persoalan di antara semua kemungkinan yang ada, dan hanya mencari ke 

arah yang mempunyai solusi saja, sehingga waktu pencarian dapat dihemat 

(Munir, 2005). Untuk mempercepat dalam dengan metode algoritma backtracking 

maka perlu menggunakan bantuan aplikasi, dalam penelitian ini aplikasi yang 

digunakan adalah Matlab. 

Kajian tentang pelabelan 𝐿(2, 1) telah dilakukan, di antaranya Lum 

(2007) membahas mengenai minimal label terbesar dari pelabelan 𝐿(2, 1) pada 

graf derajat maksimum ∆. Kemudian Lina Nikmatul Karimah (2012) yaitu 

membahas pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf Super Chycle. Perbedaan skripsi ini 
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dengan penelitian sebelumnya yaitu terletak pada jenis domain pelabelan dan graf 

yang digunakan. Pada penelitian sebelumnya hanya menggunakan domain titik, 

sedangkan pada penelitian ini menggunakan domain titik dan sisi, dan graf yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah graf Petersen. 

Graf Petersen adalah graf dengan 2𝑛 titik {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛}  ∪

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan sisi 𝑢𝑖 → 𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+𝑘 dan 𝑢𝑖 → 𝑣𝑖 (Asmiati, 2016). Graf ini 

mempunyai beberapa keunikan satu graf ini mempunyai 2𝑛 titik dan semua 

titiknya mempunyai derajat yang sama yaitu berderajat tiga, sehingga jika 

digambarkan membentuk gambar yang teratur. Kemudian dalam indeks buku 

“Examples and Counterexamples in Theory Graph” karangan Copabianco dan 

Molluzo (1978), graf ini muncul sebanyak sembilan kali sebagai contoh 

penyangkal maupun sifat unik yang berkaitan dengan macam-macam topik pada 

teori graf. Maka dari keunikan tersebut, peneliti mengambil graf Petersen sebagai 

objek untuk diteliti. 

Berdasarkan pemaparan tersebut di atas, maka penelitian ini 

dimaksudkan untuk mencari minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi 

𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1). 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraian, rumusan masalah 

penelitian ini adalah bagaimana minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi 

𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1). 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah untuk menentukan minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi 

𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1). 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat yaitu dapat menentukan 

minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(𝑛, 1). 

 

1.5 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini, penulis mengunakan metode studi pustaka, yaitu 

penelitian yang dilakukan dengan cara mengumpulkan data-data maupun 

informasi dengan bantuan berbagai macam material seperti buku, catatan, 

dokumen, jurnal, artikel, dan sebagainya yang berkaitan dengan pembahasan. 

Penelitian ini meliputi langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Mengindentifikasi graf Petersen beserta gambarnya 𝑃((𝑛, 1); 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 3). 

2. Melabeli setiap titik dan sisi pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1) dengan  aturan 

pelabelan 𝐿(2, 1). 

3. Membuat konjektur (dugaan awal) berdasarkan pola yang ditemukan pada 

pelabelan titik dan dan sisi pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1), dengan aturan 

pelabelan 𝐿(2, 1). 

4. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema. 

5. Menghasilkan teorema tentang minimal label titik dan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

Petersen 𝑃(𝑛, 1) yang dilengkapi dengan bukti. 
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Dalam penggunaan algoritma backtracking, peneliti hanya mengambil 

hasil minimal label terbesar dari setiap minimal label titik dan sisi 𝑃(𝑛, 1), bukan 

untuk dijadikan sebagai acuan pola pelabelan. Adapun bukti penggunaan 

algoritma ini tidak diipaparkan dalam penelitian ini, tetapi langkah-langkah 

penggunaan algoritma ini bisa dilihat dalam lampiran. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan penelitian ini, agar memudahkan dalam pemahaman 

maka penulis membagi menjadi empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam 

subbab-subbab. Adapun sistematika penulisan sebagai berikut. 

Bab I     Pendahuluan 

Pada bab ini, penulis menjelaskan tentang latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II    Kajian Pustaka 

Pada bab ini, penulis menjelaskan tentang konsep atau dasar teori yang 

mendukung bagian pembahasan yang meliputi definisi, teorema, sifat-

sifat serta contoh yang berhubungan dengan pembahasan, dan 

menjelaskan tentang kajian graf dalam al-Quran. 

Bab III  Pembahasan 

Pada bab ini, menjelaskan tentang minimal label terbesar titik dan sisi 

𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(𝑛, 1). 

Bab IV  Penutup 

Pada bab ini, menyimpulkan hasil penelitian yang telah dilakukan dan 

saran yang dapat dijadikan sebagai acuan penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Graf 

Graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) di mana 𝑉(𝐺) adalah himpunan 

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 

𝑉(𝐺) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑝(𝐺), dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 

dan dilambangkan dengan 𝑞(𝐺). Jika graf yang dikaji hanya graf 𝐺, maka order 

dan ukuran dari 𝐺 cukup ditulis 𝑝 dan 𝑞. Graf dengan order 𝑝 dan ukuran 𝑞 dapat 

disebut graf-(𝑝, 𝑞) (Abdussakir, dkk, 2009: 4). 

Berikut akan diperlihatkan graf 𝐺 yang memuat himpunan titik 𝑉(𝐺) 

dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). 

 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} 

𝐸(𝐺) = {(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑎, 𝑑), (𝑏, 𝑑), (𝑏, 𝑐), (𝑑, 𝑒)}. 

Graf 𝐺 tersebut dapat digambar sebagai berikut:  

                                       

 

 

 

Graf 𝐺 memiliki 5 titik sehingga order 𝐺 adalah 𝑝 = 5. Graf 𝐺 memiliki 

6 sisi sehingga ukuran graf 𝐺 adalah 𝑞 = 6. 

Graf 𝐺 dengan himpunan titik dan sisi masing-masing 

 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}

a 

b 

c 

d e 

Gambar 2.1 Graf 𝐺 dengan Himpunan Titik dan Sisi 
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 𝐸(𝐺) = {(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑎, 𝑑), (𝑏, 𝑑), (𝑏, 𝑐), (𝑑, 𝑒)} 

dapat ditulis dengan 

 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} 

 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6} 

dengan 

 𝑒1 = (𝑎, 𝑏) 

 𝑒2 = (𝑎, 𝑐) 

 𝑒3 = (𝑎 , 𝑑) 

 𝑒4 = (𝑏, 𝑑) 

 𝑒5 = (𝑏, 𝑐) 

 𝑒6 = (𝑑, 𝑒) 

Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣. Jika 𝑒 = (𝑢, 𝑣) 

adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung (adjacent), 𝑣 dan 𝑒 

serta 𝑢 dan 𝑒 disebut terikat langsung (incident), dan titik 𝑢 dan 𝑣 disebut ujung 

dari 𝑒. Dua sisi berbeda 𝑒1 dan 𝑒2 disebut terhubung langsung (adjacent), jika 

terkait langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir, dkk, 2009: 6). 

2.2 Derajat Titik 

Abdussakir, dkk (2009:9) menyatakan bahwa  jika 𝑣 adalah himpunan 

titik pada graf 𝐺, maka himpunan semua titik di 𝐺 yang terhubung langsung 

dengan 𝑣 disebut lingkungan dari 𝑣 dan ditulis 𝑁𝐺(𝑣). Derajat dari titik 𝑣 di graf 

𝐺, ditulis dengan deg𝐺(𝑣), adalah banyaknya sisi di 𝐺 yang terkait langsung 

dengan 𝑣. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat suatu graf 𝐺, maka ditulis 

deg𝐺(𝑣) disingkat menjadi deg (𝑣)  dan 𝑁𝐺(𝑣) disingkat menjadi 𝑁(𝑣). Jika 
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dikaitkan  dengan konsep lingkungan, derajat titik 𝑣 di graf 𝐺 adalah banyaknya 

anggota dalam 𝑁(𝑣). Jadi, deg(𝑣) = |𝑁(𝑣)|. 

Titik yang berderajat 0 disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik 

yang berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Selanjutnya titik yang 

berderajat genap disebut titik genap dan titik yang berderajat ganjil disebut titik 

ganjil. Derajat maksimum titik di 𝐺 dilambangkan dengan 𝐷(𝐺) dan derajat 

minimum titik di 𝐺 dilambangkan dengan 𝑑(𝐺) (Abdussakir, dkk, 2009). 

Contoh :  

 

Gambar 2.2 Graf dengan Derajat Titik 

 

Berdasarkan Gambar 2.2 diperoleh bahwa: 

𝑁(𝑢1) = {𝑢2, 𝑢5, 𝑣1} 𝑁(𝑣1) = {𝑣2, 𝑣5, 𝑢1} 

𝑁(𝑢2) = {𝑢1, 𝑢3, 𝑣2} 𝑁(𝑣2) = {𝑣1, 𝑣3, 𝑢2} 

𝑁(𝑢3) = {𝑢1, 𝑢4, 𝑣3} 𝑁(𝑣3) = {𝑣2, 𝑣4, 𝑣3} 

𝑁(𝑢4) = {𝑢3, 𝑢5, 𝑣4} 𝑁(𝑣4) = {𝑣3, 𝑣5, 𝑢4} 

𝑁(𝑢5) = {𝑢4, 𝑢1, 𝑣5} 𝑁(𝑣5) = {𝑣4, 𝑣1, 𝑢5} 

Dengan demikian, derajat masing-masing titik pada Gambar 2.2 adalah 

deg (𝑢1) = 3 deg (𝑣1) = 3 

deg (𝑢2) = 3 deg (𝑣2) = 3 
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deg (𝑢3) = 3 deg (𝑣3) = 3 

deg (𝑢4) = 3 deg (𝑣4) = 3 

deg (𝑢5) = 3 deg (𝑣5) = 3 

2.3 Pelabelan Graf 

Hasil penelitian Budiasti (2010) mengatakan bahwa pelabelan pada suatu 

graf adalah pemetaan (fungsi) yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) 

dengan bilangan (bilangan bulat positif). Jika domain dari pemetaan adalah titik, 

maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah 

sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, 

maka disebut pelabelan total (total labeling). 

Contoh: Pelabelan Titik 

Diberikan graf 𝐺 sebagai berikut. 

Didefinisikan 𝑓(𝑣1) = 1, 𝑓(𝑣2) = 2, 𝑓(𝑣3) = 3, 𝑓(𝑉4) = 4, 𝑓(𝑣5) = 5 

                                                                                                                  

                                                   

                                                                          

                                                                 

                                                        

 

 

 

Contoh: Pelabelan Sisi 

Diberikan graf 𝐺 sebagai berikut. 

Didefinisikan 𝑓(𝑒1) = 1, 𝑓(𝑒2) = 2, 𝑓(𝑒3) = 3, 𝑓(𝑒4) = 4, 𝑓(𝑒5) = 5 

 

𝑣3  𝑣2  𝑣1  

𝑣4  𝑣5  

1 
2 

3 

4 
5 

Gambar 2.3 Pelabelan Titik pada Graf 



11 
 

 
   

 

 

Contoh: Pelabelan Total 

Diberikan graf 𝐺 sebagai berikut. 

Didefinisikan 𝑓(𝑣1) = 1, 𝑓(𝑣2) = 2, 𝑓(𝑣3) = 3, 𝑓(𝑉4) = 4, 𝑓(𝑣5) = 5 

  𝑓(𝑒1) = 1, 𝑓(𝑒2) = 2, 𝑓(𝑒3) = 3, 𝑓(𝑒4) = 4, 𝑓(𝑒5) = 5 

 

 

 

 

 

2.4 Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) 

Konsep pelabelan titik dengan syarat berjarak dua, pertama kali 

dikemukakan oleh Griggs Roberts pada tahun 1992, yang diperoleh karena adanya 

permasalahan dari penetapan transmitter saluran yang dikemukakan oleh Hale 

pada tahun 1980. Misal diberikan sejumlah transmitter yang harus ditetapkan 

saluranya pada masing-masing transmitter, dalam masalah ini tidak boleh adanya 

frekuensi yang tumpang tindih. Untuk mengurangi tumpang tindih frekuensi, 

maka dua buah transmitter yang sangat dekat harus diberi saluran dengan minimal 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 

𝑣4 𝑣5 

𝑒
1

   2 

𝑒2 𝑒3 𝑒4 

𝑒5 

1 2 3 

4 5 

1 
2 3 4 

5 

Gambar 2.4 Pelabelan Sisi pada Graf 

Gambar 2.5 Pelabelan Total pada Graf 
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dua. Transmitter-transmitter tersebut direpresentasikan menjadi titik-titik graf dan 

terdapat sisi-sisi yang menghubungkan dua transmitter. Dua transmitter disebut 

dekat jika titik-titik yang mempresentasikan dua transmitter tersebut minimal dua 

(Agnarsson & Halldorsson, 2003). 

Pelabelan 𝐿(2, 1) yaitu pada sebuah graf 𝐺 adalah fungsi 𝑓 dari 

himpunan vertekx 𝑉(𝐺) ke himpunan semua bilangan non-negatif sehingga 

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 2 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 1 dan |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤) ≥ 1 jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 2 

(Fatimah, dkk, 2016). Apadapun definisi dari pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝐺 adalah suatu fungsi 𝑓 dari 𝐸(𝐺) ke bilangan bulat non-negatif sedemikian 

sehingga |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 1 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 1, dan |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 2 jika 

𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 2 untuk 𝑒1, 𝑒2  ∈  𝐸(𝐺) (Widad, 2017). Pendapat lain dari pelabelan 

𝐿(2, 1) adalah pelabelan graf dengan titik atau sisi yang berdekatan harus 

memiliki minimal jarak label minimal dua sedangkan titik atau sisi yang 

terhubung oleh lintasan dengan panjang dua harus memiliki label yang berbeda 

dengan selisih minimal satu (Hale, 1998). Minimal label terbesar dari pelabelan  

𝐿(2, 1) dinotasikan dengan 𝜆2,1 (Shao, dkk, 2008). Maka penulis menotasikan 

untuk minimal label terbesar pada titik adalah 𝜆2,1 dan menotasikan untuk 

minimal label terbesar pada sisi adalah 𝜆 2,1.
′  

 

2.5 Beberapa Hasil Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Beberapa Graf 

2.5.1 Graf Lintasan  

Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari sebuah lintasan tunggal. Graf 

lintasan dengan 𝑛 titik dilambangkan dengan 𝑃𝑛. Lintasan yang panjangnya n dari 

simpul awal 𝑣0 ke simpul tujuan 𝑣𝑛 di dalam graf adalah barisan berselang-seling 
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simpul-simpul dan sisi-sisi yang berbentuk 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛. 

sedemikian sehingga 𝑒1 = (𝑣0, 𝑣1), 𝑒2 = (𝑣1, 𝑣2),… , 𝑒𝑛 = 𝑣𝑛−1 adalah sisi-sisi 

dari graf (Munir, 2005).  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf lintasan 

sebagai berikut. 

                                       

Gambar 2.6 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃2 

 

Dimulai dengan melakukan pelabelan pada salah satu titik dengan label 

0. Maka titik berikutnya dilabeli label paling minimal yang mungkin, yaitu 2. 

Berdasarkan Gambar 2.7 dapat diketahui bahwa 𝜆2,1(𝑃2) = 2. 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃3 sebagai berikut. 

                                 

Gambar 2.7 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃3 

 

Pada Gambar 2.7 dapat dilabeli dengan titik yang paling kiri dengan label 

0, kemudian yang tengah dengan label 3, dan yang terakhir yang paling kanan 

dengan label 1. Sehingga, 𝜆2,1(𝑃3) ≤ 3. Diklaim bahwa 𝑃3 tidak dapat dilabeli 

dengan 0, 1, dan 2. Label 1 tidak dapat digunakan di manapun karena akan 

bertetangga dengan 0, 1 atau 2, dan semua kemungkinan tersebut bertentangan 

dengan syarat pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga lebel yang tersedia hanyalah label 

0 dan 2 untuk melabeli tiga titik. Dengan prinsip sarang merpati, dua dari tiga titik 

tersebut pasti memiliki label yang sama (Lum, 2007). 

Sebelum membahas pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃4, diperhatikan lemma berikut. 
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Lemma 1. Jika 𝐻 adalah subgraf dari 𝐺, maka  𝜆2,1(𝐻) ≤  𝜆2,1(𝐺). 

Bukti: Misal 𝜆2,1(𝐺) = 𝑚 dengan pelabelan sebagai berikut 𝑓: 𝑉(𝐺) →

{0, 1, … ,𝑚}. Maka 𝑔: 𝑉(𝐻) → {0, 1, … ,𝑚}, yang didefinisikan sebagai 

𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) untuk setiap  𝑣 ∈ 𝑉(𝐻) adalah suatu pelabelan 𝐻 yang 

mengunakan label tidak lebih dari 𝑚. Dengan demikian, 𝜆2,1(𝐻) ≤ 𝑚 =

𝜆2,1(𝐺).  Maka  dapat dilakukan pelabelan terhadap 𝐻 dengan 

menggunakan pelabelan dari 𝐺 pada titik-titik yang bersesuaian (Lum, 

2007). 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃4 yang sebelumnya 

disajikan gambarnya sebagai berikut. 

                         

Gambar 2.8 Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃4 

 

Karena 𝑃3 adalah subgraf dari 𝑃4, maka dari lemma 1 dapat diketahui bahwa   

𝜆2,1(𝑃4) ≥ 𝜆2,1(𝑃3) = 3. 𝑃4  dapat dilabeli dengan susunan label 2 − 0 − 3 − 1. 

Sehingga,  𝜆2,1(𝑃4) ≥ 3, artinya 𝜆2,1(𝑃4) = 3. 

Teorema 1. 𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4, ∀𝑛 ≥ 5. 

Bukti:  Sebelumnya, ditunjukkan bahwa 𝜆2,1(𝑃5) = 4. 𝑃5 dapat dilabeli dengan susunan 

label  2 − 0 − 3 − 1 − 4. Sehingga, 𝜆2,1(𝑃5)  ≤ 4. Diklaim bahwa 𝑃5 tidak 

dapat dilabeli dengan 0, 1, 2, dan 3. Label 1dan 2 tidak dapat digunakan untuk 

melabeli titik-titik yang ujung (titik-titik yang berderajat satu) tanpa melanggar 

syarat pelabelan 𝐿(2, 1). Sehingga 𝜆2,1𝑃5 = 4. 

Selanjutnya, ditunjukkan 𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4 untuk 𝑛 > 5. Misal 𝑃𝑛 adalah 

suatu lintasan dengan panjang lebih dari 5. Karena 𝑃𝑛 adalah subgraf dari lintasan 

tersebut, maka 𝜆2,1(𝑃𝑛) ≥ 𝜆2,1(𝑃5) = 4.  𝑃𝑛 dapat dilabeli dengan susunan label 
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seperti pada 𝑃5 dan dapat diulang-ulang (2, 0, 3, 1, 4, 2, 0, 3, … ) tanpa  melanggar 

syarat pelabelan 𝐿(2, 1). Dengan demikian, 𝜆2,1(𝑃𝑛) ≤ 4. Sehingga, dari dua 

ketaksamaan tersebut diperoleh  𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4, ∀𝑛 ≥ 5 (Lum, 2007).  

2.5.2 Graf 𝑺𝒖𝒑𝒆𝒓 𝑪𝒚𝒄𝒍𝒆 𝑺𝒄(𝒏, 𝒓) 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝒓 = 𝟏 

Graf Super Cycle adalah graf yang diperoleh dari 𝐶𝑛 dengan mengganti 

semua titiknya menjadi 𝐻𝑛𝑟, kemudian salah satu titik ujung 𝐻𝑛𝑟 yang berderajat  

2 dihubungkan dengan salah satu titik 𝐻𝑛𝑟 lain yang juga berderajat 2 (Jauhari, 

2013:17). 

Berikut ini dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(2, 1) sebagai 

berikut. 

                   

 

Gambar 2.9 Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑆𝑐(2, 1) 

Berdasarkan Gambar 2.9 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑆𝑐(2, 1)) = 5 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(4, 1). 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(4, 1) mengikuti pola seperti pada Gambar 

2.10 bagian (a) kemudian pola tersebut dicopy searah jarum jam. Berikut 

pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(4, 1) adalah sebagai berikut. 

5 

4 

3 

0 

1 

1 

4 

2 

0 

3 

5 

2 4 

1 

3 

2 5 0 

(a) (b) (c) 
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Gambar 2.10 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑆𝑐(4, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 2.10 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑆𝑐(4, 1)) = 5 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(6, 1). 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(6, 1) mengikuti pola seperti pada Gambar 

2.10 bagian (a) kemudian pola tersebut dicopy searah jarum jam. Berikut 

pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑆𝑐(6, 1) adalah sebagai berikut. 

  

Gambar 2.11 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑆𝑐(6, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 2.11 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑆𝑐(6, 1)) = 5 
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Berdasarkan data di atas, karena  𝜆2,1(𝑆𝑐(2, 1)) = 5, 𝜆2,1(𝑆𝑐(4, 1)) =

5, 𝜆2,1(𝑆𝑐(6, 1)) = 5, maka diperoleh dugaan bahwa  

𝜆2,1(𝑆𝑐(𝑛, 1)) = 5, untuk 𝑛 genap 

Sehingga dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagai berikut. 

Untuk sebarang graf 𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟 𝐶𝑦𝑐𝑙𝑒 𝑆𝑐(𝑛, 1) dengan 𝑛 genap, maka 

minimal label terbesar untuk pelabelan 𝐿(2, 1) dari 𝑆𝑐(𝑛, 1) adalah 

𝜆2,1(𝑆𝑐(𝑛, 1)) = 5. 

Bukti: Graf 𝑆𝑐(𝑛, 1) untuk 𝑛 genap dapat diambil subgraf Hanoi dan dapat 

dilabeli sesuai aturan pelabelan 𝐿(2, 1) sebagai berikut.  

 

 

 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑆𝑐(𝑛, 1), hanya perlu melabeli subgrafnya dengan label 0, 2, 4 dan 

1, 3, 5.  Kemudian label tersebut dikopi searah jarum jam, seiring bertambahnya 𝑛 

tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi. Dengan demikian, 𝜆2,1(𝑆𝑐(𝑛, 1)) =

5, untuk 𝑛 genap (Karimah, 2016). 

2.5.3 Segitiga Sierpinski 

Hinz, dkk (2016:12) menyatakan bahwa segitiga Sierpinski 

dilambangkan dengan 𝑆𝑇𝑝
𝑛 dengan 𝑝 = 3 dan 𝑛 = 0, 1, 2, 3, …. Kemudian salah 

satu cara membangun graf segitiga Sierpinski adalah menggunakan iterasi. Mulai 

5

2 

0 4 

3

2 

1

2 

5

2 Gambar 2.12 Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada Sepasang Subgraf Honai dari 𝑆𝑐(𝑛, 1) 
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dengan graf komplit yang memiliki 3 titik, 𝑆𝑇3
0 ≅ 𝐾3 dan beri label 𝑆𝑇3

0 ≅ 𝑇̂ ≔

{0, 1, 2}, label ini akan di anggap sebagai 0 satuan panjang.  

Berikut ini dilakukan pelabelan sisi 𝐿(1, 2) pada segitiga Sierpinski. Graf 

𝑆𝑇3
0 tidak ada sisi yang berjarak dua, sehingga salah satu kemungkinan contoh 

dalam memberi label 𝑆𝑇3
0 adalah misal 𝑓(𝑒𝑖) = 𝑥𝑖 , ∀𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝑆𝑇3

0), label minimal 

yang mungkin pada graf ini adalah 𝑓(𝑒1) < 𝑓(𝑒2) < 𝑓(𝑒3) = 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3. 

Karena 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 1, untuk 𝑖 ≠ 𝑗, misalkan label tersebut dimulai dari 0, 1, 2, … 

maka 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 = 0 < 1 < 2. Contoh beberapa kemungkinan pelabelan 

𝐿(1, 2) graf 𝑆𝑇3
0 pada Gambar 2.13 berikut. 

 

Gambar 2.13 Pelabelan Sisi 𝜆′1,2(𝑆𝑇3
0) 

 

Nilai minimal label terbesar pelabelan sisi 𝐿(1, 2) graf 𝑆𝑇3
0 (𝜆′1,2(𝑆𝑇3

0)) 

adalah 2. Selanjutnya, graf 𝑆𝑇3
1 adalah graf Segitiga Sierpinski iterasi pertama. 

Graf 𝑆𝑇3
1 dengan banyaknya titik adalah enam, banyaknya sisi adalah sembilan, 

dan jarak terjauh adalah dua. Terdapat sisi yang berjarak satu dan sisi yang 

berjarak dua pada graf tersebut, maka untuk memberi label graf 𝑆𝑇3
1 dengan cara 

yang sama dengan pelabelan graf sebelumnya. Label yang mungkin untuk graf 

𝑆𝑇3
1, misal 𝑓(𝑒𝑖) = 𝑥𝑖, ∀𝑒𝑖 ∈ 𝐸(𝑆𝑇3

1), maka 𝑓(𝑒1) < 𝑓(𝑒2) < ⋯  < 𝑓(𝑒9) =

𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥9 karena 1 ≤ 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) ≤ 2, untuk 𝑖 ≠ 𝑗, misalkan label sisi 

dimulai dari 0, 1, 2, …, maka 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥9 = 0 < 1 < ⋯ < 8, dalam artian 

semua label sisi berbeda pada graf ini karena jarak terjauh adalah dua sehingga 
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memenuhi aturan pelabelan 𝐿(1, 2). Berdasarkan uraian tersebut label terbesar 

graf 𝑆𝑇3
1 adalah 𝑓(𝑒9) = 𝑥9 = 8 maka nilai minimal label terbesar 𝜆′1,2(𝑆𝑇3

1) =

8.  

Beberapa contoh kemungkinan pelabelan sisi 𝐿(1, 2) pada graf 𝑆𝑇3
1 pada 

Gambar 2.14 berikut: 

 

Gambar 2.14 Label Sisi 𝜆′1,2(𝑆𝑇3
1) 

 

Sehingga, nilai minimal label terbesar untuk graf 𝑆𝑇3
1 (𝜆′1,2(𝑆𝑇3

1)) adalah 8. 

Selanjutnya, graf 𝑆𝑇3
2 adalah graf segitiga Sierpinski iterasi ke dua, graf 𝑆𝑇3

2 

memiliki 15 titik dan 27 sisi. Mengikuti langkah yang sama untuk pemberian 

label graf 𝑆𝑇3
2 dengan pelabelan sebelumnya. Perhatikan setiap sisi yang 

terhubung langsung dan sisi yang berjarak dua, kemudian berikan label paling 

minimal yang mungkin sedemikian sehingga memenuhi pelabelan 𝐿(1, 2), setelah 

melakukan pengamatan diperoleh hasil nilai minimal label terbesar graf 𝑆𝑇3
2 

dengan batas atas adalah 13. 

Teorema 2: Graf segitiga Sierpinski 𝑆𝑇3
𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2, memiliki nilai minimal  

label terbesar dari pelabelan sisi 𝐿(1, 2) adalah 𝜆′1,2(𝑆𝑇3
𝑛) ≤ 13. 

Bukti: Berdasarkan definisi yang telah diberikan, yaitu suatu fungsi 𝑓 dari 

𝐸(𝑆𝑇3
𝑛) ke bilangan bulat non negatif sedemikian sehingga |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 1 

jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 1, dan |𝑓(𝑒1) − 𝑓(𝑒2)| ≥ 2 jika 𝑑(𝑒1, 𝑒2) = 2 untuk 𝑒1, 𝑒2 ∈

𝐸(𝑆𝑇3
𝑛), graf segitiga Sierpinski adalah graf yang dibangkitkan dari pada graf 
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iterasi sebelumnya maka berlaku 𝑆𝑇3
0 ⊆ 𝑆𝑇3

1 ⊆ 𝑆𝑇3
2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝑆𝑇3

𝑛 sedemikian 

sehingga 𝜆1,2(𝑆𝑇3
0) ≤ 𝜆1,2(𝑆𝑇3

1) ≤ 𝜆1,2(𝑆𝑇3
2) ≤ ⋯ ≤ 𝜆1,2(𝑆𝑇3

𝑛). Perhatikan label 

graf iterasi ke dua (𝑆𝑇3
2) yaitu diperoleh minimal label terbesar adalah 13, karena 

graf selanjutnya (𝑆𝑇3
3) merupakan graf yang memuat segitiga sebanyak tiga kali 

lipat dari graf (𝑆𝑇3
2), sehingga label sisi untuk graf 𝑆𝑇3

3 akan lebih besar sama 

dengan nilai minimal label terbesar graf 𝑆𝑇3
2 dengan cara meletakkan sebarang 

label {0, 1, 2, … 13} sedemikian sehingga label-label tersebut memenuhi aturan 

pelabelan 𝐿(1, 2). Cara yang sama untuk graf 𝑆𝑇3
4, 𝑆𝑇3

5, … , 𝑆𝑇3
𝑛. Hasil 

pengamatan tersebut diperoleh 𝜆1,2(𝑆𝑇3
0) ≤ 𝜆1,2(𝑆𝑇3

1) ≤ 𝜆1,2(𝑆𝑇3
2) ≤ ⋯ ≤

𝜆1,2(𝑆𝑇3
𝑛), namun pemberian label ini dilakukan secara manual dan diperoleh 

nilai minimal label terbesar pelabelan sisi 𝐿(1, 2) dengan batas atas adalah 13 

untuk graf 𝑆𝑇3
𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2, karena label {0, 1, 2, … 13} akan selalu berlaku untuk 

graf segitiga Sierpinski iterasi ke empat, lima, dan seterusnya. 

 

2.6 Graf Petersen 

Graf Petersen 𝑃𝑛,𝑘 adalah graf dengan 2𝑛 titik {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} ∪

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan sisi 𝑢𝑖 → 𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+𝑘  dan 𝑢𝑖 → 𝑣𝑖 (Asmiati, 2016). 

Penamaan graf Petersen diambil dari nama Peter Christian Julius 

Petersen untuk menghargainya, karena telah membuktikan bahwa graf ini tidak 

terfaktor-1. Graf Petersen sangat populer untuk dipelajari karena keunikanya 

sebagai contoh penyangkal di banyak tempat dan mempunyai banyak sifat-sifat 

menarik (Holton dan Sheehan, 1993).  
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Gambar 2.15 Graf  Petersen 

Berdasarkan Gambar 2.15 diketahui bahwa gambar (a, b, dan c) 

mempunyai derajat 3 yang teratur dan mempunyai 2𝑛 titik {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} ∪

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan sisi 𝑢𝑖 → 𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+𝑘  dan 𝑢𝑖 → 𝑣𝑖 . Implementasi graf 

Petersen bila dikaitkan dengan al-Quran, maka peneliti mengambil surat al-

Hujurat (49:112), dikarenakan ayat ini menerangkan tentang hablumminallah dan 

hablumminannas.  

⧫→َ◼⧫َ➔َ
⧫َ⧫َ❑→➔ََ⧫َ
ََ◆ََ

ََ
Arrtinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika 

mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian). 

(QS. Ali ’Imron 3:112). 

(a) (b) 

(c) 
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Dalam Tafsir Ibnu Katsir, menerangkan tentang potongan ayat “Mereka 

diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka berpegang 

kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia”. Maksudnya, 

adalah Allah menetapkan kehinaan dan rendah diri mereka di manapun mereka 

berada. Karena itu, hidup mereka tidak merasa aman. Kemudian, pada ayat  

“Kecuali jika mereka berpegang kepada tali (agama) dan tali (perjanjian) dengan 

manusia” maksudnya adalah jaminan keamaan dari orang lain buat mereka, 

seperti perjanjian perdamaian dan gencatan senjata serta tawanan bila keselamatan 

dijamin oleh seseorang dari kalangan kaum muslim, sekalipun si penjaminnya 

adalah seorang wanita muslimah. Demikian pula halnya perihal budak, menurut 

suatu pendapat dikalangan ulama.   

Sehubungan dengan ayat ini Ibnu Abbas mengatakan bahwa “kecuali jika 

mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan 

manusia”  maksudnya adalah  janji dengan Allah dan janji dengan manusia. Hal 

ini yang juga pernah diungkapkan oleh Mujahid, Ikrimah, Ata, Ad-Dahhak, Al-

Hasan, Qatadah, As-Saddi, dan Ar-Rabi’ ibnu Anas. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Petersen  

Pada bab ini, akan dijelaskan minimal label titik 𝐿(2, 1) pada graf 

Petersen 𝑃(𝑛, 1), sebagaimana dalam menentukannya akan dibagi beberapa 

pembahasan. Pertama, jika 𝑛 = 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ, kedua adalah jika 𝑛 =

𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, ketiga adalah jika 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1);  𝑙 = 5, 

3, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, keempat adalah jika 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, 

dan yang terakhir adalah jika 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ. Dari 

beberapa pembahasan tersebut digunakan untuk sebarang nilai (𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 3). 

3.1.1 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟑𝒌, 𝟏);  𝒌 > 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(3, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.1 Graf 𝑃(3, 1) 
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Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(3, 1) adalah sebagai berikut. 

    
 

Gambar 3.2 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃(3, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.2 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(3, 1)) = 6 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.3 Graf 𝑃(6, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) mengikuti seperti Gambar 3.2 

bagian (a). Kemudian, label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) (b) 
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memenuhi titik pada graf 𝑃(6, 1). Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) 

adalah sebagai berikut. 

  
Gambar 3.4 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(6, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.4 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(6, 1)) = 6 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(9, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.5 Graf 𝑃(9, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(9, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.2 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 
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memenuhi titik pada graf 𝑃(9, 1). Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(9, 1) 

adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.6 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(9, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.6 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(9, 1)) = 6 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(12, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.7 Graf  𝑃(12, 1)  

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(12, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.2 bagian (a). Kemudian, label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 
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memenuhi titik pada graf 𝑃(12, 1). Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(12, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.8 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(9, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.8 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(12, 1)) = 6 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(15, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.9 Graf  𝑃(15, 1) 
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Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(15, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.2 bagian (a). Kemudian, label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf 𝑃(15, 1). Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(15, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.10 Pelabelan Titik  𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(15, 1)  

 

Berdasarkan Gambar 3.10 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(15, 1)) = 6 

Berdasarkan pelabelan titik 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆2,1(𝑃(3, 1)) = 6,   

𝜆2,1(𝑃(6, 1)) = 6,  𝜆2,1(𝑃(9, 1)) = 6,  𝜆2,1(𝑃(12, 1)) = 6,  𝜆2,1(𝑃(15, 1)) = 6,  

maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆2,1(𝑃(3𝑘, 1)) = 6 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.1.1 Untuk sebarang graf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ,  maka minimal label 

terbesar pada pelabelan titik 𝐿(2, 1) adalah  𝜆2,1(𝑃(3𝑘, 1)) = 6. 
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Bukti: Graf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ, dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.11 Graf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.11  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan titik 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.12 Subgraf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ,  dengan Aturan Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli graf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ,   hanya perlu melabeli subgrafnya dengan 

label 1, 5, 3 dan 4, 2, 6. Kemudian, dari label tersebut dapat melabeli semua 

titik, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, maka 

diperoleh pola sebagai berikut. 
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Gambar 3.13 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(3𝑘, 1);  𝑘 > 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian,  𝜆2,1(𝑃(3𝑘, 1)) = 6 

3.1.2 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝒍 + 𝟏𝟐𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟒, 𝟖; 𝒌 ≥ 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(4, 1),   

yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.14 Graf 𝑃(4, 1) 

 

Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(4, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.15 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃(4, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.15 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(4, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(8, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.16 Graf  𝑃(8, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(8, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.15 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(8, 1) adalah sebagai berikut. 

 

(a) (b) 
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Gambar 3.17 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(8, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.17 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(8, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(16, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.18 Graf  𝑃(16, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(16, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.15 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(16, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.19 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(16, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.19 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(16, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(20, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.20 Graf  𝑃(20, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(20, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.15 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(20, 1) adalah sebagai berikut. 



34 

 

 

 

 

Gambar 3.21 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(20, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.21 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(20, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(28, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.22 Graf  𝑃(28, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(28, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.15 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 
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memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(28, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.23 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(28, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.23 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(28, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(32, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.24 Graf  𝑃(32, 1) 
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Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(32, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.15 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(32, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.25 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(32, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.25 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(32, 1)) = 7 

Berdasarkan pelabelan titik 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆2,1(𝑃(4, 1)) = 7,   

𝜆2,1(𝑃(8, 1)) = 7,  𝜆2,1(𝑃(16, 1)) = 7,  𝜆2,1(𝑃(20, 1)) = 7,  𝜆2,1(𝑃(28, 1)) = 7,  

𝜆2,1(𝑃(32, 1)) = 7 maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.1.2 Untuk sebarang graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ,  maka 

minimal label terbesar pada pelabelan titik 𝐿(2, 1) adalah 

 𝜆2,1 (𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 
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Bukti: Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dapat digambarkan sebagai 

berikut. 

 

Gambar 3.26 Graf  𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.26  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan titik 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.27 Subgraf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dengan Aturan Pelabelan Titik 

𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ hanya perlu melabeli subgrafnya 

dengan label 3, 5, 7, 1 dan 7, 1, 3, 5. Kemudian, label tersebut dikopi searah jarum 

jam, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, 

sehingga diperoleh pola sebagai berikut. 
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Gambar 3.28 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 4, 8; 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

3.1.3 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝒍 + 𝟏𝟐𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟓, 𝟏𝟑, 𝒌 ≥ 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(5, 1),  

yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.29 Graf  𝑃(5, 1)  
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Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada  (5, 1) adalah sebagai berikut. 

            

Gambar 3.30 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃(5, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.30 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(5, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.31 Graf  𝑃(13, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.30 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) (b) 
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memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(13, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.32 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(13, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.32 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(13, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(17, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.33 Graf  𝑃(17, 1) 
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Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(17, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.30 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(17, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.34 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(17, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.34 dapat diketahui  

𝜆2,1(𝑃(17, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(25, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.35 Graf  𝑃(25, 1) 
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Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(25, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.30 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(25, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.36 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(25, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.36 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(25, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(29, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.37 Graf  𝑃(29, 1) 
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Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(29, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.30 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(29, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.38 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(29, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.38 dapat diketahui bahwa  

𝜆2,1(𝑃(29, 1)) = 7 

Berdasarkan pelabelan titik 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆2,1(𝑃(5, 1)) = 7,  

𝜆2,1(𝑃(13, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(17, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(25, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(29, 1)) =

7, maka diperoleh dugaan bahwa  

𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.1.3 Untuk sebarang graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, maka 

minimal label terbesar pada pelabelan titik 𝐿(2, 1) adalah  𝜆2,1(𝑃(𝑙 +

12𝑘, 1)) = 7. 
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Bukti: Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ  dapat digambarkan sebagai 

berikut. 

 

Gambar 3.39  Graf  𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.39  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan titik 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.40 Subgraf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dengan Aturan Pelabelan Titik 

𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ hanya perlu melabeli subgrafnya 

dengan label (3, 5, 7, 1, … , 3, 5, 7, 1, . . . , 1, 6  dan 7, 1, 3, 5, ... , 7, 1, 3, 5, ... , 5, 2). 

Kemudian, label tersebut dikopi searah jarum jam, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa 

perlu menambahkan bilangan baru lagi, sehingga diperoleh pola sebagai berikut. 
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Gambar 3.41 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 5, 13, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 
 

Dengan demikian, 𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

3.1.4 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝒍 + 𝟏𝟐𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟏𝟎, 𝟏𝟒, 𝒌 ≥ 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(10, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.42 Graf 𝑃(10, 1) 

 

Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(10, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.43 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃(10, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.43 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(10, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(14, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.44 Graf  𝑃(14, 1) 

 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(14, 1) mengikuti pola seperti Gambar 3.43 

bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) (b) 
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memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(14, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.45 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(14, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.45 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(14, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(22, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.46 Graf  𝑃(22, 1) 

 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(22, 1) mengikuti pola seperti Gambar 3.43 

bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 
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memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(22, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.47 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(22, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.47 dapat diketahui bahwa : 

𝜆2,1(𝑃(22, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(26, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.48 Graf  𝑃(26, 1) 
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Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(26, 1) mengikuti pola seperti Gambar 3.43 

bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(26, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.49 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(26, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.49 dapat diketahui bahwa : 

𝜆2,1(𝑃(26, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(34, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.50 Graf  𝑃(34, 1) 
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Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(34, 1) mengikuti pola seperti Gambar 3.43 

bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(34, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.51 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(34, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.51 dapat diketahui bahwa : 

𝜆2,1(𝑃(34, 1)) = 7 

Berdasarkan pelabelan titik 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆2,1(𝑃(10, 1)) = 7,  

𝜆2,1(𝑃(14, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(22, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(26, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(34, 1)) =

7. Maka diperoleh dugaan bahwa  

𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.1.4 Untuk sebarang graf Petersen 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥

0, 𝑘 ∈ ℤ, maka nilai minimal terbesar pada pelabelan titik 

𝐿(2, 1) adalah  𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7. 
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Bukti: Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dapat digambarkan sebagai 

berikut. 

 
Gambar 3.52 Graf  𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.52  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan titik 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.53 Subgraf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dengan Aturan Pelabelan Titik 

𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk melabeli 

𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan 

label (3, 5, 7, 1, … , 3, 5, 7, 1, . . . , 3, 5, 2, 7, 1, 6 dan 7, 1, 3, 5, ... , 7, 1, 3, 5, ... , 7, 1, 

6, 3, 5, 2). Kemudian label tersebut dikopi searah jarum jam, seiring 

bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, sehingga diperoleh 

pola sebagai berikut. 
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Gambar 3.54 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 10, 14, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

3.1.5 Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝒍 + 𝟏𝟐𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟕, 𝟏𝟏, 𝒌 ≥ 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 𝑃(7, 1),  

yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

  

Gambar 3.55 Graf 𝑃(7, 1) 

 

Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(7, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.56 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada 𝑃(7, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.56 dapat diketahui  

𝜆2,1(𝑃(7, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(11, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.57 Graf  𝑃(11, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(11, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.56 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(11, 1) adalah sebagai berikut. 

(a) (b) 
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Gambar 3.58 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(11, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.58 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(11, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(19, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.59 Graf  𝑃(19, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(19, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.56 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(19, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.60 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(19, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.60 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(19, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(23, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.61 Graf  𝑃(23, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(23, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.56 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(23, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.62 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(23, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.62 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(23, 1)) = 7 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(23, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.63 Graf  𝑃(31, 1) 

 

Pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(31, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.56 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi titik pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan titik 𝐿(2, 1) pada 

graf 𝑃(31, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.64 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(31, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.64 dapat diketahui bahwa 

𝜆2,1(𝑃(31, 1)) = 7 

Berdasarkan pelabelan titik 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆2,1(𝑃(7, 1)) = 7,  

𝜆2,1(𝑃(11, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(19, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(23, 1)) = 7, 𝜆2,1(𝑃(31, 1)) = 7 

maka diperoleh dugaan bahwa  

𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.1.5 Untuk sebarang graf Petersen (𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥

0, 𝑘 ∈ ℤ), maka nilai minimal terbesar pada pelabelan titik 

𝐿(2, 1) adalah  𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7. 

Bukti: Graf (𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ), dapat digambarkan sebagai 

berikut. 
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Gambar 3.65 Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.65  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan titik 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.66 Subgraf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, dengan Aturan Pelabelan Titik 

𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan titik 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya 

dengan label (3, 5, 7, 1, … , 3, 5, 7, 1, . . . , 3, 6, 1  dan 7, 1, 3, 5, ... , 7, 1, 3, 5, ... , 7, 

2, 4). Kemudian label tersebut dikopi searah jarum jam, seiring bertambahnya 𝑛 

tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, sehingga diperoleh pola sebagai 

beikut. 
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Gambar 3.67 Pelabelan Titik 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1); 𝑙 = 7, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆2,1 (𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)) = 7 

3.2 Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Petersen 

Pada bab ini, akan dijelaskan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen, 

sebagaimana dalam menentukannya akan dibagi beberapa pembahasan. Pertama, 

jika (𝑛 = 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ), kedua adalah jika (𝑛 = 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈

ℤ), ketiga adalah jika (𝑛 = 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2, 𝑘 ∈ ℤ), keempat adalah jika 

(𝑛 = 𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ), kelima adalah jika (𝑛 = 5 + 4𝑘;  𝑘 ∈

ℕ), keenam adalah jika (𝑛 = 𝑃(3, 1) & 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 = 6, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈

ℤ ), ketuju adalah jika (𝑛 = 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 = 7, 22, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ). Untuk yang 

keenam dan ketujuh, pengerjaanya tidak sama dengan yang sebelum-sebelumnya 

dikarenakan dalam pelabelan sisi 𝐿(2, 1) label yang diberikan tidak dapat dibuat 

suatu pola, maka dalam pembahasan ini hanya mencari pola untuk minimal label 

terbesar yang dapat melabeli sisinya. Dari beberapa pembahasan tersebut 

digunakan untuk sebarang nilai (𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 3) 
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3.2.1 Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟒𝒌, 𝟏); 𝒌 ≥ 𝟏, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(4, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.68 Graf 𝑃(4, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(4, 1) adalah sebagai berikut. 

    

 

Gambar 3.69 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada 𝑃(4, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.69 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(4, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(8, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

(a) (b) 
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Gambar 3.70 Graf 𝑃(8, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(8, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.69 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(8, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.71 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(8, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.71 dapat diketahui  

𝜆 2,1
′ (𝑃(8, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(12, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 
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Gambar 3.72 Graf  𝑃(12, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(12, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.69 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(12, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.73 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(12, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.73 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(12, 1)) = 8 
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Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(16, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.74 Graf  𝑃(16, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(16, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.69 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(16, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.75 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(16, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.75 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(16, 1)) = 8 
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Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(4, 1)) = 8,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(8, 1)) = 8, 𝜆 2,1

′ (𝑃(12, 1)) = 8, 𝜆 2,1
′ (𝑃(16, 1)) = 8,  maka diperoleh 

dugaan bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(4𝑘, 1)) = 8 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.2.1 Untuk sebarang graf 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, maka minimal label 

terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah  𝜆 2,1
′ (𝑃(4𝑘, 1)) = 8. 

Bukti: Graf 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ,  dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.76 Graf  𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.76  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.77 Subgraf 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ  dengan Aturan Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) 
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Pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan label 

(1, 5, 2, 4) , (8, 7, 8, 7), dan (2, 4, 1, 5). Kemudian label tersebut dapat melabeli 

semua sisi, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, 

sehingga diperoleh pola sebagai berikut. 

 

Gambar 3.78 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, (𝑃(4𝑘, 1)) = 8 

 

3.2.2  Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟓𝒌, 𝟏); 𝒌 ≥ 𝟏, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(5, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.79 Graf 𝑃(5, 1) 



66 

 

 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(5, 1) adalah sebagai berikut. 

 

 

Gambar 3.80 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada 𝑃(5, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.80 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(5, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(10, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.81 Graf 𝑃(10, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(10, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.80 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) (b) 
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memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(10, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.82 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(10, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.82 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(10, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(15, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.83 Graf 𝑃(15, 1) 
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Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(15, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.80 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(15, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.84 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(15, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.84 dapat diketahui  

𝜆 2,1
′ (𝑃(15, 1)) = 8 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(5, 1)) = 8,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(10, 1)) = 8, 𝜆 2,1

′ (𝑃(15, 1)) = 8, maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘, 1)) = 8 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.2.2 Untuk sebarang graf 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, maka minimal label 

terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah  𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘, 1)) = 8. 
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Bukti: Graf 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ,  dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.85 Graf 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.85  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan pelabelan 

sisi 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.86 Subgraf 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, dengan Aturan Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan label 

(1, 3, 5, 2, 4) , (7, 6, 8, 7, 8), dan (2, 4, 1, 3, 5). Kemudian dari label  tersebut dapat 

melabeli semua titik, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan 

baru lagi, maka diperoleh pola sebagai berikut 
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Gambar 3.87 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(5𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘, 1)) = 8 

3.2.3  Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟓𝒌 + 𝟑, 𝟏); 𝒌 ≥ 𝟐, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(3, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.88 Graf 𝑃(13, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.89 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) Pada 𝑃(13, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.89 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(13, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(18, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.90 Graf 𝑃(18, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(18, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.89 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) (b) 
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memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(18, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.91 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(18, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.91 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(18, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(23, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.92 Graf 𝑃(23, 1) 

 
 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(23, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.89 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 
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memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(23, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.93 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(23, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.93 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(23, 1)) = 8 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(13, 1)) = 8,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(18, 1)) = 8, 𝜆 2,1

′ (𝑃(23, 1)) = 8, maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘 + 3, 1) = 8 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.2.3 Untuk sebarang graf 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ, maka mimimal 

label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah  𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘 +

3, 1)) = 8. 
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Bukti: Graf 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ,  dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.94 Graf 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.94  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.95 Subgraf 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ dengan aturan Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan 

label (1, 3, 5, 2, 4, … , 1, 5, 2, 4, 1, 5, 2, 4), (6, 7, 8, 7, 8, … , 7, 8, 7, 8, 7, 8, 7, 8), dan 

(2, 4, 1, 3, 5, ... , 2, 4, 1, 5, 2, 4, 1, 5). Kemudian, dari label  tersebut dapat 

melabeli semua titik, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan 

baru lagi, maka diperoleh pelebelan sebagai berikut. 
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Gambar 3.96 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(5𝑘 + 3, 1); 𝑘 ≥ 2;  𝑘 ∈ ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘 + 3, 1)) = 8 

 

3.2.4   Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟓𝒌 + 𝟒, 𝟏); 𝒌 ≥ 𝟏, 𝒌 ∈  ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(9, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

                    Gambar 3.97 Graf 𝑃(9, 1) 
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Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(9, 1) adalah sebagai berikut. 

                

 

Gambar 3.98 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(9, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.98 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(9, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(14, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.99 Graf 𝑃(14, 1) 

 

Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(14, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.98 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam sehingga dapat 

(a) 
(b) 
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memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

𝑃(14, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.100 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(14, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.100 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(14, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(19, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.101 Graf 𝑃(19, 1) 
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Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(19, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.98 bagian (a) kemudian pola tersebut dicopy searah jarum jam. Berikut 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(19, 1) adalah sebagai berikut. 

 
Gambar 3.102 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(19, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.102 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(19, 1)) = 8 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(9, 1)) = 8,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(14, 1)) = 8, 𝜆 2,1

′ (𝑃(19, 1)) = 8, maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(5𝑘 + 4, 1)) = 8 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.2.4 Untuk sebarang graf 𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ, maka minimal 

label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah  𝜆 2,1
′  (𝑃(5𝑘 +

4, 1)) = 8. 
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Bukti: Graf  𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ,  dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.103 Graf 𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ 

 

Dari Gambar 3.103  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.104 Subgraf 𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ dengan Aturan Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan 

label (1, 3, 5, 2, 4, … , 1, 5, 2, 4), (6, 7, 8, 7, 8, … , 7, 8, 7, 8), dan (2, 4, 1, 3, 5, ... , 2, 

4, 1, 5). Kemudian label tersebut dapat melabeli semua sisi, seiring bertambahnya 
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𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan baru lagi, sehingga diperoleh pelabelan 

sebagai berikut. 

 

Gambar 3.105 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(5𝑘 + 4, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈  ℤ 

 

Dengan demikian, 𝜆 2,1
′  𝑃(5𝑘 + 4, 1) = 8 

 

3.2.5 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) untuk 𝑷(𝟓 + 𝟒𝒌, 𝟏); 𝒌 ≥ 𝟏, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(9, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.106 Graf 𝑃(9, 1) 
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Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(9, 1) adalah sebagai berikut. 

           

 

Gambar 3.107 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(9, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.107 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(9, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.108 Graf 𝑃(13, 1) 

(a) 
(b) 
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Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) mengikuti pelabelan seperti 

Gambar 3.107 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy searah jarum jam 

sehingga dapat memenuhi sisi pada graf yang ditentukan. Berikut pelabelan sisi 

𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(13, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.109 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(13, 1) 

Berdasarkan Gambar 3.109 dapat diketahui bahwa nilai yang dapat 

melabeli sisi pada 𝑃(13, 1) yaitu 8. maka 

𝜆2,1(𝑃(13, 1)) = 8 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(17, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.110 Graf 𝑃(17, 1) 
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Pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(17, 1) mengikuti pola seperti Gambar 

3.107 bagian (a) kemudian label tersebut dicopy memenuhi graf yang ditentukan. 

Berikut pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(17, 1) adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 3.111 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(17, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.111 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(17, 1)) = 8 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(9, 1)) = 8,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(13, 1)) = 8, 𝜆 2,1

′ (𝑃(17, 1)) = 8, maka diperoleh dugaan bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(5 + 4𝑘, 1)) = 8 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 

Teorema 3.2.5  Untuk sebarang graf 𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, maka minimal 

label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah  𝜆 2,1
′ (𝑃(5 +

4𝑘, 1)) = 8. 
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Bukti: Graf (𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ∈ ℕ),  dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 3.112 Graf 𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ 

 

Dari Gambar 3.112  dapat diambil subgrafnya dan dilabeli dengan aturan 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) sebagai berikut. 

 

Gambar 3.113 Subgraf 𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ dengan Aturan Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) 

 

Pelabelan tersebut adalah pelabelan sisi 𝐿(2, 1). Sehingga, untuk 

melabeli 𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ, hanya perlu melabeli subgrafnya dengan 

label (1, 3, 5, 2, 4, 1, 5, 2, 4, … , 1, 5, 2, 4), (6, 7, 8, 7, 8, 7, 8, 7, 8, … , 7, 8, 7, 8) dan 

(2, 4, 1, 3, 5, 2, 4, 1, 5, ... , 2, 4, 1, 5). Kemudian, dari label  tersebut dapat 

melabeli semua titik, seiring bertambahnya 𝑛 tanpa perlu menambahkan bilangan 

baru lagi, maka diperoleh pelabelan sebagai berikut. 
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Gambar 3.114 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(5 + 4𝑘, 1); 𝑘 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℤ  

 

Dengan demikian, 𝜆 2,1
′ (𝑃(5 + 4𝑘, 1)) = 8   

3.2.6 Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝟑, 𝟏) & 𝑷(𝒍 + 𝟐𝟎𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟔, 𝟏𝟏, 𝒌 ≥

𝟎, 𝒌 ∈ ℤ 

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(3, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.115 Graf 𝑃(4, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(3, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.116 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada 𝑃(3, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.116 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(3, 1)) = 9 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
 

Gambar 3.117 Graf 𝑃(6, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) adalah sebagai berikut. 
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Gambar 3.118 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(6, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.118 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(6, 1)) = 9 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(11, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.119  Graf 𝑃(11, 1) 
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Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(6, 1) adalah sebagai berikut. 

       

Gambar 3.120 Pelabelan Sisi𝐿(2,1) pada Graf 𝑃(11, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.104 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(11, 1)) = 9 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(26, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

 

          Gambar 3.121  Graf 𝑃(26, 1) 

 

 



89 

 

 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(26, 1) adalah sebagai berikut. 

           

Gambar 3.122 Graf 𝑃(26, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.122 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(26, 1)) = 9 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(3, 1)) = 9,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(6, 1)) = 9, 𝜆2,1(𝑃(11, 1)) = 9, maka untuk  𝑃(3, 1) & 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 =

6, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ diperoleh minimal label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) 

adalah 

𝜆 2,1
′  (𝑃(3, 1) = 𝜆 2,1

′ (𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1)) = 9 

Teorema 3.2.6 Untuk sebarang graf 𝑃(3, 1) & 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 = 6, 11, 𝑘 ≥

0, 𝑘 ∈ ℤ maka minimal label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) 

adalah  𝜆 2,1
′  (𝑃(3, 1) =  𝜆2,1(𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1)) = 9. 

Bukti: Terlebih dahulu ditunjukan bahwa 𝜆 2,1
′ (𝑃(3, 1)) = 9, minimal label 

terbesar yang dapat melabeli sisinya adalah 9, selanjutnya 𝜆2,1(𝑃(6, 1)) =

9 , 𝜆 2,1
′ (𝑃(11, 1)) = 9, 𝜆 2,1

′ (𝑃(26, 1)) = 9.  Dari percobaan yang telah dilakukan 

tanpa melanggar aturan pelabelan 𝐿(2, 1) maka 𝑃(3, 1) & 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 =
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6, 11, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ,  diperoleh minimal label terbesar  pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) 

adalah 𝜆 2,1
′ (𝑃(3, 1) =  𝜆 2,1

′ (𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1)) = 9. 

3.2.7 Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) untuk 𝑷(𝒍 + 𝟐𝟎𝒌, 𝟏); 𝒍 = 𝟕, 𝟐𝟐, 𝒌 ≥ 𝟎, 𝒌 ∈ ℤ  

Berikut ini akan dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝑃(3, 1),  yang sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 

Gambar 3.123 Graf 𝑃(7, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(7, 1) adalah sebagai berikut. 

                       

Gambar 3.124 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada 𝑃(7, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.124 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(7, 1)) = 9 
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Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(22, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 

 
Gambar 3.125 Graf 𝑃(22, 1) 

 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(22, 1) adalah sebagai berikut. 

  

Gambar 3.126 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf  𝑃(22, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.126 dapat diketahui bahwa 

𝜆 2,1
′ (𝑃(6, 1)) = 9 

Selanjutnya, dilakukan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(27, 1) yang 

sebelumnya disajikan gambarnya sebagai berikut. 
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Gambar 3.127  Graf 𝑃(27, 1) 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf 𝑃(27, 1) adalah sebagai berikut. 

       

Gambar 3.128 Pelabelan Sisi 𝐿(2, 1) pada Graf 𝑃(27, 1) 

 

Berdasarkan Gambar 3.128 dapat diketahui bahwa  

𝜆 2,1
′ (𝑃(27, 1)) = 9 

Berdasarkan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) di atas, karena 𝜆 2,1
′ (𝑃(7, 1)) = 9,  

𝜆 2,1
′ (𝑃(22, 1)) = 9, 𝜆 2,1

′ (𝑃(27, 1)) = 9, maka untuk 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1);  𝑙 = 7, 22,

𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ   diperoleh pola minimal label terbesar yang dapat melabeli sisi 

dengan aturan pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah 

𝜆 2,1
′ (𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1)) = 9 

Sehingga, dari dugaan tersebut diperoleh suatu teorema sebagi berikut. 
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Teorema 3.2.7 Untuk sebarang graf 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 = 7, 22, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ, maka 

minumal label terbesar yang dapat melabeli sisi dengan aturan 

pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah 𝜆 2,1
′ (𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1)) = 9 

Bukti: Terlebih dahulu ditunjukan bahwa 𝜆2,1(𝑃(7, 1)) = 9, minimal label 

terbesar yang dapat melabeli sisinya adalah 9. Selanjutnya, 𝜆 2,1
′ (𝑃(22, 1)) =

9 dan 𝜆 2,1
′ (𝑃(27, 1)) = 9. Dari percobaan yang telah dilakukan tanpa melanggar 

aturan pelabelan 𝐿(2, 1) maka untuk 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1); 𝑙 = 7, 22, 𝑘 ≥ 0, 𝑘 ∈ ℤ 

diperoleh minimal label terbesar pada pelabelan sisi 𝐿(2, 1) adalah 𝜆2,1 (𝑃(𝑙 +

20𝑘, 1)) = 9. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dijelasakan, dapat disimpulkan 

bahwa nilai minimal label terbesar dari pelabelan titik dan sisi 𝐿(2, 1) pada graf 

Petersen sebagai berikut. 

Pelabelan titik  𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝜆2,1(𝑃(𝑛, 1)) = {
6
7

 
jika 𝑛 = 𝑃(3𝑘, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1) 

Pelabelan sisi  𝐿(2, 1) pada graf Petersen 

𝜆′2,1(𝑃(𝑛, 1)) =

{
  
 

  
 
8,
8,
8,
8,
8,
9,
9,

 

jika 𝑛 = 𝑃(4𝑘, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(5𝑘, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(5𝑘 + 3, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(5𝑘 + 4, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(5 + 4𝑘, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(3, 1) & 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1) 
jika 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 20𝑘, 1) 

 

4.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini, maka bagi penelitian selanjutnya diharapkan 

dapat mengembangkan penelitian ini dengan mengunaka minimal lebel terbesar 

dari pelabelan 𝐿(3, 2, 1) atau varian lain dari minimal lebel terbesar dari pelabelan 

𝐿(2, 1). 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1:  Skrip Matlab Pelabelan Titik dan Sisi  𝑳(𝟐, 𝟏) 

function A=L21(g, batas_label, mode) 
clc; 
tic; 

  
if class(g)~="graf" 
    A=g; 
    g=graf; 
    set_matrik(g, A); 
end 
h=graf; 

  
if nargin < 2  
    disp('Terjadi kesalahan, minimal parameter adalah 2.'); 
    disp('L21(graf, batas label, [mode: 1 atau 2])'); 
    return; 
end 
if nargin == 2 
    mode = 1; 
end 

  
copy(h, g); 
enumerate(h); 
n=nv(h); 
labelGraf = ones(1, n); 

  
if(mode==2) 
    labelGraf(:)=inf; 
    j=0; 
    waktu_mulai_simulasi = tic; 
    waktu_akhir_simulasi = toc; 

     
    save('label_graf', 'labelGraf'); 
    save('simulasi_ke', 'j') 
    save('waktu_mulai_simulasi', 'waktu_mulai_simulasi'); 
    save('waktu_akhir_simulasi', 'waktu_akhir_simulasi') 
end 
load('label_graf'); 
load('simulasi_ke'); 
load('waktu_akhir_simulasi'); 
waktu_mulai_simulasi = waktu_akhir_simulasi+tic; 
label_lama = -1; 
i=1; 

  
while i>0 && i<=n 
    waktu_awal = tic; 
    waktu_akhir = toc; 
    if(waktu_akhir > 2) 
        waktu_akhir_simulasi=waktu_akhir_simulasi+toc; 
        tic 
        save('label_graf', 'labelGraf'); 
        save('simulasi_ke', 'j') 
        save('waktu_akhir_simulasi', 'waktu_akhir_simulasi') 



 

 

    end 
    j=j+1; 
    t1 = tetangga(h, i); 
    t2 = setdiff(tetangga(h, t1), [t1 i]); 

     
    semua_label = 1:batas_label; 
    label_tersedia = semua_label; 
    label_tersedia = setdiff(label_tersedia, labelGraf(t2)); %dari 

t2 
    label_tersedia = setdiff(label_tersedia, [labelGraf(t1)-1 

labelGraf(t1) labelGraf(t1)+1]); %dari t1 
    label_tersedia = label_tersedia(label_tersedia>label_lama); 

     
    if(isempty(label_tersedia)) 
        labelGraf(i)=inf; 
        i=i-1; 
        if(i>0) 
            label_lama=labelGraf(i); 
        end 
    else 
        labelGraf(i) = min(label_tersedia); 
        label_lama=-1; 
        i=i+1; 
    end 
    disp(['percobaan ke-', num2str(j)]); 
    disp(labelGraf); 
end 
disp(labelGraf); 
labelCell = cell(n); 
for i=1:n 
    labelCell{i}=num2str(labelGraf(i)); 
end 
disp(['simulasi berakhir dalam waktu ', 

num2str(waktu_akhir_simulasi), ' detik.']); 
label(h, labelCell); 
gambarl(h); 
copy(g, h); 
end 

  



 

 

Lampiran 2:  Langkah-langkah untuk Pelabelan Titik 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf 

Petersen dalam Matlab 

 

  



 

 

Lampiran 3:  Langkah-langkah untuk Pelabelan Sisi 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf 

Petersen dalam Matlab 
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