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ABSTRAK

Khasana, Ika Nur. 2018. Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari
Gelanggang Z, X Z, dengan p,q Bilangan Prima. Skripsi. Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) H.Wahyu H. Irawan,
M.Pd. (I1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Kata Kunci: pembagi nol, gelanggang Z, X Z,, graf pembagi nol, eksentrisitas
titik, titik eksentrik, jumlah jarak eksentrik

Kajian graf dalam gelanggang merupakan salah satu permasalahan yang
menarik untuk diteliti. Misalkan R adalah suatu gelanggang maka unsur tak nol a
di R disebut pembagi nol jika terdapat b unsur tak nol dari R sehingga a - b = 0.
Graf pembagi nol dari suatu gelanggang komutatif R didefinisikan sebagai graf
sederhana dengan titik-titiknya adalah anggota pembagi nol dari suatu gelanggang
komutatif tersebut. Kedua titik misalkan x dan y dikatakan terhubung jika dan
hanya jika x-y =0 dimana x,y # 0. Salah satu contoh gelanggang komutatif
adalah gelanggang Z, dengan p bilangan prima, disebut juga dengan daerah
integral. Namun berdasarkan definisi, daerah integral tidak mempunyai unsur
pembagi nol sehingga tidak terdapat graf pembagi nol dari daerah integral.
Misalkan G = (V,E) merupakan graf terhubung maka jumlah jarak eksentrik dari
graf G tersebut dapat didefinisikan sebagai &%(G) =Z{u,v}gv(6)[e(u) +
e(v)] d(u,v) dengan e(u) adalah eksentrisitas titik w di graf G dan d(u,v)
adalah jarak antara u dan v. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui
dan membuktikan teorema jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari
gelanggang Z, X Z, dengan p, g bilangan prima.

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh kesimpulan bahwa jumlah jarak
eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah 2, dan untuk
gelanggang Z, X Z, untuk p = 2,q = 3 dan q bilangan prima adalah 4q% —9q +
5. Sedangkan untuk jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Z, % L, dengan p > 3 dan g > 3 adalah 4p® + 4q* + 4pq — 16p — 169 + 20.
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ABSTRACT

Khasana, Ika Nur. 2018. The Eccentric Distance Sum of Zero Divisor Graph of
a Ring Z, X Z, with p,q Prime. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Islamic State University of Maulana

Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) H.Wahyu H. Irawan, M.Pd. (Il) Dr.
Ahmad Barizi, M.A.

Keyword: zero divisor, ring Z, X Z,, zero divisor graph, eccentricity, the
eccentric distance sum

Study of graph in the ring is an interesting research problem. Let R be a
ring then a nonzero element a of R is called a zero divisor if there is a nonzero
element b in R such that a-b = 0. The zero divisor graph of a commutative ring
R is defined as a simple graph with vertices are zero divisor elements of the
commutative ring. Two vertices, x and y are said to be connected if and only if
x+y =0 where x,y # 0. One example of a commutative ring is the ring Z, with
p prime called the integral domain. But by definition, the integral domain does not
have a zero divisor element. Let G = (V,E) is a connected graph, the eccentric
distance sum of graph G can be defined as &%(G) = Z{u,v}gv(c)[e(u) +
e(v)]d(u, v) with e(w) is eccentricity vertex u in graph G and d(u,v) is distance
between vertex u and v. The purpose of this research is to find out and prove
theorems of the eccentric distance sum of zero divisor graph of a ring Z, X Z,
with p, g prime.

The results show that the eccentric distance sum of zero divisor graph of a
ring Z, X Z, is 2 and for the ring Z, X Z, with p = 2,q = 3 and q prime integers
is 4qg2—9q + 5. As for the eccentric distance sum of zero divisor graph of a ring
Z, XL, with p >3 dan g =3 and g prime numbers is 4p*+4q°* +4pq —
16p — 16q + 20.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Qur’an adalah wahyu Allah Swt. yang diturunkan kepada Nabi
Muhammad Saw merupakan mu’jizat paling besar pengaruhnya. AlQuran
merupakan sumber utama dari segala sumber yang berisi tentang kisah-kisah
orang-orang serta nabi-nabi terdahulu, perintah dan larangan sebagai pedoman
dan petunjuk hidup bagi manusia, serta kabar gembira dan ancaman yang
diberikan oleh Allah Swt. kepada umat muslim yang melaksanakan atau tidak
menjalankan perintah dan larangan-Nya.

Salah satu keistimewaan AlQur'an yang paling utama adalah
hubungannya dengan ilmu pengetahuan, begitu pentingnya ilmu pengetahuan
dalam AlQur’an sehingga Allah Swt. menurunkan ayat yang pertama kali dalam

al-Quran surat Al-°Alag/96:1-5 yang berbunyi:
el () ESY & B (7)) gl (e Sleiyl gt (1) gl el 5l T

(o) #d woway e o) ol

“Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu Yang menciptakan. Dia telah
menciptakan manusia dari segumpal darah. Bacalah, dan Tuhanmulah Yang
Maha Pemurah. Yang mengajar (manusia) dengan perantaran kalam. Dia
mengajar kepada manusia apa yang tidak diketahuinya.” (Q.S. Al-Alag/96 : 1-5)
Pada surah Al-Alag ayat 1-5 di atas, menjelaskan tentang perintah
membaca merupakan hal yang sangat penting bagi manusia. Allah Swt. telah

menciptakan manusia dari segumpal darah dan memuliakannya dengan mengajar

membaca, menulis dan memberikannya pengetahuan. Dengan kata lain, manusia
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yang mulia dihadapan Allah Swt. apabila manusia tersebut memiliki ilmu
pengetahuan dengan cara belajar. Igra yang berarti bacalah merupakan simbol
diwajibkannya untuk mempelajari ilmu pengetahuan bagi umat muslim karena
dengan mempelajari ilmu pengetahuan diharapkan dapat mempertebal keyakinan
terhadap Allah Swit.

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang
mendasari berbagai macam ilmu yang lain. Seiring dengan perkembangan
teknologi, matematika juga mengalami perkembangan yang membuat para ilmuan
untuk mengembangkannya semakin meningkat. Salah satu cabang matematika
yang dapat diteliti lebih lanjut adalah teori graf. Dalam berbagai hal, graf menjadi
alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan dan menyelesaikan suatu
permasalahan. Penelitian tentang teori graf hingga saat ini masih banyak dikaji
oleh para ilmuan karena aplikasinya masih dibutunkan dalam berbagai bidang.

Suatu graf G didefinisikan sebagai himpunan V tidak kosong dan
berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex) bersama dengan himpunan
E vyang mungkin kosong dari sisi (edge) yang menghubungkan sepasang titik.
Graf G yang mempunyai himpunan dari titik-titik 7 dan himpunan sisi E dapat
dituliskan dengan notasi G = (V,G). (Chartrand, dkk, 2016:3).

Dalam Al-Quran, Pencipta (Alllh Swt.) dan hamba-hamba-Nya dapat
direpresentasikan oleh titik-titik dari suatu graf sedangkan sisi-sisinya merupakan
representasi dari hubungan antara Allah Swt. dengan hamba-hamba-Nya dan
hubungan antara sesama hamba yang terjalin. Sebagimana firman Allah Swit.

dalam Q.S An-Nisa’ ayat 36 yang berbunyi:
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“Sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan
sesuatupun. Dan berbuat baiklah kepada dua orang ibu-bapa, karib-kerabat,
anak-anak yatim, orang-orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang
jauh, dan teman sejawat, ibnu sabil dan hamba sahayamu. Sesungguhnya Allah
tidak menyukai orang-orang yang sombong dan membangga-banggakan diri.”
(Q.S An-Nisa /4:36)

Pada Q.S An-Nisa ayat 36 di atas, menjelaskan tentang perintah Allah Swt.
untuk menyembah hanya kepada-Nya saja dan mengarahkan segala bentuk ibadah
kepada-Nya. Selain itu, Allah Swt. memerintah untuk selalu berbuat baik dalam
hal ucapan maupun dalam hal perbuatan kepada kedua orang tua, baik kerabat
dekat maupun jauh, anak yatim, orang-orang miskin, tetangga jauh dan lain-lain.

Kajian graf dalam gelanggang merupakan salah satu permasalahan yang
menarik untuk diteliti. Menurut Gilbert dan Gilbert (2009:258) gelanggang R
didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong R bersama dengan dua operasi
biner yang terdefinisi yakni penjumlahan (4+) dan perkalian (X) yang memenuhi
sifat grup abelian terhadap operasi penjumlahan, asosiatif terhadap operasi
perkalian, serta bersifat distributif terhadap penjumlahan dan perkalian. Apabila
gelanggang tersebut bersifat komutatif terhadap operasi perkalian maka disebut
dengan gelanggang komutatif.

Salah satu contoh gelanggang komutatif adalah daerah integral. Menurut
Gallian (2006:255) daerah integral merupakan gelanggang komutatif dengan

unsur kesatuan dan tidak memiliki unsur pembagi nol. Gelanggang Z,, yakni

gelanggang himpunan bilangan bulat modulo p dengan p bilangan prima
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merupakan gelanggang komutatif yang tidak memiliki pembagi nol sehingga
gelanggang tersebut merupakan daerah integral.

Pada penelitian ini, gelanggang yang digunakan adalah gelanggang
komutatif yang memiliki unsur pembagi nol. Dengan kata lain, gelanggang yang
digunakan merupakan gelanggang komutatif yang bukan merupakan daerah
integral. Sehingga gelanggang yang digunakan adalah gelanggang Z, X Z,, yakni
gelanggang hasil kali kartesian himpunan bilangan bulat modulo p dengan
himpunan bilangan bulat modulo g untuk p, g bilangan prima.

Graf pembagi nol dari gelanggang komutatif telah diperkenalkan oleh Beck
pada tahun 1988 dalam jurnalnya “Coloring of Commutative Ring”. Beck
menyatakan bahwa graf pembagi nol dari gelanggang komutatif yang dinotasikan
dengan I'(R) adalah suatu graf dengan titik-titiknya adalah semua elemen dari
gelanggang R dan dua titik terhubung jika perkalian titik keduanya sama dengan
nol.

Penelitian mengenai graf pembagi nol tersebut dilanjutkan oleh Anderson
dan Lingston pada tahun 1999 vyang mendefinisikan graf pembagi nol dari
gelanggang komutatif adalah suatu graf dengan titik-titiknya adalah semua elemen
dari gelanggang R dan dengan dua titik yang berbeda, misalkan x dan y terhubung
oleh suatu sisi atau bertetangga jika dan hanya jika x -y = 0. Dengan demikian
titik O akan bertetangga dengan semua titik dan titik yang bukan O pasti terhubung
dengan titik 0. Selanjutnya penelitian tersebut, dikaji kembali oleh Wicaksono dan
Sholeha pada tahun 2013 yang membahas tentang sifat-sifat graf pembagi nol dari

ring komutatif dengan elemen kesatuan.
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Misalkan G graf terhubung dan misalkan u dan v merupakan titik di G.
Jarak (distance) dari u dan v di G, dinotasikan dengan d(u,v) adalah panjang
lintasan u —v di G. Eksentrisitas (eccentricity) titik u di G, dinotasikan dengan
e(u), adalah jarak terbesar dari u ke semua ftitik di G. Jika u dan v adalah fitik
pada G sehingga e(u) = d(u,v), maka v disebut titik eksentrik dari u. Dengan
kata lain, titik v disebut dengan titik eksentrik dari u jika jarak dari u ke v sama
dengan eksentrisitas dari w. Menurut Padmapriya dan Mathad (2017:52), jumlah
jarak eksentrik atau the eccentric distance sum didefinisikan sebagai £%°(G) =
Yuev(c)e(w) D(w) dimana e(u) merupakan eksentrisitas titik u di G dan D (u) =
Yvev(c) d(u, v) merupakan jumlah dari semua jarak dari titik .

Permasalahan yang muncul dalam pembahasan mengenai jumlah jarak
eksentrik dari suatu graf adalah menentukan pola umum jumlah jarak eksentrik
dari graf tersebut. Pola umum tersebut merupakan suatu konjektur yang perlu
dibuktikan agar menjadi sebuah teorema. Salah satu penelitian tentang jumlah
jarak eksentrik dari suatu graf telah dilakukan oleh Yu, dkk pada tahun 2011 yang
membahas tentang jumlah jarak eksentrik dari graf pohon dan graf unicyclic.
Kemudian pada tahun 2017, Padmapriya P dan Veena Mathad melakukan
penelitian tentang jumlah jarak eksentrik dari graf roda, graf bintang, graf sapu
dan graf lollipop. Oleh karena itu, dalam penelitian ini penulis tertarik untuk
meneliti tentang jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol yang disajikan dalam
judul “Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z, X Z,

dengan p, q Bilangan Bulat Prima”.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam penelitian
ini adalah bagaimana teorema jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari

gelanggang Z, X Z, dengan p, g bilangan bulat prima.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan penelitian ini adalah
untuk mengetahui dan membuktikan teorema jumlah jarak eksentrik graf pembagi

nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p, g bilangan bulat prima.

1.4 Batasan Masalah

Penelitian ini hanya membahas tentang jumlah jarak eksentrik graf

pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan prima. Penulis akan

membatasi gelanggang Z, X Z, dendan p = 2,3 dan 5dan g = 2,3,5,7 dan 11.

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat sebagai berikut:
1. Bagi Penulis
Manfaat penelitian ini bagi penulis adalah sebagai pembelajaran untuk
memahami serta menentukan pola umum jumlah jarak eksentrik graf pembagi
nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan bulat prima sehingga dapat
mengembangkan wawasan ilmu pengetahuan khususnya dibidang teori graf.
2. Bagi Mahasiswa
Bagi mahasiswa, penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan rujukan dan

pembelajaran mengenai jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari suatu

gelanggang.



3. Bagi Lembaga
Bagi lembaga, hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat
sebagai sumbangan teori dala pengembangan kajian dalam teori graf

khususnya pada kajian jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari suatu

gelangoang.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka, yaitu
dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai sumber seperti buku,
artikel, jurnal dan lain-lain. Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji buku-buku
tentang gelanggang komutatif dan teori graf dan jurnal-jurnal yang memuat topik
tentang graf pembagi nol. Langkah selanjutnya menentukan jumlah jarak
eksentrik dari beberapa contoh graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan
p, q bilangan prima.

Adapun langkah-langkah yang digunakan peneliti dalam membahas
penelitian ini adalah

1. Menunjukkan himpunan Z, X Z, untuk p,q bilangan prima bersama dengan
operasi penjumlahan (+) dan operasi perkalian () merupakan gelanggang.

2. Menunjukkan unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p,q bilangan
prima berdasarkan definisi unsur pembagi nol dari suatu gelanggang.

3. Menggambar beberapa contoh graf pembagi nol dari suatu gelanggang Z, X Z,
dengan p, g bilangan bulat prima.

4. Menentukan jarak dari setiap titik ke titik-titik yang lain pada graf pembagi nol

tersebut.



8
5. Menentukan titik eksentrik dari setiap titik kemudian menentukan jumlah jarak

eksentrik dari setiap contoh graf pembagi nol dari suatu gelanggang Z, X Z,

dengan p, g bilangan bulat prima.
6. Melalui beberapa contoh tersebut, kemudian dicari pola tertentu. Pola yang
didapatkan merupakan suatu konjektur atau dugaan. Konjektur yang

didapatkan tersebut kemudian dibuktikan.

1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan penelitian ini, penulis menggunakan sistematika penulisan
yang terdiri dari atas 4 bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan
sistematika penulisan sebagai berikut:

BAB 1 :PENDAHULUAN
Pada bab ini diharapkan mampu memberikan gambaran terhadap isi
penelitian agar pembaca dapat mengetahui apa yang dimaksud dalam
pembahasan. Bab ini memiliki beberapa pokok subbahasan yang
meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.

BAB Il : KAJIAN PUSTAKA
Pada bab ini terdiri atas konsep-konsep yang mendukung bagian
pembahasan.  Konsep-konsep  (teori-teori) tersebut antara lain
membahas tentang pengertian grup, pengertian gelanggang, unsur
pembagi nol pada suatu gelanggang, pengertian graf, graf yang
terhubung langsung dan terkait langsung, graf-graf khusus, dan lain-

lain.



BAB I

BAB IV

: PEMBAHASAN

Dalam bab ini pertama penulis akan menunjukkan himpunan Z, X Z,
untuk p,q bilangan prima bersama dengan operasi penjumlahan (+)
dan operasi perkalian (x) merupakan gelanggang. Selanjutnya akan
ditunjukkan unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p,q
bilangan prima dan menggambarkan graf pembagi  nolnya.
Selanjutnya akan ditentukan eksentrisitas titik-titik dan titik eksentrik
graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p,q bilangan prima
kemudian akan ditentukan jumlah jarak eksentrik dari setiap contoh
graf pembagi nol dari gelanggang tersebut. Pola yang didapatkan dari
contoh-contoh  tersebut merupakan suatu konjektur atau dugaan.

Konjektur yang didapatkan tersebut kemudian dibuktikan.

: PENUTUP

Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yang diperoleh dari
pembahasan dan juga dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan

dengan hasil penelitian.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Grup
Menurut Dummit dan Foote (2004:16-17) grup adalah struktur aljabar

dengan suatu operasi biner yang memenuhi beberapa aksioma. Operasi biner *
pada himpunan tak kosong G adalah suatu pemetaan dari G X G ke G. Misalkan
(G,x) adalah grup maka (G,x) harus memenuhi memenuhi empat aksioma, yaitu
tertutup terhadap operasi *, bersifat asosiatif, memiliki identitas dan setiap
elemennya memiliki invers.
Definisi 2.1.1
(1) Grup adalah suatu pasangan berurut (G,x) dengan G berupa himpunan dan *
adalah operasi biner pada G yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
I. Tertutup terhadap operasi x, yakni a * b € G untuk semua a,b € G,
ii. (axb)xc=ax(bxc), untuk semua a,b,c €G (yakni = Dbersifat
asosiatif),
iii. Terdapat e € G sehingga axe =e*a =a, untuk semua a€ G (e
disebut unsur identitas dari G),
iv. Untuk setiap a € G, terdapata™ € G sehinggaa*xa™ ' =a 'xa=e
(a~* disebut invers dari a).
(2) Grup (G,x) disebut grup Abelian atau grup komutatif jika axb=b*a
untuk semua a,b € G.
Sebagai contoh, akan ditunjukan bahwa (Z,+) dengan Z merupakan

himpunan bilangan bulat merupakan grup dengan memenuhi aksioma-aksioma

10
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di atas. Ambil sebarang a,b € Z maka a + b € Z, sehingga Z bersifat tertutup
terhadap operasi +. Selajutnya ambil sebarang a,b,c € Z maka (a+ b) + ¢ =
a+ (b +c) €Z, sehingga Z bersifat asosiatif terhadap operasi +. Misalkan I € Z,
untuk setiap a € Z maka a4+ 1 =a dan I +a = a, sehingga diperoleh I = a —
a =0. Jadi elemen identitasnya adalah 0. Selanjutnya misalkan b € Z adalah
invers dari a atau dapat ditulis a=* = b, untuk setiap a € Z maka a + b = 0 dan
b +a =0, sehingga diperoleh b =0 —a = —a atau dapat dikatakan invers dari
a adalah -a. Karena himpunan bilangan bulat Z tertutup terhadap operasi +,
bersifat asosiatif, terdapat elemen identitas, dan untuk setiap elemen di Z memiliki

invers, maka himpunan bilangan bulat Z dengan operasi + merupakan grup.

Definisi 2.1.2

Misalkan G adalah suatu grup. Subhimpunan H dari G adalah subgrup dari G
jika H tak kosong dan H tertutup terhadap operasi di G dan invers (yakni x,y €
H = x~ ! € H dan xy € H). Himpunan H adalah subgrup dari G, dilambangkan
dengan H < G (Dummit dan Foote, 2004: 46).

Berdasarkan Definisi 2.1.2, misalkan H adalah subhimpunan tak kosong dari
G yang tertutup terhadap operasi * di G dan invers, yakni x,y e H = x" 1€
Hdanxxy € H. Dalam hal ini, penulisan x ~y € H dapat dituliskan sebagai
xy € H. Operasi » di H bersifat asosiatif dikarenakan operasi = di H adalah
pembatasan operasi » di G pada H. Karena H tak kosong, maka terdapat h € H.
Sifat ketertutupan dari H terhadap operasi di G dan invers mengakibatkan

h ™ e Hdan hh ' € H. Padahal hh™! =e. Jadi H memiliki unsur identitas,



12
Khususnya identitas di H sama dengan unsur identitas di G. Dengan demikian H

memenuhi aksioma grup. Jadi subgrup adalah grup.

2.2. Gelanggang
Menurut Dummit dan Foote (2004: 223) gelanggang adalah suatu himpunan

tak kosong bersama dengan dua operasi biner yang dilambangkan dengan
(R, +,x) yakni operasi penjumlahan (dinotasikan dengan +) dan operasi perkalian
(dinotasian dengan x) yang memiliki sifat grup Abelian terhadap operasi +,

assosiatif terhadap operasi x serta bersifat distributif terhadap operasi + dan Xx.

Definisi 2.2.1
(1) Gelanggang (ring) R adalah suatu himpunan bersama dua operasi biner + dan
X (disebut penjumlahan dan perkalian) yang memenuhi aksioma-aksioma
berikut:
i. (R,+)adalah suatu grup Abelian,
ii. Operasi x bersifat asosiatif: (a X b) X ¢ = a x (b X ¢),untuk semua
a,b,c ER
iii. pada R berlaku hukum distributif: untuk semua a, b, c € R,
(a+b)xc=(axc)+(bxc)dan
axXx((b+c)=(axb)+(axc).
(2) Gelanggang R disebut gelanggang komutatif  jika operasi perkaliannya
bersifat komutatif.
(3) Gelanggang R disebut gelanggang dengan unsur satuan (memuat 1) jika

terdapat 0 # 1 € Rdengan 1 X a =a X 1 = a,untuk semua a € R.
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Pada definisi di atas, operasi x pada gelanggang R yakni a X b € R untuk

a,b € R dapat dituliskan sebagai ab € R. Sebagai contoh, himpunan hasil kali

kartesian Z, x Z; = {(0,0),(0,1), (0,2),(1,0),(1,1),(1,2)} dengan operasi + dan

X merupakan gelanggang. Pertama akan ditunjukkan himpunan hasil kali

kartesian Z, X Z, dengan operasi + merupakan grup Abelian. Operasi + pada

himpunan Z, X Z, didefinisikan sebagai (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+ d) dengan
(a,b),(c,d) € 7, X Z,. Perhatikan tabel berikut.

Tabel 2. 1 Tabel Cayley dari Z, X Z5 dengan Operasi +
+ (000D |02 10| AD| 12

0000|002 ((MLO]| (L] (1,2

O | OO0 (L] (L2)]| (1,0

02)| 02|00 |OD (L2 (10| (1LY

(L) | (1L,0) | (L) | (1L,2) [ (0,0) | (0,1)] (0,2)

(L) | (L) | (12| (1,0 | (O01)] (0,2)] (0,0)

(1L2) | (1L,2) | (1L,0) | (1L, | (0,2) | (0,0) | (0,1)

Berdasarkan tabel 2.1 di atas, Z, X Z, bersifat tertutup dan asosiatif

terhadap operasi + karena untuk sebarang (a, b),(c,d),(e, f) € Z, x Z, maka
(a,b)+ (¢,d) €Z,xZy dan ((a,b)+(c,d))+ (ef) =(ab)+ ((cd)+

(e,f)) € Z, X Zy. Misalkan [ € Z, X Z, untuk setiap (a, b) € Z, X Z, maka

(a,b) +1=(ab) dan I+ (a,b) =(ab)
I =(ab)— (ab) I =(a,b)— (ab)
I=(a—a,b—D>) I=(a—a,b—Db)

I =(0,0) I=(0,0)
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Jadi elemen identitasnya adalah (0,0). Selain itu, himpunan Z, X Z, juga
memuat invers, karena untuk setiap (a,b) € Z, X Z, terdapat (c,d) € Z, X Z,
sedemikian sehingga (a, b) + (¢, d) = (0,0) = 1. Selanjutnya himpunan Z, X Z,
juga bersifat komutatif terhadap operasi + karena untuk sebarang (a, b),(c,d) €
Z,xZ, maka (a,b)+(c,d)=(c,d)+(ab)€EZ,*x7Z,;. Dengan demikian
himpunan Z, X Z, dengan operasi + merupakan grup Abelian.

Selanjutnya akan ditunjukkan himpunan hasil kali Kkartesian Z, X Z,
dengan operasi X Dbersifat assosiatif. Operasi X pada himpunan Z, X Z,
didefinisikan sebagai (a,b) X (¢,d) = (axc,bxd) dengan (a,b),(c,d) €
Z, X 7T. Perhatikan tabel berikut:

Tabel 2. 2 Tabel Cayley dari Z, x Z3; dengan Operasi +
x 1(00)] (1) (02| (10| 1L1)| (1,2)

(0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0) [ (0,0)] (0,0)] (0,0

0,1) | (0,0 ] (0,1)|(0,2) [ (0,0)] (0,1)] (0,2)

0,2) | (0,0)](0,2)|(0,1) | (00)] (0,2)] (0,1)

(1,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0) | (1,0) | (1,0) | (1,0)

(L) [ (00| O [0 (1O (LD | (12

(1L,2) [ (0,0) | (02) [ (0D | (10| (L,2)| (L,D)

Berdasarkan tabel 2.2 di atas, Z, X Z; bersifat tertutup dan asosiatif
terhadap operasi x karena untuk sebarang (a,b),(c,d),(e, f) € Z, X Z, maka
(a,b) X (c,d) € Z, X Z,; dan ((a, b) x (c, d)) x (e, f) = (a,b) x ((c, d) X
(e,f)) € Z, X Z,. Selanjutnya pada Z, x Z, juga berlaku sifat distributif yaitu

(@ b)x ((c,d)+(e,f)) =(axc,bxd)+(axebXf)EL, XL, dan
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((@b)+ (cd))x(e,f) =(axebxf)+(cxXedxf)€L, XL, untuk
sebarang (a, b),(c,d),(e, f) € Z, X Z,. Karena aksioma i dan ii terpenuhi maka

himpunan hasil kali kartesian Z, X Z, dengan operasi + dan X merupakan

gelanggang.

Definisi 2.2.2
Misalkan R adalah suatu gelanggang.

(1) Unsur tak nol a di R disebut pembagi nol jika terdapat b unsur tak nol dari R
sehingga ab = 0 atau ha = 0.

(2) Misalkan gelanggang R mempunyai unsur satuan 1 # 0. Unsur u di R disebut
unit jika terdapat unsur v dari R sedemikian sehingga uv =vu = 1.
(Dummit dan Foote, 2004:226).

Gelanggang R dengan unsur satuan 1, dimana 1 # 0 disebut gelanggang
pembagian (skewfield) jika setiap 0 # u € R memiliki invers terhadap perkalian,
yakni terdapat v € R sedemikian hingga wuv =wvu = 1. Suatu gelanggang
pembagian yang komutatif disebut lapangan (field). Misalkan F adalah lapangan,
maka dapat diartikan bahwa F adalah grup Abelian terhadap penjumiahan,
F — {0} adalah grup Abelian terhadap perkalian, dan di F berlaku sifat distributif
perkalian terhadap penjumlahan.

Definisi 2.2.3
Gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan 1 # 0 disebut daerah integral

jika gelanggang tersebut tidak memiliki pembagi nol (Dummit dan Foote, 2004:

228).
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Definisi 2.2.4

Menurut Gallian (2006: 258) karakteristik dari suatu gelanggang R adalah
bilangan bulat positif terkecil n sedemikian sehingga nx = 0 untuk setiap x di R.
Jika tidak terdapat bilangan bulat positif yang demikian maka dapat dikatakan
karakteristik dari suatu gelanggang tersebut adalah 0. Karakteristik dari suatu
gelanggang R dinotasikan dengan char R.

Sebagai contoh, gelanggang bilangan bulat mempunyai karakteristik 0.
Misalkan Z. = {0,1,2,3,4} dengan operasi penjumlahan dan perkalian merupakan
gelanggang. Jadi gelanggang Z. mempunyai karakteristik 5.

Definisi 2.2.5

Subgelanggang dari gelanggang R adalah subgrup dari (R,+) Yyang
tertutup terhadap perkalian (Dummit dan Foote, 2004: 228).

Berdasarkan definisi tersebut, misalkan R merupakan gelanggang dengan
operasi penjumlahan dan perkalian. Misalkan juga S adalah subgrup dari R yang
tertutup terhadap operasi perkalian. Karena S adalah subgrup, maka S adalah
subhimpunan dari R, oleh karena itu sifat komutatif pada operasi penjumlahan di
R juga berlaku di S. Dengan demikian, S adalah grup Abelian terhadap
penjumlahan. Selanjutnya sifat asosiatif pada operasi perkalian dan distributif
perkalian terhadap penjumlahan di S diwarisi dariR. Dengan demikian,
subgelanggang adalah suatu geianggang. Setiap gelanggang (R, +,X) sedikitnya
memiliki dua subgelanggang, vyaitu {0} dan R yang selanjutnya disebut dengan

subgelanggang ftrivial.
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Definisi 2.2.6
Menurut Dummit dan Foote (2004:242) misalkan R adalah gelanggang, I
adalah subhimpunan dari R danr € R.
(1) rI={rala € I}dan Ir={ar|a € I}.
(2) Subhimpunan I dari R disebut ideal kiri dari R jika
I. I adalah subgelanggang dari R.
il. [ tertutup terhadap perkalian Kiri oleh unsur di R, yakni rI €I, untuk
semuar € R.
Sedangkan subhimpunan I dari R disebut ideal kanan dari R jika memenuhi
point (i) dan point (i) digantikan oleh:
ii. [ tertutup terhadap perkalian kanan oleh unsur dari R, yakni Ir ©
I, untuk semua r € R.
(3) Suatu subhimpunan I yang merupakan ideal kiri dan ideal kanan disebut
ideal dari R.
Ideal merupakan subgelanggang yang mempunyai sifat khusus, yakni

perkalian setiap unsur di gelanggang dengan unsur di ideal ada di ideal.

2.3. Graf

Teori graf mempunyai banyak aplikasi praktis dalam berbagai disiplin
ilmu, misalnya dalam biologi, ilmu komputer, ekonomi, teknik, informatika,
linguistik, matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial. Dalam berbagai hal, graf
menjadi alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan dan menyelesaikan

suatu permasalahan. Penelitian tentang teori graf hingga saat ini masih banyak
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dikaji oleh para ilmuan karena aplikasinya masih dibutuhkan dalam berbagai
bidang.

2.3.1 Definisi Graf
Definisi 2.3.1

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) ditulis dengan
notasi G = (V,E) yang dalam hal ini V adalah himpunan tak kosong dari titik-titik
(vertex) dan E adalah himpunan yang mungkin kosong dari sisi (edge) yang
menghubungkan sepasang titik (Chartrand, dkk, 2016:3).

Dari definisi graf di atas menerangkan bahwa V tidak boleh kosong,
sedangkan E boleh kosong. Graf yang hanya memiliki satu titik tanpa adanya sisi
dinamakan graf trivial. Menurut Chartrand, dkk (2016:4) himpunan titik di G
dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G) sedangkan
banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G)
dan banyaknya unsur di E(G) disebut size atau ukuran dari G dan dilambangkan
dengan q(G). Jika graf yang dibacakan hanya graf G maka order dan size dari graf
G tersebut cukup ditulis dengan p dan g saja.

Sebagai contoh, perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi E (G) seperti berikut ini:

V(G) ={a,b,c,d,e}

E(G) = {(a,b),(ac),(a d),(b,d),(b,c),(d e)}

Graf G tersebut secara lebih jelas dapat digambarkan sebagai berikut:

C

b d €
Gambar 2. 1 Graf G
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Graf G di atas mempunyai titik sebanyak 5 sehingga order G adalah p = 5.
Graf ¢ mempunyai sisi sebanyak 6 sehingga ukuran graf G adalah g = 6. Secara
rinci himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G dapat diuraikan sebagai
berikut:

V(G)={ab,c,d, e}

E(G) ={(a,b),(a,c),(ad),(b,d),(b,c),(d e}
dapat juga ditulis dengan V(G) = {a, b,c,d, e} dan E(G) = {e,, e,,e5,e,,€5,€4}
dengan e; =(ab),e, =(arc), es=(ad)e, = (bd),es=(bc)dane, =

(d, ).

2.3.2 Terhubung Langsung dan Terkait Langsung
Definisi 2.3.2

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titk u dan v. Jka e = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik » dan v disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e, dan e, disebut terhubung langsung jika terkait
langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis
e = uv (Abdussakir, dkk, 2009: 6).

Perhatikan kembali graf G berikut.
a €2 *

€3

— )
b s d €6 e

Gambar 2. 2 Graf G yang Terhubung Langsung
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Berdasarkan gambar 2.2 di atas, titik a dan titik b terhubung langsung,
demikian pula dengan titik a dan titik c, titik a dan titik d, serta titik d dan titik e.
Titik a dan titik e tidak terhubung langsung, demikian pula dengan titik b dan titik
e, serta titik ¢ dan titik e. Sisi e, terkait langsung dengan titik a dan titik b. Sisi
e, terkait langsung dengan titik a dan titik c. Sisi e, tidak terkait langsung dengan
titik ¢ dan titik d. Perlu diperhatikan bahwa satu sisi hanya dapat terkait langsung
dengan dua titik berbeda. Hal ini terjadi karena satu sisi hanya menghubungkan
dua titik berbeda. Sisi e, dan e, terhubung langsung karena terkait langsung pada
satu titik yang sama, yaitu titik a. Sisi e, dan e, tidak terhubung langsung karena

tidak terkiat langsung pada titik yang sama.

2.3.3 Derajat Titik
Definisi 2.3.3

Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg, (v) adalah banyaknya sisi di G
yang terkait langsung dengan v (Chartrand, dkk, 2016:5).

Menurut Abdussakir, dkk (2009:9) jika v adalah titik pada graf G, maka
himpunan semua titik di G yang terhubung langsung dengan v disebut dengan
lingkungan dari v dan ditulis N, (v). Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg, (v)
adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung dengan v. Dalam konteks
pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan deg;(v) disingkat menjadi
deg(v) dan N,(v) disingkat menjadi N(v). Jika dikaitkan dengan konsep
lingkungan, derajat titik v di graf G adalah banyaknya anggota dalam N(v). Jadi

deg(v) = IN(W)|.
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Titik yang berderajat genap disebut dengan titik genap (even vertices) dan

titik yang berderajat ganjil disebut dengan titik ganjil (ood vertices). Sedangkan

titik yang berderajat nol disebut isolated vertices dan titik yang berderajat satu
disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand, dkk, 2016:6).

Perhatikan graf G, berikut yang mempunyai titik V(G) = {a,b,c,d} dan

himpunan sisi E(G) = {e,,e,, €3, €,,6es}.

€s

c
Gambar 2. 3 Graf G,

Pada gambar di atas, diperoleh bahwa

N(a) = {b,c,d}
N() ={a,c}
N(c) ={a,b,d}
N(d) = {a,c}

Dengan demikian, maka

deg(a) = 3
deg(h) = 2
deg(c) =3
deg(d) = 2

Titik b dan d adalah titik genap, titik ¢ dan d adalah titik ganjil. Karena
tidak ada yang berderajat 0 atau 1, maka tidak terdapat titik terisolasi dan titik

ujung pada graf G,. Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf
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G dengan banyak sisi yaitu g adalah }; .. deg(v) = 2q yang dinyatakan dalam
teorema berikut.
Teorema 2.3.1

Misalkan G graf dengan order p dan ukuran g, dengan V(G) =
{v;, vy .., v,}. Maka XF_, deg(v) = 2q (Abdussakir, dkk, 2009:11).
Bukti:
Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung satu Kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh

bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan dua kali jumlah sisi di G.

2.3.4 Graf-graf Khusus

Berkaitan dengan titik, sisi, dan derajat pada graf, terdapat beberapa graf
yang memiliki sifat-sifat khusus. Abdussakir, dkk (2009:20) menyatakan bahwa
suatu graf G dapat dikatakan beraturan-r atau beraturan dengan derajat r jika
masing-masing titik v di G, maka deg(v) = r untuk bilangan bulat tak negatif 7.
Graf beraturan-3 biasa juga disebut dengan graf kubik. Pada gambar 2.4 dibawah

ini, graf G, dan graf G, masing-masing beraturan-4.

Gambar 2. 4 Graf G merupakan Graf Beraturan-4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Chartrand, dkk (2016:4) menyatakan bahwa graf komplit (Complete Graph)
adalah graf dengan dua titik yang berbeda saling terhubung langsung (adjacent).
Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan K,,. Dengan demikian, maka graf

K, merupakan graf beraturan- (n— 1) dengan order p =n dan ukuran q =

(;) = @ Berikut ini adalah gambar graf K, K,, K5, dan K,.

el WA

Gambar 2. 5 Graf K,K,,K3,dan K,

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi
menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi pada
graf G tersebut menghubungkan satu titik di V,dengan satu titik di V. Jika G
adalah graf bipartisi beraturan-r dengan r > 1, maka |V;| =|V,|. Graf G
dikatakan partisi-n jika himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi sebanyak n
himpunan tak kosong V,,V,,...,V, sehingga masing-masing sisi pada graf G
menghubungkan titik pada V; dengan titik pada V; untuk i #j. Jika n = 3, graf
partisi-n disebut graf tripartis (Abdussakir, dkk, 2009:20).

Suatu graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan
masing-masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik
pada partisi yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah satu partisi
dan n titik pada partisi yang lain ditulis K, ,. Graf bipartisi komplit K, , disebut
graf bintang (star) dan dinotasikan dengan S,,. Jadi, S,, mempunyai order (n — 1)
dan ukuran n. Pada gambar berikut ini, graf G, adalah graf bipartisi K;, dengan
himpunan partisi V; = {v,,v,,v;,v,} dan V, = {u,,u,,us,u,} dan G, adalah graf

bintang K, ; atau S (Abdussakir, dkk, 2009:22).
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Vi Uy U3z 1y b,

Uy Uy U

Gambar 2. 6 G, Graf Bipartisi dan G, Graf Bintang

2.3.5 Graf Terhubung

Misalkan G graf dan u,v adalah titik di G (yang tidak harus berbeda).
Jalan u — v pada graf G adalah barisan berhingga yang selang-seling antara titik
dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titk W:u =v,, e, v,,e,,
Vy, e, €, U, = U dengan e; = v;,_,v; untuk i = 1,2,3,...,n adalah sisi di G. v,
disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titk v, v,,...,v,_, disebut titik internal,
dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # v,, maka W disebut jalan terbuka.
Jka v, =v, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak mempunyai sisi
disebut dengan jalan trivial (Abdussakir, dkk, 2009:20).

Jalan tertutup tak trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel. Graf
berbentuk sikel dengan titik sebanyak n, n = 3, disebut graf sikel dan ditulis C,.
Panjang sikel terpendek pada suatu graf siklik disebut girth dari G dan dinotasikan
dengan g(G). Graf sikel sering juga disebut sebagai graf lingkaran karena
gambarnya dapat dibentuk menjadi lingkaran. Graf sikel juga dapat digambar

dalam bentuk poligon. C; dapat disebut segitiga, C, dapat disebut sebgai

segiempat, dan secara umum C,, dapat disebut sebagai segi-n.
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Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titk u dan v dikatakan
terhubung (connected) jika terdapat lintasan u — v di G. Suatu graf G dikatakan
terhubung (connected) jika untuk setiap titik wdan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika
setiap titik u dan v di G terdapat lintasn u — v di G. Sebaliknya, jika ada dua titik
u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u — v di G, maka G dikatakan tak terhubung

atau disconnected (Abdussakir, dkk, 2009:20).

2.3.6 Jarak Pada Graf Terhubung
Definisi 2.3.4

Misalkan G graf terhubung dan u dan v merupakan titik di G. Jarak
(distance) dari u ke v di G, dinotasikan dengan d(u, v), adalah panjang lintasan
u— v di G. Himpunan titik di ¢ dengan fungsi jarak ini membentuk ruang metrik.
Untuk setiap titik u, v, dan w di G, maka

a. d(u,v) = 0dand(u,v) = 0 jika dan hanya jika u = v.

b. d(u,v) =d(v,u)

c. d(u,v)<d(u,w)+ d(w,v) (Abdussakir, dkk, 2009:56)
Definisi 2.3.5

Menurut Abdussakir, dkk (2009:56) eksentrisitas (eccentricity) titik « di G,
dinotasikan dengan e(u), adalah jarak terbesar dari u ke semua titik di G sehingga

e(uw) = maks {d(u,v)|v € V(G)}

Jika u dan v adalah titik pada G sehingga e(u) = d(u, v) maka v disebut

titik eksentrik dari u.Dengan kata lain, titik v disebut titik eksentrik dari u jika

jarak dari u ke v sama dengan eksentrisitas dari u (Abdussakir, dkk, 2009:57).
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Perhatikan contoh berikut.

X y

v w
Gambar 2. 7 Graf G Terhubung

Berdasarkan gambar 2.7 dapat dilihat eksentrisitas dan titik eksentrik di

graf G sebagai berikut:

Tabel 2. 3 Eksentrisitas dan Titik Eksentrik Graf G

Titik | Eksentrisitas | Titik Eksentrik

t e(t) =4 u

u e(u) =4 t

v e(v) =4 iz

w e(w) =2 t,u

X e(x) =3 t

y e(y) =2 t,v,u

Z el 5 & u

Dari tabel 2.3 diatas, diperoleh bahwa d(x,y) = 1,d(x,w) = 1,d(x,v) =
1,d(x,u) =1,d(x,z) = 2,dan d(x,t) = 3. Jadi, eksentrisitas titik x di G adalah
e(x) =3 dan ftitik eksentrik dari x adalah t. Selanjutnya akan didefinisikan the
eccentric distance sum atau jumlah jarak eksentrik dari suatu graf sebagai berikut.
Definisi 2.3.6

Misalkan G = (V,E) merupakan graf terhubung. The eccentric distance
sum atau jumlah jarak eksentrik dari graf G didefinisikan sebagai &% (G) =
Z{u,v}gv(c)[e(u) + e(v)]d(u, v) dengan e(u) adalah eksentrisitas titik u di graf G

dan d(u, v) adalah jarak antara u dan v (Padmapriya dan Mathad, 2017:51).
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Sedangkan menurut Yu, dkk, (2011:99) misalkan G graf terhubung dengan

V(G) merupakan himpunan titik-titik di G. The eccentric distance sum atau
jumlah jarak eksentrik dapat didefinisikan sebagai ¢4°(G) = X,cy(q)e(V) Dg (V)
dimana e(v) merupakan eksentrisitas titik v di G dan D;(v) = X,ep ) d(w, v)
merupakan jumlah dari semua jarak dari titik v. Sebagai contoh perhatikan

gambar 2.8 berikut.

d c
Gambar 2. 8 Graf G,

Berdasarkan gambar 2.8 dapat dilihat eksentrisitas dan titik eksentrik di
graf G, sebagai berikut.

Tabel 2. 4 Eksentrisitas dan Titik Eksentrik Graf G,

Titik | Eksentrisitas | Titik Eksentrik
a e(a) =2 c,d
b e(b) =2 d,e
c e(c)=2 a,e
d e(d)=2 a,b
e e(e) =2 b

Berdasarkan tabel 2.4 di atas, jumlah jarak eksentrik dari graf G, dapat
ditentukan sebagai berikut.
§%(G,) = [e(a) + e(b)]d(a, b) + [e(a) + e(c)]d(a, c) + [e(a) + e(d)]d(a, d)
+[e(a) +e(e)]d(a,e) + [e(b) + e(c)]d(b,c)

+[e(b) + e(d)]d(b,d) + [e(b) + e(e)]d(b, e)
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+[e(c) + e(d)]d(c,d) + [e(c) +e(e)]d(c,e)
=Q2+2)1+2+2)2+R2+2)2+2+2)1+2+2)1+(2+2)2
+(2+2)24+@2+2)1+(2+2)2
=4+8+8+4+4+8+8+4+8

=56

2.3.7 Graf Pembagi Nol
Definisi 2.3.7

Diberikan R adalah gelanggang komutatif dengan elemen satuan dan pembagi
nolnya adalah Z(R). Sebuah graf pembagi nol, T'(R) adalah graf sederhana dengan
titik-titiknya adalah anggota pembagi nol dari suatu gelaggang komutatif tersebut.
Kedua titik misalkan x dan y dikatakan terhubung jika dan hanya jika x -y =0
dimana x,y # 0 (Wicaksono dan Sholeha, 2013:2).
dengan operasi penjumlahan dan perkalian merupakan suatu gelanggang
komutatif. Dalam gelanggang ini terdapat lima buah pembagi nol yang tak nol,

yakni 2,4,5, 6, dan 8 sedemikian sehingga

2x5=0
4x5=0
6x5=0
8x5=0

Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z,, adalah Z(Z,,) =

{2,4,5,6,8}. Sehingga berdasarkan definisi 2.3.6 diatas, dapat digambarkan

dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.
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® )|

oNe

Gambar 2. 9 Graf Pembagi Nol dari
Gelanggang Z4,

Teorema 2.3.2

Diberikan suatu gelanggang komutatif R maka ['(R) merupakan graf
pembagi nol dari gelanggang komutatif R terhubung dengan diam(F(R)) < 3.
Bukti:

Misalkan R merupakan gelanggang komutatif dan Z(R) adalah himpunan
unsur pembagi nol yang tidak nol. Ambil sebarang a,b € Z(R) untuk a dan b
yang berbeda. Misalkan a - b = 0, maka terdapat lintasan a — b dengan d(a,b) =
1. Selanjutnya, misalkan a - b # 0, maka a dan b tidak terhubung oleh suatu sisi.
Untuk a? =0 dan bh? = 0 terdapat lintasan a —ab — b dengan d(a,b) = 2.
Untuk a? # 0 dan b? = 0 maka terdapat ¢ € Z(R) — {a, b} dengan a - ¢ = 0. Jika
c-b=0 maka terdapat lintasan a — c— b dengan d(a,b) =2, jika c-b #0
maka terdapat lintasan a —cb — b dengan d(a, b) = 2. Selanjutnya untuk a® # 0
dan b% # 0 maka terdapat e, f € Z(R) — {a,b} dimana e-a =0 dan f-b = 0.
Jika e = f maka terdapat lintasan a —e — b atau a — f — b dengan d(a, b) = 2.
Jka e#f maka untuk e-f = Oterdapat lintasan a —e —f —b dengan
d(a,b) = 3. Sedangkan untuk e-f # 0 maka terdapat lintasan a —ef —b

dengan d(a, b) = 2.
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2.4 Kajian Teori Graf dalam Al-Qur’an

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul albab, tidak
cukup hanya berbekal kemampuan intelektual semata, tetapi perlu didukung
secara bersama dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif
dan logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan
imajinatif  serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris dan logis
(Abdussakir, 2007:24).

Firman Allah Swt. dalam surah Al-Bagarah ayat 2 yang berbunyi:

(V) Gl c3b Dad ey ¥ ) A5

“Kitab (Al Quran) ini tidak ada keraguan padanya,; petunjuk bagi mereka yang
bertakwa,” (Q.S Al-Bagarah:2)

Ibnu katsir meriwayatkan bahwa makna “alkitab” dalam ayat ini adalah
Alguran. Begitupula Imam Alqurtubi dalam tafsimya meriwayatkan makna
“alkitab” dalam ayat ini adalah Alquran yang telah dijanjikan kepada Nabi
Muhammad yang akan diturunkan kepadanya. Alguran merupakan kitab suci yang
tak diragukan lagi kebenaran pesan yang dikandungnya dan menjadi petunjuk
bagi orang-orang yang bertakwa dalam menjalani hidup di dunia.

Salah satu keistimewaan Al-Qur'an yang paling utama adalah
hubungannya dengan ilmu pengetahuan, begitu pentingnya ilmu pengetahuan
dalam Al-Qur’an sehingga Allah Swt. menurunkan ayat yang pertama kali dalam
Q.S Al-‘Alaq ayat 1 sampai 5. Ayat tersebut menjelaskan tentang perintah
membaca merupakan hal yang sangat penting bagi manusia. Allah Swt. telah
menciptakan manusia dari segumpal darah dan memuliakannya dengan mengajar

membaca, menulis dan memberikannya pengetahuan. Dengan kata lain, manusia
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yang mulia dihadapan Allah Swt. apabila manusia tersebut memiliki ilmu
pengetahuan dengan cara belajar.

Salah satu ilmu pengetahuan yang dapat diintegrasikan dari Al-Qur’an
adalah matematika. Cabang-cabang matematika yang ada dalam Al-Quran
diantaranya adalah masalah stafistik, pemodelan matematika, struktur aljabar,
logika, teori graf, dan lain-lain. Dalam penelitian ini topik yang dapat diambil
dalam matematika adalah teori graf. Graf menurut definisi merupakan suatu
himpunan tak kosong yang memuat objek-objek yang disebut titik dan suatu
daftar pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda yang disebut dengan sisi.
Titik dan sisi merupakan substansi utama dari teori graf ini.

Dalam Al-Quran, Pencipta (Allah Swt.) dan hamba-hamba-Nya dapat
direpresentasikan oleh titik-titik dari suatu graf sedangkan sisi-sisinya merupakan
representasi dari hubungan antara Allah Swt. dengan hamba-hamba-Nya dan
hubungan antara sesama hamba yang terjalin. Sebagimana firman Allah Swit.
dalam Q.S An-Nisa’\4 ayat 36 yang berbunyi:

Aa

s A5 pstedly (sl B ey Gles) L5 DES & 1S5 Y5 AN iRy
r . @ @ 2 Aa o% o p R o p i; o . /io

O p &z Y alll »:::_.::-;_Qu,\ ESU g Leld) gl cadl o lalls L2 UG (5
(Y7 ks Y2

“Sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan
sesuatupun. Dan berbuat baiklah kepada dua orang ibu-bapa, karib-kerabat,
anak-anak yatim, orang-orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang
jauh, dan teman sejawat, ibnu sabil dan hamba sahayamu. Sesungguhnya Allah
tidak menyukai orang-orang yang sombong dan membangga-banggakan diri”
(Q.S An-Nisa :36).
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Interpretasi secara teori graf dari ayat tersebut, titik-titik dalam suatu graf

dapat direpresentasikan sebagai Pencipta (Allah Swt.) dan hamba-hamba-Nya
sedangkan sisi-sisinya merupakan representasi dari hubungan antara Allah Swit.
dengan hamba-hamba-Nya dan hubungan antara sesama hamba yang terjalin,
Hablun min Allah wa Hablun min An-Nas. Sehingga graf yang dapat terbentuk
dari interpretasi tersebut berupa graf bintang dan graf bipartisi komplit sebagai

berikut.

Allah Swt. Hamba Hamba

Hamba
Hamba
Hamba Hamba Hamba Hamba Hamba Hamba

(@) (b)

Gambar 2. 10 (a) Graf Hubungan antara Allah Swit.
dengan Hamba-Nya, (b) Graf Hubungan antara
Sesama Hamba

Allah Swt. memerintahkan kepada hamba-Nya untuk selalu menyembah
dan mengerjakan segala bentuk ibadah hanya kepada-Nya. Menurut Fagih (2000),
Allah  Yang Maha Suci dan Maha Tinggi memerintahkan supaya beribadah
kepada-Nya yang Esa tiada sekutu bagi-Nya, karena Dialah yang menciptakan,
memberi nikmat, dan memberi karunia kepada makhluk-Nya sepanjang masa dan
keadaan. Dialah yang paling berhak dibanding makhluk-Nya untuk diesakan dan
tidak ada sekutu dengan apapun di antara makhluk- mak hluk-Nya.

Pada ayat diatas, setelah Allah Swt memerintahkan untuk selalu beribadah
kepada-Nya, kemudian Allah Swt. melarang hamba-Nya untuk menyekutukan

diri-Nya dengan vyang lain. Mengabdi dan menyembah kepada Allah Swi.
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dinamakan ibadah. Beribadah dengan penuh keikhlasan hati, mengaku keesaan-
Nya dan tidak mempersekutukan-Nya dengan sesuatu.

Allah  Swt. berfirman dalam surah Al-lIkhlas ayat 1 sampai 4 yang

berbunyi:

() k?gi?ﬁ_ﬁ;’éj(f) Vg ds el (v Gzl iy AsT e g

“Katakanlah: "Dialah Allah, Yang Maha Esa. Allah adalah Tuhan yang
bergantung kepada-Nya segala sesuatu. Dia tiada beranak dan tidak pula

diperanakkan, dan tidak ada seorangpun yang setara dengan Dia.” (Q.S Al-
Ikhlas:1-4)
Tujuan utama kehadiran Al-Qur’an adalah memperkenalkan Allah Swit.

dan mengajak manusia untuk mengesakan-Nya serta patuh kepada-Nya. Surat ini
memperkenalkan Allah Swt. dengan memerintahkan Nabi Muhammad Saw.
Untuk menyampaikan sekaligus menjawab pertanyaan sementara orang tentang
Tuhan yang beliau sembah. Ayat di atas menyatakan: katakanlah wahai Nabi
Muhammad kepada yang bertanya kepadamu bahkan kepada siapa pun bahwa Dia
Yang Wajib wujud-Nya dan yang berhak disembah adalah Allah Tuhan Yang

Maha Esa.

Menurut M. Quraish Shihab (2002:715) kata (35-/?) ahad/esa terambil dari

akar kata (s+>¢) wahdah/kesatuan. Kata (35/7) ahad bisa berfungsi sebagai nama

dan sifat bagi sesuatu. Apabila ia berkedudukan sebagai sifat, maka ia hanya

digunakan untuk Allah Swt. semata. Dalam ayat pertama yang ditafsirkan ini, kata
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(llﬁ) ahad berfungsi sebagai sifat Allah Swt., dalam arti bahwa Allah Swt

memiliki sifat tersendiri yang tidak dimiliki oleh selain-Nya.

Keesaan dzat mengandung pengertian bahwa seseorang harus percaya
bahwa Allah Swt. tidak terdiri dari unsur-unsur atau bagian-bagian. Karena bila
zat Yang Kuasa itu terdiri dari dua unsur atau lebih — betapapun kecilnya unsur
atau bagian itu, atau dengan kata unsur lain (bagian) itu merupakan syarat bagi
wujud-Nya. Hal ini bertentangan dengan sifat Ketuhanan vyang tidak
membutuhkan sesuatu apapun (Shihab, 2002:717).

Keesaan dalam perbuatan mengandung arti bahwa segala sesuatu yang
berada di alam raya ini, baik sistem kerjanya maupun sebab dan wujudnya,
kesemuanya adalah hasil perbuatan Allah Swt. semata. Apa yang dikehendaki-
Nya terjadi, dan apa yang tidak dikehendaki-Nya tidak akan terjadi, tidak ada
daya (untuk memperoleh manfaat), tidak pula kekuatan ada daya (untuk menolak
mudharat) kecuali bersumber dari Allah Swt. Tetapi ini bukan berarti bahwa Allah
Swt. berlaku sewenang-wenang, atau “bekerja” tanpa sistem. Keesaan perbuatan-
Nya dikaitakan dengan hukum-hukum, atau takdir dan sunatullah yang
ditetapkan-Nya. Keesaan ini merupakan hal-hal yang harus diketahui dan diyakini
(Shihab, 2002:718).

Keesaan beribadah secara tulus kepada-Nya yang merupakan perwujudan
dari makna keesaan terdahulu. Salah satu ragam ibadah yang paling jelas adalah
amalan tertentu yang ditetapkan cara dan atau kadarnya langsung oleh Allah Swit.
atau melalui Rasul-Nya, dan yang secara popular dikenal dengan istilah ibadah

mahdhah (murni) (Shihab, 2002:719s).
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Interpretasi konsep keesaan Allah Swt. dalam matematika salah satunya

dapat dilihat dari bilangan prima. Menurut Abdussakir (2014:42) suatu bilangan

bulat p > 1 dikatakan prima jika faktor positifnya hanyalah 1 dan p (dirinya

sendiri). Bilangan 1 tidak prima karena hanya mempunyai satu pembagi. Bilangan

yang tidak prima dan bukan bilangan 1 disebut bilangan komposit. Sekarang akan

dikaji makna bilangan prima secara matematika. Perhatikan tabel berkut untuk
melihat perbedaan bilangan prima dan bilangan komposit.

Tabel 2. 5 Beberapa Bilangan Prima, Komposit, dan Pembaginya

g ila.ngan Pembagi B“a”gaf‘ Pembagi
prima komposit
7 16 8 1248
1k 1,11 20 1,2,4510,20
29 1,29 40 1,2,458,10,20,40
97 1,97 100 1,2,45,10,20,25,50,100

Berdasarkan tabel 2.5 diatas terlihat bahwa ketika bilangan prima
difaktorkan dan faktornya atau pembaginya diurutkan mulai dari yang terkecil
sampai yang terbesar akan diperoleh bilangan prima tersebut selalu berdekatan
dengan 1. Tidak ada pembagi yang lain yang terdapat diantara bilangan prima itu
sendiri dengan bilangan 1. Sedangakan pada bilangan komposit diperoleh bahwa
ketika pembaginya diurutkan mulai dari yang terkecil sampai yang terbesar akan
diperoleh bilangan komposit tersebut tidak berdekatan dengan bilangan 1. Dapat
dikatakan bahwa terdapat pembagi yang lain diantara bilangan komposit dan
bilangan 1. Semakin besar bilangan komposit tersebut maka terdapat pembagi
yang lain yang cenderung semakin banyak diantara bilangan komposit dan

bilangan 1.
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Jika hal ini dimaknai dan direnungi, maka pribadi prima adalah pribadi

yang selalu dekat dengan Yang Satu, Yang Esa, Dzat yang Maha Tunggal, yaitu
Allah Swit. sebagaimana disebutkan dalam Q.S Al-Ikhlas ayat 1 diatas.

Pribadi prima adalah pribadi yang tidak ada pengahalang antara dirinya

dengan Allah Swt. Hati orang yang mempunyai kepribadian prima selalu terpaut

dengan Allah Swt. Tidak ada penyakit dalam hati pribadi prima yang dapat

menghalangi hubungannya dengan Allah Swi.



BAB Il1

PEMBAHASAN

3.1 Gelanggang Z, xZ, untuk p,q Bilangan Prima dengan Operasi
Penjumlahan dan Operasi Perkalian

Diketahui - himpunan Z,, X Z, = {(0,0), (0,1),.., (p—1,g — 1)} untuk
p,q bilangan prima. Penulis mendefinisikan operasi penjumlahan (+) dan
perkalian (x) di Z, X Z, sebagai (a,b) + (c,d) = (a+c,b +d) dan (a,b) X
(c,d) = (ac,bd) untuk setiap (a,b),(c,d) €Z,xZ,. Berdasarkan definisi
2.2.1, akan ditunjukkan himpunan Z, X Z, untuk p,q bilangan prima bersama
dengan operasi + dan operasi X yang terdefinisi di Z, X Z, memenuhi aksioma-

aksioma berikut;

i. (Z,x1Z,,+)adalah suatu grup Abelian
Akan ditunjukkan bahwa operasi + tertutup di Z, X Z,. Ambil sebarang
(a,b),(c,d) € Z, X Z, dengan a,c € Z, dan b,d € Z, maka (a,b) + (c,d) =
(a+c,b+d)€Z,XZ, Karena (a,b)+(c,d) €Z,XZ, maka operasi +
tertutup di Z, X Z,. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa operasi + bersifat
assosiatif. Ambil sebarang (a, b), (c,d), (e, f) € Z, x L, dengan a,c,e € Z, dan
b,d,f € Z, maka
((a, b) + (c, d)) +(e,f)=(a+c,b+d)+ (e f)
=(a+c+e,b+d+f)

=(a+(c+e)b+(d+/))
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=(a,b)+ (c+ed+f)
= (a,b) + ((c,d) + (e, ))
Karena ((a,b) + (c,d)) + (e,f) = (a,b) + ((c,d) + (e, f)) maka himpunan
Z,, X L, bersifat assosiatif terhadap operasi +.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa terdapat unsur identitas terhadap
operasi + di Z,, X Z,. Misalkan I = (x,y) € Z,, X Z, dendan x € Z,, dan y € Z,,
untuk setiap (a,b) € Z, X Z, dengan a € Z,, dan b € Z, maka

[+ (a,b) =(a,b)
(x,y) +(a,b) = (a,b)
(x+ay+b)=(ab)
Karena (x+ a,y +b) = (a,b) maka dapat dituliskan sebagai x + a = a dan
y+b=b. Olkh karena x+a=a dan y+b=b maka x =0 dan y =0.
Dengan demikian unsur identitas dari Z, X Z, terhadap operasi + adalah I =
(x,y) =(0,0) €Z,XZ,.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap (m,n) €Z, X Z,
dengan m € Z, dan n € Z, mempunyai invers penjumiahan. Misalkan (a,b) €
Z,x L, dengan a €Z, dan b € Z, adalh invers penjumiahan dari (m,n) €
Z,, X 7, maka

(a,b) + (m,n) = (0,0)

(a+m,b+n)=(0,0)
Karena (a +m,b+ n) = (0,0) maka dapat dituliskan sebagai a + m =0 dan
b+n=0. Oleh karena a+m =0 maka a =0 —m =p —m € Z, dan karena

b+n=0 maka b=0-n=g—n€Z, Dengan demikian untuk setiap
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(m,n) € Z, X Z, dengan m € Z, dann € Z, terdapat (a,b) = (p—m,q—n) €
Z,, X T, yang merupakan invers dari (m,n) € Z,, X Z.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa operasi + bersifat komutatif. Ambil
sebarang (a,b), (c,d) € Z, X Z, dengan a,c € Z, dan b,d € Z,. Perhatikan
bahwa, (a,b) + (c,d) = (a+c,b+ d)

=(c+a,d+Db)

= (¢, d) + (a,b)
Karena (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b), maka operasi + pada L, x T, bersifat
komutatif. Dengan demikian, (Zp X Zq,+) adalah suatu grup Abelian.
il. Operasi x bersifat asosiatif.

Akan ditunjukkan bahwa operasi Xx bersifat assosiatif. Ambil sebarang

(a,b),(c,d),(e, f) € Z, x L, dengan a,c,e € Z, dan b, d, f € Z, maka
((a,b) x (c,d)) x (e, ) = (ac,bd) X (e, f)
= (ace, bdf)
= (a(ce),b(df))
= (a,b) x (ce, df)
= (a,b) x ((c,d) x (e, f))
Karena ((a,b) X (c,d)) % (e,f) = (a,b) X ((c,d) x (e,f)) maka himpunan
Z, X L, bersifat assosiatif terhadap operasi X.
iii. Pada Z,, X Z, berlaku sifat distributif
Ambil sebarang (a,b), (c,d),(e,f) € Z, X Z, dengan a,c,e € Z, dan

b,d,f € Z, maka
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(a,b) x ((c,d)+(e,f)) = (a,b) x (c+ e, d+ f)
= (a(c+e),b(d+ 1))
= (ac + ae,bd + bf)
= (ac, bd) + (ae, bf)
= ((@b) x (¢,d)) + ((a,b) x (¢,/))
dan
((@b)+ (cd)x(e,f) =(a+c,b+d)x(ef)
= ((a+ e, (b + d)f)
= (ae+ ce,bf + df)
= (ae, bf) + (ce, df)
= ((ab) x (e,N) +((c,d) x (e, /)
Karena  (a,b) x ((c,d) + (e, /) = ((a,b) X (c,d)) + (@, b) x (e, f))  dan
((ab)+ (cd)x(e,f) =((a,b) x (e,)) + ((c,d) x (e,f)) maka Z, X Z,
bersifat distributif terhadap operasi X.
iv. Pada Z,, x Z, berlaku sifat komutatif terhadap operasi x
Ambil sebarang (a, b), (c,d) € Z, x Z, dengan a,c € Z, dan b,d € Z,,.
Perhatikan bahwa, (a, b) x (¢,d) = (ac, bd)
= (ca, db)
= (¢, d) X (a,b)
Karena (a,b) x (¢,d) = (c,d) x (a,b), maka operasi x pada Z, x Z, bersifat
komutatif.
Karena aksioma i, ii, dan i terpenuhi, maka himpunan Z, x Z, untuk p,q

bilangan prima bersama dengan operasi + dan operasi X yang terdefinisi di
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Z, X L, adalah gelanggang. Selanjutnya karena operasi x bersifat komutatif juga,

maka gelanggang Z,, X Z, adalah suatu gelanggang Abelian.

3.2 Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z, x Z, untuk p, q Bilangan Prima
Batasan gelanggang yang digunakan pada penelitian ini adalah gelanggang
Ly, XL, dengan p = 2,3,5 dan g = 2,3,5,7,11. Berdasarkan definisi 2.2.2,
unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan prima dapat
didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 3.1
Misalkan Z, X Z, dengan p,q bilangan prima merupakan suatu
gelanggang maka unsur tak nol (a,b) € Z, X Z, disebut pembagi nol jika
terdapat unsur tak nol (c¢,d) € Z, X L, sedemikian sehingga (a,b) X (c,d) =
(0,0). Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p, q

bilangan prima dinyatakan dengan Z(Z, x Z,).

Selanjutnya berdasarkan definisi 2.3.7, graf pembagi nol dari gelanggang

Z,, X L, dengan p, q bilangan prima dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.2

Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p,q bilangan prima
didefinisikan sebagai graf ['(Z, X Z,) dengan titik-titknya adalah unsur-unsur
pembagi nol Z(Z, x Z,). Misakan (a,b),(c,d) € Z(Z, x Z,), titk (a,b) dan
(c,d) merupakan titik-titik yang berbeda di Z (Zp X Zq) dikatakan terhubung jika

dan hanya jika (a,b) % (c,d) = (0,0) dengan (a,b) # (0,0) dan (c,d) # (0,0).
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3.2.1 Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan q = 2,3,5,7,11

Berikut adalah beberapa contoh graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,
dengan p = 2,3,5,7,11.

1. Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,.

Diketahui ~ himpunan  Z, xZ, = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} bersama
dengan operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Pada gelanggang
Z, X 7T, terdapat 2 unsur pembagi nol yaitu (0,1) dan (I,0) sedemikian sehingga
(0,1) x(1,0) = (0,0). Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang
Z, x 7, adalah Z(Z, x Z,) = {(0,1), (1,0)}.

Sehingga dapat digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai

berikut.

Gambar 3. 1 Graf T'(Z, X Z,)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, merupakan graf komplit

K, atau graf bipartisi komplit K, karena terdapat dua titik yang berbeda yaitu

(0,1) dan (1,0) yang saling terhubung langsung.

2. Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,.

Diketahui himpunan Z, x Z, = {(0,0), (0,1), (0,2),(1,0),(1,1),(1, 2)}
bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Pada
gelanggang Z, x Z, terdapat 3 unsur pembagi nol yaitu (0,1),(0,2) dan (1,0)
sedemikian sehingga

(0,1) x (1,0) = (0,0)
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Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah Z(Z, X

digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.

(1,0)

(0,1) (0,2)
Gambar 3.2 Graf I'(Z, X Z3)
Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, merupakan graf bintang

S, atau graf bipartisi komplit K,, karena terdapat titik (1,0) yang terhubung

langsung dengan titik (0,1) dan (0,2).

3. Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Zg

(1,1),(2,1),(1,3),(1,4)} bersama dengan operasi + dan operasi x merupakan
gelanggang. Pada gelanggang Z, X Z,  terdapat 5 unsur pembagi nol yaitu

(0,1),(0,2), (0,3), (0,4) dan (1, 0) sehingga

Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z. adalah Z(Z, X
Zs) =1{(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0)}. Sehingga dari unsur pembagi nol

tersebut dapat digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.
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0,2 0,3)
Gambar 3. 3 Graf I'(Z, X Zsg)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z. merupakan graf bintang
S, atau graf bipartisi komplit K, karena terdapat titik (1,0) yang terhubung

langsung dengan titik (0, 1), (0,2), (0,3) dan (0,4).

4. Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,

Diketahui himpunan  Z, x Z, = {(0,0), (0,1), (0,2),(0, 3),(0,4), (0, 5),
(0,6),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)(1,5),(1,6)} bersama dengan operasi +
dan operasi X merupakan gelanggang. Pada gelanggang Z, X Z. terdapat 7 unsur

pembaygi nol yaitu (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6) dan (T, 0) sehingga

(0,1) x (1,0) = (0,0)
(0,2) x (1,0) = (0,0)
(0,3) x (1,0) = (0,0)
(0,3) x (1,0) = (0,0)
(0,5) x (1,0) = (0,0)
(0,8) x (1,0) = (0,0)

Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah
unsur pembagi nol tersebut dapat digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol

sebagai berikut.
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03 (05
Gambar 3. 4 Graf T'(Z, X Z-)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z., merupakan graf bintang

Se atau graf bipartisi komplit K, karena terdapat titik (1,0) yang terhubung

Diketahui himpunan Z, x7Z., ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),

1,7),(1,8),(1,9),(1,10)} dengan operasi + dan operasi X merupakan

gelanggang. Pada gelanggang Z, X Z,, terdapat 11 unsur pembagi nol yaitu

sedemikian sehingga
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(0,10) x (1,0) = (0,0)
Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, x Z,, adalah

Z(Z, x Z,,) = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6),(0,7),(0,8), (0,9),

=

(0,10), (1,0)}. Sehingga dari unsur pembagi nol tersebut dapat digambarkan

dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.

(0,1)
(0,70) ¢ (0,2)

(0,9) (0,3)
(0,8) 0,4
0,7 ° (0,5)

(0,6)

Gambar 3. 5 Graf T'(Z, X Z44)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,, merupakan graf

bintang S;, atau graf bipartisi komplit K,,, karena terdapat titk (1,0) yang
terhubung langsung dengan titk (0,1), (0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6),(0,7),
(0,8),(0,9) dan (0,10).

Berdasarkan gambar 3.1 sampai 3.5 diatas, diperoleh kesimpulan graf
pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan g = 2,3,5,7,11 dalam bentuk tabel

berikut.

Tabel 3. 1 Graf Bipartisi Komplit K ,

Gelanggang Z; X Zg

Bentuk Graf Bipartisi Komplit K4 ,,

Untuk g = 2 Graf bipartisi komplit K 4
Untuk g = 3 Graf bipartisi komplit K; ,
Untukg =5 Graf bipartisi komplit K 4,

Untuk g =7

Graf bipartisi komplit K; ¢
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Untuk g = 11 Graf bipartisi komplit K; 19

Untuk g bilangan prima | Graf bipartisi komplit K; ;_4

Dengan melihat tabel 3.1 diperoleh teorema 3.1 yaitu sebagai berikut.

Teorema 3.1

Diberikan Z, X Z, dengan g bilangan prima merupakan gelanggang.
Untuk g =2, graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah graf bipartisi
komplit K,

q-1-

Bukti:
Diketahui himpunan Ly XL, = {(0,0),(0,1), ...,(0,q — 1),(1,0),

(1,1),...,(I1,g —1)}dengan g bilangan prima bersama dengan operasi + dan
operasi X merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol dari
gelanggang Z, X Z,, adalah Z(Z2 qu) = {(0,1),(0,2),...,(0,g — 1),(1,0)}.

Berdasarkan definisi dari graf pembagi nol, maka diperoleh keterhubungan dari

graf T'(Z, x Z,,) yaitu (I,0) x (0,a;) = (0,0) untuk a; = 1,2,3,..q— 1€ Z,.
Artinya, hanya titik (1,0) yang terhubung langsung dengan titik-titik lainnya di
Z(Z,x ;). Sehingga graf T'(Z, x Z,) adalah graf komplit K, , , dengan titik

(1,0) merupakan titik pusat.

3.2.2 Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, dengan q = 2,3,5,7,11

Berikut adalah beberapa contoh graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z,

dengan p = 2,3,5,7,11.
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1. Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z,
Diketahui himpunan Z, x Z, = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2, 1)}
bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Pada
gelanggang Z, X Z, terdapat 3 unsur pembagi nol yaitu (0,1),(1,0)dan (2,0)

sedemikian sehingga
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Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, adalah Z(Zj X
Z,) ={(0,1),(1,0),(2,0)}. Sehingga dapat digambarkan dalam sebuah graf
pembagi nol sebagai berikut.

(1,0) (2,0)

(0,1)
Gambar 3. 6 Graf I'(Z3 X Z,)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, merupakan graf bintang
S, atau graf bipartisi komplit K,, karena terdapat titik (0,T1) yang terhubung
langsung dengan titik (1,0) dan (2,0).

2. Graf pembagi nol dari gelanggang Z,; X Z,

Diketahui  himpunan Z, x Z; = {(0,0), (0,1), (0,2),(1,0),(1,1),(T, 2),
(2,0),(2,1),(2,2)} bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan
gelanggang. Pada gelanggang Z, X Z, terdapat 4 unsur pembagi nol yaitu
(0,1),(0,2),(1,0) dan (2,0) sedemikian sehingga

(0,1 x (1,

(=]

) =(0,0)



49

~
o
N
—/
X
~\
i
ol
4
Il
N\
=
=
g

~
o
-
g —
X
~\
N
<
p—
Il
N\
=
=]
—/

(

o
NI
p—
X
~\
N
=
p—
Il
N\
o
=]

)

Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, adalah Z(Z, x

©,1) ©,2)
Gambar 3. 7 Graf I'(Z3 X Z3)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, merupakan graf bipartisi
komplit K,, karena terdapat titk (1,0) dan (2,0) yang masing-masing terhubung
langsung dengan titik (0,1) dan (0,2).

3. Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z.

Diketahui  himpunan  Z, x Z. = {(0,0), (0,1), (0,2),(0, 3),(0,4),(1,0)
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)} bersama dengan
operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Pada gelanggang Z; X Zg
terdapat 6 unsur pembagi nol yaitu (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0) dan (2,0)
sedemikian sehingga
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Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z; X Zg adalah Z(Z, x
Z:) =1{(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0),(2,0)}. Sehingga dapat digambarkan

dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.

©0,1) 0,2) 0,3) ©,%)
Gambar 3. 8 Graf T'(Z3 X Zg)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z; x Z merupakan graf bipartisi
komplit K, , karena terdapat titk (1,0) dan (2,0) yang masing-masing terhubung
langsung dengan titik (0,1), (0,2),(0,3) dan (0,4).

4. Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z,

Diketahui himpunan  Z, x Z, = {(0,0), (

(2,4),(2,5),(2,6)} bersama dengan operasi + dan operasi x merupakan sebuah
gelanggang. Pada gelanggang Z, X Z, terdapat 8 unsur pembagi nol Yyaitu

(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(1,0) dan (2,0) sedemikian sehingga

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(0,6) x

—

Himpunan unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah Z(Z; x Z,) =
{(0,1),(0,2),(0,3), (0,9, (0,5),(0,6), (1,0, (2,0)}. Sehingga dapat

digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.

(1,0) (2,0)

01 02 O3 @©O49 (05 (0,6
Gambar 3. 9 Graf T'(Z3 X Z)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z, x Z., merupakan graf bipartisi
komplit K, , karena terdapat titik (1,0) dan (2,0) yang masing-masing terhubung
langsung dengan titik (0,1), (0,2), (0,3),(0,5) dan (0,5).

5. Graf pembagi nol dari gelanggang Z,; X Z,,

Diketahui himpunan Z, x Z,, = {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (G,TL),(G,E),
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(2,8),(2,9),(2,10)} bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan sebuah
gelanggang. Pada gelanggang Z; X Z,, terdapat 12 unsur pembagi nol yaitu

(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(0,7),(0,8),(0,9),(0,10),(1,0)  dan

(0,1) x (1,0) = (0,0) (0,1) x (2,0) = (0,0)
(0,2) x (1,0) = (0,0) (0,2) x (2,0) = (0,0)
(0,3)x (1,0) = (0,0) (0,3) x(2,0) = (0,0)

Himpunan unsur pembagi nol dari gelanggang Z, x Z,, adalah Z(Z; x
le) = {(61 T)! (61 z)l (61 g)! (_l Zl')) (6) E)I (GI 6): (Gr 7)1 (GI g): (6; g)) (Gyl_):
(1,0), (2,0)}. Sehingga dapat digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol

sebagai berikut.

Gambar 3. 10 Graf T'(Z3 X Z44)



53

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z,, merupakan graf

bipartisi komplit K, ,, karena terdapat titk (I,0) dan (2,0) yang masing-masing

terhubung  langsung  dengan titik (0,1),(0,2),(0,3), (0,4),(0,5), (0,6),
(0,7),(0,8),(0,9) dan(0,10).

Berdasarkan gambar 3.6 sampai 3.10 diatas, dapat ditarik kesimpulan graf

pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, dengan g = 2 dalam bentuk tabel berikut,

Tabel 3. 2 Graf Bipartisi Komplit K, ,

Gelanggang Zs X Zg Bentuk Graf Bipartisi Komplit K5 ,,
Untuk g = 2 Graf bipartisi komplit K 4
Untuk g = 3 Graf bipartisi komplit K,
Untukq =5 Graf bipartisi komplit K 4
Untuk g =7 Graf bipartisi komplit K ¢
Untuk g = 11 Graf bipartisi komplit K5 ;9
Untuk g € bilangan prima | Graf bipartisi komplit K5 ,_4

Dengan melihat tabel 3.2 diperoleh teorema 3.2 yaitu sebagai berikut

Teorema 3.2
Diberikan Z; X Z, dengan q bilangan prima merupakan gelanggang.

Untuk g =2, graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, adalah graf bipartisi
komplit K, ,_,

Bukti:
Diketahui himpunan Ly XL, = {(0,0),(0,1), ...,(0,q — 1),(1,0),

(1,1),..,(1,¢ — 1),(2,0),(2,1),...,(2,g — 1)}dengan g  bilangan  prima
bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Himpunan

semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, adalah Z(Z3 qu)=

{(0,1),(0,2),...,(0,g — 1), (1,0),(2,0)}. Berdasarkan definisi dari graf pembagi
nol, maka diperoleh keterhubungan dari graf I'(Z; x Z,) yaitu (1,0) x (0,a;) =

(0,0) dan (2,0) x (0,a;) = (0,0) untuk a; = 1,2,3,..q — T € Z,. Derajat titik
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(1,0) di graf T(Z, x Z,) atau deg(1,0) = q — 1, karena terdapat g — 1 titik
yang terhubung langsung dengan titik (1,0). Begitupula untuk derajat titik
(2,0)di graf T(Z;xZ,) atau deg(2,0) = q — 1, karena terdapat q — 1 titik
yang terhubung langsung dengan titik (2,0). Sedangkan untuk derajat titik (0,a;)
dengan a; =1,2,3,..q — 1 € Z,, di graf r(Z; x Zq) mempunyai deg (0,a;) =
2, karena terdapat titik (1,0) dan (2,0) yang masing-masing terhubung langsung
dengan titik (0,a;). Dengan demikian diperoleh untuk q > 2 graf F(ngZq)

merupakan graf bipartisi komplit K, ,_;.

3.3.3 Graf pembagi nol dari gelanggang Zs X Z, dengan q = 2,3,5,7,11
Berikut adalah beberapa contoh graf pembagi nol dari gelanggang Zs % Z,

dengan p = 2,3,5,7,11

1. Graf pembagi nol dari gelanggang Z. X Z,

Diketahui  himpunan Z. x Z, = {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1),(2,0),(2, 1),
(3,0),(3,1),(4,0),(4,1)} bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan
sebuah gelanggang. Pada gelanggang Z. X Z, terdapat 5 unsur pembagi nol yaitu

(0,1),(1,0),(2,0), (3,0) dan (4,0) sedemikian sehingga

=

(0,1) x (1,0) = (0,0)
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Himpunan unsur pembagi nol dari gelanggang Z X Z, adalah Z(Z. X Z,) =

(1,0) (4,0)

(©,1)
Gambar 3. 11 Graf T (Zs x Z,)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z- X Z, merupakan graf bintang
S, atau graf bipartisi komplit K,, karena terdapat titik (0,T1) yang masing-masing
terhubung langsung dengan titik (1,0), (2,0),(3,0), dan (4,0).

2. Graf pembagi nol dari gelanggang Zg X Z,

Diketahui himpunan Z. x Z, = {(0,0),(0, 1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),
(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2),(4,0),(4,1),(4,2)} bersama dengan
operasi + dan operasi X merupakan sebuah gelanggang. Pada gelanggang
Zs X Z, terdapat 6 unsur pembagi nol yaitu (0,1),(0,2),(1,0),(2,0),(3,0),

(4,0) sedemikian sehingga

(0,1) x (1,0) = (0,0) (0,2) x (1,0) = (0,0)
(0,1) x (2,0) = (0,0) (0,2) x (2,0) =(0,0)
(0,1) x (3,0) =(0,0) (0,2) x (3,0) =(0,0)
(0,1) x (4,0) =(0,0) (0,2) x (4,0) =(0,0)

Himpunan unsur pembagi nol dari gelanggang Z: X Z, adalah Z(Z; % Z;) =
{(0,1),(0,2),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0)}. Sehingga dapat digambarkan dalam

sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.
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©,1) (0,2)
Gambar 3. 12 Graf T'(Zg X Z3)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z. x Z, merupakan graf bipartisi
komplit K,, karena terdapat titk (1,0),(2,0),(3,0) dan (4,0) yang masing-
masing terhubung langsung dengan titik (0,1) dan (0,2).

3. Graf pembagi nol dari gelanggang Z. X Z.

Diketahui himpunan  Z. x Z. = {(0,0), (0,1), (0,2),(0, 3),(0,4),(1,0),
(1,1),(1,2),(1,3),(1,9),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4,(3,0),(3,1),(3,2),
(3,3),(3,4),(4,0),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)} bersama dengan operasi + dan
operasi X merupakan sebuah gelanggang. Pada gelanggang Z. X Z. terdapat 8
unsur pembagi nol yaitu (0, 1),(0,2), (0,3),(0,4),(1,0), (2,0),(3,0) dan (4,0)
sedemikian sehingga
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Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z. x Z. adalah Z(R) =
{(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0) }. Sehingga dapat

digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai berikut.

(0, 1) 0,2) (0,3) 0,%)
Gambar 3. 13 Graf I'(Zg X Zg)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z. x Z. merupakan graf bipartisi
komplit K, , karena terdapat titk (0,1),(0,2),(0,3) dan (0,4)yang masing-
masing terhubung langsung dengan titik (0,1), (0,2), (0,3) dan (0,4).

4. Graf pembagi nol dari gelanggang Z. X Z.

Diketahui himpunan  Zg x Z, = {(0,0),(0, 1), (0, 2),(0,3),(0,4), (0,5),

merupakan sebuah gelanggang. Pada gelanggang Z. X Z, terdapat 10 unsur
pembagi nol yaitu (0,1),(D,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(1,0), (2,0), (3,0) dan

(4,0) sedemikian sehingga

(0,1) x(1,0) = (0,0) (0,1) x (3,0) = (0,0)
(0,2) x (1,0) = (0,0) (0,2) x (3,0) =(0,0)
(0,3) x(1,0) = (0,0) (0,3) x (3,0) =(0,0)
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0,%) x (1,0) = (0,0) (0,3) x (3,0) = (0,0)
(0,5) x (1,0) = (0,0) (0,5) x (3,0) = (0,0)
(0,8) x (1,0) = (0,0) (0,6) x (3,0) = (0,0)
0,1) x (2,0) = (0,0) (0,1) x (&,0) = (0,0)
(0,2) x (2,0) = (0,0) (0,2) x (&,0) = (0,0)
(0,3) x (2,0) = (0,0) (0,3) x (3,0) = (0,0)
(0,%) x (2,0) = (0,0) (0,) x (3,0) = (0,0)
(0,5) x (2,0) = (0,0) (0,5) x (3,0) = (0,0)
(0,8) x (2,0) = (0,0) (0,6) x (3,0) = (0,0)

Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z: X Z. adalah
Z(Zs x 7.,) = {(0,1),(0, 2),(0,3),(0,%),(0,5), (0,6), (1,0), (2,0), (3,0,
(4,0)}. Sehingga dapat digambarkan dalam sebuah graf pembagi nol sebagai

berikut.

01 02 (O3 (@©3% (©5 (06
Gambar 3. 14 Graf I'(Zs X Z)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z. X Z. merupakan graf
bipartisi komplit K, . karena terdapat titk (0,1),(0,2),(0,3) dan (0,4)yang
masing-masing terhubung langsung dengan titik (0, 1),(0,2),(0,3)(0,4),(0,5)
dan (0, 6).

5. Graf pembagi nol dari gelanggang Z X Z,,



(3,9),(3,10), (4,0), (4,1),(4,2),(4,3),(4,4),
(4,10)} bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan sebuah gelanggang.

Pada gelanggang Zgx Z,, terdapat 14 unsur pembagi nol yaitu

),(0,3),(0,9),(0,5),(0,6),(0,7),(0,8),(0,9),(0,10),(1,0), (Z,0),

=
NI

@O,

=]

), (0,

(3,0) dan (4,0) sedemikian sehingga

©,1) x (1,0) = (0,0)
(©,2) x (1,0) = (0,0)
(©,3) x (1,0) = (0,0)
(0,%) x (1,0) = (0,0)
(0,5) x (1,0) = (0,0)
(0,6) x (1,0) = (0,0)
(0,7) x (1,0) = (0,0)
(0,8) x (1,0) = (0,0)
(0,9) x (1,0) = (0,0)
(0,70) x (1,0) = (0,0)
(0,1) x (2,0) = (0,0)
(0,2) x (2,0) = (0,0)
(0,3) x (2,0) = (0,0)
(0,%) x (2,0) = (0,0)
(0,5) x (2,0) = (0,0)
(0,6) x (2,0) = (0,0)

©,1) x (3,0) = (0,0)
(0,2) x (3,0) = (0,0)
(©,3) x (3,0) = (0,0)
(0,3) x (3,0) = (0,0)
(0,5) x (3,0) = (0,0)
(0,6) x (3,0) = (0,0)
(0,7) x (3,0) = (0,0)
(0,8) x (3,0) = (0,0)
(0,9) x (3,0) = (0,0)
(0,70) x (3,0) = (0,0)
(0,1) x (3,0) = (0,0)
(0,2) x (3,0) = (0,0)
(0,3) x (3,0) = (0,0)
(0,3) x (3,0) = (0,0)
(0,5) x (&,0) = (0,0)
(0,6) x (3,0) = (0,0)
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(0,7) x (2,0) = (0,0) (0,7) x (4,0) = (0,0)
(0,8) x (2,0) =(0,0) (0,8) x (4,0) =(0,0)
(0,9) x (2,0) = (0,0) (0,9) x (4,0) =(0,0)
(0,10) x (2,0) = (0,0) (0,10) x (4,0) = (0,0)

Z(Zs x Zy;) = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,%),(0,5), (0,6),(0,7),(0,8), (0,9,
(0,710), (1,0),(2,0),(3,0),(4,0)}. Sehingga dapat digambarkan dalam sebuah

graf pembagi nol sebagai berikut.

©,7) 0.2) (0,3) (0,4 (0,5) (0,6) (0,7) (0,8)
Gambar 3. 15 Graf T'(Zg X Z4,)

Bentuk graf pembagi nol dari gelanggang Z. X Z,, merupakan graf
bipartisi komplit K, ,, karena terdapat titk (0,1), (0,2),(0,3) dan (0,4) yang
masing-masing terhubung langsung dengan titik (0, 1),(0,2),(0,3),(0,4),(D,5),
(0,6),(0,7),(0,8),(0,9) dan (0,10).

Berdasarkan gambar 3.10 sampai 3.15 diatas, diperoleh kesimpulan graf
pembagi noi dari gelanggang Zs X Z, dengan q = 2,3,5,7,11 dalam bentuk tabel
berikut.

Tabel 3. 3 Graf Bipartisi Komplit K, ,

Gelanggang Zs X Zg

Bentuk Graf Bipartisi Komplit K, ,,

Untuk g = 2

Graf bipartisi komplit K, ;

Untuk g =3

Graf bipartisi komplit K, ,

Untukg =5

Graf bipartisi komplit K, 5
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Untuk g =7 Graf bipartisi komplit K, ¢
Untuk g = 11 Graf bipartisi komplit K, 1o
Untuk g bilangan Graf bipartisi komplit K, ,_;
prima

Dengan melihat tabel 3.3 diperoleh teorema 3.3 sebagai berikut.

Teorema 3.3

Diberikan 7Z. x 7, dengan g bilangan prima merupakan gelanggang.

Untuk g =2, graf pembagi nol dari gelanggang Zs X Z, adalah graf bipartisi

komplit K, ,_;.
Bukti:

Diketahui himpunan Zs x T, = {(0,0),(0,1),...,(0,g — 1), (1,0),
(I: T)l ey (T;q e 1); (2; 6); (zl T)r ey (z;q - 1)r (gl 6): (gl T)y ey (g;q - 1)1 (Zl'ﬂ 6);

(4,1),...,(4,g —1)} bersama dengan operasi + dan operasi X merupakan

gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Zs X Z, adalah

~
N
w1
X
N
_Q
N7
I
~
=
(=]
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—
~
=
Nl
—
~
<l

,q —1),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0)}.
Berdasarkan definisi graf pembagi nol, maka diperoleh keterhubungan dalam graf

I(Zsxz,) yaitu (1,0)x (0,a) = (0,0), (2,0) x (0,q;

—

=(0,0), (3,0)x

(0,a;) = (0,0), dan (4,0)x(0,a;) =(0,0) untuk a;=T1,2,..,q— 1€ Z,.
Derajat titik (1,0) di graf I'(Zg x Zq) atau deg(1,0) = g — 1, karena terdapat
q — 1 sisi yang terkait langsung dengan titik (1,0). Begitupula untuk derajat titik
(2,0),(3,0), dan (4,0) di graf F(stzq) atau deg(2,0) = deg(3,0) =
deg(4,0) =q—1 karena terdapat g—1 sisi yang masing-masing terkait
langsung dengan titik (2,0),(3,0), dan (4,0). Sedangkan derajat titik (0,a;)

untuk a; =1,2,..,q — 1 € Z, di graf T(Zg x Z,) mempunyai deg (0,a,) = 4,

karena terdapat titik (1,0),(2,0),(3,0) dan (4,0) yang masing-masing terhubung
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langsung dengan titik (0,a;). Dengan demikian diperoleh untuk g > 2 graf

I'(Zs x Z,,) merupakan graf bipartisi komplit K, ,_,

Berdasarkan unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p =

2,3,5 dan g =2,3,57,11 diatas diperoleh kesimpulan secara umum bahwa

himpunan semua unsur pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q

bilangan prima adalah Z(Z, x Z,,) = {(0,1), (0,2), (0,3), ..., (0, — 1),(1,0),

y 0,3) (0% (05 (06
Gambar 3. 16 Graf I'(Z, X Z,) dengan p, q Bilangan Prima

(0,1) (0,2

Berdasarkan tabel 3.1, 3.2, dan 3.3 diperoleh kesimpulan secara umum
graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p dan g bilangan prima adalah
sebagai berikut.

Tabel 3. 4 Graf bipartisi komplit K, ,

Gelanggang Z, X Z, Bentuk Graf K, ,

q.=2 Graf komplit K, ,
q=3 Graf bipartisi komplit K,
q=>5 Graf bipartisi komplit K, ,

Untuk p = 2 q="17 Graf bipartisi komplit K, ¢
q=11 Graf bipartisi komplit K, ,,
q € bilangan prima | Graf bipartisi komplit K, ,_,
q=2 Graf bipartisi komplit K, ,

Untuk p =3 q=3 Graf bipartisi komplit K, ,
q=>5 Graf bipartisi komplit K, ,
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q=7 Graf bipartisi komplit K,
q=11 Graf bipartisi komplit K, ,,
q € bilangan prima | Graf bipartisi komplit K, ,_,
q=2 Graf bipartisi komplit K,
q=3 Graf bipartisi komplit K, ,
_ q=>5 Graf bipartisi komplit K, ,
Untuk p =5 q=7 Graf bipartisi komplit K,
g=11 Graf bipartisi komplit K, ,,
q € bilangan prima | Graf bipartisi komplit K, ,_,
Untuk p € bilangan . . . .
prima q € bilangan prima | Graf bipartisi komplit K,,_; ,_;

Dengan melihat tabel 3.4 diperoleh kesimpulan secara umum vyaitu pada
teorema 3.4 sebagai berikut.

Teorema 3.4

Diberikan Z, X Z, dengan p,q bilangan prima merupakan gelanggang.
Graf pembagi nol dari gelanggang Z,, x Z, adalah graf bipartisi komplit K,_, ,_;
untuk p, g bilangan prima.

Bukti:
Diketahui himpunan Z, x Z, = {(0,0), (0,1),...,(p — 1,q — 1)} bersama dengan

operasi + dan operasi X merupakan gelanggang. Himpunan semua unsur pembagi

nol ~dari gelanggang Z,xZ, adalh (Z,xZ,)={(,1),(0,2),..

(0, —1),(1,0),(2,0),...,(p —1,0)}. Berdasarkan definisi graf pembagi nol,
maka diperokeh keterhubungan dalam graf T'(Z, x Z,) yaitu (a;,0) x (0,b;) =
(0,0), untukk a; =1,2,...,p—1€ Z, dan b, = 1,2,..,q—-1¢€ Zg. Derajat titik
(a;,0) di graf T(Zg x Zq) atau deg(a;,0) adalah g — 1, karena terdapat q — 1
titik yang terhubung langsung dengan titik (a;,0). Sedangkan derajat titik (G,b-)

untuk di graf T(Zs x Z,) atau deg (0,b;) = p— 1, karena terdapat p — 1 titik
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yang terhubung langsung dengan titik (0,a;). Dengan demikian diperoleh graf

I(z, x Z,) merupakan graf bipartisi komplit K, _; ,_;.

3.3 Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z, X Z,
untuk p, g Bilangan Prima

Berdasarkan definisi 2.3.5, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol
dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan prima dapat didefinisikan sebagai
berikut.

Definisi 3.3

Misalkan graf I'(Z, x Z,) merupakan graf pembagi nol dari gelanggang

Z, X 1, dengan p,q bilangan prima. Jumlah jarak eksentrik dari graf tersebut

didefinisikan sebagai.

£ (I (Z, X T,)) = z [e(0,@) + ¢(5,0)]d ((0,),(5,0))

(@@ ey (r(z,xz,))

£ @0+ e(0B)]d(@),(0.5))

(@n,mev(r(z,xz,))

" > [e(0,@) +¢(0,5)]d ((0,@), (0,5))

{©.@),(0,5)}cv (I'Z,xZ,)

dengan e(0,a),e(0,b),e(a0) dan e(h,0) masing-masing adalah eksentrisitas
titk (0,a),(0,b),(@,0) dane(b,0) di graf I(Z, x Z,) dan d((0,a),(b,0))
adalah jarak antara titik (0,a) dan titik (b,0), d((d, 0),(0, E)) adalah jarak
antara titik (@ 0) dan titik (0,5) dan d((ﬁ, a), (0, E)) adalah jarak antara titik

(0,a) dan titik (0, b).
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Berikut merupakan beberapa contoh jumlah jarak eksentrik graf pembagi
nol dari gelanggang Z, X Z, untuk p = 2,3,5dan q = 2,3,5,7,11

3.3.1 Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z, X Z,
dengan q = 2,3,5,7,11

1. Graf pembagi nol I'(Z, X Z,)
Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, merupakan graf komplit K,

digambarkan sebagai berikut.

Gambar 3. 17 Graf Komplit K,

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah
d((0,1),(1,0)) = d((1,0), (0,1)) = 1. Dengan menghitung jarak tersebut dapat
ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 5 Eksentrisitas Graf Komplit K,

Titik | Eksentrisitas | Titik Eksentrik
0,1 1 (1,0)
(1,0) 1 (0, 1)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z, x Z,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

COEGxT)= Y [e0@+ B0 (0, (50)

{(0,@),(6,0}cV (T(Z,xZ,))
= [e(0,1) + e(1,0)] d((0,1),(1,0))
=[1+1]1
=2

Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Z, X Z, adalah 2.
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2. Graf pembagi nol I'(Z, X Z3)

Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z; merupakan graf bipartisi

komplit K, , atau graf bintang S, digambarkan sebagai berikut.

(1,0)

0,1) 0,2)
Gambar 3. 18 Graf Bipartisi Komplit K ,
Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah
d((0,1),(1,0)) =1, d((0,2),(1,0))=1 dan d((0,1),(0,2)) =2. Dengan
menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 6 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik
0, 1D 2 (0,2)
©,2) 2 (0,1)
(1,0) 1 (0,1) dan (0,2)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z, x Z) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£45 (I (Z, X L)) = Sl [e(0,) +¢(5,0)]d ((0,a), (5,0))

{(0,a),(6,0)} <V (T (Z,xZ3))
+ > [e(0,@) + ¢(0,5))d ((0.a), (0.5))
{©a),0p)}cv (I(Z,x25))
= [e(0,1) + e(1,0)] d((G,T), (1, 6)) + [e(0,2) + e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,1) + e(0,2)] d((0,1),(0,2))
=[2+1]1+[2+1]1+[2+2]2
=2+ +2+2)(1)(2)
= 14
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Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Z, X Z adalah 14.
3. Graf pembagi nol I'(Z, X Z)
Graf pembagi nol dari gelanggang Z, x Z. merupakan graf bipartisi

komplit K, , atau graf bintang S, digambarkan sebagai berikut.

1,0

0,1) 0,4
0,2) ©,3)
Gambar 3. 19 Graf Bipartisi Komplit K ,

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah
d((0,1),(1,0))
d((

d((0,2),0,5)=2  d((0,3),(1,0)=1  d((0,3),(0,5))=2 dan

= (0, B @2 =21 d((0,1),(0,3)) =2,

(e]]
=
BN

), (0,4)) = 2, Al U# ) = A d((0,2),(0,3)) =2,

)

(=]
Ey

)

d((0,9), (1,0))

1. Dengan menghitung jarak tersebut dapat ditentukan

eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 7 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

0,1 2 (0,2),(0,3),dan (0, 4)
©,2) 2 (0,1),(0,3), dan (0,4)
©,3) 2 (0,1),(0,2) dan (0,4)
©,4) 2 (0,1),(0,2) dan (0,3)
(1,0) 1 (0,1),(0,2), (0,3) dan (0,4)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z, x 7Z) dapat ditunjukkan sebagai berikut.
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£45 (1(2y X Tg)) = Z [e(0, @) + e(5,0)]d ((0,), (5,0))

{(0,@),(8,0)}cv (T (Z,xZg))
+ > [¢(0,@) +e(0,5)]d ((0,@), (0.5))
{(0@),(0,0)}cv (I'(Z,xZs))
= [e(0,1) + e(1,0)] d((0,1),(1,0)) +[e(0,2) +e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) + e(T,0)] d((0,3),(1,0))
+[e(0,%) +e(1,0)] d((0,%),(1,0)) +[e(0,1) + e(0,2)]
d((0,1),(0,2)) + [e(0,T) +(0,3)] d((0,1),(0,3))
+[e(0,1) +e(0, )] d((0,1),(0,4)) + [e(D,2) + e(0,3)]
d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) + e(0,8)] d((0,2),(0,%))
+[e(0,3) +e(0,4)] d((0,3),(0,%))
=[2+1]1+[2+1]1+[2+1]1+[2+1]1+[2+ 2]2
+[24+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2
= 2+1DM@WM+2+2)B)2)+ (2+2)(2)(2)
+(2 + 2)(1)(2)
= 60
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Z, X I adalah 60.
4. Graf pembagi nol I'(Z, X Z,)

Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, merupakan graf bipartisi

komplit K, . atau graf bintang S, digambarkan sebagai berikut.

(1.0)

~
ol

,2)

~ 9 (0,
0,3 (0,9
Gambar 3. 20 Graf Bipartisi Komplit K, ¢
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Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1), (1,0)) = 1, d((0,1),(0,2)) = 2, d((0,1),(0,3)) = 2,
d((0,D,0,9) =2, d((0,D,(0,5)) =2, d((0,1),(0,8)) =2,
d((0,2),(1,0) =1, d((0,2),(0,3)) = 2, d((0,2),(0,8) =2,
d ((6, 2),(0, 3)) =2, d((0,2),(0,6)) = 2, d((0,3),(1,0)) = 1,
d((0,3),(0,8)) = 2 d((0,3),(0,5)) =2 d((0,3),(0,6)) = 2
d((0,3), (1,0)) = 1 d((0,8),(0,5)) =2 d((0,%),(0,6)) = 2
d((0,5),(1,0)) =1, a((0,5),(0,8))=2 dan d((0,6),(1,0)) = 1. Dengan

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 8 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ¢

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

@D 2 0,2),0,3),@,9,(0,5) dan (0,6)
0,2) 2 (0, 1),(0,3), (0,4),(0,5) dan (0,6)
0,3) 2 (0,1),(0,2) (0,4),(0,5) dan (0,6)
0,4) 2 (0,1),(0,2), (0,3),(0,5) dan (0,6)
(0,5) 2 (0, 1),(0,2), (0,3), (0, 4) dan (0,6)
(0,6) 2 (0,1),(0,2), (0,3),(0,4) dan (0,5)
(1,0) 1 (0,1),(0,2), (0, ?),_(6, 4),(0,5) dan

(0,6)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol
I'(Z, x 7Z.,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.
£65(I(Zy X Z,)) = > [e(0,a@) + (5,0)]d (0@, (5,0))

{(0,@),(60)}c v(r(z,xZ,))

£ [e0@ +e(0B)]d (0.,(0.5)

{(0,@),(0,0)}c v(I(Z,xZ,))
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[e(0,T) + e(1,00] d((0,1),(1,0)) + [e(D,2) +e(1,0)]

d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) +e(1,0)] d((0,3),(1,0))
+1e(0,%) +e(1,0)] d((0,3), (1,0)) +[e(0,5) +e(1,0)]
d((0,5),(1,0)) + [e(0,6) + e(T,0)] d((0,8), (1,0))
+1e(0,T) +e(0,2)] d((0,1),(0,2)) +[e(0,1) + e(0,3)]
d((0,1),(0,3)) +[e(0, 1) +e(0,D] d((0,1),(0,9)
+[e(0, 1) +¢(0,5)] d((0,1),(0,5)) + [e(0, 1) +&(0,5)]
d((0,1),(0,8)) + [(0,2) +¢(0,3)] d((0,2),(0,3))
+1e(0,2) +e(0,M)] d((0,2),(0,D) +[e(0,2) + ¢(0,5)]
d((0,2),(0,5)) + [e(0,2) + £(0,6)] d((0,2),(0,6))
+1e(0,3) +e(0,H)] d((0,3),(0,8) +[e(0,3) +¢(0,5)]
d((0,3),(0,5)) + [e(0,3) + e(0,8)] d((0,3),(0,6))
+[e(0,3) +¢(0,5)] d((0,8),(0,5)) + [e(0,3) + (0, 5)]
d((0,%),(0,8)) +[e(0,5) +e(0,6)] d((0,5),(0,6))

[24+1]1+[24+1]1+[24+1]1+[2+1]1+[2+1]1

+[24+1]1+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2+ [2 + 2]2
+[2+2]12+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2 + 2]2

2+DEM+(2+2)6)2)+ (2+2)(D(2)

+2+2)3)2)+ (2+2)(D(2) + 2+ 2)(D(2)

= 138

Sehingga diperoleh

jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Z, X 7 adalah 138.

5. Graf pembagi nol

[(Zy X Zq,)

Graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,, merupakan graf bipartisi

komplit K, ,, atau graf bintang S, digambarkan sebagai berikut.



Jarak  masing-masing
d((0,1), 1,0) = 1,
d((0,1),(0,9) = 2,
d((0,1),(0,7) = 2,

d((0,1), (0,70)

—
Il
[\S]

d((0,2),(0,%)) = 2,

0,1
(,10) * (0,2)
0,9
(0,8)
©7) o (0,5)
(0,6)
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Gambar 3. 21 Graf Bipartisi Komplit K 4o

titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,D,(0,3) =2,
d((, ) =
d((, ) =

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 9 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K ;,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

0, 1) 2 (0,2),(0,3),(0,49),(0,5),(0,6), (0,7), (0, 8),(0,9), (0,10)
0,2) 2 (0,1),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (0,7),(0,8),(0,9), (0,10)
0,3) % (0,1),(0,2), (0,4), (6, E), (0,6), (0,7),(0,8),(0,9), (0,10)
@© % 2 @©, D, (0,2),(0,3),(0,5),(0,6), (0,7), (0, 8), (0,9), (0, 10)
(0,5) 2 ©,1,(0,2),(0,3), 0,9, 0,6),0,7), 0,8), 0,9, 0, 10)
©,6) 2 @©,D,0,2),0,3),0,5,(0,5),(0,7), (0,8), (0,9, (0,10)
©.7) 2 ©,D,(0,2),(0,3),0,9,(0,5),(0,6),(0,8), (0,9, (0,10)
@©,8) 2 ©,D,(0,2), (0,3),00,%,(0,5),0,6), (0,7),(0,9), (0,0)
(0,9) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5).(0,6),(0, 7), (0,8), (0,10)
(0, 10) 2 @©, D), (0,2), (0, 3),©, 5, (0,5), 0,6, (0, 7), (0,8), (0,9)
A ©,1),(0,2),0,3),0,3),(0,5),(0,6), (0,7, 0, 8), (0, 9),

1,0 1 X\, e

(0,10)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z, x Z,,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£95 (I (Zy X Tqy)) = > [e(0, @) + e(5,0)]d ((0,a), (5,0))

{(0,0,(60)}c V(I (Z,xZ4,))

. > [e(0,@) + (0, 5))d (©,a), (0, 5))

(0@, @p)c V(T (ZyxZy4))

=[e(0,1) +e(1,0)] d((0,1),(1,0)) + [e(0,2) + e(1,0)]
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d((0,2),(1,0)) +[e(0,3) + e(1,0)] d((3,3),(1,0))
+e(0,8) + e(1,0)] d((0,8),(1,0)) + [¢(0,5) + e(1,0)]
d((0,5),(1,0)) +[e(0,8) +e(1,0)] d((0,6), (1,0))
+e(0,7) + e(1,0)] d((0,7),(L,0)) + [e(0,8) + e(1,0)]
d((9,8),(1,0)) + [e(0,9) + e(1,0)] d((0,9),(1,0))
+[e(0,T0) + e(1,0)] d((0,T0),(1,0)) + [e(0,1) +e(0,2)]
d((0,1),(0,2)) + [e(0,1) +¢(0,3)] d((0,1),(0,3))
+[e(0,1) + e(0, D] d((0,1), (0,8) + [e(0,) + ¢(0,5)]
d((0,1),(0,5)) + [e(0, 1) +e(0,8)] d((0,1),(0,8))
+[e(0,1) + (0, 7)1 d((0,1), (0,7)) + [e(0,T) + e(0,8)]
d((0,1),(0,8)) +[e(0,1) + e(0,9)] d((0,1),(0,9))
+[e(0,1) + e(0,T0)] d((0,1),(0,T0)) + [e(0,2) +e(0,3)]
d((0,2),(0,3)) +[e(0,2) + e(0, D] d((0,2),(0,D)
+[e(0,2) + ¢(0,5)] d((0,2),(0,5)) + [e(0,2) + (0, 6)]
d((0,2),(0,8)) + [e(0,2) + e(0,7)] d((0,2),(0,7))
+[e(0,2) + (0, 8)] d((0,2),(0,8)) + [e(0,2) + e(0,9)]
d((0,2),(0,9)) + [¢(0,2) + (0, T0)] d((0,2),(0,10))
+[e(0,3) + e(0, D] d((0,3), (0,) + [e(0,3) + ¢(0,5)]
d((0,3),(0,5)) + [e(0,3) +e(0,8)] d((0,3),(0,6))
+[e(0,3) + (0, 7)1 d((0,3),(0,7)) + [e(0,3) + &(0,8)]
d((0,3),(0,8)) +[e(0,3) + e(0, 9] d((0,3),(0,9)
+[e(0,3) + (0, T0)] d((0,3),(0,T0)) + [e(0,3) + ¢(0,5)]
d((0,4),(0,5)) +[e(0,%) +e(0,8)] d((0,3),(0,5))
+[e(0,8) + e(0,7)] d((0,3),(0,7)) + [(0,3) + ¢(0,8)]
d((0,9),(0,8)) +[e(0,8 + e(0,9)] d((0,),(0,9)
+[e(0,3) + (0, 10)] d((0,3),(0,T0)) + [¢(0,5) + e(0,6)]
d((0,5),(0,6)) + [e(0,5) + e(0,7)] d((0,5),(0,7)
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+[e(0,5) +e(0,8)] @ ((0,5), (0,8)) + [e(0,5) + e(0,9)]

d((0,5),(0,9)) +[¢(0,5) + (0, 10)]d((0,5), (0, 10)
+[e(0,6) + e(0,7)]1 d((0,8),(0,7)) + [e(D,6) + (0, 8)]
d((0,6),(0,8)) + [e(0,6) + e(0,9)]1d((0,6),(0,9))
+[e(0,6) + e(0,70)]d((0,6),(0,10)) + [e(D,7) + e(0,8)]
d((0,7),(0,8)) + [e(0,7) + e(0,9)1d((0,7),(0,9))
+[e(0,7) + e(0,70)] d((0,7), (0,70)) + [e(0,8) + e(0,9)]
d((0,8),(0,9)) + [e(0,8) + e(0,10)14((0,8), (0,10))
+[e(0,8) + ¢(0,70)]d((0,8),(0,10)) + [e(0,9) + e(0,T0)]
d((0,9),(0,10))

=2+1]1+[2+1]1+[2+1]1+[2+1]1+[2+ 1]1

+2+1]1+[2+1]1+[2+1]1+[24+1]1+[2+1]1
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+[2 +2]2

=2 +DA0)M+ (2+2)(5)(2) + (2+2)(4)(2)
+(2+2)3)(2)+ 2+ 2)(2)(2)+ (2+2)(5)(2)
+2+2)M2)+(2+2)(3)2)+ (2+2)(2)(2)
+(2+ 2)(1)(2)
=390
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Z, X 7., adalah 390.
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Berdasarkan jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol diatas, diperoleh

kesimpulan secara umum sebagai berikut.

o (12, % 2,)) = D [e(0,@) + e(B,0)]d ((0,a),(5,0))

(©.@,65,0cv(r (z,x2,))
+ [e(0,a) +&(0,6)]d ((0,a), (0,b))
(O@.Ob)cv(r(z,x2,))
= [e(0,1) + e(T,0)] d((0,1),(1,0)) + [e(0,2) + e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) + e(1,0)] d((0,3),(1,0)) + -~
+[e(0,9—1) +e(1,0)1d((0,q— 1),(1,0))
+[e(0,1) + e(0,2)] d((0,1),(0,2)) + [e(0,1) + e(0, 3)]
d((0,1),(0,3)) + -+ [e(0,1) + e(0,g = 1)]
d((0,1),(0,q — 1)) + [e(0,2) + (0,3)] d((0,2),(0,3))
+[e(0,2) +e(0,D)] d((0,2),(0,%)) + -
+[e(0,2) +e(0,g = D1d((0,2),(0,g— 1)) + -~
+[e(0,g—2) +e(0,qg — DId((0,g—2),(0,g— D)
=(1+2(@-DW+2+2)(q-2)(2)+(2+2)
(@-3)2)+2+2)(q-D2)+ -+ (2+2)(2)(2)
+2+2)(D(Q)

=1+2)(@-DM+2+2@[@-2)+(g-3)
+(@—4)+--+2+1]

- (1+2)<q—1><1>+(2+z)(z)<(q;2)(<q—z>+1))
= A+2@- DD+ 2+ 2)(2)<(q il 1))

=3(q—1) +4(qg—2)(g—1)
=(q@-1(3+4(q-2))

§9 (N(Zy % Z,)) = 4> =9 +5
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Dengan demikian diperoleh bahwa, pola jumlah jarak eksentrik graf

pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan g bilangan prima dan g = 3 adalah

4q% —9q + 5. Sedangkan untuk g = 2, pola tersebut tidak berlaku karena graf

['(Z, x Z,) merupakan graf komplit K, yang memiliki jumlah jarak eksentrik 2.

3.3.2 Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z; X Z,
dengan q = 2,3,5,7,11

1. Graf pembagi nol I'(Z; X Z,)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zj; X Z, merupakan graf bipartisi

komplit K, ; digambarkan sebagai berikut.

(1,0) (2,0)

(0,1)
Gambar 3. 22 Graf Bipartisi Komplit K, 4
Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah
d((G,I),(T,ﬁ)) =1, d((0,1),(2,0))=1, dan d((1,0),(2,0)) =2. Dengan
menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 10 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ;

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik
(1,0) 2 (2,0)
2,0) 2 (0,1
0,1 1 (1,0) dan (2,0)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol I'(Z3 X Z,)

dapat ditunjukkan sebagai berikut.
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£45 (1(2, X 1,)) = Z [e(0,@) +e(5,0)]d ((0,a), (,0))

{(0.@),(6,0}cV (I(Z5xZ,))
+ > [e(@,0) +e(5,0)]d ((@0), (5,0))

{(a0),(6,0)}cv (T (Z,xZ5))

= [e(0,1) + e(1,0)]1d((0,1),(1,0)) + [e(D,1) + e(2,0)]
d((0,1),(2,0)) + [e(1,0) +e(2,00] d((1,0), (2,0))

= [1 4207 Lt 2l - PRl 2]2

= (1+2)2)(D+(2+2)(1)(2)

=14

Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Z4 X I, adalah 14.

2. Graf pembagi nol I'(Z; X Z5)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zj; X Z; merupakan graf bipartisi

komplit K, , digambarkan sebagai berikut.

(1,0) (2,0)

(0, 1) (0,2)
Gambar 3. 23 Graf Bipartisi Komplit K, ,

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam
tabel berikut.

Tabel 3. 11 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K,
Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

() 2 (0,2)
(1,0) 2 (2,0)
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(2,0 2 (
0,2) 2 (

[
|

ol =i

| =

—/ —

~

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z4 x Z4)dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£ (T(Zy X 7)) = > [e(a,0) + e(0,5)]d (@0, (0, 5))

{(a0),(0,0)}cv (T(Z3xZ3))

’ D [e(@0) + e(5,0)]d (@ 0), (5,0))

{(@0),(50)}cv(T(23x23))
+ > [e(0,@ + e(0,5)]d ((0,a), (0,5))
{(0.0,0,0))cv(r(Z,%Z,))
= [e(T,0) + e(0,1)] d((1,0),(0,1)) + [e(1,0) + (D, 2)]
d((1,0),(0,2)) + [e(2,0) + e(0,11d((2,0),(0,1))
+[e(2,0) + (0,2)1d((2,0), (0,2)) + [e(1,0) + e(2,0)]
d((1,0),(2,0)) + [e(0, 1) + e(0,2)14((0,1),(0,2))
=[24+2]14+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]2
+[2 + 2]2
=2+2) M+ C+2)@AMD+ 2+2)(1(2)
+(2+2)(1)(2)
= 32
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Z4 X 7 adalah 32.

3. Graf pembagi nol I'(Z; X Zs)
Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Zs merupakan graf komplit K, ,

digambarkan sebagai berikut.

01 @©2 O3 (0%
Gambar 3. 24 Graf Bipartisi Komplit K, ,
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Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1), M) = 1, d((0,1),(0,2) = 2, d((0,1),(0,3)) =2,
d(( )) = d((0,2),(1,0)) = 1 d((0,2),(0,3)) = 2
d((0,2),(0,3)) = 2 d((0,3),(1,0)) = 1 d((0,3),(0,) =2
d((0,%),(1,0)) = 1 d((0,1),(2,0)) = 1 d((0,2),(2,0)) =1

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam
tabel berikut.

Tabel 3. 12 Eksentrisitas Graf Komplit K, ,

Titik Eksentrisitas Titik Eksentrik
0,1 2 (0,2),(0,3),dan (0, 4)
0,2) 2 (0,1),(0,3), dan (0,4)
©0,3) 2 (0,1),(0,2) dan (0,4)
0,4) 2 (0,1),(0,2) dan (0,3)
(1,0) 2 (2,0

(2,0) 2 (1,0)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol I'(Z; X Zg)

dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£45 (1 (Zy X Zg)) = Z [e(0,) + ¢(5,0)]d ((0,a), (5,0))

{(0,@),(5,0)}cv (I (Z3xZs))

" > [e(a,0) + (5, 0)]d ((,0), (5,0))

{(a@0),(6,0)}cv(r(Z3xZs))
+ > [e(0,@ + ¢(0,5)]d ((0,a), (0,5))
{(0,@,(0,)}cv(T(Z,xZs))
= [e(0,1) + (1,0)]d((0,1),(1,0)) +[e(0,2) +e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(D,3) +e(1,0)14((0,3),(1,0))
+[e(0,%) + e(1,0)]d((0,4), (1,0)) + [e(0,T) + e(2,0)]
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d((0,1),(2,0)) + [e(0,2) + e(2,00] d((0,2), (2,0))
+[e(0,3) +e(2,0)] d((0,3),(2,0)) + [e(0,%) + e(2,0)]
d((0,3),(2,0)) + [e(1,0) + e(2,00] d((1,0), (2,0))
+[e(0,1) +e(0,2)] d((0,1),(0,2)) + [e(0,T) + €(0,3)]
d((0,1),(0,3)) + [e(0,T) + e(0,4)] d((0,1), (0,9))
+[e(0,2) +e(0,3)] d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) + e(0,D)]
d((0,2),(0,9) + [e(0,3) + e(0,4)] d((0,3),(0,%))

=[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]2+[2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2

=(2+2) (MW +2+2)(DOMD)+ 2+2)(D(Q)
+(2+2)(6)(2)

= 88

Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Z4 X 7 adalah 88.

4. Graf pembagi nol I'(Z; X Z.)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zz; X Z, merupakan graf komplit K, ¢

digambarkan sebagai berikut.

0,1) (02 (03 (04[5 (06
Gambar 3. 25 Graf Bipartisi Komplit K ¢

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1),(1,0) = 1, d((0,1),(0,2)) = 2, d((0,1),(0,3) =2,
d((0,D),(0,9) = 2, d((0,1,(0,5)) =2, d((0,1),(0,8)) =2,
d((0,2),1,0) =1 d((0,2),(0,3)) = 2, d((0,2),(0,9) =2
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d((0,2),(0,5)) =2 d((0,2),(0,6)) = d((0,3),(1,0)) =

d((0,3),(0,3)) = 2 d((0,3),(0,5)) = d((0,3),(0,6)) = 2
d((0,3),(1,0)) = 1 d((0,5,(0,5)) =2 d((0,9),(0,6)) = 2
d((0,5),1,0)=1 d((0,5),(0,8)) =2 d((0,8),(1,0)) =1
d((0,1),(2,0) =1 d((0,2),(2,0) =1 d((0,3),(2,0)) = 1

d((1,0),(2,0)) = 2. Dengan menghitung jarak tersebut dapat ditentukan

eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 13 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K 4

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

0,1 2 (0,2),(0,3), (0,4),(0,5) dan (0,6)
0,2) 7 (0, 1),(0,3), (0,4),(0,5) dan (0,6)
0,3) 2 (0,1),(0,2) (0,4),(0,5) dan (0,6)
0,4) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,5) dan (0,6)
(0,5) 2 (0, 1),(0,2), (0,3), (0, 4) dan (0,6)
0,6) 2 (0,1),(0,2), (0,3),(0,4) dan (0,5)
(1,0) 2 (2,0)

(2,0) 2 (1,0)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z4 x 7.,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£ (1 (Zy X 1)) = Z [e(0,@) + e(5,0)]d ((0,), (5,0))

{(0,@),(8,0)}cv (T (Z3xZ))

£y @0+ e(50)]d(@0), (5.0)

{(a0),(5,0)}cv(T(Z3xZ,))

N D [e(0,@) + (0, 5)]d ((0,a), (3. 5))

{(0,@,(0,0)}cv(r(Z,x7.,))

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



= [e(0,T) + e(1,0)] d((0,1), (1,0)) + [e(0,2) + e(T,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) + ¢(1,0)1d((0, 3),(1,0))
+[e(0,%) + e(1,0)1d((0,3), (1,0)) + [e(0,5) + e(1,0)]
d((0,5),(1,0)) + [e(0,6) + e(T,0)] d((0,6), (1,0))
+[e(0,T) + e(Z,01d((0,1), (2,0)) + [e(0,2) + e(Z,0)]
d((0,2),(2,0)) +[e(0,3) +e(2,0)] d((0,3),(2,0))
+[e(0,%) + e(2,0)] d((0,%),(2,0)) + [e(0,5) + e(2,0)]
d ((0,5),(20)) + [e(0,8) +e(2,0)] d((0,8), (2,0))
+[e(1,0) + e(2,0)] d((1,0),(2,0)) + [e(0,1) + (0,2)]
d((0,1),(0,2)) + [e(0, 1) + ¢(0,3)] d((0,1),(0,3))
+[e(0,T) + (0, 9] d((0,1),(0, ) + [e(0,1) + ¢(0,5)]
d ((0,1),(0,5)) + [e(0, 1) +e(0,8)] d((0,1), (0,6))
+[e(0,2) +e(0,3)] d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) + (0,3)]
d((0,2),(0,9) + [e(0,2) +¢(0,5)] 4((0,2),(0,5))
+[e(0,2) +e(0,8)] d((0,2),(0,8)) + [e(0,3) + e(0,3)]
d((0,3),(0,) + [e(0,3) +¢(0,5)] 4((0,3),(0,5))
+[e(0,3) + (0,8)] d((0,3),(0,8)) + [¢(0,) + ¢(0,5)]
d ((6, %), (0, E)) +[e(0,%) +¢(0,6)] d((0,), (0,6))
+[e(0,5) +¢(0,8)] d((0,5),(0,8))

=[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1

+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]11+[2+2]14+[2+2]24+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+[2+2]12+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]2+[2+ 2]2+[2+ 2]2

=2+2)(6)1M+2+2)(6E)(D+ 2+2)(D@)
+(2+2)(15)(2)
=176
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Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Zy X I, adalah 176.

5. Graf pembagi nol I'(Z; X Z,)
Graf pembagi nol dari gelanggang Z; X Z, merupakan graf komplit K, ,,

digambarkan sebagai berikut.

(0,1 (0,2 (0,3) (0,4) (0,5 (0,8) (0,7)(0,8) (0,9) (0,10)
Gambar 3. 26 Graf Bipartisi Komplit K, 4,

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1),(1,0)) = 1 d((0,1),(0,2)) = 2 d((0,1),(0,3)) = 2
d((0,1),(0,8) = 2 d((0,1),(0,5)) = d((0,1),(0,6)) = 2
d((0,1),(0,7)) = 2 d((0,1),(0,8)) = 2 d((0,1),(0,9)) = 2
d((0,1), (0,10)) = 2 d((0,2),(1,0)) = 1 d((0,2),(0,3)) = 2
d((0,2), (0,3)) = 2 d((0,2),(0,5)) = d((0,2),(0,6)) = 2
d((0,2),(0,7)) = 2 d((0,2),(0,8)) = 2 d((0,2),(0,9)) = 2
d((0,2), (0,10)) = 2 d((0,3),(1,0)) = 1 d((0,3),(0,%)) = 2
d((0,3),(0,5)) =2 d((0,3),(0,6)) = 2 d((0,3),(0,7)) = 2
d((0,3),(0,8)) = 2 d((0,3),(0,9)) = 2 d((0,3),(0,10)) = 2
d((0,%),(1,0)) = d((0,9),(0,5)) =2 d((0,%),(0,6)) =

d((0,9),(0,7)) = 2 d((0,%),(0,8)) = 2 d((0,%),(0,9)) = 2



(0,70)) = 2
),(1,0)) = 1
Z,0) =1

d((0,6),(0,9)) = 2 d((0,8),(0,70)) = 2
d((0,7),(0,8)) = 2 d((0,7),(0,9)) = 2
d((0,8),(1,0)) = 1 d((0,8),(0,9)) =2

d((0,1),(2,0)) = 1 d((0,2),(2,0)) =1
d((0,%),(2,0)) = 1 d((0,5), @)=
d((0,7),(2,0)) =1 d((0,8),(2,0)) = 1

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 14 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K ;,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

(0, 1) 2 (0,2),(0,3), (0,4),(0,5), (0,6), (0,7), (0, 8),(0,9), (0, 10)
©,2) (0,1),(0,3),(0,%),(0,5),(0,6), (0,7), (0, 8), (0,9), (0,10)
©,3) 2 ©,1),(0,2),(0,4),(0,5),(0,6), (0,7), (0, 8), (0, 9), (0, 10)
0,2) 2 ©,1),(0,2),0,3),(0,5),0,6), (0,7), (0, 8), (0, 9), (0, 10)
(6, 5) 2 (0,1), (0,2),(0,3),(0,4), (0,6),(0,7),(0,8), (0,9), (0, 10)
(0, 6) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,7), (0,8),(0,9), (0,10)
©,7) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,%,(0,5),(0,6), (0, 8),(0,9), (0,10)
©,8) 2 ©,1),(0,2),0,3), (0, 4),(0,5),0,6), 0, 7),(0,9), (0,10)
0,9 2 (0,1),(0,2), (0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (0, 7), (0,8), (0,10)
(0,10) 2 (0,1,(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(0,7),(0,8), (0,9
1,0) 2 ,0)
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(2,0) |2 (1,0)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z3 x Z,,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£95 (I (Zy X Zyy)) = > [e(0,a@) + (5,0)]d (0., (5,0))

{(0,0),(h D)}V (TZ3XZ11)

by [e@0) +e(5,0)]d (@0, (5,0))

{(a0),(5,0)3}cv (I (Z3xZq4))

I Z [e(0,@) +¢(0,b)]d ((0,a), (0, b))

{(0,0),(0,0)}cV(I'Z3xZ44)
= [e(0,T) + e(1,0)] d((0,1), (1,0)) + [e(0,2) + e(1,0)]
d((0,2), (1,0)) + [e(0,3) + e(1,0)] d((0, 3),(1,0))
+[e(0,3) + e(1,0)] d((0,%),(1,0)) + [e(0,5) + e(1,0)]

d((0,5),(1,0)) + [e(0,8) + e(T,0)] d((D, 6),(1,0))

d ((6, 5), (2, 6)) + [e(0,6) + e(2,0)1 d((0,6),(2,0))
+[e(0,7) + e(2,0)] d((0,7),(2,0)) + [e(0,8) + e(2,0)]
d((0,8), (2,0)) + [e(0,9) + e(Z,0)] d((0,9),(2,0))
+[e(0,10) + e(2,0)] d((0,10), (2,0)) + [e(1,0) + e(Z, 0)]
d((1,0),(2,0)) + [e(0,T) + e(0,2)] d((0,1),(0, 2))
+[e(0,T) + (0,3)] d((0,1),(0,3)) + [e(0,1) + e(0,3)]
d((0,1),(0,8) + [e(0,1) + e(0,5)] 4 ((0,1), (0,5)
+[e(0,T) + (0,8)] d((0,1),(0,8)) + [e(0,1) + (0, 7)]
d((0,1),(0,7)) + [e(0,T) + e(0,8)] d((0,1),(0,8))
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+[e(0,T) + €(0,9)] d((0,1),(0,9)) + [e(0,1) + e(0, T0)]
d((0,1), (0,10)) + [e(0,2) + e(0,3)] d((0,2), (0,3))
+[e(0,2) + e(0,8)] d((0,2),(0,%)) + [e(0,2) + ¢(0,5)]
d((0,2),(0,5)) + [e(0,2) + e(0,8)] d((0,2),(0,6))
+[e(0,2) + €(0,7)] d((0,2),(0,7)) + [e(0,2) + (D, 8)]
d((0,2), (0,8)) + [e(0,2) + e(0,9)] d((0,2),(0,9))
+[e(0,2) + e(0,10)] d((0,2), (0,70)) + [e(0,3) + (0, B)]
d((0,3),(0,9) + [e(0,3) + ¢(0,5)] d((0,3),(0,5))
+[e(0,3) + (0,8)] ((6 3),(0,6)) + [e(0,3) + (0, 7)]
d((0,3),(0,7)) + [e(0,3) + (0,8)] d((0,3),(0,8))
+[e(0,3) + e(0,9)] ((6 3),(0,9)) + [e(0,3) + (0, 10)]
d((0,3),(0,10)) + [e(0, ) + ¢(0,5)] 4 ((0,8), (0,5))
+[e(0,%) + (0,6)] d((0,%),(0,8)) + [e(0,3) + (0, 7)]
d((0,%),(0,7)) + [(0,%) + (0, 8)] d((0,%), (0,8))
+[e(0,%) + €(0,9)] d((0,),(0,9)) + [e(0,) + e(0, T0)]
d((0,,(0,10)) + [¢(0,5) +¢(0,6)] d((0,5),(0,8) )
+[e(0,5) + e(0,7)] 4 ((0,5), (0,7)) + [e(D,5) + e(0,8)]
d((0,5),(0,8) + [e(0,5) +e(0,9] d((0,5), (0,9)
+[e(0,5) + (0, T0)]d((0,5), (0 1—)) + [e(0,6) + e(0,7)]
d((0,6), (0,7)) + [e(0,6) + (0,8)] d((0,8),(0,8))
+[e(0,6) + €(0,9)] d((0,6),(0,9) ) +[e(0,6) + e(0,10)]
d((0,8),(0,10)) + [e(0,7) + ¢(0,8)] d((0,7), (0,8))
+[e(0,7) + (0,9)] d((0,7),(0,9)) + [e(0,7) + e(0, T0)]
d((0,7),(0,70)) + [e(0,8) + (0,9)14d((0,8),(0,9))
+[e(0,8) + e(0,70)14((0, 8), (0, 10))
+[e(0,9) + e(0,10)1d((0,9),(0,T0))

| m

=[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1



+[2+2]1+[2+2 2+2
+[2+2]1+[2+2 2+2
+[2+2]1+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 242
+[2 + 2]2

+[24+2]2+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 2+2
+[2+2]2+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 242
+[2+2]2+[2+2 242
+[2 + 2]2

]
2+2]2
2+ 2]
2+ 2]
2+ 2]

+ [ 11+ [ 11+ [2+2]1+[2+2]1
+ [ 11+ 11+[2+2]1+[2+2]1
+ [ 11+ [ 11+ [2+2]1+[2+2]1
+ [ 12+ [ 12+ [2+2]2+[2+2]2
+ [ 12+ [ 124+ [2+2]2+[2+2]2
+[24+2]2+[24+2]2+[2+2]2+[2+2]2
+ [ 12+ [ 12+ [2+2]2+[2+ 2]2
+ [ 12+ 12+[2+2]2+[2+2

+ [ 12+ [ 12+
+ [ 12+ [ 12+ [
+ [ 12+ [ 12+
+ [ 12+ [ 12+

12

+[2+ 2]
2+[2+ 2]
2+[2+ 2]
2 ]

2
2
2
+[2+ 2]2

=2+2)10)(M+2+2)10)M)+ (2+ 2)(1)(2)

+(2+2)(45)(2)
= 448
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Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Zs X 7.4, adalah 448.

Berdasarkan jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol diatas, diperoleh

kesimpulan secara umum untuk jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari

sebagai berikut.

2.

(©.@,(6,0cv(r (z3x2,))

)

(@m.bmicv(r(z;xz,))

gelanggang Zz X Z,,

£ (I(23 x 2,)) =

[e(0,@) + e(b,0)]d ((0, @), (b,0))

[e(@,0) +e(b,0)]d ((a,0), (,0))

N D [e(0,@) +¢(0,5)]d ((@,a),(0,))

{(0,@),(0,0)3cv(rz3x2Z,)

=[e(0,1) +e(1,0)] d((0,1),(1,0))

+ [e(0,2) + e(1,0)]
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d((0,2), (1,0)) + [e(D,3) + e(1,0)] d((0,3),(1,0))
+o+[e(0,g=1) +e(1,00]d((0,g—1),(1,0))
+[e(0,1) + e(2,001d((0,1),(2,0)) + [e(0,2) + e(2,0)]
d((0,2),(2,0)) + [e(0,3) + e(2,0)] d((0,3),(2,0))
+o+[e(0,g=1) +e(2,001d((0,—1),(2,0))
+[e(1,0) + e(2,0)] d((0,1), (0,2)) + [e(D,T) + (0, 2)]
d((0,1),(0,2)) + [e(0,T) + e(0,3)]1 d((0,1),(0,3))
+--+[e(0,1) +e(0,q— D] d((0,1),(0,g — 1)
+[e(0,2) + e(0,3)1d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) +e(0,3)]
d((0,2),(0,8) + -+ [e(0,2) + e(0,q — D]
d((0,2), (0, = D) + [e(0,3) + e(0, H]d((0,3), (0,D))
+[e(0,3) + e(0,5)] d((0,3),(0,5)) + -~
+[e(0,3) + (0, = D] d((0,3),(0,g = D) + -
+[e(0,q =2) + e(0,q—D]d((0,q=2),(0,g— 1)
=2+2)(-DM+2+2)(g-DM+2+2)(DE)
+(2+2)(q—2)2)+2+2)(@q—-3)2)+(2+2)
(- D@+ +2+22)(2)+ (2+2)(D(2)
=2(2+2)(q- DD+ (2+2)(D(2)
+(2+2)2)[(@-2)+(@-3)+(@—4) +--+2+1]

:4<z(q—1)+2+2<(q;2)((q—2)+1)))

=4(2q-2+4+2+(@-2)(q-1)
=4(2q+q*—-3q+2)

=4(q" —q+2)

=4q*—4q+8

Dengan demikian diperoleh bahwa, pola jumlah jarak eksentrik graf
pembagi nol dari gelanggang Zz X Z, dengan g bilangan prima dan g = 3 adalah

4q% — 4q + 8. Sedangkan untuk g = 2, pola tersebut tidak berlaku karena bentuk
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graf T'(Z3 x Z,) kongruen dengan bentuk graf T'(Z, x Z3) sehingga jumlah jarak
eksentrik dari graf I'(Z; x Z,) mengikuti pola jumlah jarak eksentrik dari graf

l“(Z2 X Zq) dengan q bilangan prima dan q > 3.

3.3.3 Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol dari Gelanggang Z, x Z,
dengan q = 2,3,5,7,11

1. Graf pembagi nol I'(Zg X Z,)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zg X Z, merupakan graf bipartis

komplit K, , atau graf bintang S, digambarkan sebagai berikut.

0,1)
Gambar 3. 27 Graf Bipartisi Komplit K, 4

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah
d((0,1),(1,0)) = 1, d((0,1),(2,0)) =1, d((0,1),(3,0)) =1,
d((0,1),(4,0)) = 1, d((1,0),(2,0)) = 2, d((1,0),(3,0)) =2,
d((1,0),(4,0)) = 2, d((2,0),(3,0)) =2, d((2,0),(4,0)) = 2, dan
d((3,0),(4,0)) =2 Dengan menghitung jarak tersebut dapat ditentukan

eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 15 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ;

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik
(1,0 2 (2,0),(3,0), (4,0)
(2,0 2 (1,0),(3,0), (4,0)

(3,0) 2 (1,0),(2,0),(4,0)
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Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Z5 x Z,) dapat ditunjukkan sebagai berikuit.

§5(I(Zs X 7)) = Z [e(0,@) + e(b,0)]d ((0, a), (b, 6))

{(0,@),(60)}cv (T(ZsxZ))

+ > [e(@,0) + &(B,0)]d ((a,0), (5,0))
{(20),(5,0)}cv(T(Z5xZ,))

= [e(0,1) + e(1,0)] d((0,1),(1,0)) + [e(D,T) + e(2,0)]

d((0,1),(2,0)) + [e(0,T) +e(3,0)] 4((0,1), (3, 0))
+[e(0,1) + e(4,0)] d((0,1),(3,0)) + [e(1,0) + e(2,0)]
d((1,0),(2,0)) + [e(T,0) + e(3,0)] d((1,0), (3,0))
+[e(1,0) + e(4,0)] d((1,0),(4,0)) + [e(2,0) + e(3,0)]
d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) + e(4,0)] d((2,0), (4,0))
+[e(3,0) + e(4,0)] d((3,0),(4,0))
=[1+2]1+[1+2]1+[1+2]1+[1+2]1+[2+2]2

o
|

+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2
=(1+2)@MM+ (2+2)(6)(2)
£ 60

Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang
Zg X 7., adalah 60.

2. Graf pembagi nol T'(Zg X Z5)
Graf pembagi nol dari gelanggang Zg X Z; merupakan graf bipartis

komplit K, , digambarkan sebagai berikut.
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©,2)

Gambar 3. 28 Graf Bipartisi Komplit K,

Jarak masing-masing itk ke titik yang lin pada graf di atas adalah
d((0,1),(1,0)) = 1, d((0,1),(2,0)) =1, d((0,1),3,0) =1,
d((0,1),&0)) =1, d((1,0),(2,0)) = 2, d((1,0),(3,0)) = 2,
d((1,0),(3,0)) = 2, d((2,0),(3,0)) = 2, d((2,0),(3,0)) = 2,
d((3,0),(3,0)) = 2, d((0,2),(1,0)) = 1 d((0,2),(2,0) =1,

d((0,2),(30)) =1, dan d((0,1),

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 16 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik
(1,0) 2 (2,0),(3,0), (4,0)
(2,0) 2 (1,0),(3,0), (4,0)
(3,0) 2 (1,0),(2,0),(4,0)
(4,0) 2 (1,0),(2,0), (3,0)
0,1 2 0,2)

©,2) 2 ©,D

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Zg x Z) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

& (F(Zs X Zg)) =
{(a,0),(0,6)}cv (I (ZsxZ3))

[e(a,0) + ¢(0,b)]d ((z.0), (0,5))



N > [e(0,@) +¢(0,5)]d ((0,a),(0,b))

{(0,a),(0,5)}cv (T (ZgxZ3))

+ > [e(@,0) +e(5,0)]d ((@0), (5,0))
{(a0),(6,0)}cv (T(ZxZs))

= [e(T,0) + e(0,1)1d((1,0),(0, 1)) + [e(Z,0) + e(0,1)]
d((2,0),(0,1)) + [e(3,0) + e(0, 11 d((3,0),(0,1))
+[e(4,0) + e(0,1)] d((4,0),(0,1)) + [e(1,0) +e(0,2)]
d((1,0),(0,2)) + [e(2,0) + e(0,2)14((2,0),(0,2))
+[e(3,0) + e(0,2)1d((3,0),(0,2)) + [e(3,0) + e(0,2)]
d((4,0),(0,2)) + [e(0,1) + e(0,2)] d((0,1),(0,2))
+[e(1,0) + e(2,0)] d((1,0),(2,0)) + [e(1,0) + e(3,0)]
d((1,0),(3,0)) + [e(1,0) + e(4,0)]1 d((T,0),(4,0))
+[e(2,0) + e(3,00]1 d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) + e(4,0)]

d((2,0),(4,0)) + [e(3,0) + e(%,0)]1 d((3,0),(4,0))
=[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[24+2]2+[2+ 2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[24+2]2+[2+2]2+[2 + 2]2
=2+2) MWD +2+2)WMW+ 2+2)(D@)
+(2+2)(6)(2)
= 88
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Zg X 75 adalah 88.

3. Graf pembagi nol I'(Zs X Z)
Graf pembagi nol dari gelanggang Zs X Z; merupakan graf komplit K, ,

digambarkan sebagai berikut.
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01 O O3 O3
Gambar 3. 29 Graf Bipartisi Komplit K, ,

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1),(1,0)) = 1 d((0,1),(0,2)) = 2 d((0,1),(0,3)) =2
d((0,1),(0,8) = 2 d((0,2),(1,0)) = 1 d((0,2),(0,3)) =2
d((0,2), 0,8) = 2 d((0,3), 1,0) = 1 d((0,3),(0,3)) = 2
d((0,3),1,0)) = 1 d((0,1),(2,0) = 1 d((0,2),(2,0) =1
d((0,3),(2,0)) = 1 d((0,3),(2,0) =1 d((0,1),(3,0)) =1
d((0,2),(3,0)) = 1 d((0,3),(3,0)) =1 d((0,%),(3,0)) = 1
d((0,1),(3,0)) = 1 d((0,2),(3,0)) = 1 d((0,3),(3,0) =1
d((0,3),(@0) = 1 d((1,0), (2,0)) = 2 d((1,0),(3,0)) = 2

d((3,0),(4,0)) = 2. Dengan menghitung jarak tersebut dapat ditentukan

eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 17 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ,

Titik Eksentrisitas Titik Eksentrik
0,1 2 (0,2),(0,3),(0,4)

0,2) 2 ©,D.0,3),0,9
©,3) 2 (0,1),(0,2),(0,4)
0,9 2 (0,1),(0,2),(0,3)
(1,0) 2 (2,0),(3,0),(%0)
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(2,0) 2 (1,0), 3,0),(4,0)
3,0 2 (1,0),(2,0),(3,0)
(4,0) 2 (1,0),(2,0),3,0

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

['(Zs x 7Z.) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£05 (P (2 x 7)) = e [e(0,) +e(5,0)]d ((0,), (5,0))

{(0,@),(5,0)}cv (I'(ZsxZs))

Y @0 +e0)]d(@0),(5,0))

{(@0),(5,0)}cv (r(Z3x7Z3))
+ M [e(0,@) + (0, 5)]d (0, @), (0.5))
{(0@),(0,5))cv (I (Z,%Z5))

= [e(0,1) + e(1,0)] d((0,1),(1,0)) +[e(D,2) +e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) + e(T,0)] d((0,3),(1,0))
+[e(0,4) + e(1,0)] d((ﬁ,fl),(i, 0)) + [e(0,1) + e(2,0)]
d((G,T), (2,6)) +[e(0,2) +e(2,0)] d((ﬁ, 2),(2, 0))
+[e(0,3) + e(2,0) d((ﬁ,?),(?, ﬁ)) + [e(0,4) + e(2,0)]
d((ﬁ,fl), (2,6)) + [e(0,1) + e(3,0)] d((G,T), (?,(_)))
+[e(0,2) + e(3,0)] d((ﬁ,?),(?, 0)) + [e(0,3) + e(3,0)]
d((ﬁ,?), (?,6)) + [e(0,4) + e(3,0)] d((ﬁ, 4),(3, 6))
+[e(0,1) + e(4,0)] d((ﬁ, T),(ZL,G)) + [e(0,2) + e(4,0)]
d((ﬁ,?), (Z},O)) + [e(0,3) + e(4,0)] d((ﬁ, 3), (4, 6))
+[e(0,4) + e(4,0)] d((ﬁ, ),(ZL,G)) + [e(1,0) + e(2,0)]
d((T,G), (?,ﬁ)) + [e(1,0) + e(3,0)] d((T, 0),(3, G))
+[e(1,0) + e(4,0)]1 d((1,0),(%,0)) + [e(2,0) + e(3,0)]
d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) + e(%,0)14((2,0), (4,0))
+[e(3,0) + e(4,0)] d((?, 6),(4,6)) + [e(0,1) +e(0,2)]
d((ﬁ, 1), (0, 2)) + [e(0,1) + e(0,3)] d((ﬁ, 1), (0, 3))
+[e(0,1) + e(0,4)] d((ﬁ, T),(ﬁ,é_})) + [e(0,2) +e(0,3)]
d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) + e(0, D] d((0,2),(0, )

[
|

IS

—+
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+[e(0,3) + e(0,8)] d((0,3),(0,9))
=[2+4+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2
+[2+212+[2+2]12+[2+2]12+[2+2]12+[2+ 2]2
+[2+2]2+ [2+2]2+ [2+2]2
=(2+2) OO+ 2+2)DD+ 2+ 2)(D()
+(2+2)(D (D) + (2 +2)(6)(2) + (2 +2)(6)(2)
=160
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Zs X T adalah 160.

4. Graf pembagi nol I'(Zg X Z.)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zs X Z. merupakan graf komplit K,

digambarkan sebagai berikut.

@D @©2 O3 0% O5 O
Gambar 3. 30 Graf Bipartisi Komplit K, ¢

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1),(1,0)) = 1, d((0,1),(0,2)) = 2, d((0,1),(0,3)) = 2,
d((0,1),(0,3)) = 2 d((0,1),(0,5)) =2 d((0,1),(0,6)) = 2
d((0,2),(1,0)) = 1, d((0,2),(0,3)) = 2, d((0,2),(0,®) =2,

d((0,2),(0,5)) =2, d((0,2),(0,8)) = 2, d((0,3),(1,0)) =1,



d((0,2),(2,0)) =1, d((0,3),(2,0)) =

d((0,5),@0)=1 d((0,6),(2,0)) = 1
d((0,2),3,0) =1, d((0,3),(3,0)) = 1
d((0,5),3,0)=1 d((0,6),(3,0)) = 1
d((0,2),(3,0)) = 1 d((0,3),(3,0)) = 1
d((0,5),30))= d((0,6),(3,0)) = 1
d((1,0),(3,0)) = 2 d((1,0),(3,0)) = 2

menghitung jarak tersebut dapat ditentukan eksentrisitas dan titik eksentrik dalam

tabel berikut.

Tabel 3. 18 Eksentrisitas Graf Komplit K, 4

Titik Eksentrisitas Titik Eksentrik

(0,1) 2 (0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6)
0,2) 2 (0, 1), (0,3), (0,4),(0,5), (0,6)
0,3) 2 (0,1, (0,2),(0,4),(0,5).,(0,6)
(0,4) 2 (0, 1),(0,2),(0,3),(0,5),(0,6)
(0,5) 2 0,1),(0,2),(0,3),(0,9,(0,6)
0,6) 2 ©,1,(0,2),(0,3),0,%.(0,5)
(1,0) 2 (2,0),(3,0), (4,0)
(2,0) 2 (1,0),(3,0), (4,0)

(3,0) 2 (1,0),(2,0), (4,0)
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(4,0) 2 (1,0),(2,0), (3,0)

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

I'(Zg x Z,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£45 (1 (Zg X 1)) = Z [e(0,@) + e(5,0)]d ((0,a), (5,0))

{(0,0,(50))cv(r(Z5x7-))

N S [e(a,0) + (b, 0)]d (), (5,0))

{@0),(60))ev(r(z5x2,))
+ D [e(0, @) + ¢(0, 5)]d (0, @), (0,5))
{0®,(0.6))cv(r(zsx2,))
= [e(0,1) + e(T,0)] d((0,1),(T,0)) + [e(0,2) +e(1,0)]
d((0,2),(1,0)) + [e(0,3) +e(L,0)] d((0,3),(1,0))
+e(0,%) +e(1,0)] d((0,9),(1,0)) +[e(0,5) +e(1,0)]
d ((0,5),(L0)) +[e(0,6) + e(T,0)] d((0,6), (1,0))
+e(0, 1) +e(2,0)] d((0,1),(2,0)) +[e(0,2) + e(Z,0)]
d((0,2),(2,0) + [(0,3) +e(2,0)] d((0,3),(2,0))
+e(0,%) +e(2,0)] d((0,9),(2,0)) +[e(0,5) +e(2,0)]

U
Zam
iz
ol
3]
N
~

,(2,0)) +[e(0,6) + e(2,0)] d((0,8),(2,0))
+[e(0,T) +e(3,0)] d((0,1),(3,0)) + [e(0,2) +e(3,0)]
d((0,2),(3,0)) + [(0,3) +e(3,0] d((0,3),(3,0))
+[e(0,%) +e(3,0)] d((0,8),(3,0)) + [e(0,5) +e(3,0)]
d((0,5),(3,0)) + [e(0,6) +e(3,0)] d((D,8),(3,0))
+[e(0,1) +e(3,0)] d((0,1),(3,0)) + [e(0,2) + (3, 0)]
d((0,2),(,0)) +[e(0,3) +e(3,0)] d((0,3),(3,0))
+[e(0,%) +e(3,0)] d((0,9),(3,0)) + [e(0,5) +e(3,0)]
d((0,5),(3,0)) + [e(0,6) + e(3,0)1d((0,6),(3,0))
+[e(T,0) +e(2,0)] d((1,0),(2,0)) + [e(T,0) +e(3,0)]
d((1,0),3,0)) + [e(1,0) + e(,0)1d((1,0), (3,0))
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+[e(2,0) +e(3,0)] d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) + e(,0)]
d((2,0),(2,0)) + [e(3,0) + e(3,0)] d((3,0), (4,0))
+[e(0, 1) +¢(0,2)] d((0,1),(0,2)) +[e(0,T) + e(0, 3)]
d((0,1),(0,3)) + [e(0, 1) +e(0,D] d((0,1),(0,9)
+[e(@,1) +¢(0,5)] d((0,1),(0,5)) + [e(0,1) +¢(0,6)]
d((0,1),(0,6)) + [(0,2) + e(0,3)] d((0,2),(0,3))
+[e(0,2) +(0,9)] d((0,2),(0,D) + [e(0,2) +¢(0,5)]

d ((0,2),(0,5)) + [e(0,2) +e(0,8)] d((0,2),(0,6))

+[e(0,3) + e(0,4)] d((0,3),(0,4)) + [e(0,3) +¢(0,5)]

d((0,3),(0,5)) + [e(0,3) +e(0,8)] d((0,3),(0,5))
+[e(0,%) +¢(0,5)] d((0,%),(0,5)) + [e(0,3) +(0,5)]
d((0,%),(0,8)) +[(0,5) + e(0,6)] d((0, )66)
=[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+
[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+4+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+2]2
12+] [ ]

+[24+2]24+[2+2]2+[2+2 2+ 2]2+[2+2]2
= (2+2)(e)(1)+ 2+ 2)(6)(1) + (2 +2)(6)(1)
+(2+2)(6)(1)+ (2+2)(6)(2) +(2+ 2)(15)(2)
= 264
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang

Zg X 7 adalah 264.
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5. Graf pembagi nol T'(Zg X Z,,)

Graf pembagi nol dari gelanggang Zg X Z;, merupakan graf komplit K, ,,

digambarkan sebagai berikut.

0,1 (0,2 (03 (0% (©5 (06 (0,79 (0,8 (0,9) (0,10)
Gambar 3. 31 Graf Bipartisi Komplit K, 4o

Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf di atas adalah

d((0,1),(1,0)) = 1, d((0,1),(0,2)) = 2, d((0,1),(0,3)) = 2,
d((0,1),(0,3)) = 2 d((0,D,(0,5)) = d((0,1),(0,6)) = 2
d((0,1),(0,7)) = 2 d((0,1),(0,8)) = 2 d((0,1),(0,9)) = 2
d((0,1),(0,10)) = 2 d((0,2),(1,0)) = 1 d((0,2),(0,3)) = 2
d((0,2), (0,3)) = 2 d((0,2),(0,5)) = d((0,2),(0,6)) = 2
d((0,2),(0,7)) = 2 d((0,2),(0,8)) = 2 d((0,2),(0,9)) = 2
d((0,2), (0,10)) = 2 d((0,3),(1,0)) = 1 d((0,3),(0,3) =2
d((0,3),(0,5)) =2 d((0,3),(0,6)) = 2 d((0,3),(0,7)) = 2
d((0,3),(0,8)) = 2 d((0,3),(0,9)) = 2 d((0,3),(0,10)) = 2
d((0,%),(1,0)) = d((0,5,(0,5)) =2 d((0,%),(0,6)) =

d((0,%),(0,7)) = 2 d((0,%),(0,8)) = 2 d((0,%),(0,9)) = 2
d((0,%), (0,10)) = 2, d((0,5),L0) =1 d((0,5),(0,8)) =2,
d((0,5),(0,7) =2 d((0,5),(0,8)) =2 d((0,5),(0,9) =2,



d((0,8),(0,8)) = 2 d((0,8),(0,9)) = 2 d((0,6),(0,10)) = 2
d((0,7),(1,0)) = 1 d((0,7),(0,8)) = 2 d((0,7),(0,9)) = 2
d((0,7),(0,10)) = 2 d((0,8),(1,0)) = 1 d((0,8),(0,9)) = 2
d((0,8), (0,10)) = 2 d((0,9),(1,0)) =1, d((0,9),(0,10)) = 2
d((0,10), (1,0)) = 1 d((0,1),(2,0)) = 1 d((0,2),(2,0)) =1
d((0,3),(2,0)) = 1 d((0,3),(2,0)) = 1 d((0,5),(2,0)) =

d((0,8),(2,0)) = 1 d((0,7),(2,0)) = 1 d((0,8),(2,0)) = 1
d((0,9),(2,0) = 1 d((0,10), (2,0)) = 1 d((0,1),(3,0)) = 1
d((0,2),(3,0) = 1 d((0,3),(3,0)) = 1 d((0,%),(3,0)) = 1
d((0,5),3,0)=1 d((0,6),(3,0)) = 1, d((0,7),(3,0)) =

d((0,8),(3,0)) = 1 d((0,9),(3,0)) = 1 d((0,10), 3,0)) = 1
d((0,1),(3,0)) = 1 d((0,2),(3,0)) = 1 d((0,3),(3,0)) = 1
d((0,3), (3,0)) = d((0,5),0))= d((0,6), (3,0)) =

d((0,7),(3,0)) = 1 d((0,8),(3,0)) = 1 d((0,9),(3,0)) = 1
d((0,70), (3,0)) = 1 d((1,0),(2,0)) = 2 d((1,0),(3,0)) = 2

d((1,0),(3,0)) = 2, d((2,0),(3,0)) = 2, d((2,0),(4,0) =2 dan
d((?,ﬁ), (4, 6)) = 2. Dengan menghitung jarak tersebut dapat ditentukan

eksentrisitas dan titik eksentrik dalam tabel berikut.

Tabel 3. 19 Eksentrisitas Graf Bipartisi Komplit K, ;,

Titik | Eksentrisitas Titik Eksentrik

(D) 2 (0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (0,7), (0,8),(0,9), (0,10)
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©,2) 2 @©,1, 0, 3),00,4), (0,5),(0,6),0,7), (0,8, (0,9, 0, 10)
0, 3) 2 (0,1),(0,2),(0,4),(0,5),(0,6),(0,7), (0,8), (0,9), (0, 10)
(0,4) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,5),(0,6),(0,7), (0,8), (0,9), (0, 10)
(0,5) 2 © 1), 0,2), (0,3), (0, %),(0,6), (0,7, 0, 8), (0,9), (0, 10)
©,6) 2 © 1),(0,2), (0,3),0,4),(0,5), 0,7, (0,8), (0,9, (0, 10)
0,7) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (0,8), (0,9), (0, 10)
(0,8) 2 (0,1),(0,2), (0,3),(0,4),(0,5),0,6), (0, 7),(0,9), (0,10)
©,9) 2 (0,1,(0,2),(0,3),(0,%),(0,5),00,6),(0,7),(0,8), (0,10)
(0,10) 2 (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (0,7),(0,8),(0,9)
(1,0) 2 (2,0),(3,0), (4,0
2 0) 2 (1,0), (3,0), (4,0)
(3,0) 2 (1,0), (2,0), (4,0)
,0) 2 1,0, (2,0), 3,0

Berdasarkan tabel diatas, jumlah jarak eksentrik dari graf pembagi nol

['(Zs x 7.4,) dapat ditunjukkan sebagai berikut.

£45(D(Zs X Zy;)) = > [e(0,@) + ¢(B,0)]d ((0,a),(5,0))

{(0,@),(p,0)}cV (TZ5XZ14)

Y @) +e(50)d(@0).(5,0))

{(@0),(5,0)}cv (T (Z5xZ4))

N > [e(0, @) + e(0,5)]d ((0,), (0,5))

{(0,@),(0,p)}cV (TZgxZ11)
= [e(0,T) +e(1,0)]d((0,1), (1,0)) + [e(0,2) + e(1,0)]

+[e(0,3) +e(1,0)1d((0,3), (1,0)) + [e(0,%) + e(1,0)]
d((0,%),(1,0)) + [e(0,5) + e(1,0)] ( 0,5),(1,0) )
+[e(0,6) + e(1,0)] d((0,6),(1,0)) + [e(0,7) +e(1,0)]
d((0,7),(1,0)) +[e(0,8) +e(1,0)] d((0,8),(1,0))
+[e(0,9) + e(1,0)] d((0,9),(1,0)) + [e(0,10) + e(1,0)]
d((0,70),(1,0)) + [e(0, T) + e(2,0)] d((0,1),(2,0))
+[e(0,2) +e(2,0)] d((0,2),(2,0)) + [e(0,3) + e(2,0)]
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d((0,3),(2,0)) + [e(0,) + e(2,0)] d((0,9), (2,0))
+[e(0,5) +e(20] d((0,5),(2,0)) +[e(0,8) + e(Z,0)]
d((0,6),(2,0)) +[e(0,7) +e(2,0)] d((0,7),(2,0))
+[e(0,8) +e(2,0)] d((0,8),(2,0)) + [e(0,9) +e(2,0)]
d((9,9),(2,0)) + [e(0,10) + e(2,0)] d((0,10),(2,0))
+[e(0, D) + (3,01 d((0,1), (3,0)) + [e(0,2) + e(3,0)]
d((0,2),(3,0)) + [e(0,3) +e(3,0)] d((0,3),(3,0))
+[e(0, D) +e(3,0)] d((0,3),(3,0)) + [¢(0,5) +e(3,0)]
d ((0,5),(3,0)) + [e(0,8) + e(3,0)] d((0,8), (3,0))
+[e(0,7) + (3,01 d((0,7),(3,0)) + [e(0,8) + e(3,0)]
d((0,8),(3,0)) + [e(0,9) +(3,0)] d((0,9), (3,0))
+[e(0,T0) +e(3,0)] d((0,70), (3,0))

+[e(0,1) + e 0)] d((0,1), (3,0)) + [e(0,2) + e(Z,0)]
d((0,2),(3,0)) +[e(0,3) +e(3,0)] d((0,3),(3,0))
+[e(0,%) +e(%,0)] d((0,3), (3,0)) + [¢(0,5) +e(3,0)]
d((0,5),(3,0)) + [e(0,6) + e(3,0)] d((0,6),(3,0))
+[e(0,7) + e 0)] d((0,7),(3,0)) + [e(0,8) + e(4,0)]
d((0,8),(%,0)) + [e(0,9) +e(3,0)] d((0,9),(3,0))
+[e(0,10) + e(3, 0)] d((0,10), 3,0)) + [e(T, ) + e(Z, 0)]
d((1,0),(2,0)) + [e(T,0) + e(3,0)] d((T,0),(3,0))
+[e(1,0) + e 0)] d((1,0), (& 0)) + [e(2,0) + e(3,0)]
d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) +e(3,0)] d((2,0), (4,0))
+[e(3,0) + e(Z 0)] d((3,0), (3 0)) + [e(0,1) + e(0,2)]
d((0,1),(0,2) + [e(0, ) +e(0,3)] d((0,1),(0,3))
+[e(0,1) +e(0,D] d((0,1),(0,D) +[e(0,T) +e(0,5)]
d ((0,1),(0,5)) + [e(0, 1) +e(0,8)] d((0,1), (0,6))
+[e(0,T) +e(0,7)] d((0,1),(0,7)) + [e(0,1) + (0, 8)]
d((0,1),(0,8)) + [e(0, 1) +e(0,9)] d((0,1),(0,9))
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+[e(0,T) + e(0,70)1d((0,1), (0,T0)) + [e(0,2) + ¢(0,3)]
d((0,2),(0,3)) + [e(0,2) + ¢ (0,8)]1d((0,2),(0,8))
+[e(0,2) +¢(0,5)] d((0,2),(0,5)) + [e(0,2) + (0, 6)]
d((0,2),(0,8)) + [e(0,2) + ¢(0,7)1d((0, 2),(0,7))
+[e(0,2) + (0,8)] d((0,2),(0,8)) + [e(0,2) + (0,9)]
d((0,2),(0,9)) + [e(0,2) + ¢(0,10)] d((0,2),(0,T0))
+[e(0,3) + e(0,H)] d((0,3),(0,) + [¢(0,3) + ¢(0,5)]
d ((0,3),(0,5)) + [e(0,3) +e(0,6)] ((0,3), (0,8))
+[e(0,3) +e(0,7)] d((0,3),(0,7)) + [e(0,3) + e(0,8)]
d((0,3),(0,8)) + [e(0,3) + ¢(0,9)] d((0,3), (0,9))
+[e(0,3) + (0, 70)] d((0,3), (0,10))

+[e(0,%) +¢(0,5)]d ((0,%),(0,5) ) + [e(0, %) + e (0,8)]
d((0,%),(0,8)) + [e(0,%) +¢(0,7)] d((0,%),(0,7))
+[e(0,%) + ¢(0,8)] d((0,3),(0,8)) + [e(0,%) +(0,9)]
d((0,%),(0,9)) + [e(0, %) +¢(0,70)] d((0,%), (0,10))
+[e(0,5) +¢(0,8)] d((0,5), (0,8)) + [¢(0,5) + e(0,7)]
d((0,5),(0,7)) +[(0,5) + e(0,8)] d((0,5),(0,8) )

+[e(0,5) +¢(0,9)]d ((0,5), (0,9) + [e(0,5) + (0,T0)]

U
Vel
N
=
ul
N—
~

, 0,1—)) + [e(0,6) +e(0,7)] d((0,6),(0,7))
)] d((0,6), (0,8)) +[e(0,6) +e(0,9)]
e(0,70)1d((0,6), (0,70))

[e(0,7) + e(0,70)] d((0,7),(0,10))
+[e(0,8) +e(0,9)] d((0,8),(0,9)) + [e(0,8) + e(0,10)]
d((0,8),(0,10)) + [e(D,9) + e(0,T0)] d((0,9), (0,10))

=[24+2]1+[2+2]14+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
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+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1
+2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1+ [2+ 2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1
+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+2]1+[2+ 2]1
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[24+2]2+[2+2]2+[24+ 2]2+[2+ 2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]124+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]12+[2+2]2+[2+2]2+[2+2]2+ [2+ 2]2
+[2+2]124+[2+2]2+[2+2]2+[2+ 2]2+ [2+ 2]2
[

+[2 + 2]2
=2+2)(10)(D)+ 2+ 2)(10)(1)+ (2 +2)(10)(1)
+(2+2)(10)(1)+ (2+2)(6)(2) + (2+ 2)(45)(2)
= 488
Sehingga diperoleh jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari

gelanggang Zg X Z,, adalah 488.
Berdasarkan jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol diatas, diperoleh
kesimpulan secara umum sebagai berikut.

o (r(2; % 7,)) = Z [e(0, @) + e(5,0)]d ((0,),(5,0))

(0.0.(6,0)ev(r (2sx2,))

4 z [e(@,0) + e(b,0)]d ((7,0),(b,0))

(a0.bmev(r (zsxz,))
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+ > [e(0,@) +¢(0,5)]d ((0,a), (0. 5))
{(0,@),(06)}cv (T (ZsxZy))
= [e(0,1) + (1,0)] d((0,1),(1,0)) +[e(0,2) + e(1,0)]

d((0,2), (1,0)) + [e(0,3) + e(1,0)] d((0,3),(1,0)) + -
+[e(0,g = 1) +e(1,0)]d((0,q = D, (1,0))

+[e(0,T) +e(2,0)1d((0,1), (2,0)) +[e(0,2) +e(2,0)]
d((0,2),(2,0)) + [e(0,3) + (2,0)] d((0,3),(2,0)) + -+
[e(0,q = 1) +e(2,0)] d((0,q —1),(2,0))

+[e(0,1) +e(3,0)] d((0,1), (3,0)) + [(0,2) + e(3,0)]
d((0,2),(3,0)) + [(0,3) + e(3,01d((0,3), (3,0))

+ -+ [e(0,g=1) + e(3,0]1d((0,7=1), (3,0))
+[e(0,1) + e(%,0)]1 d((0,1),(,0)) + [e(0,2) + e(%,0)]
d((0,2),(%,0)) + [e(0,3) + (% 0)] d((0,3), (& 0))

+ o+ [e(0,g =D +e@0]d(0,g= D,%0))

+[e(1,0) +e(2,0)] d((0,1),(0,2)) + [e(T,0) + e(3,0)]
d((1,0),(3,0)) + [e(T,0) + e(3,0)] d((1,0),(%0))
+[e(2,0) +e(3,0)] d((2,0),(3,0)) + [e(2,0) + e(%,0)]
d((2,0),(3,0)) + [e(3,0) + e(3,0)] d((3,0),(%,0))
+[e(0,1) +e(0,2)] d((0,1),(0,2)) + [e(0, 1) + ¢(0,3)]
d((0,1),(0,3)) + - + [e(0,T) +e(0,q=1)]
d((0,1),(0,=1) + [e(0,2) +¢(0,3)]d((0, 2),(0,3))
+[e(0,2) + (0, 9] d((0,2),(0, %) + - +

[e(D,2) + e(0,q — D]1d((0,2),(0,g — D)

+[e(0,3) + (0, H1d((0,3), (0,%)) + [e(0,3) + (0,5)]
d((0,3),(0,5)) + - +[e(0,3) + e(0,7 = D]
d((0,3),(0,7=D) + - +[e(0,7=D + (0,7 =D)]
d((0,q—2),(0,g— D)

=2+2)(@-DDW+2+2)(q-DD)+(2+2)(g—1D(1)
+2+2D(@-DW+2+2)(6)2)+ (2+2)(q— 2)(2)
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+(2+2)(-3)@2)+ 2+2)(q-D(2) +-+ (2+2)(2)(2)
+(2+2)(D(2)

=22+ 2)(q-DM+22+2)(q- DD+ 2+ 2)(6)(2)
+2+2)2Q)[@@-2)+@—-3)+(@—4) +-+2+1]

=4<2(q—1)+2(q—1)+12 +2<(q;2)((q—2)+1)>

=4(2q—-2+4+29-2+4+12+(q-2)(g—-1))
=4(4q—4+12+q*>—3q +2)
=4(q*+q + 10)

=4q% + 4q + 40

Dengan demikian diperoleh bahwa, pola jumlah jarak eksentrik graf
pembagi nol dari gelanggang Zs X Z, dengan g bilangan prima dan g = 5 adalah
4g?% + 4q + 40. Sedangkan untuk g bilangan prima dan g < 5, pola tersebut tidak
berlaku karena untuk g = 2 bentuk graf I'(Zs x Z,) kongruen dengan bentuk graf
I'(Z, x Zg) sehingga jumlah jarak eksentrik dari graf T'(Zs x Z,) mengikuti pola
jumlah jarak eksentrik dari graf 1“(Z2 X Zq) dengan g bilangan prima dan q = 3.
Dan untuk g =3 bentuk graf I'(Zs X Z3) kongruen dengan bentuk graf I'(Zs X
Zs) sehingga jumlah jarak eksentrik dari graf T'(Z: X Z3) mengikuti pola jumlah
jarak eksentrik dari graf F(Z3 X Zq) dengan g bilangan prima dan g = 3.

Berdasarkan contoh-contoh diatas, dapat disimpulkan bahwa jumlah jarak
eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan prima

dapat disajikan dalam tabel berikut.

Tabel 3. 20 Jumlah Jarak Eksentrik Graf Pembagi Nol

Gelanggang Z, X Z, Jumlah Jarak Eksentrik
q=2 1+ 1)1
—2 |9=3 A+2)2)1D) + (2 +2)1)(2)
T 1 M Cr @ T DD+
2+2)((2)
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1+2)OD) +2+2)B)R) + 2 +2)H)(2) +
2+2)+2+2)2)2)+ (2 +2)(1)(2)

1+2)10MW+2+ 2@+ 2+ 2)(8)(2) +
2+ +2+2)(6)(2) +2+2)(B)(2) +
2+2) M) +2+2)RA)2) +(2+2)(2)(2) +
(2+2)(D(2)

q bilangan
prima

A1+2)@-DM+ 2+2)(g—-2)(2)+
2+2)(q-3)2Q)+--+2+2)2)(2) +

2+2)H@)

Untuk p =3

A+2))@) + 2 +2)D)(2)

(2+2)2)(M +2+2)2)D) +(2+2)(D(2) +
(2+2)(D(2)

(2+2)HD +2+2)(H(D) +(2+2)(D(2) +
(2+2)3)(2) +(2+2)(2)(2) +(2+2)(1)(2)

2+2)(O)(D) +2+2)(6)(D) + (2+2)(1(2) +
2+2)G)@D+2+2)W@ +2+2(B)(2) +
2+2)2)@) +2+2)D)(2)

2+2)(10(1) + 2+ 210 + 2+ 2)(1(2)
+2+2)(9)@+ 2+2)(B)(2) + 2+2)(7)(2)
+2+2)O)@)+ 2+2)5)(2) + 2 +2)(D(2)
t2+2)3)@)+ 2+2)(2)(2) + 2+2)(1)(2)

q bilangan
prima

2+2)@-DD+2+2)(q@-D@)
+2+2)(D2)+ (2+2)(q—-2)(2)
+2+2)@-3)@+ -+ 2+
+(2+2)(1)(2)

Untuk p =5

1+2)WD+2+2)B)@ +2+2)@)(2) +
2+2)M@)

(2+2)HMD) + (2 +2)(H(D) + 2 +2)(D(2) +
2+2)3@)+2+2)2)2) +2+2)(D(2)

(2+2)HMD + 2 +2)(HD) + 2 +2)(H(D) +
(2+2)HD) +(2+2)(3)(2) +(2+2)(2)(2) +
(2+2)(D(2) +(2+2)(3)(2) +(2+2)(2)(2) +
2+2)MH(@)

(2+2)(6)(1D) +(2+2)(6)(D) +(2+2)(6)(1) +
2+2)O)D) +2+2)(3)(2) +(2+2)(2)(2) +
2+2) (MW@ +2+2)(5)2) +(2+2)(D)(2) +
2+2)B)2) +(2+2)2)(2) + 2 +2)(H(2)

(24+2)(10)(1) + (24 2)(10)(1) + (2 + 2)(10)(1)
+(2+2)(10)(1) +2+2)2) + 2+ 2)(2)(2)
+2+2) (D@ + 2+2)(9)(2) + (2+2)(8)(2)
+(2+2)(7)(2) + (2+2)(6)(2) + (2 +2)(5)(2)
+2+2)(D2)+ 2+2)R)2) + (2+2)(2)(2)
+(2+2)(1)(2)

q bilangan
prima

2+2)@-DD+2+2)(@-D@D)+
C+2D@-DM+2+2)(g-D@D+

2+ +2+2@@+2+2M@) +
QC+2)@-2)D+ 2+2)(q@-3)2)+ -+
2+2)2)Q2)+2+2)(H(R)
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Dengan melihat tabel 3.20, pola jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol

dari gelanggang Z, X Z, dengan p,q bilangan prima diperoleh bentuk umum

sebagai berikut ini.

Teorema 3.5
Diberikan graf I'(Z, % Z,) merupakan graf pembagi nol dari gelanggang
Z, X L, dengan p,q bilangan prima. Jumlah jarak eksentrik dari graf I'(Z, X Z,)
adalah sebagai berikut
i. Jumlah jarak eksentrik dari graf I'(Z, % Z,) untuk p = 2 dan g = 2 adalah 2.
ii. Jumlah jarak eksentrik dari graf I'(Z, X Z,) untuk p = 2 dan g > 3 adalah
4q% —9q + 5.
iii. Jumlah jarak eksentrik dari graf I'(Z, x Z,) untuk p = 3 dan q > 3 adalah
4p? + 4q* + 4pq — 16p — 16q + 20.
Bukti:
Misalkan graf I'(Z, X Z,) merupakan graf pembagi nol dari gelanggang Z, x
Z,dengan p,q bilangan prima. Berdasarkan definisi 3.3 jumlah jarak eksentrik
dari graf I'(Z, X Z,,) adalah

o (12,  7,)) = z [e(0,@) +¢(5,0)] ((0,a), (,0))

(00,0ev(r(z,xz,))

+ Z (e(a,0) + e(b,0)]d ((a,0), (5,0))
(@0,(ev(r (z,x2,))

Y @ +e(05)a(0,,(05)

{(O.@),0p))cv (I (Z,xZy))
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i. Untuk graf I'(Z, x Z,) dengan p = 2 dan g = 2
Berdasarkan tabel 3.4, bentuk graf I'(Z, X Z,) untuk p =2 dan q =2
merupakan graf komplit K,. Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada graf
terssbut  adakh  d((0,1),(1,0)) =1dand((1,0),(0,1))=1.  Sehingga
eksentriksitas titik (0,1) dan titik (T,0) masing-masing adalah e(0,1) =1 dan
e(1,0) = 1. Berdasarkan definisi 3.3, diperoleh jumlah jarak eksentrik dari graf

komplit K, adalah 2. Sehingga jumlah jarak eksentrik dari graf I'(Z, x Z,) adalah

§8(I(Z, x Z,)) = 2.

ii. Untuk graf I'(Z, x Z,) dengan p = 2 danq > 3
Berdasarkan tabel 3.4, bentuk graf I'(Z, X Z,) untuk p =2 dan q =3
merupakan graf bipartisi komplit K, ,_,. Jarak masing-masing titik ke titik yang

lain pada graf tersebut adalah d((ﬁ,ch),(T,G)) =1luntuk a,=1,2,3,..q—1€
Z, dand((_,ch),(G,cT])) =2untuk @ # @, dan @ =1,2,3,..,q — 1 € Z, dan
a = 1,2,3,..,q —1€Z, Sehingga eksentriksitas titik (0,a,) dan titik (T,0)
masing-masing  adalah e(0,a,) =2 untuk a,=1,2,3,..q—1¢€ Z4 dan
e(1,0) = 1. Berdasarkan definisi 3.3, diperoleh jumlah jarak eksentrik dari graf

bipartisi komplit K, ,_, adalah 4% —9q +5. Sehingga jumlah jarak eksentrik

dari graf I'(Z, X Z,) adalah &% (T'(Z, X Z,)) = 4q% —9q + 5.

iii. Untuk graf I'(Z, x Z,) dengan p > 3 dan q > 3
Berdasarkan tabel 3.4, bentuk graf I'(Z, x Z,) untuk p,q > 3 merupakan

graf bipartisi komplit K,,_, ,_,. Jarak masing-masing titik ke titik yang lain pada
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1,2,3,..,q —1 €Z, Sehingga eksentriksitas titk (0,a,) dan titik (EG)
masing-masing  adalah  e(0,a@) =2 unuk @ =1,23,.q—1€Z,dan
e(b,,0) =2 untuk b, =1,2,3,..q — I € Z,,. Berdasarkan definisi 3.3, diperoleh
jumlah jarak eksentrik dari graf bipartisi komplit K,_, ,_, adalah

o (r(z, x 2,)) = > [e(0,a) +e(b,0)]d ((0,a), (5,0))

(00,0ev(r(z,x2,))

N Y [e(a,0) + e(b,0)]d ((,0),(5,0))

{(@)0),(b,0)}cv (r(zp qu))

+ > [e(0,@) + e(0,5))d ((0,a), (0, 5))
{(0@),(00))V (I(Z,%Zy))
= [e(0,T) + e(1,0)1d((0,1), (1,0)) + -
e(0,q — 1) +e(1,0)]d((0,g — 1),(1,0))
e(0,1) +e(2,0)] d((0,1),(2,0)) +-
q—1

[e(O,

[e(O,

+[e(0,g = 1) +e(2,00] d((0,g —1),(2,0)) + -
[
le

+

e(0,1) +e(p—1,001d((0,1),(p—1,0)) + -
0,g—1D+e(p—1,01d((0,q—1),(p —1,0))
+[e(1,0) +e(2,0)] d((1,0),(2,0)) + [e(1,0) + e(3,0)]
d((1,0),(3,0)) + -+ [e(1,0) + e(p — 1,0)]
d((1,0),(p—1,0)) + [e(2,0) + e(3,0)1d((2,0),(3,0))
+[e(2,0) + e(4,0)]d((2,0), (4,0)) + -

+[e(2,0) +e(p —1,0)1d((2,0), (p— 1,0))

+
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+[e(3,0) + e(3,0)]d((3,0), (3,0)) + [e(3,0) + ¢(5,0)]
d((3,0),(5,0)) +- +[e(3,0) +e(p = 1,0)]
d((3,0),(p=1,0)) + -+ [e(p=2,0) +e(p— 1,0)]
d((@=2),@=D) +[e(0,1) + e(0,2)] d((0,1),(0,2))
+[e(0,T) +e(0,3)] d((0,1),(0,3)) + -
+[e(0,1) +e(0,g= D] d((0,1),(0,g = D)
+[e(0,2) + e(0,3)] d((0,2),(0,3)) + [e(0, 2) + (0,3)]
d((0,2),(0,8) + -+ [e(0,2) + (0, = D]
d((0,2),(0,=D) + [e(0,3) + e(0,%)] d((0,3), (0,B)
+[e(0,3) +¢(0,5)] d((0,3),(0,5)) + -
+[e(0,3) + e(0,g — D]d((0,3),(0,g = 1))
+-+ [e(0,g =2) + (0, — D]d((0, = 2),(0,g = 1))

=2+2)(q—- DD+ 2+2)(@—-D(D)+ -
+(2+2)(g- D)+ (p-2)(2+ 2)(2)
+(p-3)2+2)@2)+ (p-D(2+2)(2)+ -
+(2)(2+2)(2)+ (D2 +2)(2) + (9 — 2)(2+ 2)(2)

+(@-3)2+2)(2)+ (g-D2+2)(2) + -
+(2)2+2)2)+ (D +2)(2)

-2
= (p-DE+2D(@- DD+ (2 +z>(z>p7(<p ~2)+1)

+(2+ 2)(2)%@ ~2)+1)

=2+2D(pPg-p—q+D+C+2)(p-2(p-1)
F(2:0.2)(g = 2)(g =10

=4(pq—p—-q+1+p*—-3p+2+q*—3q+2)

= 4(p*+q*+pq —4p —4q +5)

= 4p? +4q? + 4pq — 16p — 16q + 20

Sehingga jumlah jarak eksentrik dari graf T'(Z, X Z,) untuk p,q >3 adalah

4p% + 4q* + 4pq — 16p — 164 + 20.
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Dengan demikian diperoleh bahwa, pola jumlah jarak eksentrik graf

pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah 2, dan untuk gelanggang Z, X Z,

untuk p = 2,q =3 dan g bilangan prima adalah 42 —9q + 5. Sedangkan untuk

pola jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang Z, x Z, dengan

p =3 dan g > 3 adalah 4p?+ 4q% + 4pq — 16p — 16q + 20.

3.4 Integrasi Jarak pada Graf dengan Al-Quran

Shalat merupakan salah satu kewajiban bagi kaum muslimin yang berakal
dan sudah mencapai akhir baligh baik laki-laki maupun perempuan. Ibadah shalat
dalam islam sangatlah penting, sehingga shalat harus dikerjakan pada waktunya
dalam keadaan apapun bagi seorang muslim yang sudah mukalaf. Allah Swit.
berfirman dalam Al-Quran tentang shalat ada pada surah An-Nisa’\O4 ayat 103

yang berbunyi:

% CC 1% 5 LEe Q}{g/° 2« '..;'.,'3} Ss 2. (Z2 3%z A W2 ¢ G Je 2to- & (1%
Q) Tredall 1923l v.:;;\.q.b\ 15 \"{9‘} 5159255 Ll Al 19536 Sl b Db
(V) U3 G Guedth 2 S5

“Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di waktu
berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila kamu telah
merasa aman, maka dirikanlah shalat itu (sebagaimana biasa). Sesungguhnya
shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunya atas orang-orang yang
beriman” (Q.S An-Nisa\04 ayat 103)

Menurut M. Quraish Shihab (2002) kata mauqutan terambil dari kata waqt
atau waktu. Dari segi bahasa kata ini digunakan dalam arti batas akhir kesempatan

untuk menyelesaikan suatu pekerjaan. Setiap shalat mempunyai waktu dalam arti
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ada masa dimana seseorang harus menyelesaikannya. Apabila masa itu telah
berlalu, maka pada dasarnya berlalu juga waktu shalat itu.

Secara lengkap pelaksanaan waktu setiap shalat fardhu telah dijelaskan
oleh Rasulullah Saw didalam sebuah hadist yang diriwayatkan oleh Abu Musa Al-

Asy’ari r.a yakni sebagai berikut.

“Dari Rasulullah Saw, bahwasanya ada seorang penanya datang kepada
beliau menanyakan waktu sholat, namun beliau tidak menjawab sedikitpun. Kata
Abu Musa: maka beliau menyuruh Bilal untuk adzan, lalu beliau melakukan
shalat Subuh ketika terbit fajar, sedangkan orang yang satu dengan yang lain
hampir tidak mengenali (karena agak gelap). Kemudian beliau menyuruh Bilal
menyuarakan adzan, lalu beliau mendirikan shalat dzuhur ketika matahari
condong sedikit kea rah barat, sedangkan seseorang mengatakan, “sudah tengah
hari”, padahal beliau lebih tahu dari mereka. Kemudian beliau menyuruh Bilal
menyuarakan adzan, lalu beliau melakukan shalat ashar ketika matahari masih
tinggi. Kemudian beliau menyuruh Bilal menyuarakan adzan lalu beliau
melakukan shalat magrib ketika matahari telah terbenam. Kemudian beliau
menyuruh Bilal menyuarakan adzan lalu beliau melakukan shalat isya ketika
mega merah-merah telah hilang. Kemudian beliau mengakhiri shalat subuh
disbanding yang kemarin, sehingga setelah shalat ada dua orang
berkata "matahari telah terbit atau hampir terbit.” Kemudian beliau mengkhiri
shalat dzuhur disbanding yang kemarin hingga mendekati waktu ashar. Kemudian
beliau mengakhiri shalat ashar, sehingga seusai shalat ada dua orang berkata
“matahari telah memerh.” Kemudian beliau mengahiri shalat maghrib hingga

mega merah hampir hilang. Kemudian beliau mengakhiri shalat isya hingga
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sepertiga malam pertama. Kemudian beliau melakukan shalat subuh. Setelah itu
beliau memanggil orang yang tertanya sebelumnya, lalu beliau bersabda; “waktu
shalat adalah antara batas-batas tersebut”.

Dalam teori graf, shalat dapat direpresentasikan sebagai graf sikel C.
Titik-titik pada agraf C. direpresentasikan sebagai waktu-waktu shalat fardhu.

Sehingga dapat digambarkan dalam graf C berikut.

Dzuhur

Subuh Ashar

Isya Maghrib
Gambar 3. 32 Interpretasi Graf pada Jarak
Waktu Shalat

Titik-titik pada graf C. direpresentasikan sebagai waktu-waktu shalat
fardhu yakni shalat dzuhur, ashar, magrib isya dan subuh. Dari gambar graf diatas,
jarak titik shalat dzuhur dengan shalat ashar adalah 1, jarak titik shalat dzuhur
dengan shalat maghrib adalah 2, jarak titik shalat isya dengan shalat dzuhur
adalah 2, jarak titik shalat subuh dengan shalat dzuhur adalah 1 dan jarak titik
shalat ashar dengan shalat maghrib adalah 1. Sedangakan jarak titik shalat ashar
dengan shalat isya adalah 2, jarak titik shalat ashar dengan shalat isya adalah 2,
jarak titik shalat ashar dengan shalat subuh adalah 2, jarak titik shalat maghrib
dengan shalat isya adalah 1, jarak titik shalat maghrib dengan shalat subuh adalah
2 dan jarak titik shalat isya dengan shalat subuh adalah 1.

Shalat merupakan salah satu ibadah yang telah ditetapkan waktunya.

Dengan melinat jarak waktu dari setiap shalat berbeda-beda, shalat fardhu dapat
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dilaksanakan kapan saja sesuai dengan waktu yang telah ditetapkan. Dengan
melaksanakan shalat fardhu berdasarkan ketentuan waktu-waktu shalat fardhu,
memberi hikmah kepada orang mu’'min agar selalu mengingat kepada Allah Swi.
di dalam berbagai waktu. Dan juga shalat dapat menjadi sarana pembinaan

disiplin pribadi yang baik.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa jumlah jarak
eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z, adalah 2, dan untuk
gelanggang Z, X Z, dengan p =2,q =3 dan q bilangan prima adalah 4q% —
9q +5. Sedangkan untuk pola jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari
gelanggang Z,, X Z, dengan p >3 dan q = 3 adalah 4p”+ 4q° + 4pq — 16p —

16q + 20.

4.2 Saran

Dalam penulisan penelitian ini, penulis hanya meneliti dan mencari
teorema umum jumlah jarak eksentrik graf pembagi nol dari gelanggang Z, X Z,
dengan p,q bilangan prima. Penulis memberikan saran kepada para pembaca yang
tertarik yang ingin melakukan penelitian terhadap teorema jumlah jarak eksentrik

dari gelanggang yang lain.
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