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ABSTRAK

Sholehurrohnman, Ridho. 2018. Pelabelan Latis menggunakan Metode
Dilworth. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(I) Evawati Alisah, M.Pd. (11) Juhari, M.Si.

Kata kunci: Latis, Graf dari Latis, Pelabelan Graf dari Latis, Metode Dilworth

Latis L adalah suatu aljabar yang dikenai dua operasi biner (dilambangkan
dengan x dan +), yang memenuhi beberapa aksioma, yaitu kedua operasi bersifat
idempoten, kedua operasi bersifat asosiatif dan komutatif, serta berlaku absorpsi
terhadap relasi yang dinotasikan kedua operasi. Misal (F(n), <,+, X) adalah latis
faktor bilangan bulat positif non prima. Diagram latis (F(n), <, +, %) dapat
dipandang sebagai graf karena memenuhi definisi dari graf. Sehingga himpunan
titik pada (F(n), <) adalah semua anggota himpunan bagian dari F(n)
sedemikian sehingga setiap titik yang berbeda a,b € F(n), a < b < a adalah
faktor dari b. Didefinikan penjumlahan a + b = kpk(a, b) dan perkalian ab =
fpb(a, b) untuk setiap a, b € F(n) adalah elemen-elemen terurut yang terhubung
langsung, maka latis F(n) yang dibentuk adalah F(n) = {x € Z*: kpk(x,n) =
n}.

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui pelabelan latis
menggunakan metode dilworth. Pelabelan graf latis F(n) dengan menggunakan
metode dilworth adalah suatu pelabelan é:F(n) » Z*u {0} di mana ¢
didefinisikan oleh

E0) = D Heorknie) () k
k=0

Di mana y,(x) adalah fungsi karakteristik yang didefinisikan oleh
(x) = {1 ;jiikax € A
XaX) =10 sjikax ¢ A
Algoritma Pelabelan Dilworth

Pertama, menentukan himpunan-himpunan cover (cov®F(n)) untuk
masing-masing k € Z* yang bersesuaian dengan graf latis faktor (F(n),+,X).
Kedua, menentukan hasil pemetaan dari setiap x dibawah &, dimana x adalah
anggota F(n). Ketiga, menggambar graf dari latis F(n) yang belum dilabelkan.
Kempat, memasangkan label pada setiap titik di graf latis F(n) yang sesuai
dengan hasil dari langkah kedua. Langkah terakhir, Interpretasi hasil dari
pelabelan.

Hasil penelitian ini adalah:

Konjektur pelabelan latis menggunakan metode dilworth yaitu graf latis
faktor n (F(n), +, x) dimanan adalah bilangan bulat positif non prima yang
habis dibagi oleh 2 buah bilangan prima p dan g dengan pelabelan

$t) = Z;(l=0 Xcoka(n)(x) k.
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ABSTRACT

Sholehurrohman, Ridho. 2018. Lattice Labeling with Dilworth Method. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor:
(I) Evawati Alisah, M.Pd. (11) Juhari, M.Si.

Keywords: Lattice, Graph of Lattice, Graph Labeling of Lattice, Dilworth
Method

Lattice L is an algebra which are two binary operations (denoted with X
and +), which meet several axioms, that both operations are idempoten, the two
operations are associative and comutative, as well as prevailing against absorption
relationship denoted by borth operations. Example. (F(n), +, X, <) was lattice
positive integer factors of latis non prime. The diagram of lattice (F(n), +, X, <
) can be viewed as a graph because it meets the definition of graph. In a way the
set of points on the (F(n), <) are all members of a subset of F(n) such that each
distinct point a,b € F(n),a < b < a is the relation of b. Denoted sum
a + b = kpk(a,b) and multiplication ab = fpb(a,b) for each a,b € F(n)
is sorted elements are directly connected and degenerate (a perfectly ordered),
then the lattice F(n) formed is F(n) = {x € Z*: kpk(x,n) = n}.

The purpose of this research is to find lattice labeling with dilwoth method.
Graph labeling of lattice F(n), using the method of dilworth is a labeling
&:F(n) » Z* U {0} where ¢ is defined by

£ = D Aeovknn ()
k

Where y4(x) is a function of the characteristics defined by
( ),_{1 ;ifx €A
o) =00 ;ifx ¢ A

Algorithm Labeling Dilworth

Firts, determine the set cover (cov®F(n)) for each k € Z* corresponding
to a count of lattice factor (F(n), +, X). Second, etermine the results of mapping
every x under &, where x is member of F(n). Tird, draw a graph of lattice F(n)
that have not been labeled. Fourth, pair the iabel on every point graph of lattice
F(n) that corresponds to the result of step 2. Fifth, interpretation of the results of
the labeling.

Result of this research:

Conjecture lattice labeling with dilwoth method is graph of lattice factor n
(F(n),+, X, <), nis the positive integer non prime are depleted is divided by 2
primes p and q with labeling §(x) = XY= X copkp(m) (%) * k-

XVi
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memetakan unsur himpunan
titik atau memetakan unsur himpunan sisi atau memetakan titik dan sisi atau sisi
ke bilangan asli. Berdasarkan unsur yang dilabeli, pelabelan dibagi menjadi tiga
jenis, yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan titik
adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan
dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan
domain gabungan antara himpunan titik dan himpunan sisi (Nisa dkk, 2015).

Pelabelan latis merupakan salah satu topik yang muncul dalam teori latis.
Pelabelan latis merupakan pemetaan sebarang latis finite yang dihubungkan ke
latis lain dengan sifat-sifat yang terpenuhi (Vijay K, 2009). Menurut Gretzer
(2011) dikatakan suatu latis adalah poset di mana setiap pasang unsur
a, b mempunyai suatu batas bawah terbesar (disajikan oleh a N b) yang berada di
dalam himpunan itu. Pelabelan a, b dari latis L terbatas adalah suatu pemasangan
himpunan titik-titik, sedemikian sehingga terhubung langsung (adjacend) dengan
aturan - aturan tertentu.

Allah Swt. berfirman didalam surat an-Nisa (4) ayat 1, yang berbunyi:

PR 40 @ P R O oz 2ot R 39 @ 5

£ 5Ly B8 VB Lgis 833 ah) e g 80015 e (e 4SCLS (o)1 2555 16250 20 LT G
L. a4 C %0 PR P K] s

R A L RSN PN AR RPA TN 1]

“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan
kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari
pada keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang
banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-
Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan



2
silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu”(QS. An-
Nisa/4:1)”

Dalam surat an-Nisa ayat satu dijelaskan bahwa derajat manusia disisi
Allah sama, hanya mereka yang tinggi derajatnya adalah orang yang paling
bertagwa. Dan orang-orang yang bertagwa adalah orang-rang yang menjaga tali
persaudaraan (silaturrahim), menjaga hubungan baik antar sesama manusia.
Manusia saling membutuhkan satu sama lain dan membentuk suatu kelompok
atau golongan. Salah satu bidang matematika yang membahas keterhubungan
tersebut adalah aljabar, di antara teori dalam aljabar adalah himpunan, grup, ring,
ideal, teori latis, dan sebagainya. Struktur aljabar dengan satu operasi biner yang
memenuhi sifat-sifat tertentu disebut dengan grup. Sedangkan struktur aljabar
dengan dua operasi biner yang memenuhi sifat tertentu disebut ring. Dalam
perkembangannya, dua operasi biner yang memenuhi sifat tertentu disebut juga
teori latis. Suatu latis L adalah suatu alajabar yang dikenal dua operasi biner
(dilambangkan dengan x dan +), yang memenuhi beberapa postulat yaitu kedua
operasi bersifat idempoten, kedua operasi bersifat assosiatif dan komutatif, serta
berlaku absorpsi terhadap kedua operasi (Gratzer, 2011:12).

Teori Latis berkembang dengan beberapa Teorema yang salah satunya
adalah Teorema Dilworth. Dalam kaitannya Latis sebagai suatu order dapat
dideskripsikan sebagai hubungan antara sifat komponen-komponennya.
Sedangkan teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
mempelajari sifat-sifat graf. Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G)
adalah himpunan tidak kosong dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G)

adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda



3
di V(G) yang disebut sisi. Jika (u, v) merupakan sisi dari G, maka u dan v adalah
titik yang terhubung langsung (Chartrand, dkk, 2016:3). Graf dapat dinamakan
demikian karena dapat diwakili secara grafis, dan representasi grafis ini yang
membantu dalam memahami beberapa sifat-sifatnya (Bondy dan Murty, 2008:2).
Teori latis juga mempelajari tentang diagram latis yang merupakan
representasi dari latis itu sendiri. Pada penelitian sebelumnya, yang sudah
dilakukan oleh Zainal Abidin (2009) membahas tentang Kajian graf latis factor
bilangan prima berpangkat n dan graf latis faktor bilangan 2" x 10. Menjelaskan
Definisi dasar dan Teorema-Teorema pada graf latis factor bilangan prima.
Faizatul Wahidah (2017) membahas tentang homomorfisma latis. Menjelaskan
Definisi dasar dan Teorema-Teorema pada latis serta hanya menjelaskan sifat-sifat
homomorfisma dari latis beserta bukti dan contohnya. Dan Eka Restu (2018)
membahas tentang Eccentric — Distance Sum pada graf dari latis himpunan
kuasa. Menjelaskan tentang Definisi dan Teorema-Teorema Eccentric —
Distance Sum serta graf dari latis himpunan kuasa. Dalam perkembangan latis
adalah graf, timbul praduga jika latis adalah graf maka komponen latis bisa
diwarnai atau dilabeli. Teorema Dilworth adalah teorema yang paling dikenal
pada teori latis. Teorema Dilworth membahas rantai setiap dua unsur yang
komparabel, distributif latis Dilworth, batas bawah terbesar dari latis, modularitas
latis, gambar graf dengan diagram hasse. Semua struktur atau motode Dilworth
berkaitan dengan pelabelan latis (labeling lattice).
Berdasarkan permasalahan di atas, penulis ingin mengetahui lebih jauh dan
menganalisis tentang teori latis. Merujuk pada jurnal-jurnal ilmiah dan penelitian

yang ada belum dapat menjelaskan tentang labeling Teorema Dilworth pada teori
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latis secara lebih jelas. Karena penelitain sebelumnya belum membahas tentang
pelabelan bilangan bulat tak negatif pada titik atau sisi atau keduanya dengan

memenuhi aturan—aturan tertentu.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang diberikan
dalam penelitian ini adalah cara melakukan pelabelan latis menggunakan metode

Dilworth?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini

adalah untuk mengetahui pelabelan latis menggunakaan metode Dilworth.

1.4 Batasan Masalah

Sesuai rumusan masalah dan tujuan penelitian, serta agar pembahasan
lebih fokus maka pembahasan masalah yang diberikan adalah pelabelan latis yang
digunakan dalam pembahasan dikhususkan pada faktor bilangan bulat positif non

prima.

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan mampu menambah wawasan peneliti dalam
melakukan penelitian dan menambah wawasan peneliti dalam memahami teori
latis serta mengembangkannya. Penelitian ini diharapkan menjadi landasan dasar

untuk penelitian selanjutnya.



1.6 Metode Penelitian
Penelitian dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori
graf, teori latis dan beberapa hasil penelitian sebelumnya terkait dengan pelabelan,
terutama pelabelan titik dan pelabelan menggunakan metode Dilworth. Pola
pembahasan penelitian ini dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada
suatu generalisasi yang bersifat deduktif. Secara garis besar langkah penelitian ini
sebagai berikut:
a. Menentukan graf dari latis faktor bilangan bulat positif non prima,
(Gambar 2.1)
b. Membuktikan modularitas latis dari graf latis F (1), (2.4.1 Latis Modular)
c. Langkah-langkah label pada graf dari latis F(n) dengan menggunakan
Teorema dilworth, (2.4 Latis dan 2.7 Teorema Dilworth)
d. Membuat konjektur berdasarkan pola yang ditemukan untuk suatu kasus
yang dirumuskan menjadi suatu teorema pelabelan graf dari latis faktor

F (n) serta membuktikannya.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah memahami penulisan ini secara keseluruhan, maka
penulis menggambarkan sistematika penulisannya sebagai berikut:
Bab |  Pendahuluan
Pada bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.



Bab 11

Bab 11l

Bab IV

Kajian Pustaka

Pada bab ini menyajikan konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas
tentang himpunan, relasi, parsial order, latis, sublatis, latis moduar,
diagram latis, graf, terhubung langsung, derajat titik, graf terhubung,
jarak pada graf, pelabelan, teorema dilworth, dan kajian agama islam.
Pembahasan

Pada bab ini membahas metode dilworth pada latis untuk melabelan
komonen latis dan kajian pelabelan latis dalam agama islam.

Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dari penelitian serta saran.



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Himpunan

Istilah himpunan seringkali dijumpai ketika mempelajari aljabar abstrak.
Hal ini dikarenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan
mengenai struktur aljabar. Definisi himpunan dapat dilihat sebagai berikut:
Definisi 2.1

Himpunan (set) didefinisikan sebagai kumpulan objek atau koleksi objek-

objek yang terdefinisi dengan jelas (well defined). Maka “objek” dalam

definisi tersebut sangat luas. Objek dapat berupa objek nyata dan dapat
juga berupa objek abstrak. Objek dapat berbentuk orang, nama orang,
hewan, benda, bilangan, planet, nama hari atau lainnya. Sebagai contoh
kumpulan nama-nama hari dalam satu minggu. Himpunan dapat
dinyatakan dengan mendaftar semua anggotanya didalam tanda kurung

kurawal yaitu { } (Abdussakir, 2007: 103).

Untuk lebih mempertajam, terdapat tiga pengertian dasar, yaitu himpunan,
anggota, dan relasi keanggotaan €. Misalkan X himpunan dan a anggota.
Penulisan a € X berarti a anggota X, atau X memuat a. Sebaliknya, penulisan
a & X berarti a bukan anggota X, atau X tidak memuat a. Anggota himpunan X
dapat dikatakan juga sebagai unsur himpunan X. Jika ada anggota a yang
memenuhi a € X, maka X dikatakan mempunyai anggota, atau himpunan tak
hampa. Sebaliknya, jika himpunan X tidak mempunyai anggota, maka himpunan

X dikatakan himpunan hampa dan ditandai dengan @ (Arifin, 2000:1).
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Suatu himpunan dikatakan hingga atau tak hingga sesuai banyaknya
anggota yang dikandung. Himpunan bilangan asli antara 1 dan 100 merupakan
contoh untuk himpunan hingga. Himpunan yang tidak mempunyai anggota atau
himpunan hampa juga merupakan suatu himpunan hingga. Sedangkan himpunan
semua hilangan asli merupakan contoh himpunan tak hingga. Himpunan semua
bilangan asli, bulat, rasional, nyata, dan kompleks berturut-turut diberi tanda
N, Z, Q, R, dan, C. Masing-masing adalah himpunan tak hingga (Arifin, 2000: 1).
Contoh:
Didefinisikan himpunan bilangan bulat positif, maka dapat ditulis:

A=1{1,2,3,..,n, ..}
atau
A={x|x €Z}
Masing-masing objek dalam himpunan A disebut anggota atau elemen himpunan
dan dapat ditulis,
X € A artinya x anggota himpunan A

Definisi 2.2

Misalkan A dan B himpunan. Himpunan B dinyatakan himpunan bagian

(subset) dari A. Jika setiap anggota himpunan B juga merupakan anggota

himpunan A, maka ditulis

BCA
Dapat dibaca bahwa B himpunan bagian dari A, B subset A, B termuat di
A, A memuat B, secara simbolik

BC A (xeB=>x€A)
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Berdasarkan definisi tersebut, jika A sebarang himpunan tak kosong,

makadiperoleh bahwa,
AcCAdanpc A

Misalkan A dan B himpunan. Himpunan B dikatakan bukan himpunan

bagian dari A ditulis:
BZA

dan jika ada anggota himpunan B yang bukan anggota himpunan A (Abdussakir,
2009:10).
Contoh:

Misalkan A = {1,2,3,4,6,12} dan B= {2,4,7}
Maka B bukan himpunan bagian A, karena ada anggota B yang bukan merupakan

anggota A, yaitu 7. Jadi dapat ditulis B € A.

2.2 Relasi

Relasi merupakan salah satu bagian penting dalam aljabar. Secara umum
relasi diDefinisikan sebagai suatu aturan yang memasangkan anggota himpunan
ke himpunan yang lain.
Definisi 2.3

Misalkan A dan B adalah dua himpunan tak kosong, maka suatu relasi R

dari A ke B adalah suatu himpunan bagian dari A X B (Mas’od, 2013: 9).
Contoh:

Misalkan terdapat himpunan A = {a,b,c}, maka suatu relasi yang
mungkin adalah R = {(a, c¢), (a, a), (b, c), (c,a)}.

Bila R suatu relasi pada A maka (a, b) € R, ditulis dengan aRb.



10
Definisi 2.4

Misalkan R adalah suatu relasi pada A, maka R disebut:

1. Refleksif jika aRa untuk semua a € A.

Contoh: Misalkan diberikan A = {1,2,3,4}, suatu relasi R dinamakan
refleksif jika dan hanya jika R = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4)}.

2. Simetris jika aRb maka bRa untuk semua a,b € A
Contoh: Misalkan diberikan A = {1,2,3}, suatu relasi R dinamakan
simetris jika dan hanya jika R = {(1,2), (2,1),(1,3),(3,1)}.

3. Transitif jika aRb dan bRc, maka aRc untuk semua a, b,c € A
Contoh: Misalkan diberikan A = {1,2,3,4}, suatu relasi R dinamakan
transitif jika dan hanya jika R = {(1,1), (2,3), (3,4), (2,4)}.

4. Antisimetris jika aRb dan bRa, maka a = b untuk semua a,b € A
Misalkan diberikan A = {2,4,5}, suatu relasi R dinamakan antisimetris
jika dan hanya jika R = {(2,2), (4,4), (5,5), (4,2)}.

Berdasarkan definisi diatas didapatkan:

a. R disebut relasi ekuivalen pada A, jika R refleksif, simetris, dan

transitif.

b. R disebut relasi terurut parsial (partial order) pada A, jika T

refleksif,antisimetris, dan transitif.

(Mas’od, 2013: 9)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.3 Terurut Parsial
Definisi 2.5
Diberikan himpunan S didefinisikan relasi partial order atau terurut
parsial O di S merupakan relasi yang melibatkan dua unsur di S yang
memenubhi sifat-sifat:
(i) Refleksif: untuk setiap a di S, berlaku aOa.
(if) Antisimetris: jia aOb bOa, maka a = b.
(iii) Transitif: jika aOb dan bOc, maka aOc.
(Sukardjono, 2002:27)
Contoh:
Diberikan X = {1, 2, 3}, dan diketahui
Ry ={(1,2),(2,1),(1,3),(3, 1) }},
maka R, adalah relasi simetrik tetapi bukan relasi refleksif pada X. Kemudian
diketahui juga
R, ={(1,1),(2,2),(3,3)}
maka R, merupakan relasi refleksif tetapi bukan relasi simetrik pada X.
Contoh:
JikaX =1{1,2,3,4}, maka R, = {(1,1),(2,3),(3,4), (2,4)} adalah relasi transitif
pada X. Sedangkan R, ={(1,3),(3,2)} bukan relasi transitif karena
{(1,3),(3,2)} € R, tetapi (1,2) € R,.
Definisi 2.6
Suatu himpunan S yang disertai dengan relasi terurut parsial O yang telah
didefinisikan disebut himpunan terurut parsial atau poset (partially

ordered set).
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2.4 Latis

Suatu Latis dapat dipandang dari beberapa sudut pandang, dari sudut
pandang aljabar dan dari sudut pandang teori himpunan. Oleh karena itu
penerapan teori Latis sangat luas dan penting dalam cabang-cabang lain
matematika maupun sains yang sejenis. Dalam hal ini penulis akan membahas
suatu Latis dari sudut pandang aljabar.
Definisi 2.6

Suatu Latis L adalah suatu aljabar dengan dua operasi biner
(dilambangkan dengan perkalian x dan penjumlahan +) yang memenuhi postulat-

postulat berikut:

1A aXbelL L tertutup terhadap operasi x
IB a+be€eL L tertutup terhadap operasi +
A axXb=bXa operasi x bersifat komutatif
IIB a+b=b+a operasi + bersifat komutatif
IMA ax(bxc)=(axb)Xc operasi X bersifat asosiatif
B a+(b+c)=(@+b)+c operasi + bersifat asosiatif
IVA ax(a+b)=a absorpsi terhadap operasi +
IVB a+(axb)=a absorpsi terhadap operasi X

dimana a, b, dan c adalah elemen yang ada di L (Sukardjono, 2002:39)
Contoh:

Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah keenambelas faktor dari bilangin
asli 216, yaitu:

1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,27,36,54,72,108, 216.
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Himpunan ini memuat fpb tunggal dan kpk tunggal dari setiap dua
anggota dari himpunan itu, dengan jika kita Definisikan fpb(a,b) = ab,
kpk(a,b) = a+ b, Postulat 1A, 1B dari Definisi 1 dipenuhi. Sifat komutatif
(Postulat I1A, 11B) dipenuhi. Postulat IIA, 111B (asosiatif dipenuhi) dan sifat
absorpsi (Postulat IVA, 1VVB) juga terpenuhi.
Untuk menggambar diagram latis sebagai poset perlu diperhatikan aturan-
aturan sebagai berikut:

1. Faktor terkecil sampai faktor terbesar digambar terlebih dahulu.

2. Dimulai dari faktor terkecil diletakkan paling bawah dan diakhiri faktor
paling besat diletakkan paling atas.

3. Posisi faktor yang lebih kecil diletakkan lebih bawah dibandingkan dengan
faktor yang lebih besar.

4. Misal a, b, dan ¢ adalah faktor dari p dan a # b # c,a < b. a akan
terhubung pada b jika a membagi b (a|b), dan tidak ada ¢ sedemikian
sehingga (c|b) dan (a|c)

Dengan mengikuti aturan-aturan tersebut akan didapatkan diagram latis

seperti berikut:

Gambar 2.1 Diagram Graf Latis Faktor



14
Teorema 2.1

Misal latis L dan a € L maka aa = a (Sukardjono, 2002:39)

Bukti:

axa=ax(a+ (axb)) menurut IVB
=a menurut IVA

Teorema 2.2

Misal latis L dan a € L maka a + a = a (Sukardjono, 2002:39).

Bukti:

at+a=a+(axa) menurut Teorema 2.1
=a menurut IVB

Teorema 2.3

Misal latis L dan ab€L. Jikan axb=a maka a+b=5»

(Sukardjono, 2002:40).

Bukti:

a+b =(axb)+b menurut ketentuan a
=b+ (axb) menurut 11B
=b+(bXa) menurut A
=b menurut VB

Teorema 2.4

iMisal L adalah suatu latis dan a,b € L. Jika a+ b =b, maka a X b = a
(Sukardjono, 2002:40).

Bukti:

aXb=ax(a+Db) menurut ketentuan b

=a menurut IVA
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Definisi 2.7
Didefinisikan suatu relasi R diantara dua unsur dalam suatu latis dengan:
I. aRb jika dan hanya jikaa X b = a
Berdasarkan Teorema 2.3 bahwa jikaa X b = amakaa + b = b,
Jadi,ax b =a
ii. aRb jika dan hanya jikaa + b = b
Berdasarkan Teorema 2.4 bahwa jikaa +b = bmakaa X b = a,
Jadi,a+b =b
(Sukardjono, 2002:40).
Contoh:

Misalkan (L, %X, +) adalah suatu latis, dengan L adalah himpunan yang
unsur-unsurnya merupakan kelipatan dari 2 yaitu L = {2, 4}. didefinisikan bahwa
aX b =FPB(a,b) dana + b = KPK(a, b), maka tunjukkan bahwa untuk semua
a,b € L berlaku aRb.

Jawab:
Pertama akan ditunjukkan untuk semua a, b € L berlaku aRb jika dan hanya jika

a X b = a, yaitu:

a. Saata = 2dan b =2 b. Saata = 2dan b =4
axXb=a axXb=a
2X2=2 2X4=2

2=2 2=2

Cc. Saata=4danb =2

aXb=a

4x2=4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2+4
Karena untuk a = 4 dan b = 4 tidak memenuhi kondisi aRb jika dan hanya jika
a X b = a maka untuk semua 2,4 € L tidak berlaku aRb.
Teorema 2.5
Misal L suatu latis dan a,b€L, maka berlaku aRa
(Sukardjono, 2002:40).
Bukti:
a X a = a menurut Teorema 2.1)
Berdasarkan Definisi 2.7 (i) maka terbukti bahwa aRa Va € L.
Teorema 2.6
Misal L suatu Latis dan a, b € L, maka berlaku jika aRb dan bRa, maka
a = b (Sukardjono, 2002:40).
Bukti:

a=axbhb menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.7 (i)

=bXa menurut postulat 11A
=b menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.7 (i)
Teorema 2.7

Misal L suatu latis dan a, b € L, maka berlaku jika aRb dan bRc, maka

aRc (Sukardjono, 2002:40).

Bukti:

axc =(axb)xc menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.7 (i)
=aX(bXc) menurut 1A
=aXb menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.7 (i)

=a menurut keteentuan pertama dan Definisi 2.7 (i)



17
Jadi terbukti bahwa aRc menurut Definisi 2.7 (i).

Relasi R pada Teorema 2.5-2.7 merupakan relasi terurut parsial karena
bersifat refleksif (Teorema 2.5), antisimetris (Teorema 2.6), dan transitif
(Teorema 2.7). Relasi terurut parsial dituliskan dengan a < b untuk aRb
(Sukardjono, 2002:41).

Teorema 2.8
Suatu latis adalah poset (partially ordered set) dengan sifat a < b yang
berartia X b = a dan a + b = b (Sukardjono, 2002:41).
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa jika a < b, maka berlaku a X b = a dan a + b = b.
Karena a < b, maka untuk semua a, b € L berlaku sifat refleksif, antisimetris, dan
transitif. Pertama akan dibuktikan bahwa jika a < b, maka a X b = a, yaitu:
axX b =axa karenaberlaku sifat antisimetris

=a karena berlaku sifat refleksif
Karena a,b € L, maka a X b = a € L. Berdasarkan Teorema 2.1 jika a X b =
a € L, maka a + b = b € L, sehingga terbukti bahwa jika a < b, maka berlaku
axXxb=adana+b =b.

Teorema 2.9
Misal L suatu latis dan a,b € L, maka berlaku (axb)<a
(Sukardjono, 2002:42).

Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.7 (ii) maka untuk (a X b) < a berlaku (a x b) +
a = a, sehingga akan dibuktikan bahwa (a X b) + a = a sebagai berikut:

(axb)+a=a+ (axb) (menurutpostulat 11B)
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=a (menurut postulat 1VB)
Maka
(axb)<a (menurut Definisi 2.7 (ii))
Teorema 2.10
Misal L suatu latis dan a,b €L, maka berlaku a < (a+b)
(Sukardjono, 2002:42).
Bukti:
Berdasarkan Definisi 2.7 (i) maka untuk a < (a +b) berlaku a x
(a + b) = a, sehingga akan dibuktikan untuk a x (a + b) = a sebagai berikut:
ax(a+b)=a (menurut postulat IVA)
maka,
a<(a+b) (menurut Definisi 2.7(i))
Teorema 2.11
Misal L suatu Latis dan a,b €L, maka berlaku (axb)<b

(Sukardjono, 2002:42).

Bukti:

(bxa)<h (menurut Teorema 2.9)
Tetapi,

bxa=axbhb (menurut postulat 11A)
Jadi,

(axb)<b

Akibatnya adalah bahwa a x b merupakan suatu batas bawah dari pasangan

berurtut (a, b).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 2.12
Misal L suatu latis dan a,b €L, maka berlaku b < (a+b)

(Sukardjono, 2002:42).

Bukti:

b<(b+a) (menurut Teorema 2.10)
Tetapi,

b+a=a+b (menurut 11B)
Jadi,

b < (a+Db)

Akibatnya adalah bahwa a + b merupakan batas atas dari pasangan berurut (a, b).
Teorema 2.13
Misal L suatu Latis dan a,b € L, maka berlaku jika ¢ < adanc < b,

maka ¢ < (a X b) (Sukardjono, 2002:42).

Bukti:
c=cXa (menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.7 (i))
=(cxb)Xa (menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.7 (i))
=cX(bXa) (menurut postulat 111A)
=c X (aXb) (menurut postulat 11A)

Dengan demikian ¢ < (a X b) berdasarkan Definisi 2.7 (i)
Jadi a x b adalah batas bawah terbesar dari pasangan berururt (a, b).
Teorema 2.14
Misal L suatu latis dan a,b € L, maka berlaku jika a < ddanb <d,

maka (a + b) < d (Sukardjono, 2002:42).
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Bukti:
(a+b)+d=a+ (b+d) (menurutpostulat I11B)
=a+d (menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.7 (ii))
=d (menurut ketentuan pertama)

Dengan demikian a + b < d menurut Definisi 2.7 (ii).
Jadi a + b merupakan batas atas terkecil dari pasangan a, b.
Teorema 2.15

Misal L suatu latis dan a, b, c € L, maka berlaku a < b dan b < ¢ maka

a < c (Vijay K, 2009:3).
Bukti:

Akan dibuktikan untuk a < (b + ¢) (menurut Definisi 2.8 (1)) berlaku
a X (b + c). Maka akan berakibata < (b+c) =a x (b + ¢).
Jikaa X (b + c¢) = (a X b) + (b + ¢) (menurut Definisi 2.9 (i) {a X b = a})

axX(b+c)=(@xb)<c (menurut Definisi 2.9 (ii) {(b + ¢) = c})
Maka,a x b <c
Definisi 2.8 (Sublatis)

Misalkan (H,x,+) dan (P,Xx,+) adalah suatu latis. H dikatakan sublatis
dari P jika H adalah himpunan bagian dari P dengan a,b € H, maka a X b € H
dan a + b € H (operasi (x) dan (+) adalah operasi yang ada di P) (Gratzer,
2011:31).
Bukti:

Misalkan diberikan dua latis (H,x,+) dan (P,x,+) dengan H = {a, b}
dan P ={a,b,c}, dimana H adalah himpunan bagian dari P, maka akan

ditunjukkan bahwa H adalah sublatis dari P.
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Definisi 2.7 (i) ditunjukkan bahwa:
axb =a,dimanaa € Hdana € P
bxa=Db,dimanab € Hdanb € P
Definisi 2.7 (ii) ditunjukkan bahwa
a+b=b>b,dimanabe Hdanb € P
b+a=a,dimanaa € Hdanb € P
Menurut Teorema 2.7 ditunjukkan bahwa:
cxa=c,dimanac € Hdanc ¢ P
a+c=c,dimanac e Hdanc ¢ P
Maka,
H = {a, b} adalah sublatis P = {a, b,c} « a,b ada di P
Definisi 2.9 (Sublatis)
1. Diberikan order P suatu Latis denganA < P (sublatis) adalah Down-set
jikaa € Adan b < a maka b € A. Untuk setiap H € P akan ditunjukan
1, H digeneralisasi oleh H pada P bahwa:
lp H={a€Pla<b, b € H}
2. Dua Down-set adalah Up-set, A € P(sublatis) jika a € A dan b = a
maka y € A dan dinotasikan T, H, T H, T h.
(Gratzer, 2010:7)
Teorema 2.16
Diberikan order P dan Q dengan operasi perkalian P x Q dan P = Q,
terdiri dari (aq,a;) < (by,b,) jika (a; < b;) pada P dan (a, < b,) pada
Q akan ditunjukkan bahwa (a4,a,) < (by,b,) dengan operasi tersebut

adalah benar. (Gratzer, 2010:7)
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Bukti:

(a,a,) < (by,b,) adalah (a; < by) € P X (a, < b,) € H (Definisi 3.0 (i)

(by =2a;)€PXx (b, =a,) €EH (Definisi 3.0 (ii))
Jadi, T, H=P X H (Definisi 3.0 (ii))
Definisi 2.10

Diberikan P dan Q suatu latis L dengan opoerasi Union P U Q adalah
P + Q dimana elemen a, b € P U Q didefinisikan a < b akan memenuhi beberapa
kondisi:
l. abePdana<pb
2. a,beQdana<,yb
3. aePdanb € (Q
(Gratzer, 2010:8)
Teorema 2.17
Misakan L suatu latis, jika a, b € L, maka berlaku a <p (b + a), di mana
P <€ L (Gratzer, 2010:8).
Bukti:
Berdasarkan Definisi 3.1 (1) maka untuk a <, (b + a) pada (postulat
IVA) berlaku (b + a) = a, sehingga akan terbukti bahwab a <, (b + a) adalah
benar. Maka a <p b (menurut Definisi 3.1(1))
Lemma 1.1
Order (L;<) adalah latis jika supH dan infH ada untuk himpunan

sublatis terbatas H dari L (Gratzer,2010:9).
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Bukti:
Tunjukkan (L; <) memenuhi definisi dan tunjukkan H < L bukan
himpunan kosong dan terbatas. Jika H = {a} maka sup H = infH = a.
JikaH = {a,, ..., ap_1} untuk semua n > 1, maka
sup{...sup{sup{ a,,a;},a,}, ...,an_1} =sup H,
Untuk argumen induktif yang mudah.
Contoh:
Jika H ={a,b,c} maka himpunan d = sup{a,b} dan e = sup{c,d},
tunjukkan e = sup{H}.
Jawab:
a,b < ddanc,d < e berlaku (karena transitif menurut Teorema 2.7)
Jelas bahwa a,b,c < e (Teorema 2.7 tentang aRc),
Maka e = sup{a, b, c}, terbukti bahwa e = sup{H}.
Definisi 2.11(Dual Prinsip)
Didefinisikan jika (L; <) suatu latis, maka dual L% = (L;>). Sehingga
dual prinsip berlaku pada latis dengan notasi:
aV b =sup(a,b)
a A b = inf(a, b)
Dan dua kondisi (notasi) diatas berlaku untuk kondisi:
Idempoten: l.a Va=a
2.a Na=a
Comutatif: l.aVb=bVa
2.a Ab=b Aa

Assosiatif: 1. (a Vb)Vc=aV (bVc)
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2.(aAb)Ac=aA (bAc)
Absorpsi: l.aV(aAb) =a
2.aN(aVb)=a

(Gratzer, 2010:10)

Teorema 2.18

Bukti:

Bukti:

Misal a,b yang dioperasikan dengan opoerasi meet (A) dan join (V)
adalah suatu latis L, jika a < b maka supf{a, b} = b, jadi (aVb)=b

(Gratzer, 2010:11)

a<bjikaaVb=>b (menurut Teorema 2.8)

a<b=a+b=>b (Definisi 2.7)

a<bjikaaAb =a (menurut Teorema 2.8)

a<b=axb=a (Definisi 2.7)

Teorema 2.19

Diberikan order £ = (L; <) suatu latis. Himpunan a V b = sup{a, b},
aA\b = inf{a, b} maka L*9 = (L;V, A\) adalah suatu latis.

Diberikan aljabar £ = (L;V, A) suatu latis. Himpunan a < b jikaaVVb =
b maka £°7¢ = (L; <) adalah order dan order £°7¢ adalah latis.
Diberikan order £ = (L; <) suatu latis. Maka (£%9)°7¢ = [,
Diberikan aljabar £ = (L; V, A) sutau latis. Maka (£°4)%9 = £

(Gratzer, 2010:13)

(i) L = (L;V,\) adalah benar (menurut Definisi 3.2)

(i)  a<b=aVb=>b(menurut Teorema 2.8 dan Definisi 2.7)
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L € £°"% yang dioperasikan < (menurut Definisi 2.9)
Maka £°7® = (L; <) adalah suatu latis
(iii)  Order £ = (L; <) berlaku operasi V, maka (£°4)#9 = £ (menurut
Definisi 3.2) karena berlaku dual prinsip.
(iv)  Aljabar £ = (L;V,A) suatu latis, maka (£29)°"® = £ (menurut
Definisi 3.2) karena berlaku dual prinsip.
Definisi 2.12 konsep distributif latis meet and joint
1. Diberikan a, b, c € L berlaku distributif latis dengan operasi(A, V):
I. aA(bVc)=(aAb)V(aAc)
. aV(bAc)=(aVb)A(aVc)
(Gratzer, 2010:15)
2. Diberikan a, b,c € L berlaku distributuf latis dengan operasi Ji
(Joint-irreducible) dan Mi(Meet-irreducible):
i. Ji(Joint-irreducible)
Jikaa#0dana=b Vc
Makaa = b ataua = ¢
ii. Mi(Meet-irreducible)
Jikaa#1dana=b Ac
Makaa =bdana =c
(Gratzer, 2010:102)
Teorema 2.20
Misal Aljabar £ = (L;V,A\) suatu latis, dimana a,b,c € L berlaku

distributif latis pada L (Gratzer, 2010:15)
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Bukti:

Latis L adalah sublatis aljabar £ yang dioperasikan dengan (V,A)
(menurut Definisi 2.8).

L = (L; V, \) benar berlaku distributif dengan:

aV(bAc)=(aAb)V(aAc)dimanaa,b,c €L LS L
maka a, b, c € L (Definisi 3.3 (1.1))

aV(bAc)=(aVb)AN(aVc)dimanaa,b,c € L,L < L
maka a, b, ¢ € L (Definisi 3.3 (1.ii))

jadi, benar bahwa £ = (L; V, A) berlaku distributif.

2.4.1 Latis Modular
Definisi 2.13
Misal L latis, jika pada L berlaku:
a=b-alb+c)=ab+ac=>b+ac
Untuk setiap a, b € L, maka L disebut latis modular (Sukardjono:118)
Teorema 2.21
Misal a, b,c € L. Jikaa = b dan a > ¢, maka
a=b+c
ab+c)=b+c=b+ac
Bukti:
Misalkana < b < a =ab
b<asb=ab
c<asSc=ca

a<c&sSca
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Makaa < b < a(b+c)=ab+ac
=b+c
Sehinggaa<b=a(b+c)=b+c
ac = ¢
c<a
(b+c)<a
a=(b+c)
Terbukti bahwa a = (b + ¢)
Jadi, a=b=a(b+c)=ab+ac=b+ac
Makaa > b = ab =b
a=b=>ac=c
Sehinggaa=>b=>a(b+c)=b+c=b+ac
Teorema 2.22
Misal L latis modular, jika a = b, maka

a(b+c)=ab+ac=b+ac=a

Bukti:
alb+c)=a(a+c) ketentuan b
= (aa) + ¢ menururt 11B
=a+c Teorema 1
= b + (ac) keterangan b
=a+ac menurut 1IVB

Teorema 2.23

Suatu sublatis dari modular adalah modular (Sukardjono,2002:118)
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Bukti:

Misalkan S adalah sublatis modular dari latis modular L, dan a,b,c di S
dengan a = b Karena L modular, a(b + c) = b + ac, tetapi unsur-unsur ini
anggota S, karena akibatnya S adalah modular.

Teorema 2.24
Suatu latis non-modular harus memuat sublatis yang isomorphic latis
“pentagonal” (sukardjono,2002:119)

Teorema 2.25

Suatu latis adalah latis modular jika dan hanya jika itu tidak memuat

sublatis yang isomorphic dengan latis “pentagonal”.

(Sukardjono,2002:123)

Bukti:

Karena L modular, L harus memuat unsur-unsur p,q,r dengan p = q
sedemikian sehingga p(q +r) = q +pr. Menurut Teorema ketidaksamaan
modular dalam sebarang latis berlaku p > q = p(q +r) = q + pr. Maka

O I ) T I o v o S (1)

Perhatikan rantai ini

pr<q+r=2pl@+r)<q+r

Karenap(q+r) =q+r,makagq <pr,q+r<pr+r=r<q+r.

Akibatnya r = q + r dan p(q + r) = pr = q + r komparabel dengan (1),
dan berakibat:

p(q+71)<q+pr
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Karena p(qg+r)=q+r, maka p=>q+rpr=(q+r)r=r=pr,
akibatnya r =pr dan q+pr=q+r =p(q+r) komparabel dengan (1),
akibatnya adalah
pr(g+r)<q+r
Sekarang perhatikan rantai ini
pr==r<q+r
Baru saja dilihat bahwa r = q + r komparabel dengan (1) dan dengan
demikian pula halnya r = pr. Dengan demikian dalam L mempunyai dua rantai
yang berterminal sama
pr<q+r2p(@+7r) S g+ Tt (2)
PO gt s . R e . .. 3)
Karena r terletak dirantai (2), maka p(q + r) < r, sehingga
p(q +7) =pp(q+71) <pr komparabel dengan (2), sedangkan jika
p(q +r) > r, makap = p(q + r) sehingga pr = r komparabel dengan (3).
Teorema 2.26
Suatu latis adalah modular jika dan hanya jika untuk unsur-unsur a, b, c
ketigarelasia = b,ac = bc,a+c=b +c
Bersama-sama mengakibatkan a = b (Sukardjono,2002,123)
Teorema 2.27
Setiap bayangan homorfhisma H dari latis modular L adalah modular.
(sukardjono,2002:124)
Teorema 2.28
Hasil kali L x M dari latis L dan M adalah modular, jika dan hanya jika L

dan M adalah modular. (sukardjono,2002:125)
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2.4.2 Diagram Latis

Secara konvensinal suatu poset disajikan oleh suatu diagram yang biasa
dikenal dengan diagram hasse atau diagram latis sebagai berikut: unsur-unsur
disajikan oleh lingkaran kecil atau titik-titik. Jika b menutup a, lingkaran yang
menyajikan a dihubungkan ke lingkaran yang menyajikan b oleh garis yang
menanjak (Sukardjono, 2002:29).
Contoh:

Misal latis(L, <), dengan V = {1,2,3}. Perhatikan relasi himpunan bagian
(S) yang didefinisikan sebagai: (VS,T € P(V)),SST & ((vx)xeS=>x€T)
Gambar diagram P (V) yang didefinisikan terurut parsial oleh relasi ‘<’ adalah

sebagai berikut:

Gambar 2.2 Diagram Latis P (V)

Dapat diperiksa dalam setiap diagram latis himpunan kuasa, banyaknya
unsur yang terletak pada baris yang sama di atas unsur yang terendah selalu
C(n,r), dengan demikian tabel berbentuk segitiga dari C(n,r) yang terkait
dengan nama Pascal (Segitiga Pascal) untuk setiap diagram distribusi unsur-unsur

pada berbagai tingkatan adalah sebagai berikut.

Tabel 2.1 Segitiga Paskal
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1

3

6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

24l 35 35 21 7 1
(Sumber: Sukardjono: 48)

NN U A W N R
Y
N 0N U A W N e

Contoh:
Misal pada diagram latis P (V) pada Gambar 2.1 maka,

1. €(3,0) atau 1 himpunan pada baris terendah atau pertama
2. C(3,1) atau 3 himpunan pada baris kedua
3. (C(3,2) atau 3 himpunan pada baris ketiga
4. (C(3,3) atau 1 himpunan pada baris keempat
Definisi 2.14

Kombinasi adalah himpunan bagian yang elemen-elemennya telah dipilih
dari unsur elemen yang berbeda. Suatu kombinasir adalah himpunan bagian r dari

suatuhimpunan n. Banyaknyakombinasi rdari himpunan n dilambangkan dengan

C(n,r) atau dengan (7:) yang diartikan sebagai "ndipilihr" dan dirumuskan

sebagai:
n !
(7) = 5= (0 < 7 < m) (Webb, 2014: 54).
2.5 Graf
Definisi 2.15

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik dan E adalah himpunan
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(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di V' yang
disebut sebagai sisi. Untuk menunjukkan bahwa graf G memiliki himpunan titik V
dan himpunan sisi E, ditulisG = (V,E). Untuk menekankan bahwa V dan E
adalah himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G, sering ditulis V sebagai
V(G) dan E sebagai E(G). Setiap sisi (u, v) pada G biasanya dinotasikan dengan
uv atau vu. Banyaknya titik pada graf G disebut order dari G dan banyaknya sisi
pada graf G disebut ukuran dari G. Biasanya order dari graf G dinotasikan sebagai
p dan ukuran dari graf G dinotasikan sebagai g. Suatu graf dengan order 1 disebut
graf trivial.Suatu graf dengan ukuran 0 disebut graf kosong (Chartrand, dkk,
2016:4).
Contoh:
Graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v, v3,v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v,v,, v,v3, 113, V3V, }yang ditunjukkan pada Gambar 2.2, dapat pula
dituliskan V(G) = {vy,v,,v3,v,} dan E(G) = {ej, e, e3,e,} dengan e; =
(v112), e, = (Vyv3),e3 = (v,v3), dan e, = (v3v,). Graf G tersebut mempunyai

orderp = 4 dan ukuran q = 4.

'.l-

Gambar 2.3 Graf G



33
2.5.1 Terhubung Langsung dan Terkait Langsung
Definisi 2.16

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u disebut ujung dari e.
Dua sisi berbeda (u,v) dan (v,w) disebut terhubung langsung jika terkait
langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir, dkk, 2009:6).

Contoh:

Berdasarkan Gambar 2.2, titik v; dan v, terhubung langsung di G,
sementara titik v; dan v, tidak terhubung langsung. Sisi e;terkait langsung
dengan titik v, dan v,, namun tidak terkait langsung dengan titik vsdan v,. Sisi e;
dan e, terhubung langsung di G, karena terkait langsung pada satu titik yang sama

yaitu titik v,.

2.5.2 Derajat Titik
Definisi 2.17

Derajat titik v dari graf G adalah banyaknya titik di G yang terhubung
langsung dengan titik v. Oleh karena itu, derajat dari v merupakan banyaknya
titik pada persekitarannya N(v). Derajat titik dinotasikan dengan deg. v atau
lebin singkatnya degv. Dengan demikian, degv = |[N(v)|. Suatu titik yang
berderajat 0 disebut titik terasing dan titik yang berderajat 1 disebut titik ujung
atau daun. Suatu sisi yang insiden dengan titik ujung disebut sisi pendan. Derajat
terbesar dari semua titik di G disebut derajat maksimum dari G dan dinotasikan

dengan A(G). Derajat minimum dari G dinotasikan dengan 6(G). Sehingga, jika v
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adalah titik dari graf G dengan order n, maka 0 < §(G) < degv < A(G) <n—
1. Untuk graf F pada Gambar 2.3, degra = degr d = degre =2 dan degg b =

degr ¢ = 3. Oleh karena itu, §(G) = 2 dan A(G) = 3. (Chartrand, dkk, 2016:5).

Gambar 2.4 Graf F

2.5.3 Graf Beraturan
Definisi 2.18

Graf G adalah graf beraturan jika titik di G memiliki derajat titik yang
sama dan disebut beraturan-r jika derajat titiknya sebanyak r (Chartrand, dkk,

2016:12). Berikut ini adalah contoh dari graf beraturan.

L ] L] - — = T— . mH— ; -
| 2" -

- ] -— — L 4 — -

beraturan-0 beraturan-1 beraturan-2 beraturan-3

beraturan-0 beraturan-2 beraturan-4

Gambar 2.5 Graf Beraturan
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2.5.4 Graf Isomorfik dan Graf Identik
Definisi 2.19

Misalkan G dan H graf. Graf G disebut isomorfik dengan graf H, jika
terdapat fungsi ¢ yang bersifat bijektif dari V(G) ke V(H), yang disebut
isomorfisme, sedemikian hingga uv € E(G) jika dan hanya jika ¢(u)¢p(v) €
E(H). Jika graf G isomorfik dengan graf H, maka dinotasikan dengan G = H
(Abdussakir, dkk, 2009:24).
Contoh:

Pada Gambar 2.6 berikut, graf G;,G,, dan G5 adalah graf dengan order 6 dan

ukuran 9.
. . » .
L w ""‘ [} 1 ]
. [ ] [ ]
“— 1
o
«— =

Gambar 2.6 Graf Isomorfik

Pada gambar di atas, G; dan G, adalah isomorfik. Sebagai contoh, fungsi ¢
dari V(G,) ke V(G,) yang didefinisikan dengan:
p@=u, ¢B)=w, ¢()=y, ¢d)=v, ¢le)=x, ¢(f) =z adalah
isomorfisme. Pada sisi lain, G; dan G5 tidak isomorfik. Pada G5 terdapat 3 titik
yang saling terhubung langsung (o,p, q atau s, t,r), tetapi pada G, tidak ada.

Tentu saja, G, tidak isomorfik dengan G;.
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Untuk mengecek dua graf isomorfik atau tidak, terkadang diperlukan
banyak waktu untuk melakukannya. Berikut diberikan beberapa sifat yang mudah
dicek untuk menentukan dua graf isomorfik atau tidak. Jika dua graf isomorfik,
maka akan dipenuhi sifat-sifat berikut:
a. Keduanya mempunyai order yang sama.
b. Keduanya mempunyai ukuran yang sama.
Keduanya mempunyai banyak titik berderajat i yang sama, untuk i €N
(Abdussakir, dkk, 2009:26).
Definisi 2.20

Dua graf G dan H disebut identik, dinotasikan dengan G = H, jika
V(G) =V (H) dan E(G) = E(H). Dengan kata lain, graf G identik dengan H jika
keduanya memuat himpunan titik yang sama dan memuat himpunan sisi yang
sama. Jika G = H, maka jelaslah G = H. Di lain pihak, jika G = H, maka belum
tentu G = H (Abdussakir, dkk, 2009:27). Pada Gambar 2.6, ternyata G;dan G,
tidak identik, meskipun V(G,) = V(G,) dan G, = G, sebab ab € E(G,) tetapi

ab & E(Gq).

2.5.5 Graf Terhubung
Definisi 2.21

Misalkan u dan v adalah titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung (connected) jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika
untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G terdapat lintasan u-v di G.

Sebaliknya jika ada dua titik u dan v di G tetapi tidak ada lintasan u-v di G, maka
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G dikatakan tak terhubung (disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009:56). Graf F

pada Gambar 2.8 adalah graf terhubung sedangkan graf H adalah graf tidak

terhubung.
I n
A A\
L - s L3 .
L] ———=
Gambar 2.7 Graf Terhubung F dan Graf Tidak Terhubung H
2.5.6 Jarak pada Graf
Definisi 2.22

Jika u dan v adalah titik yang berbeda pada graf terhubung G, maka
terdapat suatu lintasan u-v di G. Sehingga dapat jadi terdapat beberapa lintasan u-
v di G dengan kemungkinan panjang yang berbeda. Jarak d(u, v) dari titik u ke
titik v pada graf terhubung G merupakan panjang terkecil dari suatu lintasan u-v
di G. Jarak dari titik u ke titik v pada suatu graf G dinotasikan dengan d(u, v).
Suatu lintasan u-v dari panjang d(u,v) disebut geodesik u-v. (Chartrand, dkk,
2016:44). Jumlah jarak yang dinotasikan D(u) merupakan jumlah jarak antara
titik u dan semua titik dari graf ¢ (Padmapriya dan Mathad, 2017:51). Jumlah
jarak dari titik u pada suatu graf G didefinisikan sebagai:

D(u) = Yyer(e) d(u, v)(llic, dkk, 2011:590).
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Contoh:

M : o

Gambar 2.8 Graf M

Pada graf M diperoleh bahwa d(v,,v,) = 1 karena panjang terkecil dari
lintasan v;-v, adalah satu. Begitu juga dengan d(vy,vs) =1, d(vy,v3) =
d(vy,v3) = 2. d(vy,v3) = 2 karena panjang terkecil lintasan v, -v5 adalah dua.

D(vy) = d(vy,v;) + d(vy,v3) + d(vy,vy) + d(vy,v5) = 6

2.5.7 Eksentrisitas Suatu Titik
Definisi 2.23

Eksentrisitas titik v pada suatu graf terhubung G disimbolkan e(v) adalah
jarak terbesar antara titik v dengan sebarang titik pada graf G. Eksentrisitas titik v
didefinisikan sebagai e(v) = max{d(u,v)| u € V(G)} (Padmapriya dan Mathad,

2017:51).

-
(o

-

3 1

Gambar 2.9 Eksentrisitas Titik di Graf N
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2.6 Pelabelan
Definisi 2.29

Pelabelan pada suatu graf adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur
pada suatu graf ke bilangan-bilangan (biasanya ke bilangan bulat positif atau
bilangan bulat negatif) (W.D Wallis dkk, 2000:2).

Ada beberapa pelabelan dalam graf, diantaranya pelabelan titik, pelabelan
sisi, pelabelan total. Pelabelan titik adalah pemetaan yang memetakan titik-titik
pada suatu graf ke beberapa bilangan. Pelabelan sisi adalah pemetaan yang
memetakan sisi-sisi pada suatu graf ke beberapa bilangan.

Definisi 2.24

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu pemetaan satu-satu yang
memetakan himpunan dari elemen-elemen graf ke himpunan bilangan atau
sebarang pemetaan (fungsi) yang memasangkan unsur-unsur graf(titik atau sisi)
dengan bilangan (biasanya bilangan bulat). Jika domain dari fungsi adalah titik
maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labellings). Jika domain dari fungsi
adalah sisi maka pelabelan disebut pelabelan sisi(edge labelling) dan jika
domainnya adalah titik dan sisi, maka disebut pelabelan total (total labelling)
(W.D Wallis dkk, 2000:2).

Pelabelan titik mrupakan fungsi atau pemetaan dimana domaininya adalah
titik. Pada pelabelan titik harus metahui derajat titik. Jika v adalah titik pada graf
G, maka himpunan semua titik di G yang menghubungkan langsung dengan v
disebut lingkungan dari v dan ditulis N (v). Derajat dari titik v di graf G, ditulis
deg;(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung dengan v. Dalam

konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan deg. (v)disingkat
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menjadi deg(v) dan N;(v) disingkat menjadi N(v). Jika dikaitkan dengan
konsep lingkungan, derajat titik v di graf G adalah banyaknya anggota dalam
N(v). Jadi, deg(v) = |Ng;(v)|. Titik yang berderajat 0 disebut titik terasing atau
titik terisolasi. Titik yang berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Titik
yang berderajat genap disebut titik genap dan titik yang berderajat ganjil disebut
titik ganjil. Derajat maksium titik di G dilambangkan D(G) dan derajat titik

minimum di G dilambangkan dengan d(G) (Abdussakir dkk, 2009:9).

Gambar 2.10 Label Graf G

Perhatikan Gambar 2.10 yang mempunyai V(G) = {a,b,c,d,e, f, g, h}
dan E(G) = {ey, ey, e3, ey, €5, €5 €7, eg, €9, €19, €11}. Berdasarkan gambar
tersebut diperoleh bahwa: N(a) = {b, f,h}, N(b) ={a,c, g}, N(c) = {b,d, g},
N(d) = {c,e}, N(g) = {b, c, f, e} dan sebagainya. Dengan demikian deg(a) = 3,
deg(b) = 3,deg(c) = 3,deg(d) = 2,deg(g) =4 dan sebagainya. Diperoleh
bahwa derajat maksimum di G adalah D(G) = 4 dan derajat minimum di G adalah
d(G) = 2.

Kenyataaannya bahwa jumlah derajat semua titik yang hasilnya sama
dengan dua kali banyak sisinya ini berlaku secara umum untuk semua graf.
Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan

banyaknya sisi, yaitu g adalah
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Z deg(v) = 2¢q

Disebut sebagai “Teorema Pertama dalam Teori Graf” yang dinyatakan
dalam Teorema berikut (Abdussakir, dkk, 2009:11).
Teorema 2.30

Misalkan G graf dengan order p dan ukuran q, dengan V(G) =

{v1, V2, V3, ..., Up} maka

p
Z deg(v;) = 2p
=il

Bukti:

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi meghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung 2 kali. Dengan demikian diperoleh bahwa
jumlah semua derajat di G sama dengan dua kali jumlah sisi di G. Terbukti bahwa

Z?:l deg(v;) = 2p

Berdasarkan hubungan tersebut, maka banyaknya titik ganjil dalam suatu
graf selalu genap. Hal ini dinyatakan dalam Teorema berikut.
Teorema 2.31

Banyaknya titik ganjil dalam suatu graf selalu genap (Chartrand dan
Lesniak, 1986:6 & Abdussakir, dkk, 2009:12)

Bukti:
Misalkan G adalah graf. Misalkan X adalah himpunan titik genap di G dan

Y adalah himpunan titik ganjil di G. Maka

z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(v) = 2q

VEG veX vey
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Karena X adalah himpunan titik genap maka ).,cx deg(v) adalah genap.
Karena 2q adalah bilangan genap dan }.,cx deg(v) juga genap maka ),y deg(v)
haruslah bilangan genap. Dan karena Y himpunan titik ganjil dan ),y deg(v)
adalah bilangan genap, maka banyaknya titik di Y haruslah genap, sebab jika
banyak titik di Y ganjil maka },cy deg(v) adalah ganjil. Terbukti bahwa
banyaknya titik ganjil di G adalah genap.
2.7 Teorema Dilworth
Pada bagian ini akan dibahas mengenai teori teorema dilworth. Dari semua
teori latis, munkin yang paling terkenal adalah teorema dilworth untuk pemetaan
sebuah poset atau latis. Selain itu juga akan dibahas definisi-definisi dan teroema-
teorema khusus teorema dilworth pada latis.
Teorema 2.32
Setiap latis P terbatas adalah gabungan dari rantai berukuran(P)
(Gratzer, 2010:402).
Bukti: dimisalkan a,b € P U P maka a < b (Definisi 2.10)
Terbukti bahwa latis P adalah a U b dimana a < b (Definisi 2.10)
Definisi 2.33 Dilworth tertutup
Jika L adalah latis terbatas, berlaku :
i. coviL = {a € L|a penutup elemen k}
j. cov*L = {a € L|a tertutup oleh elemen k}
Dinotasikan bahwa covyL = {0}, cov°L = {1}, cov,L =Ji L, dan cov'L = Mi L.
(Gratzer, 2010:402)
Teorema 2.33

Diberikan k bilang bulat tidak negatif dan L latismodular terbatas. Maka,
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|covyL| = |cov¥L|
(Gratzer, 2010:402)
Bukti:

Untuk elemen a di latis terbatas, diberikan a*yang dioperasikan dengan
operasi join dari semua elemen tertutup a, dan diberikan a, dioperasikan dengan
operasi meet dari semua elemen tertutup a. Jika a berlaku operasi Ji maka
a* = a* (Definisi 3.3). Jika L adalah modular, maka interval [a,a™] dan [a,, a]
adalah complemen modular latis.

|covi L] = |cov¥L| (Teorema2.24)

Ji L = Mi L (Definisi 3.9)

Dimana interval q,...,a*,JiL=aV,..,Va*

Maka a = al, ...,a = a™ (Definisi 3.3)

Untuk interval a,,...,a, MiL=a, A, ...,\a

Maka a, = a, ...,a; = a (Definisi 3.3)

Jadi, |[covyL| = |cov¥L| adalah latis modular atau modular latis.
Teorema 2.34

Diberikan k bilang bulat tidak negatif dan L latismodular terbatas. Maka
angka elemen x dimana panjang(x™) — panjang(x) = k sama dengan angka
elemen y dimana panjang(x) — panjang(y,) = k.

Apabila k = 1, konjektur yang sesuai dari Teorema 464, terdapat suatu
operasi bijektif

@ : {0} UJIiL - {1} U MiL

Dimana j < ¢(j)untuk semua j € {0} U JiL. (Gratzer, 2010:403)
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2.8 Kajian Agama Tentang Pelabelan Latis

Aljabar merupakan cabang dari matematika. Aljabar terbagi menjadi dua,
yaitu aljabar abstrak dan aljabar linier. llmu aljabar merupakan salah satu cabang
matematika yang penting dan memiliki banyak manfaat, karena teori-teorinya
dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Saat
ini ilmu aljabar semakin berkembang pesat, karena berhubungan dengan
himpunan, poset, latis, pelabelan latis, dan sifat-sifat struktur di dalamnya.

Pelabelan latis adalah suatu pemetaan yang memetakan unsur-unsur pada
suatu latis ke bilangan-bilangan dan biasanya ke bilangan bulat positif atau
bilangan bulat negatif. Suatu pemetaan latis terhubung dengan menguhubungkan
titik atau mewarnai sebuah titik-titiknya dan jika dimisalkan suatu titik adalah
manusia, dimana manusia saling berhubungan dan berkumul membentuk suatu
kelompok (latis adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner dan aksioma
aksioma yang berlaku). Keterkaitkan dalam kehidupan sehari-hari, didalam al-
qur’an kajian tentang hubungan sangat banyak. Hubungan kepada sang
pencipta,hubungan dengan sesama manusia, dan hubungan dengan makhluk
ciptaan-Nya.

Didalam kajian tentang hubungan antara manusia dengan manusia yang
lain dikatakan saling bersilaturahmi. Salah satu ayat dalam alqur’an surat an-Nisa

ayat 1 sebagai berikut:

© alagy S Vs Wdle 85 G e 3l 3nly 8 (e 1SR (1 0855 15301 200 T G
L. a4 C %0 PR P K] v
& 1l SQU0) o plsslls o Soklad bl all 1580
Artinya:
“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan

kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari
pada keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang
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banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-
Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan
silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu”(QS. An-
Nisa/4 :1).

Salah satu ayat dalam alqur’an surat an-Nisa ayat 1 yang dijelaskan bahwa
manusia yang berbangsa bangsa, bersuku-suku, dan mempuanyai agama yang
berbeda agar mereka saling mengenal satu dengan yang lain. Artinya dijelaskan
diatas hubungan antar manusia (hablum min al-nas) menjadikan prinsip dasar

untuk menjalani kehidupan dan menjaga keseimbangan dengan menjalin

hubungan baik antar umat manusia.



BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas pelabelan graf dari latis menggunakan Teorema
dilworth’s yaitu graf dari latis bilangan bulat positif non prima. Untuk
pembahasan graf dari latis di antaranya dengan menentukan bentuk umum graf
dari latis faktor bilangan bulat positif non prima.

3.1 Pelabelan Latis Menggunakan Metode Dilworth

3.1.1 Menentukan Graf dari Latis Faktor Bilangan Bulat Positif Non Prima
(BBPNP) yang berasal dari Diagram Latis

Untuk menentukan bentuk umum graf dari latis faktor bilangan bulat
positif non prima, terlebih dahulu diberikan contoh-contoh graf dari latis faktor
bilangan bulat positif non-prima berikut:

Contoh 3.1

Latis faktor 108 dapat digambarkan sebagai berikut:

108
»
12 -\ /-\ “» 27
- b 3
w
3

Gambar 3.1 Graf dari Latis L faktor BBPNP108

Pada penelitian ini latis faktor dari n yang disimbolkan F(n), sehingga

latis diatas disimbolkan sebagai (F(108), <,+,%), dimana kita mendefinisikan

46
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F(108) = {108, ..., 3} dan untuk setiap a,b € F(108), a < b < a adalah faktor
dari b. Didefinikan penjumlahan a+b = kpk(a,b) dan perhatikan
ab =fpb (a, b) untuk setiap a, b € F(108).

Diagram latis terdiri dari titik dan garis, dimana titik merupakan anggota
dari latis F(n) dan garis adalah pengaitannya. Titik dan garis dapat dipandang
sebagai graf dengan tunduk terhadap definisi latis. Selanjutnya graf ini diberi label
dengan tunduk terhadap definisi latis dan defiisi pelabelan pada graf yang
secaraspesifik mengikuti Teorema dilworth.

Contoh 3.2
Latis faktor 18, dengan operasi yang serupa dengan contoh sebelumnya,

digambarkan sebagai berikut:

18

1
Gambar 3.2 Graf dari Latis L faktor BBPNP 18

Misalkan n adalah bilangan bulat positif non-prima yang habis dibagi oleh
tepat 2 buah bilangan prima p dan q. Maka, kita dapat mendefinikan latis faktor
n,(F(n), <, +, X), sebagai berikut:

Definisi 3.1

Misalkan n adalah bilangan bulat positif non-primayang habis dibagi oleh

tepat 2 buah bilangan prima p dan g, maka latis faktor n, (F(n), +, X), adalah

latis yang dibentuk oleh himpunan
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F(n) = {x € Z*: kpk(x,n) = n}
Dan operasi pada latis ini adalah + dan x yang diDefinisikan oleh:
a+b =kpk(a,b)
ab = fpb(a,b)
Pada latis ini, a < b jika dan hanya jika a € F(b).
Untuk menggambar latis faktor n sebagai suatu graf, diberikan beberapa
proposisi dan teorema berikut:
Definisi 3.2:
Untuk m,n € Z*, dan x € F(n), didefinisikan secara rekursif himpunan

faktor tingkat-m dari x sebagai berikut:

Fo(x) = {x}
Friqi(x) = {y EF\{x}:ye F(2)\{z}=>|z€ U Fi(x)atauz ¢ F(x) }
k=0

Klaim 3.3:

Kardinalitas himpunan F;(x) menyatakan banyaknya cabang utama di
bawah x pada graf latis F(n).
Bukti:

Cabang utama dari x adalah faktor maksimal dari x, yaitu himpunan
{y € F(x){x}:w € F(x) yang berakibat (w = x @ F(y)).

Untuk y yang demikian, maka apabilax € F(x) dany € F(z)\{z} maka

z = x, yaitu

0
zZE Fy(x)
I{L:JJ )

Sehingga cabang utama dalam x adalah F; (x). (Terbukti)
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Definisi 3.4:
Untuk n € Z*, dan x € F(n), orde faktor atau tingkat faktor dari suatu

elemen x € F(n) dinotasikan sebagai ¢ (x) dan diefinisikan sebagai berikut.

D) = D K ()

di mana y4(x) adalah fungsi karakteristik yang didefinisikan oleh:

(x) = {1 ;jiilkax € A
XaX) =10 ;jikax ¢ A

Selanjutnya, untuk mempermudah dalam menentukan dan membuktikan
pola dari graf latis F(n) secara umum, penulis mendefinisikan:
Lemma 3.5:

Untuk n € Z*, habis dibagi oleh tepat m bilangan prima berbeda
P1, -, Pm, Maka berlaku:
a. F;(x) # @ Untuk setiap x € F(n)\{1}, dan F; (1) = 9,

b. Jikan habis dibagi oleh tepat 2 buah bilangan prima, maka,

n; x €JiF(n)
|Fy(0) =42; x ¢ JiF(n)u {1}
0; e =l

Bukti:

a. Jelas bahwa 1 tidak memiliki faktor selain dirinya sendiri, sehingga F, (1) =
@. Selanjutnya, asumsikan x € F(n)\{1}, maka x = p;'p;?..p,™ untuk
suatu ry,...,1, € Zt U{0}, di mana 7; tidak seluruhnya nol. Tanpa

mengurangi perumuman, misalkan 7, > 0. Ambil y = p[* 'p? ..pm.

r1—1+4+81_12+5S, m+Sm

Apabila y € F(z)\{z}, maka haruslah z = p; P, Dyt ™q untuk

suatu sy, ..., Sy, q € Z* U {0} di mana 0 < g + n, dan s; tidak seluruhnya nol.
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Apabila g > 1, maka jelas bahwa ztn, sehingga z €& F(n), yang
mengakibatkan z ¢ F(x). Dengan demikian, misalkan q = 1. Tinjau 3 kasus
berikut:
1. Kasus 1: (s; =0) Apabila s; =0, maka haruslah terdapat s; €

{s2,...,sm} sedmikian sehingga s; >0, yang mengakibatkan z =

pitpl? ...p;ﬁsj Dy ¢ F(x).

2. Kasus2:(s; =1,s, =:-=s5,, =0)apabilas; =1,dans, =--=s,, =
0, maka z = p;'p,? ... py™ = x, sehingga z € Fy(x) = US—q Fi ().

3. Kasus 3: (s; =1,s; >0) apabila s; =1, dan s; >0, untuk suatu

T1, T2 rjtsj

jE{L,..,m}, maka z=p;'p’..p 7 p = xp;j, sehingga

z & F(x).
4. Kasus 4: (s; > 1) apabila s; > 1, , maka z = pj***1pl2*52  prm*sm =

xp;t ..py, sehingga z € F(x).
Dengan demikian, pada seluruh kasus, jelas bahwa y € F(2)\{z}
mengakibatkan z € U}-, Fi(x) atau atau z € F(x). Jadi disimpulkan bahwa
y € F;(x). Sehingga F; (x) # Q.
Untuk |F;(x)| = 1 jikax € Ji F(n)
Misalkan n tepat dibagi oleh 2 bilangan prima p,q. Misalkan x € Ji F(n),
dan x # 0. Ambil sebarang y,z € F(n) sedemikian sehingga yVz =
kpk{y,z} = x. Jelas bahwa y dan z berbentuk y = pl1q'2,z = p"1q™.
Sehingga y V z = kpk{y, z}

= kpk{p"q",p"q"?}

1,41 T1,7
— ymax\p1q2§, max{p'1q'2
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=x
Tetapi, karena x € Ji F(n), maka haruslah y =x, atau z =x. Tanpa
mengurangi pengumuman, misalkan y = x, maka pmax(p'1a'2}g max(pT1a"2} =
plq'2, sehingga max{l;,71} = L; daan max{l,,,} = L,, yang berarti [; > r;
dan [, > r,. Sehingga diperoleh z € F(y). Dengan cara serupa, apabila x =
z, maka y € F(z). Dengan demikian, karena y,z adalah sebarang, maka
berlaku V v,z yang memenuhi yV z = kpk{y, z} = x berlaku y € F(z) atau
z € F(y).
Ambil y € F;(x), ambil sebarang z € F(x), z #y, maka jelas bahwa
(berdasarkan implikasi diatas) y € F(z) atau z € F(y). Tetapi y € F(2)
mengakibatkan y € F(z)\{z} € F(x)\{x} yang berarti y ¢ F(z). Sehingga
haruslah z € F(y)\{y} € F(x)\{x} dengan demikian 2z & F;(x). Jadi
Vz€EF(x),z+yz+x berlaku z ¢ F,(x) hanya memiliki 1 anggota, yaitu
y. Dengan kata lain |F; (x)| = 1.
Untuk |F;(x)| = 2, jikax € Ji F(n) U {1}
Misalkan F;(x) # 2, karena n hanya terbagi oleh 2 bilangan prima, maka
|F,(x)] < 2. Karena x # 1, maka |F;(x)| # 0. Jadi |F;(x)| = 1. Konvers
dari pernyataan tersebut adalah jika x € Ji F(n) U {1}, maka |F;(x)| # 1.
Jadi |F;(x)| = 2.
Proposisi 3.5
Apabila n adalah bilangan BBPNP yang habis dibagi 2 dan tidak habis
dibagi oleh bilangan prima lainya, maka graf dari latis faktor n, (F(n), +, X),

berbentuk:
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Gambar 3.3 Graf dari Latis F(n), di mana n habis dibagi 2

Bukti:

R - - n
Ambil sebarang x € F(n)\{1}, maka dapat ditulis x = o untuk suatu k € Z*.
Selanjutnya, berdasarkan lemma 3.5, |F;(x)| > 0. Asumsikan y = 2% € F(x),
dan |F;(x)| > 1 maka terdapat z =2%e Fi(x), di mana k; # k,. Tanpa

mengurangi perumuman, misalkan k; < k, (kasus k, > k, dibuktikan dengan
cara serupa), maka z € F(y)\{y}. Tetapi z € F;(x), sehingga mengakibatkan
y € Ud_o Fr(x) = Fy(x) = {x} atau y & F(x). Karena jelas bahwa y & F(x),
maka haruslah y € U%_, F(x) = Fo(x) = {x}. Tetapi, hal ini merupakan
kontradiksi dengan pernyataan y € F;(x). Dengan demikian, maka haruslah
y =z, sehingga terbukti |F;(x)| =1 untuk setiap x € F(n)\{1}. Dengan
demikian, setiap x di F(n)\{1} hanya memiliki satu cabang ke bawah sehingga
graf latis F(n) berbentuk seperti pada gambar 3.3.
Proposisi 3.7

Apabila n adalah bilangan BBPNP yang habis dibagi bilangan 3 dan tidak
habis dibagi oleh bilangan prima lainya, maka graf dari latis faktor n,

(F(n), +,%), berbentuk:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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.1
Gambar 3.4 Graf dari Latis F(n) dimana n habis dibagi 3
Bukti:
Serupa dengan bukti untuk proposisi 3.6.
Proposisi 3.8
Apabila n adalah bilangan BBPNP yang hanya habis dibagi kdimana k
adalah bilangan prima maka graf dari latis faktor n, (F(n), +, X), berbentuk:
®n
Tn/k
Tn'/kz
* s
=
Gambar 3.5 Graf dari Latis F(n) dimana n habis dibagi k(bilangan prima)
Bukti:
Serupa dengan bukti untuk proposisi 3.6.
Proposisi 3.5

Apabila n adalah bilangan BBPNP yang hanya habis dibagi 2 dan 3,maka

graf dari latis faktor n, (F(n),+, X), berbentuk:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2'( » 4
\Y,,/

Gambar 3.6 Graf dari Latis F(n) dimana nyang habis dibagi2 bilangan prima (2 dan 3)

Dimanap = max{x = 2k: x|n}
q = max{x = 3k: x|n}
Bukti:

Ambil sebarang x = 2¢, i =1, ...,log, p, maka jelas bahwa x € Ji F(n)
sehingga berdasarkan lemma 3.5, |F;(x)| = 1 sehingga x hanya memiliki satu
cabang ke bawah yang juga merupakan anggota Ji F(n). Serupa juga untuk
y=23/, j=1,..,log;q, y hanya memiliki satu cabang ke bawah yang juga
merupakan anggota Ji F(n). Selanjutnya, berdasarkan lemma 3.5, F,(1) =@
sehingga 1 tidak memiliki cabang ke bawah, dan |F;(x)| =2 untuk setiap
x € F(m)\(Ji F(n) U {1}). Sehingga, untuk x selain dari anggota Ji F(n) dan {1},
x memiliki dua buah cabang ke bawah. Dengan demikian, berbentuk seperti pada
gambar 3.5.

Teorema 3.6

Apabila n adalah bilangan bulat positif non-prima yang habis dibagi oleh

tepat 2 buah bilangan prima yang disimbolkan oleh p dan q, maka graf latis dari

faktor n yaitu (F(n), +, X) berbentuk:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



55
n
o
e ..
. k’. .
re " ‘s ®s
® '... L
e »
p qQ
L J

Gambar 3.7 Graf dari Latis F(n)dimana n habis dibagi oleh 2 buah bilangan primap dan q

Dimana r = max{x = p*: x|n, k € Z*}

s = max{x = q*: x|n, k € Z*}
Bukti:

Ambil sebarang x = p’, i = 1, ...,log, r, maka jelas bahwa x € Ji F(n)
sehingga berdasarkan lemma 3.5, |F;(x)| = 1 sehingga x hanya memiliki satu
cabang ke bawah yang juga merupakan anggota Ji F(n). Serupa juga untuk
y=¢q/, j= 1,...,log, s, y hanya memiliki satu cabang ke bawah yang juga
merupakan anggota Ji F(n). Selanjutnya, berdasarkan lemma 3.5, F,(1) =@
sehingga 1 tidak memiliki cabang ke bawah, dan |F;(x)| =2 untuk setiap
x € F(m)\(Ji F(n) U {1}). Sehingga, untuk x selain dari anggota Ji F(n) dan {1},
x memiliki dua buah cabang ke bawah. Dengan demikian, berbentuk seperti pada
gambar 3.6.

Teorema diatas memberikan gambaran secara umum dari graf latis faktor
n dimana n adalah bilangan yang habis dibagi oleh tepat 2 buah bilangan prima.
Contoh 3.3:

Gambarlah graf dari latis F(12)
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12

1
Gambar 3.8 Graf dari Latis F(12)

Latis F(12) adalah latis faktor dari bilangan 12, dimana terdapat 6 faktor
dari bilangan12 seperti dilukiskan dalam Gambar 3.7 diatas,secara terurut adalah
1,2,3,4,6,12. Latis (F(12), <) dibangun oleh himpunan faktor dari 12, yaitu:

F(12) = {1,2,3,4,5,6,12}

3.1.2 Membuktikan Modularitas Latis dari Graf Latis Faktor n

Untuk melabelkan graf latis faktor n dengan menggunakan theorema
dilworth, sebagaimana dijelaskan pada sub-bab Teorema dilworth, syaratuntuk
melabeli graf latis menggunakan Teorema dilworth adalah latis tersebut harus
latis modular.

Latis modular adalah latis istimewa, latis kelas pertama dan berisi hukum
modularitas, Definisi-Definisi, Teorema-Teorema, postulat-postulat yang sangat
menarik untuk diteliti.

Untuk keperluan bukti membuktikan modularitas latis dari graf latis
faktor n, penulis menyusun teorema latis modular dari definisi latis pada buku
(sukardjono, 2002) sehingga tampak jelas, keterkaitan membuktikan modularitas
latis dari graf latis faktor n. Pada subbab ini kita akan membuktikan bahwa latis
faktor n yaitu (F(n),+,x) adalah latis modular. Berikut adalah teorema yang

menyatakan modularitas dari latis faktor n:
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Teorema 3.7

Apabila n adalah bilangan bulat positif non-prima yang habis dibagi oleh
tepat 2 buah bilangan prima yang disimbolkan oleh p dan q, maka latis dari faktor
n yaitu (F(n), +, X) adalah latis modular.

Bukti:

Misalkan n adalah bilangan bulat positif non-prima yang habis dibagi oleh
tepat 2 buah bilangan prima yang disimbolkan oleh p dan q. Selanjutnya ambil
a, b, c € F(n), sedemikian sehingga a = b, maka b € F(a) sehingga

kpk(a,b) = a, dan, fpb(a,b) =b
Dengan demikian,
a(b+c)=fpb(a,b+c)
= fpb(a, kpk(b,c))
= kpk(fpb(a,b), fpb(a,c))
= kpk(b, fpb(a, c))
=b+ fpb(a,c)
=b+ac
Terbukti.

Berdasarkan teorema diatas, terbukti bahwa latis F(n) adalah latis
modular. Pada subbab sebelumnya, yaitu pada Teorema 2.24 telah dinyatakan
bahwa setiap latis modular(L, +,%) memenubhi:

|covy L] = |cov¥L|
untuk setiap k bilang bulat tidak negatif.
Karenalatis(F (n), +,%) adalah latis modular, maka untuk setiap k bilang

bulat tidak negatif berlaku:
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|covi F(n)| = |cov®F(n)|
Pada subbab berikut, akan diilustrasikan pelabelan graf dari latis faktor F(n)

dengan menggunakan teorema dilworth.

3.1.3 Pelabelan pada Graf dari Latis F(n) menggunakan Metode Dilworth
Pelabelan graf latis F(n) dengan menggunakan teorema dilworth adalah

suatu pelabelan é: F(n) — Z* U {0}di mana ¢ diDefinisikan oleh

£ = ) Xeotrn () K
k=0

Di mana y,(x) adalah fungsi karakteristik yang diDefinisikan oleh

o1 {1 ;jikax € A
X4 =10 sjikax ¢ A

Untuk memahami bagaimana pelabelan dilworth dilakukan, berikut
diberikan langkah-langkah atau algoritma untuk melabelkan graf latis faktor
(F(n), +,%):

Algoritma 3.1: Pelabelan Dilworth

Langkah 1: Menentukan himpunan-himpunan cover (cov*F (n)) untuk masing-
masing k € Z* yang bersesuaian dengan graf latis faktor (F(n), +,X).

Langkah 2: Menentukan hasi pemetaan dari setaiap x dibawah &, dimana x adalah
anggota F(n)

Langkah 3: Menggambar graf dari latis F(n) yang belum dilabelkan

Langkah 4: Memasangkan label pada setiap titik di graf latis F (n) yang sesuai
dengan hasil dari langkah 2

Langkah 5: Interpretasi hasil dari pelabelan
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Sebagai ilustrasi dari pelabelan metode dilworth diatas, diberikan beberapa
contoh berikut:
Contoh 3.4

Graf dari latis F(12) adalah sebagi berikut:

Poss
\/ 2

1
Gambar 3.9 Graf dari Latis F(12) yang akan diberi Label dengan Aturan Pemetaan &
Penerapkan pelabelan ¢ di atas,
Untuk x = 1, diperoleh:
Xcovormy(1) -0 =0, karenal & cov’F(n)
Xeoviray(1) -1 =0, karenal & cov'F(n)

Xeovzrmy(1) -2 = 2, karena 1 € cov?F(n)

O .
.
.

.

Xcov"F(n)(l) ‘n =0, karenal & cov™F(n)

sehingga;
n
£ = D Aeopkrm(D
k=0

= XcovoF(n)(l) -0+ Xcov1F(n)(1) 1
+Xcov2F(n)(1) 24+ XcovnF(n)(l) ‘n
=0-0)0+0O-H)+@A-2)+-+(0-n)

=2



Untuk x = 2, diperoleh:

Xeovorm)(2) -0 =0, karena 2 & cov’F(n)

Xeovirm)(2)+1 =10, karena2 & cov'F(n)

Xeovzrm)(2) * 2 = 2, karena 2 € cov?F(n)

Xcov™F(n) (2)'n =0, karena 2 & cov™F(n)

Sehingga,

Untuk x = 3, diperoleh:

SR ED Xty D K
k=0

= Xcov®F(n) (2)-0+ XcovlF(n)(z) -1

=

+Xcov2F(n) (2) N2 Xcov"F(n)(Z) ’
=0-0+0-D+@-2)+--+(0-n)

=2

Xeovorm)(3) -0 =0, karena3 & cov®F(n)

Xeovirm)(3) -1 =1, karena3 € cov'F(n)

Xeovzrm)(3) -2 =0, karena 3 & cov?F(n)

Xcov™F(n) (3)'n =0, karena3 & cov™F(n)

sehingga;

£3) = D Keovkrn(3) K
k=0

= XcovoF(n)(3) -0+ XcovlF(n) 31
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X covzrm)(3) 2+ -+ + Xeovnrm)(3) -1
=0-0+1-1)+O0-2)+--+(0-n)
=1
Untukx = 4, diperoleh:
Xeovormy(4) -0 =0, karena4 ¢ cov®F(n)
Xeovirmy(4) +1 =1, karena4 € cov'F(n)

Xeovzrmy(4) -2 =0, karena 4 & cov?F(n)

Xcovnr(m)(4) - =0, karena 4 & cov™F(n)

sehingga;

) = D Keovkry(®) K
k=0

= Xeov®rm)(4) * 0 + Xcoptpm(4) - 1
X covrtrmy)(4) 2+ = + Xcovrpm)(4) -1
=0-0+1-1D)+0-2)+--+(0:n)
=il
Untuk x = 6, diperoleh:
Xeovorm(6) -0 =0, karena 6 & cov®F(n)
Xcovirm)(6)+1 =1, Kkarena 6 € cov'F(n)

Xcovzrn)(6) -2 =0, karena 6 & cov?®F(n)

Xeovrr(m)(6) *n =0, karena 6 ¢ cov™F (n)

sehingga;
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£6) = D Xeorkru(6) -k
k=0

= Xcov®F(n) (6) -0+ XcoviF(n) (6) 1
+Xcov2F(n)(6) 24+ XcovnF(n)(6) 'n
=0-0+1-D+O0-2D+--+(0-n)=1

Untuk x = 12, diperoleh:

Xcovormy(12) -0 = 0, karena 12 € cov°F (n)

Xcov'ray(12) -1 =0, karena 12 & cov'F (n)

Xeovrrmy(12) - 2 = 0, karena 12 ¢ cov?F (n)

Xcovnr(n)(12) *n =0, karena 12 € cov™F(n)
sehingga;

§12) = ) Koopr(12) K
k=0

= XcovOrm)(12) - 0 + Xcoptpm)(12) - 1

X cov2rm)(12) * 2 + =+ + Xcorrrm)(12) -
=(0-0)+©0-1)+(0-2)++(0-n)
=0

Jadi, Untuk x € F(12) lainnya, £(x) diberikan sebagai berikut:

§(1) =2,
§(2) =2,
$§3) =1,
() =1,

$(6) =1,
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§(12) =0,

Gambar graf latisF (n) yang menunjukkan Cov™F (n)

cov‘F'(n) 12 —*cov®F(n)
o
S %
.1 cov’F(n)

Gambar 3.10 Graf dari Latis F(12) yang menunjukan cov™F(n)

Setelah dilabeli, graf latis F (n) sebagai berikut:

2
Gambar 3.11 Graf dari Latis F(12) yang akan diberi Label dengan Aturan Pemetaan §

Dengan demikian, pelabelan dari latis F(12) dapat mengikuti pemetaan di
atas. Pelabelan pada graf dari latis (F(12), +,%) menggunakan Teorema dilworth
(cover bawah) menunjukkan bahwa terdapat 2 titik berderajat 2, 3 titik berderajat
1 dan 1 titik berderajat 0.

Selain menggunakan pelabelan berdasarkan fungsi karakteristik himpunan
covering atas (cov®F(n)), kita dapat juga dapat menggunakan pelabelan
berdasarkan fungsi karakteristik himpunan covering bawah (cov, F(n)) untuk

melabelkan graf latis faktor F(n). llustrasinya adalah sebagai berikut.
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Contoh 3.5: Pelabelan Latis F(36)

Latis (F(36), +,%) dibangun oleh himpunan
F(36) ={1,2,3,4,6,9,12,18,36} dengan  menggunakan  menggunakan
pemetaan ¢ seperti pada contoh sebelumnya, diperoleh pelabelan berikut:
Untuk x = 1, diperoleh:

Xeovorm)(1) -0 =0, karena 1 € covyF(n)

Xeov,pa)(1) 1 =0, karenal & cov,F(n)

Xcov,rm)(1) -2 =0, karena 1 & cov,F(n)
Xcovepm)(1) -n =0, karena1 & covyF(n)
sehingga;
n
§1) = ) Xeonerem(1) -k
k=0

= Xcoka(n)(l) * USE Xcoka(n)(l) 1

S

Y c ot B R R e 1 -
=0-0+(0-0+(1-2)+-+(0n)
=0

Untuk x = 2, diperoleh:
Xeovorm)(2) - 0 =0, karena 2 & covyF (n)
Xeov,r)(2) -1 =1, karena 2 € cov,F(n)

Xcosz(n)(z) -2 =0, karena2 & cov,F(n)

Xcovermy(1) - =0, karena 1 & cov,F(n)
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sehingga;
n
$(2) = Z Xcoka(n)(Z) "k
k=0

= Xcovr)(2) * 0 + X cov,reny(2) - 1
X coverm)(2) "2+ + Xeovrm)(2) "1
=0-0+1-D+0-2)+--+(0-n)
=1
Untuk x = 3, diperoleh:
Xecovorm)(3) -0 =0, Karena3 & covyF(n)
Xecov,Fm)(3) -1 =1, Karena 3 € cov,F(n)

Xcosz(n)(3) -2 =0, karena3 & cov,F(n)

XcovyF(n) (3)-n =0, karena3 & covyF(n)

sehingga;
n
§(3) = Z XcovgF(n) 3) -k
k=0

= Xcovrm)(3) * 0 + Xcovrmy(3) - 1
+Xcovrm)(3) " 2+ = + Xcovrmy(3) -1
=00+ (1 1)+ (0-2)+-+(0:n)
=1
Untuk x = 4, diperoleh:
Xcover(n)(4) -0 =0, karena 4 & covyF(n)

Xcovyr(my)(4) -1 =1, karena 4 € cov,F(n)
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Xcosz(n)(4) -2 =0, karena4 & cov,F(n)

Xcovr(n)(4) -n =0, Kkarena 4 ¢ cov,F(n)

sehingga;
$(4) = 2 X covgF(n) (4) -k
k=0

= Xcovgm)(4) * 0 + Xeovpeny(4) - 1
X cover)(4) "2+ + Xeovprm)(4) "1
=0-0+(1-D)+0-2)+--+(0-n)
=1
Untuk x = 9, diperoleh:
Xcovorm)(9) -0 =0, karena 9 & covyF(n)
Xeov,Fm)(9) -1 =1, Karena 9 € cov,F(n)

Xcosz(n)(g) -2=0, karena9 & cov,F(n)

Xeovrm)(9) *n =0, karena 9 ¢ covyF(n)

sehingga;
£O) = D Xeonr(©) K
k=0

= Xcovir)(9) * 0 + Xcovrny(9) - 1

X o) (9) " 2+ + Xconrm)(9) * 1
=(0-0)+(1-1)+(0-2) +-+(0-n)
=1

Untuk x = 6, diperoleh:
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XcovoF(n)(6) -0 =0, karena6 & covyF(n)
)(covlF(n)(6) -1 =0, karena6 ¢ cov,F(n)

Xcov,r(n)(6) -2 =2, Karena 6 € cov,F(n)

Xcover(n)(6) 1 =0, Kkarena 6 & covyF(n)

sehingga;
n
§(6) = ) Xeourm (6) -
k=0

= XcoviF(n) (6)-0+ XcovgF(n) (6)-1
+Xcoka(n) (6) = 2 HeREE Xcoka(n)(6) n

=0-0+O0-D+A-2)+:-+(0-n)

=2
Untuk x = 12, diperoleh:
Xcoverm)(12) - 0 =0, karena 12 € covyF(n)
Xeov p)(12) -1 =10, karena 12 € cov,F(n)
Xcov,rem)(12) 2 = 2, karena 12 € cov,F(n)
Xeover(n)(12) " =0, I.<arena 12 & coviF(n)

sehingga;
n
£12) = ) Keonrm(12) -k
k=0

= Xcoka(n)(lz) -0+ Xcoka(n)(lz) 1

+Xcoka(n)(12) 2+ + Xcoka(n)(lz) n
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=0-0+0-1)+@-2)+-+(0-n)

=2

Untuk x = 18, diperoleh:
Xcovorm)(18) -0 =0, karena 18 & covyF(n)
Xcov,Fn)(18) - 1 =0, karena 18 & cov,F(n)
Xcov,rn)(18) *2 = 2, karena 18 € cov,F(n)
Xcovpr)(18) 1 =0, I.<arena 18 & covyF(n)

sehingga;
£(18) = ) Xeonr(18) -
k=0

= Xcoka(n)(18) -0+ Xcoka(n)(18) 1l
+Xcoka(n)(18) RN AT Xcoka(n)(18) 'n

=0-0+0-1)+@@-2)+--+(0-n)

=2
Untuk x = 36, diperoleh:
XcovoF(m)(36) - 0 =0, karena 36 & covyF(n)
Xeovr)(36) -1 =10, karena 36 & cov,F(n)
Xcov,rn)(36) 2 = 2, karena 36 € cov,F(n)
Xecovgr()(36) *n =0, k.arena 36 € covF(n)

sehingga;

£36) = ) Xeonrn(36) -
k=0
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= XcovgFm)(36) * 0+ Xcov,r(n)(36) - 1
+XcovFm)(36) 2+ + Xeovram)(36) " 1
=0-0)0+O0-D)+@-2)+:-+(0-n)
=2

Jadi, Untuk x € F(36) lainnya, &(x) diberikan sebagai berikut:

§(1) =0,
§2) =1,
§3) =1,
§(4) =1,
§09) =1,
§(6) =2,
§(12) =2,
§(18) = 2,
§(36) =2,

Dimana & (x) = Y- Xcov,r(n) (X) * k (cover bawah)

Dan graf dari latis (F(36), +,*) sebelum dilabeli adalah sebagai berikut:

36

12 18

Gambar 3.12 Graf dari Latis F(36)
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Gambar graf latis F(n) yang menunjukkan Cov™F (n)

/36 S_wcov 2F(n)

1
cov®F(n)

Gambar 3.13 Graf dari Latis F(36) yang menunjukan cov, F(n)

Sehingga dapat digambarkan graf dari latis (F(36),+,x) dengan

menggunakan pelabelan dilworth sebagi berikut:

0
-

1/- » 1

L @ b . 1

N B ] .

- -

2 2
.‘\'
2

Gambar 3.14 Graf dari Latis F(36) yang dilabeli menggunakan metode dilworth

Dengan demikian, pelabelan dari latis F(36) dapat mengikuti pemetaan di
atas. Pelabelan pada graf dari latis (F(36), +,Xx) menggunakan Teorema dilworth
(cover bawah) menunjukkan bahwa terdapat 4 titik berderajat 2, 4 titik berderajat
1 dan 1 titik berderajat 0.

Sebelum dibentuk konjektur mengenai pelabelan graf dari latis F(n)
dengan menggunakan metode dilworth, terlebih dahulu diberikan lemma berikut:

Lemma 3.8
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Apabila n adalah bilangan bulat positif non-prima yang habis dibagi oleh
tepat 2 buah bilangan prima yang disimbolkan oleh p dan q.Maka pada latis
(F(n),+,X),aVb=a+b,dana Ab = ab.

Bukti:

Ambil sebarang a,b € F(n), maka a Vb = sup(a,b). Karena a,b €
F(n) dan n tepat habis dibagi oleh 2 buah bilangan prima p dan g, maka terdapat
v,w € {p, q} sedemikian sehingga a = v'*w™, dan b = v'2w™2 dimana

B0t m, € Z%

Dengan demikian,c = v'w™ adalah kelipatan persekutuan terkecil dari a
dan b, di mana | = max{l,[,}, dan m = max{m,;, m,} sehingga diperoleh
c = kpk(a,b) = a+b. Tetapi karena a = vhw™ € F(v'w™) = F(c), dan
b = vw™z € F(v'w™) = F(c), maka haruslah sup(a, b) € F(c).Selanjutnya,
misal diasumsikan bahwa sup(a,b) #c, maka haruslah sup(a,b) =
pitlow™ Mo < ¢ di mana l,,my € Z*, 0<[, <, dan 0 <m, < m. Tetapi
l—1,<l; untuk suatu i€ {1,2} dengan demikian haruslah bahwa a =
vhiw™ > pl-ly™M=Mo atau b = vlew™2 > pl-low™ ™Mo, Tanpa mengurangi
perumuman misalkan a > v'~low™ ™o = sup(a, b), kontradiksi dengan lemma
sebelumnya bahwa a < sup(a,b). Sehingga terbukti bahwa sup(a,b) = c.
Dengan demikian

aVb = sup(a,b) = c = kpk(a,b) =a+b

Terbukti.
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3.1.4 Konjektur danTeorema Pelabelan Graf dari Latis Faktor F(n)
Pada subbab ini kita akan membangun konjektur berdasarkan pola yang
ditemukan untuk suatu kasus yang dirumuskan menjadi suatu Teorema pelabelan

graf latis faktor F(n) serta membuktikannya.

Konjektur 3.9
Untuk graf latis (F(n),+,%x) dimanan adalah bilangan bulat positif non
prima yang habis dibagi oleh 2 buah bilangan prima p dan q. Untuk pelabelan

§(x) = Xk=0Xcovkram (X) - k, pola labelnya adalah sebagai berikut:

Merah: identitas titik
Biru: label dilworth

Gambar 3.15 Bentuk Umum Pelabelan Graf dari Latis F(n) menggunakan metode dilworth

Untuk membuktikan konjekture diatas, maka terdapat beberapa langkah
fundamental yang harus dilakukan yaitu sebagai berikut:
1. Membuktikan bahwa &(n) = 0, dan |cov®F(n)| = 1, untuk setiap graf latis
F(n),
2. Membuktikan bahwa &(x) = 1jika dan hanya jika x = rq‘ atau x = sp/, di mana
0 <i<log,s, 0 <j<log,r,dan s, diDefinisikan pada Teorema 3.6

3. Membuktikan bahwa untuk setiap x € F(n)berlaku 0 < &(x) < 2.
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3.2 Penggambaran Graf dari Kajian Surat An-Nisa Ayat 1

Suatu pelajaran yang dapat di ambil dari penelitian ini adalah suatu graf
terhubung jika dikaitkan dengan kehidupan seperti halnya hubungan manusia
dengan Allah, hubungan manusia dengan sesama makhluk Allah terutamanya
sesama manusia dalam kehidupan bermasyarakat. Pada dasarnya manusia
diciptakan dengan berbagai suku-suku dan berbangsa bangsa.

Pada surat an-Nisa/4 ayat 1, dijelaskan bahwa Allah Swt. berfirman
memerintahkan kepada makhluk-Nya agar bertakwa kepada-Nya, yaitu
menyembah kepada-Nya semata dan tidak membuat sekutu bagi-Nya. Juga
mengingatkan mereka akan kekuasaan-Nya yang telah menciptakan mereka dari
seorang diri berkat kekuasaan-Nya orang tersebut adalah Adam a.s dan darinya
Allah menciptakan istrinya Hawa diciptakan oleh Allah dari tulang rusuk sebelah
kiri bagian belakang Adam a.s ketika ia sedang tidur. Saat Adam a.s terbangun, ia
merasa kaget setelah melihatnya, lalu ia langsung jatuh cinta kepadanya. Begitu
pula sebaliknya, Hawa jatuh cinta kepada Adam a.s (Ibnu Katsir, An-Nisa: 1)

Allah mengembangbiakkan banyak laki-laki dan perempuan dari Adam
dan Hawa, lalu menyebarkan mereka ke seluruh dunia dengan berbagai macam
jenis, sifat, warna kulit, dan bahasa mereka. Kemudian sesudah itu hanya kepada-
Nya mereka kembali dan dihimpunkan.Dan bertakwalah kepada Allah dengan
(mempergunakan) nama-Nya kalian saling meminta satu sama lain, dan
(peliharalah) hubungan silaturahmi (lbnu Katsir, An-Nisa: 1)

Allah berfiman dalam surat an-Nisa ayat 1, bertakwalah kepada Allah
SWT dengan saling meminta satu dengan yang lain, kaitan bahwa hubungan

manusia dengan sang pentipta Allah Swt. yaitu hablum minaallah dengan
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meminta satu dengan yang lainnya dan memelihara hubungan silaturrahmi dengan
sesama manusia yaitu hablum minannas (lihat subbab 2.8). Ibnu Katsir, dalam
pembahasan suarat An-Nisa: 1 mengatakan salah seorang ulama membaca waal-
arhaama menjadi waal-arhaami yakni dengan bacaan jar karena di-ataf-kan
kepada damir yang ada pada bihi. Dengan kata lain, kalian saling meminta satu
sama lain dengan menyebut nama Allah dan hubungan silaturahmi.

Allah Swt. adalah pencipta alam semesta, juga pencipta manusia. Jika
ibaratkan Allah Swt. adalah semesta dari manusia disimbolkan A, dimana manusia
dilambangkan m, dan suatu kaum adalah himpunan m. Dan pasti himpunan m
dimulai dari 1 ...n, maka bisa ditulis

il =l 1 . 2

Dan manusia terdiri dari laki-laki (I) dan perempuan (p), dimana
perempuan terbuat dari tulang rusuk laki-laki ditulis p € [ (kedudukan laki-laki
dihadapan Allah sama). Maka himpunan m dengan semesta A dapat dibuat
ilustrasinya dalam graf.
llustrasi grafpada surat anNisa ayat 1 sebagai berikut:

1. Graf semesta tentang hubungan manusia dengan Allah SWT, dan

2. Graf himpunan m tentang hubungan manusia dengan manusia yang

lainnya

3. Graf tentang diciptakannya istri dari tulang rusuk laki laki p < L.

Penggambaran gambar graf semesta dan himpunan m, dimana m memiliki

kedudukan sama dihadapan semesta A, sebagai berikut:
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1 2 6 ..o 1

Gambar 3.16 Graf hubungan antarasemesta A dan himpunan m

Penggambaran graf identitas, dimana sepasang laki-laki dan perempuan
sebenarnya adalah satu. Jika semesta A sublatis, maka himpunan m adalah
elemen dari teoreri latis L dan memenuhi sarat-sarat atau Definisi 2.6 tentang latis
terhadap operasi + dan operasi *, maka akan berlaku Teorema berikut:

Teorema 3.10 perempuan terbuat dari tulang rusuk laki-laki:
Apabila laki-laki dan perempuan adalah elemen dari latis L, ditulis [,p €

L. Akan ditunjukan bahwa [ +p =pdanlxp =L

Bukti:

1. l+p=(UXxp)+p menururt ketentuan [
=p +(Ixp) menurut 1B
=p+(bxl) menurut 1A
=p menururt VB

2. Ixp=1x(+p) menururt ketentuan p
=1 menurut IVA

Terbukii.

Jika mengikuti subbab 3.3 tentang pelabelan suatu graf faktor F(n), p
adalah faktor [, dimana didalam [ terdapat p dan akan melabeli dirinya sendiri.

Penggambaran dalam graf identitas faktor F (1) adalah sebagai berikut:
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Gambar 3.17 Graf Identitas Faktor F(1)

Sehingga, himpunan m menjadi:

(m} = F(D)y ....F(D),,

Penggambaran semesta A dan {m} adalah sebagi berikut:

A

IR,

l‘. !. (. .. [.

Gambar 3.18 Graf Identitas Faktor F(1) dengan Semesta A

Dengan demikian, pelabelan dari latis F(l) diatas dapat diilustrasikan
dengan gambar 3.15. Pelabelan pada graf dari latis menunjukkan bahwa semua
derajat dihadapan Allah sama baik laki-laki maupun perempuan meskipun

perempuan terbuat dari tulang rusuk laki-laki.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan diatas terdapat beberapa kesimpulan, sebagai
berikut:
1. Pelabelan menggunakan metode Dilworth
a. Diagram latis terdiri dari titik dan garis, dimana titik merupakan anggota
dari latis F(n) dan garis adalah pengaitannya. Titik dan garis dapat
dipandang sebagai graf dengan tunduk terhadap Definisi latis.
b. Latis F(n) adalah latis modular, yaitu pada Teorema 2.24 telah dinyatakan
bahwa setiap latis modular (L, +,%) dan memenuhi:
|covyL| = |cov¥L|
untuk setiap k bilang bulat tidak negatif.
Karena latis (F(n),+,%)) adalah latis modular, maka untuk setiap k bilang
bulat tidak negatif berlaku:
|covi F(n)| = |cov®F(n)]
c. Pelabelan graf latis F(n) dengan menggunakan Teorema dilworth adalah

suatu pelabelan é: F(n) — Z* U {0} di mana ¢ diDefinisikan oleh

n
£ = D Keorkrimy@) K
k=0
Di mana y,(x) adalah fungsi karakteristik yang diDefinisikan oleh

(y_F;mmeA
XX =100 sjikax € A
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2. Kajian surat an-Nisa (4) ayat 1 dapat dilustrasikan dengan graf, dimana

semesta A adalah Allah Swt. dan suatu kaum adalah himpunan {m}. Dan

manusia baik laki-laki dan perempuan memiliki derajat yang sama dihadapan
Allah Swt.

4.2 Saran

Berdasarkan penelitian ini, maka bagi penelitian selanjutnya diharapkan

dapat mengembangkan penelitian ini dengan menggunakan aturan pelabelan graf

latis menggunakan algoritma marging, atau varian lain dari pelabelan graf latis

lainnya.
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