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ABSTRAK 

Marliana, Siti Mariam Oktia. 2018. Dualitas Sifat-sifat pada Latis. Skripsi. 

Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing (I) Evawati Alisah, 
M.Pd. (II) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

Kata Kunci: Latis, Dualitas. 

Latis   adalah suatu aljabar dengan dua operasi (dilambangkan dengan   

dan  ), yang memenuhi beberapa aksioma, yaitu kedua operasi bersifat 

idempoten, kedua operasi bersifat asosiatif dan komutatif, serta berlaku absorpsi 
terhadap kedua operasi tersebut. Latis juga dipandang sebagai poset (partially 

ordered set) dengan sifat-sifat tertentu. Pada skripsi ini dibahas tentang dualitas 
sifat-sifat pada latis, yaitu dengan memberikan definisi dan contoh yang berkaitan 
dengan dualitas sifat-sifat pada latis.  

Tujuan penelitian ini adalah menjelaskan dualitas sifat-sifat pada latis. 
Adapun dualitas sifat-sifat pada latis yaitu yaitu: 
a. Jika dalam suatu latis     dan    , maka        , untuk setiap 

       . 

b. Jika dalam suatu latis     dan    , maka        , untuk setiap 

       . 

c. Untuk setiap        ,   (     )  (   )   (   ). 
d. Untuk setiap             (   )  (     )  (     ). 
e. Untuk setiap          

(     )  (     )  (     )  (   )   (   )   (   ) 
f. Untuk setiap          

(   )   (   )   (   )  (     )  (     )  (    ) 

g.   (     )      (   ) dengan     dan   sebarang. 

h.     (   )    (     ) dengan     dan   sebarang. 

Selain itu terdapat beberapa definisi khusus mengenai contoh latis yang 
selanjutnya digunakan untuk membuktikan dualitas sifa-sifat pada latis berlaku 
pada contoh tersebut. Bagi penelitian selanjutnya dapat dikembangkan kajian 

dualitas pada latis dengan memberikan lebih banyak contoh, sehingga membentuk 
suatu teorema atau sifat-sifat baru yang berkaitan dengan dualitas sifat-sifat pada 

latis.  
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ABSTRACT 

Marliana, Siti Mariam Oktia. 2018. Properties Duality of Lattice . Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State 
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (1) 
Evawati Alisah, M.Pd (2) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

 
Keywords: Lattice, Duality. 

 
Latis   is an algebra with the two relation (denoted with   and  ), which 

meet several axioms, i.e. both relations are idempoten, both relationships are 
associative and commutative, as well as apply absorption against both 

relationships. Lattice is also seen as a poset (partially ordered set)with certain 
properties. This thesis discussed about properties duality of lattice, namely by 
providing definitions and examples related to properties duality of lattice and 

proving properties that are related to properties duality of the lattice.  
The purpose of this study is to describe properties that are related to 

properties duality of lattice. As for properties duality of lattice, namely: 
a. If in a given latis     and    , then        , for any          
b. If in a given latis     and    , then        , for any          
c. For any           (     )  (   )     (   ). 
d. For any             (   )  (     )  (     ). 

e. For any          (     )  (     )  (       )  (   )   (   )   (   ). 
i. For any         (   )   (   )   (   )  (     )  (     )  (     ). 
j.   (     )      (   ) where     and any   in  . 

k.     (   )    (     ) where     and any   in  . 

In addition there are several specific definitions regarding sample of lattice who 
then used to prove properties duality of lattice effect on the sample. Further 

research can be developed for the study of duality in the lattice by giving more 
examples, thus forming a theorem or new properties related to duality in the latis. 
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 ملخص

بعث جامعي. شعبة الرياضيات  . في لاتيسخصائص معادية . 8102.  مارلينا، ستي مريم اوكتيا
 كلية العلوم والتكنولوجيا، الجامعة الإسلامية الحكومية مولانا مالك إبراىيم مالانج.

 .الداجستير الدوكتور عبدالشاكر( 8الداجستيرة ) ( ايفاواتي أليسا0الدستشار: )
  

 .معادية،  لاتيس الكلمات الرئيسية:

 

، بديهيات عدة يلتقي ( )و  ( )جبري بعلاقة اثنين )تتم الإشارة إليها مع لاتيس    
كذلك    ،commutative هما النقابي و  idempotentفيها، تنطبق طبيعة العلاقة، وأن العلاقات 

كما يعتبر من بوست )جزئيا أمرت مجموعة( مع لاتيس   تطبيق امتصاص ضد كل العلاقات.
ىذه الأطروحة تناقش حول ازدواجية خصائص شعرية، إلا وىي تقديم تعاريف . خصائص معينة

في  لتي تتعلق بازدواجية خصائصوأمثلة تتعلق بازدواجية خصائص شعرية وإثبات الخصائص ا
 تيس. لا

والغرض من ىذه الدراسة ىو وصف الخصائص التي تتعلق بازدواجية خصائص شعرية. أما 
 :في لاتيس ينطبق علىبالنسبة لازدواجية خصائص 

(   )، ثم التيار      و    ا. إذا كان في لاتيس معين  دينار بحريني،  (   ) 
.        

(   )، ثم التيار     و     ب. إذا كان في لاتيس معين  دينار بحريني،  (   ) 
          

(     ).          ،ج لأي  (   )   (   ) 
(     ).          ،د. لأي   (   )   (   )  

          ،ث. لأي 
(     )  (     )  (     )  (   )   (   )   (   ) 

          ،ل. لأي 
(   )   (   )   (   )  (     )  (     )  (     ) 

وبالإضافة إلى ذلك ىناك العديد من تعريفات محددة فيما يتعلق بعينو من شعرية الذين تستخدم 
بعد ذلك لإثبات خصائص شعرية الأثر معادية في العينة. لإجراء مزيد من البحوث يمكن أن تكون 

قدمة من العداء في شعرية بإعطاء مزيد من الأمثلة، ومن ثم تشكيل نظرية أو خصائص الدراسة الدت
.فيما يتعلق بطبيعة ازدواجية في لاتيس-جديدة ذات الصلة إلى أونبابتيسيد في لاتيس
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Pada saat ini telah banyak muncul berbagai permasalahan dikarenakan 

adanya globalisasi. Seiring berjalannya waktu ilmu pengetahuan berkembang 

semakin tinggi, dan semakin luas. Dengan permasalahan-permasalahan yang 

muncul saat ini manusia diharuskan mempelajari ilmu yang semakin berkembang 

sehingga dapat membantu memberikan solusi terhadap permasalahan yang terjadi.  

Allah Swt. berfirman dalam QS. Ali Imran ayat 7 berikut:  

بَ مِنٓ  كَ ٱلٓ  أنَزَلَ عَلَي ٓ  ىُوَ ٱلَّذِي تٌ ٓ  مُّحهُ ءَايََٰت ٓ  كِتََٰ بِ وَأخَُرُ ٓ  ٱل أمُُّ  ىُنَّ  كَمََٰ كِتََٰ
ت بِهََٰ يَتَّبِعُونَ غ ٓ  زَي ٓ  ٱلَّذِينَ في قُ لوُبِِِم فَأَمَّا ٓ  مُتَشََٰ بَوَ  مَا ف َ نَةِ ٓ  فِتٓ  ءَ ٱلٓ  تغَِآ  ٱب هُ ٓ  مِن تَشََٰ

  ۦمِ يَ قُولوُنَ ءَامَنَّا بِوِ ٓ  عِلٓ  وَٱلرََّٰسِخُونَ في ٱل ٓ  إِلاَّ ٱللَّوُ  ۥ وِيلَوُ ٓ  لََُ تَأٓ  وَمَا يَع ۦ وِيلِوِ ٓ  ءَ تَأٓ  تغَِآ  وَٱب
رُ  وَمَا ٓ  ربَ ِّنَا عِندِ  ٓ  مِّنكُلّ      بََٰبِ ٓ  أَلٓ  ٱل أوُْلوُاْ  ٓ  إِلاَّ  يَذَّكَّ

“Dialah yang menurunkan kitab (al-Quran) kepadamu (Muhammad). Di 

dalamnya terdapat ayat-ayat yang jelas yang menjadi dasar bagi kitab ini, 
sedangkan yang lain adalah yang maknanya tersembunyi. Tetapi bagi mereka 
yang di dalam hatinya terdapat keburukan, mereka mengikuti sebagian dari yang 

maknanya tersembunyi itu, berusaha untuk menyebabkan keburukan dengan 
mencari-cari (sendiri) maknanya dengan penafsiran mereka sendiri, sedangkan 

tiada yang mengetahui penafsirannya (yang tersembunyi itu) kecuali Allah Swt., 
dan mereka yang memiliki pengetahuan kuat dan mendalam berkata, “Kami 
percaya kepada-Nya, seluruhnya berasal dari Tuhan kami, dan tiada yang bisa 

memikirkannya kecuali orang-orang yang berakal.”” (QS. Ali Imran:7). 

Dalam surat Ali Imran ayat 7 dijelaskan pokok dari isi al-Quran adalah 

ayat-ayat muhkamat dan lainnya adalah ayat mutasyabihat. Orang yang hatinya 

condong dalam kesesatan akan mengikuti ayat mutasyabihat yang kurang jelas 

maksud dan tujuannya dan mencari-cari takwilnya. Sedangkan orang-orang yang 

dalam ilmunya akan beriman kepada al-Quran dari ayat-ayat muhkamat maupun 
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ayat-ayat mutasyabihat, dan percaya hanya Allah Swt. yang mengetahui takwil 

dari ayat-ayat dalam al-Quran. Begitulah betapa pentingnya bagi setiap orang 

mencari ilmu. Dengan ilmu setiap orang akan berpikir berulang kali untuk 

melakukan hal-hal yang tidak dapat masuk dalam akal pikiran. Berbeda halnya 

dengan orang yang tidak berilmu, orang yang tidak berilmu tidak akan berpikir 

dua kali untuk melakukan apapun, tidak peduli baik ataupun buruk.  

Banyak sekali ilmu yang ada saat ini. Mulai dari ilmu dasar yang telah 

diajarkan oleh para ilmuan zaman dahulu sampai dikembangkan oleh para ilmuan 

yang telah banyak di era ini. Matematika menurut Yuhasriati (2012) merupakan 

salah satu ilmu dasar yang memegang peranan penting dalam perkembangan ilmu 

pengetahuan dan teknologi maupun dalam membentuk kepribadian manusia. 

Matematika juga ilmu yang sangat membantu kehidupan sehari-sehari, membantu 

mempermudah, mengefektifkan, dan mengefisienkan pekerjaan-pekerjaan 

manusia.  

Aljabar merupakan salah satu bidang matematika yang mempunyai banyak 

sekali materi yang dapat dibahas, di antaranya adalah himpunan, relasi himpunan, 

operasi himpunan, grup, ring, dan latis. Suatu himpunan adalah setiap daftar, 

kumpulan, atau kelas objek-objek yang didefinisikan dengan jelas. Pada umumnya 

suatu himpunan dilambangkan dengan huruf kapital seperti           

sedangkan anggotanya dilambangkan dengan huruf tak kapital           

(Lipschutz, 1995:1). Relasi himpunan adalah suatu aturan yang memasangkan 

setiap anggota satu himpunan dengan anggota himpunan yang lain, dilambangkan 

dengan  . Relasi terurut parsial   di   merupakan relasi yang melibatkan dua 

anggota di himpunan   yang memenuhi sifat refleksif, antisimetris, dan transitif. 
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Himpunan terurut parsial atau poset (partially ordered set) adalah suatu himpunan 

yang dilengkapi dengan relasi terurut parsial    Relasi konvers yang 

dilambangkan oleh    dengan      berlaku jika dan hanya jika     untuk setiap 

      (Sukardjono, 2002:32). 

Latis   adalah struktur aljabar dengan dua operasi biner dilambangkan 

dengan   dan   yang memenuhi sifat-sifat tertentu, yaitu kedua operasinya 

bersifat idempoten, asosiatif, komutatif, dan juga absorpsi terhadap kedua operasi 

tersebut (Gratzer, 2011:12). Latis dapat dikembangkan menjadi beberapa sub 

pembahasan di antaranya, yaitu latis umum, latis modular, latis semi-modular, dan 

latis distributif. Pada latis umum dibahas mengenai dualitas pada latis, irisan, dan 

gabungan pada latis, syarat penutupan dan panjang, komplemen, sublatis atau latis 

bagian, dan juga homomorfisma pada latis.  

Latis   juga dipandang sebagai suatu poset dengan sifat    ,   

direlasikan kurang dari sama dengan  , jika dan hanya jika       dan 

       . Himpunan   yang terurut parsial oleh    atau  , relasi lebih dari sama 

dengan merupakan dualitas dari himpunan   yang terurut parsial oleh  . 

(Sukardjono, 2002:32). Sehingga, karena relasi   merupakan relasi terurut parsial 

maka relasi   memenuhi sifat refleksif, antisimetris, dan transitif. Dengan 

demikian berlaku     jika dan hanya jika       dan        . Sehingga 

    merupakan dualitas dari     begitu juga dengan pernyataan urutan 

parsialnya (Sukardjono, 2002:66).  

Pada penelitian sebelumnya yang juga berkaitan dengan latis yang 

membahas teorema-teorema beserta contohnya, yaitu pada penelitian Lailatul 

Fitriyah (2015)  telah dibahas mengenai ideal pada latis, dan pada penelitian 
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Faizatul Wahidah (2017) telah dibahas mengenai homomorfisma pada latis. Oleh 

karena itu, pada penelitian selanjutnya penulis tertarik untuk mengkaji bagian dari 

latis yang lain yaitu dualitas sifat-sifat pada latis yang dalam penelitian ini juga 

membahas teorema-teorema dan contoh dualitas sifat-sifat pada latis. 

Berdasarkan permasalahan di atas, penulis ingin mengetahui lebih lanjut 

mengenai teori latis. Merujuk pada buku yang ada, belum dijelaskan mengenai 

dualitas pada latis secara lebih detil. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk 

membahasnya, sehingga skripsi ini oleh penulis diberi judul “Dualitas Sifat-sifat  

pada Latis”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang dibahas 

dalam penelitian ini adalah bagaimana dualitas sifat-sifat pada latis? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah 

mendeskripsikan dualitas sifat-sifat pada latis.  

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Dari penulisan skripsi ini penulis berharap agar penelitian ini bermanfaat 

bagi berbagai kalangan, antara lain: 

1. Bagi Penulis 

a. Untuk menambah pemahaman tentang konsep yang ada dalam matematika, 

yang dalam penelitian ini dikhususkan pada latis. 
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b. Sebagai sarana latihan untuk menambah penguasaan penulis dalam 

mengkaji latis terutama mengenai dualitas sifat-sifat latis. 

2. Bagi Pembaca 

a. Sebagai tambahan literatur atau wawasan untuk kajian lebih lanjut  

khususnya yang sedang mempelajari latis. 

b. Menambah pengetahuan pembaca tentang latis 

3. Bagi Lembaga 

a. Sebagai bahan informasi mengenai pembelajaran latis yang masih terbatas 

referensinya. 

b. Sebagai tambahan kepustakaan. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Dilihat dari latar belakang mengenai dualitas yang menjelaskan banyak 

dualitas pada latis, maka peneliti membatasi masalah dalam penelitian ini yaitu 

membahas dualitas sifat-sifat pada latis. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode kajian pustaka. 

Untuk menganalisis dualitas sifat-sifat pada latis, terlebih dahulu akan dikaji 

mengenai definisi dan teorema-teorema pada latis, kemudian dikaji mengenai 

definisi dan teorema-teorema dualitas sifat-sifat pada latis. 

Langkah-langkah yang akan digunakan dalam analisis penelitian ini adalah 

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini. Literatur 

yang dimaksud adalah buku yang ditulis oleh Sukradjono (2002). 
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2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku-

buku, jurnal, artikel, diktat kuliah, internet, dan lainnya yang berhubungan 

dengan permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini. 

3. Memahami dan mempelajari konsep dualitas pada latis. 

4. Menentukan himpunan dan membuktikan himpunan tersebut adalah latis. 

5. Membuktikan teorema-teorema latis berlaku pada latis tersebut. 

6. Membuktikan teorema-teorema dualitas berlaku pada latis tersebut. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan penelitian ini, penulis menggunakan sistematika 

penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam 

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Pada bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini menyajikan konsep-konsep yang mendukung bagian 

pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain himpunan, relasi 

himpunan, operasi himpunan, FPB dan KPK, definisi latis, definisi dualitas, 

dan kajian ilmu pengetahuan dalam al-Quran. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini membahas dualitas sifat-sifat pada latis dan kajian dualitas 

dalam Islam. 
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Bab IV Penutup  

Pada bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan dan saran bagi pembaca. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Himpunan 

Konsep himpunan adalah suatu konsep mendasar dalam semua cabang 

ilmu matematika. Istilah himpunan seringkali dijumpai dalam aljabar abstrak. 

Definisi 2.1 

Himpunan secara intuitif adalah setiap daftar, kumpulan atau kelas objek-

objek yang didefinisikan dengan jelas. Himpunan-himpunan akan selalu 

dinyatakan dengan huruf-huruf kapital, sedangkan anggota-anggotanya 

atau objek-objeknya selalu dinyatakan dengan huruf tak kapital (Lipschutz, 

1995).  

Terdapat beberapa istilah yaitu himpunan, anggota, dan relasi keanggotaan 

( ). Misalkan   himpunan dan   adalah anggota dari  , dinotasikan dengan 

   , atau dapat diartikan dengan   memuat  . Sebaliknya, penulisan     

berarti   bukan anggota   atau   tidak memuat   (Arifin, 2000:1). Menurut 

Abdussakir (2007:103) himpunan juga dapat dinyatakan dengan mendaftar semua 

anggotanya di dalam tanda kurung kurawal yaitu *+. 

Beberapa hal yang perlu dicatat mengenai himpunan adalah: 

a. Himpunan harus terdefinisi dengan jelas, 

b. Anggota-anggota yang disebutkan dalam suatu himpunan harus berbeda, 

c. Urutan penyebutan anggota dalam suatu himpunan tidak diperhatikan, 

(Abdussakir, 2014:54). 
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Contoh  

Didefinisikan   himpunan bilangan bulat positif, maka dapat ditulis: 

  *       + 

atau, 

  * |    + 

Definisi 2.2 

Himpunan   disebut himpunan bagian dari himpunan   atau himpunan   

disebut himpunan induk dari himpunan  , dilambangkan dengan 

             

apabila setiap unsur di   termuat dalam  , yaitu jika     maka    . 

Negasi dari     ditulis   atau ⊅ yang berarti ada     sedemikian 

sehingga     (Lipschutz, 1988:37). 

Definisi 2.3 

Suatu himpunan   dikatakan merupakan himpunan bagian sejati (proper 

subset) dari himpunan  , jika     dan terdapat sedikitnya satu anggota 

dari   yang bukan anggota  , yang dilambangkan dengan     

(Mas‟oed, 2013).  

Dengan kata lain     artinya     tetapi   bukan merupakan 

himpunan bagian dari  , dilambangkan dengan    . Dapat juga diartikan 

    jika dan hanya jika    , dengan    .   

Contoh  

Perhatikan himpunan  

  *         + 

  *            + 
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  * |           +  *          + 

Maka     karena setiap bilangan prima yang lebih dari   merupakan bilangan 

ganjil. Tetapi     karena      dan     .  

Contoh 

Misalkan   menyatakan himpunan bilangan bulat positif,   menyatakan 

himpunan bilangan bulat,   menyatakan himpunan bilangan rasional, dan   

menyatakan himpunan bilangan riil. Maka  

         

Definisi 2.4 

Himpunan semesta adalah himpunan semua objek yang dibicarakan, diberi 

simbol  . Sedangkan himpunan kosong adalah suatu himpunan yang tidak 

mempunyai anggota yang diberi simbol   atau * +.  

Sifat himpunan kosong adalah,   

a. Merupakan himpunan bagian dari setiap himpunan 

b. Himpunan kosong adalah tunggal  

Bukti pernyataan di atas adalah sebagai berikut: 

a. Dengan metode kontradiksi, ambil sebarang himpunan   dan misalkan    . 

Menurut definisi himpunan bagian,     berarti bahwa (  )     dan   

 . Terjadilah kontradiksi pada     karena menurut definisinya,   adalah 

himpunan yang tidak memiliki anggota. 

b. Sifat tunggal himpunan kosong juga dibuktikan dengan metode kontradiksi. 

Misalkan ada dua himpunan kosong, yaitu       yang masing-masing tidak 

mempunyai anggota, dan      . Menurut sifat satu himpunan kosong 

merupakan himpunan bagian dari sebarang himpunan  , dengan   mungkin 
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juga himpunan kosong. Karena    adalah himpunan kosong, maka      

untuk sebarang  . Kemudian ambil      sehingga      , dengan cara 

yang sama maka diperoleh      , maka menurut definisi      . Hal ini 

bertentangan dengan pernyataan yang mengatakan bahwa      . Jadi 

terbukti bahwa   adalah tunggal 

    (Limbong & Prijono, 2006). 

Anggota-anggota suatu himpunan sering berupa himpunan juga. Biasanya 

digunakan sebutan seperti “kelas”, “koleksi”, dan “keluarga” untuk himpunan dari 

himpunan. Kata kelas bagian, koleksi bagian, keluarga bagian memiliki arti yang 

serupa dengan himpunan bagian (Lipschutz, 1988). 

Contoh 

Anggota dari kelas {*   + * + *   +} adalah *   + * +  dan *   +. 

Definisi 2.5 

Misalkan   adalah sebarang himpunan. Himpunan kuasa dari  , 

disimbolkan dengan  ( ), adalah himpunan yang anggota-anggotanya 

adalah semua himpunan bagian  . Jika himpunan   memiliki jumlah 

anggota sebanyak  , maka  ( ) mempunyai anggota sebanyak    

(Limbong & Prijono, 2006).  

Contoh 

Diketahui   *   +. Carilah himpunan kuasa dari  . 

Jawab:  

Himpunan-himpunan bagian dari   adalah   * + * +  dan *   +. Maka  ( )  

{  * + * + *   +}. Perhatikan bahwa   dan   selalu merupakan anggota  ( ) 

karena keduanya merupakan himpunan bagian dari  . 
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Contoh 

Jika   *     +, maka 

 ( )  *  *   + *   + *   + * + * + * +  + 

Contoh: 

Misalkan   dan   adalah himpunan. Buktikan bahwa jika    , maka  ( )  

 ( ). 

Jawab: 

Dengan diketahuinya    , akan dibuktikan bahwa  ( )   ( ). Ambil 

   ( ), harus dibuktikan bahwa    ( ). Menurut definisi himpunan kuasa, 

anggota-anggota  ( ) adalah semua himpunan-himpunan bagian dari   sehingga 

jika    ( ), maka    . Tetapi, diketahui bahwa    , maka didapat 

      atau lebih khusus lagi    . Menurut definisi himpunan kuasa, jika 

   , maka berarti bahwa    ( ). Terbukti bahwa jika    ( ) maka 

   ( ) atau  ( )    ( ). 

 

2.2 Operasi Himpunan 

Operasi pada himpunan meliputi operasi gabungan (union), irisan 

(intersection), komplemen, dan perkalian Cartesius (Abdussakir, 2014). Dari 

operasi-operasi ini dapat dibentuk himpunan baru dari himpunan-himpunan yang 

diketahui 

Definisi 2.6 

  gabungan   ditulis dengan     adalah himpunan yang semua 

anggotanya merupakan anggota   atau anggota  , dan disimbolkan dengan 

     * |    atau    + (Mas‟oed, 2013). 
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Definisi 2. 7 

  irisan   ditulis dengan     adalah himpunan yang semua anggotanya 

merupakan anggota   dan sekaligus anggota  , dan disimbolkan dengan 

    * |    dan    + (Mas‟oed, 2013). 

Contoh 

Himpunan    *           + dan himpunan   *       +, maka     

*     +, dan     *             +. 

Definisi 2.8 

Selisih himpunan   dan   adalah himpunan dari anggota-anggota yang 

termuat di   tetapi tidak termuat di  , dan dinotasikan dengan     

(Lipschutz, 1995). 

Contoh 

Misalkan    *       +  dan    *       +,   maka      *   +. 

Definisi 2.9 

Komplemen dari suatu himpunan   adalah himpunan dari elemen-elemen 

yang tidak termuat di  , yaitu selisih dari himpunan semesta   dan  , dan 

disimbolkan dengan    (Lipschutz, 1995:20). 

Contoh 

Misalkan   *       + dengan   *                    +. Maka    

*            +. 

Operasi himpunan selanjutnya yaitu, perkalian Cartesius. Perbedaan 

perkalian Cartesius dengan operasi gabungan dan irisan hasil adalah pada hasil 

operasinya. Pada perkalian Cartesius dua himpunan akan dihasilkan himpunan 

baru yang anggotanya berupa pasangan berurutan, artinya pada pasangan 
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berurutan (   ) mempunyai makna khusus (Abdussakir, 2014).  

Definisi 2.10 

 Misalkan   dan   himpunan. Perkalian Cartesius himpunan   dan  , 

ditulis    , adalah himpunan semua pasangan berurutan (   )  dengan 

    dan    . Dalam notasi himpunan dapat dinyatakan 

    *(   )|        +  

(Abdussakir, 2014). 

Contoh: 

Misalkan   *   + dan   *     +. 

Maka 

    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 

    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+  

Definisi 2.11 

Operasi gabungan, irisan, dan komplemen memenuhi beberapa hukum, 

yaitu: 

a. Idempoten  

        

 

      

b. Asosiatif 

(   )      (   ) 

 

(   )      (   ) 

c. Komutatif  

        

 

        

d. Distributif  

  (   )  (   )  (   ) 

 

  (   )  (   )  (   ) 
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e. Identitas  

      

      

 

      

      

f. Komplemen 

       

(  )    

 

       

(  )         

g. De Morgan  

(   )        

 

(   )        

 (Lipschutz, 1988:39). 

Definisi 2.12 (Operasi biner) 

Misalkan   suatu himpunan tidak kosong. Operasi   pada anggota-anggota 

  disebut operasi biner, jika setiap dua elemen       maka      , 

dapat juga dikatakan bahwa   pada   merupakan pemetaan dari     ke  , 

atau operasi yang bersifat tertutup pada   (Sukirman, 2005). 

Contoh  

Misalkan   adalah himpunan bilangan bulat. Operasi   pada   adalah operasi 

biner, sebab operasi   merupakan pemetaan dari     ke  , yaitu  (   )    

  maka       . Ingat bahwa jumlah dua bilang bulat adalah bilangan bulat 

pula. Operasi ( ) pembagian pada   bukan merupakan operasi biner, sebab ada 

(   )       sedemikian sehingga (   )   , misalnya (   )       dan 

(    )   . 

Misalkan  operasi   pada   adalah suatu operasi biner,  

a. Apabila           berlaku      =     , maka operasi   pada   bersifat 

komutatif. 
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b. Apabila             berlaku (   )       (   ), maka dikatakan 

bahwa operasi   pada   bersifat asosiatif. 

c. Jika ada     sedemikian sehingga       berlaku          , maka 

  disebut elemen identitas terhadap  . 

d. Jika             sedemikian sehingga           maka   

disebut invers dari   terhadap operasi  . Invers dari   ditulis  
−1

. 

(Sukirman, 2005). 

 

2. 3 Relasi Biner 

Relasi merupakan salah satu bagian yang sering digunakan dalam pelajaran 

aljabar. Secara umum relasi adalah suatu aturan yang memasangkan setiap 

anggota himpunan dengan anggota himpunan yang lain.  

Definisi 2.13 

Misalkan   dan   adalah dua himpunan tak kosong, maka suatu relasi 

biner   dari   ke   adalah suatu himpunan bagian dari    . Jika    , 

maka   disebut relasi biner pada   (Mas‟oed, 201:9). 

Jika   suatu relasi pada  , maka (   )    ditulis dengan     (Mas‟oed, 

2013:9). 

Contoh: 

Misalkan himpunan   *     +, maka suatu relasi dari   ke   yang mungkin 

adalah   *(   ) (   ) (   ) (   )+. 

Contoh 

Relasi ( ) pada himpunan   *     + adalah himpunan *(   ) (   ) (   )+     

dan relasi     pada   adalah *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+. 
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Definisi 2. 14 

Misalkan   adalah himpunan. Relasi   di   merupakan relasi terurut 

parsial yang melibatkan dua unsur di   yang memenuhi sifat-sifat: 

(i) Refleksif: untuk setiap   di  , berlaku    , 

(ii) Antisimetris: jika     dan    , maka    , 

(iii) Transitif: jika     dan    , maka     

(Sukardjono, 2002:27). 

Contoh 

Diberikan    *     +  dan diketahui 

   *(   ) (   ) (   ) (   ) ++, 

maka     adalah relasi simetrik tetapi bukan relasi refleksif pada   . Kemudian 

diketahui juga  

   *(   ) (   ) (   )+ 

maka     merupakan relasi refleksif tetapi bukan relasi simetrik pada  .  

Contoh 

Jika   *       +, maka    *(   ) (   ) (   ) (   )+ adalah relasi transitif 

pada  . Sedangkan    *(   ) (   )+ bukan relasi transitif karena 

*(   ) (   )+     tetapi (   )    . 

Definisi 2. 15 

Suatu himpunan   yang disertai dengan relasi terurut parsial disebut 

himpunan terurut parsial atau poset (partially ordered set) (Sukardjono, 

2002:28). 
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2.4 FPB dan KPK 

Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) dari beberapa bilangan adalah faktor 

persekutuan yang paling besar di antara faktor-faktor persekutuan dari bilangan 

yang diketahui. Sedangkan Kelipatan Persekutuan Terkecil (KPK) dari dua 

bilangan adalah kelipatan persekutuan yang paling kecil di antara kelipatan-

kelipatan persekutuan dari dua bilangan yang diketahui (Desriyati, dkk, 2011). 

Definisi 2.16 

Jika   dan   adalah sebarang bilangan bulat dengan    , maka   

dikatakan pembagi  , dinotasikan dengan  | , jika dan hanya jika terdapat 

bilangan bulat   sedemikian sehingga      . Jika  | , maka   disebut 

pembagi atau faktor dari  , dan   disebut kelipatan atau perkalian dari   

(Muhsetyo, dkk., 1985:90). 

Definisi 2.17 

Jika bilangan bulat positif   adalah pembagi bilangan bulat   dan  , maka 

  disebut pembagi persekutuan   dan   (Muhsetyo, dkk., 1985:109).  

Contoh: 

Misalkan himpunan   mempunyai anggota bilangan bulat positif pembagi dari 

  , maka   *            +. Himpunan bilangan bulat positif pembagi    

dinyatakan sebagai   *                  +. Maka     *       + 

merupakan himpunan pembagi persekutuan    dan    yang bulat positif. Di 

antara pembagi persekutuan tersebut,   merupakan pembagi persekutuan terbesar 

dari    dan   . 

Definisi 2.18 

FPB dari dua bilangan bulat tidak nol   dan  , dinotasikan dengan (   ), 
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adalah bilangan bulat positif terbesar   sehingga   membagi   dinotasikan 

dengan  |  dan   membagi   dinotasikan dengan  |  (Muhsetyo, dkk., 

1985:110). 

FPB dari dua bilangan bulat positif adalah perkalian dari perpangkatan 

terkecil sebarang faktor-faktor persekutuan yang muncul pada pemfaktoran dua 

bilangan itu menjadi faktor-faktor prima (Muhsetyo, dkk., 1985:111). 

Contoh: 

Carilah FPB dari    dan    

Jawab 

         

          

Karena FPB membagi    dan   , FPB tidak dapat memuat faktor   lebih dari dua 

kali atau faktor   lebih dari satu kali. Jadi FPB dari    dan    adalah        . 

Definisi 2.19 

Jika FPB dari dua bilangan bulat   dan   adalah  , maka   dan   disebut 

relatif prima (Muhsetyo, dkk., 1985:112). 

Contoh: 

  dan   adalah relatif prima, karena (   )   .   

Definisi 2.20   

Suatu bilangan bulat positif   adalah kelipatan persekutuan terkecil (KPK) 

dari bilangan bulat   dan  , dinotasikan dengan ,   -,  jika   dan   

membagi   dan jika   adalah bilangan bulat positif terkecil yang dapat 

dibagi   dan   (Muhsetyo, dkk., 1985:115). 
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KPK dari dua bilangan bulat positif adalah perkalian dari perpangkatan 

tertinggi dari semua faktor prima yang terdapat pada faktorisasi prima dari 

masing-masing bilangan (Muhsetyo, dkk., 1985:116). 

Contoh: 

Carilah KPK dari   dan   . 

      

         

Jika masing-masing faktor prima adalah untuk membagi KPK, maka KPK harus 

memuat   sebagai faktor sebanyak tiga kali dan memuat faktor   sebanyak satu 

kali. Jadi, KPK dari   dan    adalah        . 

Contoh: 

Carilah KPK dari     dan    . 

            

             

Jadi, KPK (       )             . 

 

2.5 Latis 

Latis dapat dipandang dengan banyak cara yang berbeda. Dapat dipandang 

sebagai aljabar atau sebagai poset. Berikut ini dijelaskan latis yang dipandang 

sebagai aljabar dan sebagai poset. 

Definisi 2.21 

Suatu latis   adalah suatu aljabar dengan dua operasi biner dilambangkan 

dengan perkalian   dan penjumlahan   yang memenuhi postulat- postulat 

berikut, untuk semua       di  , 
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IA        operasi   bersifat idempoten 

IB          operasi   bersifat idempoten 

IIA             operasi   komutatif 

IIB              operasi   komutatif 

IIIA   (   )  (   )     operasi   asosiatif 

IIIB     (     )  (      )      operasi   asosiatif 

IVA   (     )     absorbsi terhadap operasi   

IVB     (   )     absorbsi terhadap operasi     

(Sukardjono, 2002:39). 

Teorema 2.1 

Misal   adalah suatu latis dan      . Jika       , maka          

(Sukardjono, 2002:40). 

Bukti: 

        (   )      menurut ketentuan   

       (   )  menurut IIB  

       (   )   menurut IIA 

      menurut IVB 

Jadi terbukti jika      , maka        . 

Teorema 2.2 

Misal   adalah suatu latis dan      . Jika        , maka        

(Sukardjono, 2002:40). 
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Bukti: 

          (     )   menurut ketentuan b 

      menurut IVA 

Jadi terbukti jika        , maka      . 

Definisi 2.22 

Didefinisikan suatu relasi   di antara dua anggota dalam suatu latis dengan  

(i)     jika dan hanya jika        dan 

(ii)     jika dan hanya jika          

(Sukardjono, 2002:40). 

Contoh: 

Misalkan (     ) adalah suatu latis, dengan   *   +. Didefinisikan operasi 

biner yang dilambangkan dengan   dan  , dengan   diartikan sebagai FPB dan   

diartikan sebagai KPK. Dapat dituliskan juga untuk     (   ) dan       

,   -, maka tunjukkan bahwa untuk semua       berlaku    . 

Jawab: 

Akan ditunjukkan bahwa untuk semua       berlaku     jika dan hanya jika 

      dan        , yaitu: 

a. Untuk     dan     

                  

                 

           

b. Untuk     dan     
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c. Untuk      dan     

                 

                 

           

d. Untuk     dan     

                 

                 

               

Karena untuk     dan     tidak memenuhi kondisi     jika dan hanya jika 

      maka untuk semua       hanya berlaku         dan    . 

Teorema 2.3 

Misal   adalah suatu latis, maka untuk setiap       berlaku     

(Sukardjono, 2002:40). 

Bukti: 

       menurut postulat IA 

dan   

         menurut postulat IB 

Jadi, menurut Definisi 2.22 terbukti untuk           

Teorema 2.4 

Misal   adalah  suatu latis, maka untuk setiap       berlaku jika     

dan    , maka      (Sukardjono, 2002:40). 
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Bukti: 

          menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

        menurut postulat IIA 

     menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

dan  

            menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

          menurut postulat IIB 

     menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

Jadi, terbukti jika     dan     maka     untuk setiap      . 

Teorema 2.5 

Misal   suatu latis, maka untuk setiap       berlaku jika     dan    , 

maka     (Sukardjono, 2002:40). 

Bukti: 

      (   )     menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

    (   )  menurut IIIA 

       menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

     menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

dan 

            (     )  menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

  (     )      menurut IIIA 

         menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

     menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

Jadi terbukti untuk    , menurut Definisi 2.22 
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Relasi   pada Teorema 2.3 sampai Teorema 2.5 adalah relasi terurut 

parsial karena memenuhi sifat-sifat refleksif (Teorema 2.3), antisimetris (Teorema 

2.4), dan transitif (Teorema 2.5) (Sukardjono, 2002:27). 

Teorema 2.6 

Suatu latis adalah poset, dengan sifat     yang berarti       dan 

        (Sukardjono, 2002:41). 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa jika    , maka berlaku        dan        . 

Karena    , maka untuk semua       berlaku sifat refleksif, antisimetris, dan 

transitif. Pertama akan dibuktikan bahwa jika    , maka      , yaitu: 

           karena berlaku sifat antisimetris 

     karena berlaku sifat refleksif 

Karena      , maka      . Berdasarkan Teorema 2.1 jika       , maka 

       , sehingga terbukti bahwa jika    , maka berlaku       dan 

       . 

Teorema 2.7 

Misal   suatu latis, maka untuk semua       berlaku (   )    

(Sukardjono, 2002:42). 

Bukti: 

(   )          (   )    menurut IIA 

  (   )     menurut IIIA  

       menurut IA 
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dan 

(   )           (    )  menurut IIB 

     menurut IVB 

Maka (    )     menurut Definisi 2.22. 

Teorema 2.8 

Misal   suatu latis, maka untuk semua       berlaku   

(     ) (Sukardjono, 2002:42). 

Bukti: 

  (     )     menurut IVA 

dan 

    (     )   (     )      menurut IIIB 

         menurut IB 

Jadi terbukti bahwa         menurut Definisi 2.22. 

Teorema 2.9 

Misal   adalah suatu latis, maka untuk semua       berlaku (   )    

(Sukardjono, 2002:42). 

Bukti: 

(   )     menurut Teorema 2.9 

tetapi, 

          

Jadi terbukti bahwa       menurut IIA. 

Teorema 2.10 

Misal   adalah suatu latis, maka untuk semua       berlaku         

(Sukardjono, 2002:42). 
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Bukti: 

  (     )   menurut Teorema 2.8 

tetapi, 

              

Jadi terbukti bahwa         menurut IIB. 

Teorema 2.11 

Misal   adalah suatu latis, untuk semua         maka jika     dan 

    berlaku   (   ) (Sukardjono, 2002:42). 

Bukti: 

         menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

  (   )     menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

    (   )   menurut IIIA 

    (   )  menurut IIA 

dan 

        (     )  menurut ketentuan kedua dan Definisi 2.22 

  (   )   (   )  menurut sifat distributif 

      (   )  menurut ketentuan pertama dan Definisi 2.22 

Dengan demikian terbukti       menurut Definisi 2.22 

Teorema 2.12 

Misal   adalah suatu latis, untuk setiap           maka jika     dan 

    berlaku         (Sukardjono, 2002:42). 

Bukti: 

(     )    (   )   (   )  menurut sifat distributif 

         ketentuan pertama, kedua, Definisi. 2.22 
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dan  

(     )          (     )  menurut IIIB 

              menurut ketentuan kedua dan Definisi. 2.22 

             menurut ketentuan pertama 

Dengan demikian maka terbukti bahwa        . 

 

2.6 Dualitas 

Arti kata dualitas dalam Kamus Besar Bahasa Indonesia (KBBI) yaitu 

keadaan menjadi rangkap dua atau memiliki sifat rangkap dua.  

Definisi 2.23 

Relasi konvers yaitu jika diberikan relasi  ,    disebut relasi konvers 

dengan      jika dan hanya jika     (Sukardjono, 2002:32). 

Teorema 2.13 

Jika suatu himpunan   terurut parsial oleh relasi  , maka   terurutkan 

parsial oleh relasi konvers    (Sukardjono, 2002:32). 

Bukti: 

Karena    , maka diperoleh      untuk setiap    . Dengan demikian 

maka    memenuhi sifat refleksif. 

Jika      dan     , berdasarkan definisi relasi    diperoleh     dan    . 

Tetapi   adalah relasi terurut parsial yang memenuhi sifat antisimetrik, sehingga 

   . Dengan demikian maka    memenuhi sifat antisimetris. 

Jika      dan      maka menurut definisi    diperoleh     dan    . 

Karena   terurut parsial yang memenuhi sifat transitif, akibatnya diperoleh     

atau menurut definisi    berarti     . Sehingga    memenuhi sifat transitif. 
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Karena    memenuhi sifat refleksif, antisimetris, dan transitif, akibatnya    

merupakan relasi terurut parsial. Sehingga untuk setiap        , maka   

terurutkan parsial oleh   . 

Definisi 2.24 

Himpunan   yang terurut parsial oleh    disebut dual dari   yang terurut 

parsial oleh  . Dual dari himpunan   disimbolkan dengan   . (Sukardjono, 

2002:32). 

Contoh: 

Misalkan terdapat   *          + dengan     yang berarti  | ,   membagi 

 . Dual dari himpunan ini terdiri atas bilangan-bilangan yang sama dengan     

yang berarti  | ,   kelipatan dari  .  

Definisi 2.25 

Misalkan   adalah himpunan bagian dari poset   untuk        dan    , 

i-a Jika    ,   disebut unsur terkecil dari  . 

i-b Jika    ,   disebut unsur terbesar dari  . 

ii-a Anggota terkecil adalah tunggal. Karena jika       adalah anggota-

anggota terkecil,            , maka      . 

ii-b Anggota terbesar adalah tunggal. Karena jika       adalah anggota-

anggota terbesar,            , maka      . 

iii-a Jika    , anggota terkecil ini disebut anggota nol, dengan notasi   

atau  . 

iii-b Jika    , anggota terbesar ini disebut anggota satuan, dengan 

notasi   atau   atau  . 
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iv-a Jika     dan tidak ada anggota     dengan sifat    ,   disebut 

anggota minimal dari  . Anggota minimal tidak harus tunggal. 

iv-b Jika     dan tidak ada anggota     dengan sifat    ,   disebut 

anggota maksimal dari  . Anggota maksimal tidak harus tunggal. 

v-a Jika    , untuk setiap    ,   disebut batas bawah dari himpunan 

bagian  . 

v-b Jika    , untuk setiap    ,   disebut batas atas dari himpunan 

bagian  . 

vi-a Jika   anggota batas bawah dari   dengan sifat     untuk setiap 

batas bawah   dari  ,   disebut batas bawah terbesar dari  . 

vi-b Jika   anggota batas atas dari   dengan sifat     untuk setiap 

batas atas   dari  ,   disebut batas atas terkecilr dari  . 

vii-a Jika anggota batas bawah terbesar   ada, anggota itu tunggal. Karena 

  adalah batas bawah, maka himpunan batas bawah tidak hampa, 

dan   adalah anggota terbesar. 

vii-b Jika anggota batas atas terbesar   ada, anggota itu tunggal. Karena   

adalah batas atas, maka himpunan batas atas tidak hampa, dan   

adalah anggota terbesar. 

(Sukardjono, 2002:33). 

 

2.7 Kajian Ilmu Pengetahuan dalam Al-Quran  

Di era global ini, sangatlah penting mempelajari banyak ilmu yang 

harusnya diketahui dan dipelajari. Melihat perkembangan banyak ilmu yang 

semakin tinggi dan semakin luas. Matematika merupakan salah satu ilmu dasar 
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dari ilmu-ilmu lain yang wawasannya semakin luas. Ketika duduk dibangku 

sekolah dasar telah dipelajari mengenai angka-angka dari   sampai tak hingga, 

himpunan-himpunannya, dan operasi dalam matematika yaitu penjumlahan ( ), 

pengurangan ( ), perkalian ( ), dan juga pembagian ( ). Semakin tinggi 

tingkatan sekolah maka semakin tinggi ilmu matematika yang dipelajari. Seperti 

pada bangku kuliah mempelajari ilmu aljabar. Aljabar mempelajari tentang 

struktur dan sifat-sifatnya, operasi atau hubungan, dan juga mempelajari 

himpunan. Aljabar mempelajari grup ring dan latis. Latis adalah suatu aljabar 

dengan dua operasi biner. Masih banyak lagi ilmu-ilmu matematika yang belum 

diketahui. Oleh karena itu diharuskan mempelajari berbagai ilmu untuk 

mempermudah segala hal. 

Allah Swt. berfirman dalam surat Ali Imran ayat 7 berikut: 

بَ مِنٓ  كَ ٱلٓ  أنَزَلَ عَلَي ٓ  ىُوَ ٱلَّذِي تٌ ٓ  مُّحهُ ءَايََٰت ٓ  كِتََٰ بِ وَأخَُرُ ٓ  ٱل أمُُّ  ىُنَّ  كَمََٰ كِتََٰ
ت بِهََٰ يَتَّبِعُونَ غ ٓ  زَي ٓ  ٱلَّذِينَ في قُ لوُبِِِم فَأَمَّا ٓ  مُتَشََٰ بَوَ  مَا ف َ نَةِ ٓ  فِتٓ  ءَ ٱلٓ  تغَِآ  ٱب هُ ٓ  مِن تَشََٰ

  ۦمِ يَ قُولوُنَ ءَامَنَّا بِوِ ٓ  عِلٓ  وَٱلرََّٰسِخُونَ في ٱل ٓ  إِلاَّ ٱللَّوُ  ۥ وِيلَوُ ٓ  لََُ تَأٓ  وَمَا يَع ۦ وِيلِوِ ٓ  ءَ تَأٓ  تغَِآ  وَٱب
رُ  وَمَا ٓ  ربَ ِّنَا عِندِ  ٓ  مِّنكُلّ    بََٰبِ ٓ  أَلٓ  ٱل أوُْلوُاْ  ٓ  إِلاَّ  يَذَّكَّ

“Dialah yang menurunkan kitab (al-Quran) kepadamu (Muhammad). Di 
dalamnya terdapat ayat-ayat yang jelas yang menjadi dasar bagi kitab ini, 
sedangkan yang lain adalah yang maknanya tersembunyi. Tetapi bagi mereka 

yang di dalam hatinya terdapat keburukan, mereka mengikuti sebagian dari yang 
maknanya tersembunyi itu, berusaha untuk menyebabkan keburukan dengan 

mencari cari (sendiri) maknanya dengan penafsiran mereka sendiri, sedangkan 
tiada yang mengetahui penafsirannya (yang tersembunyi itu) kecuali Allah Swt., 
dan mereka yang memiliki pengetahuan kuat dan mendalam. Mereka berkata, 

“Kami percaya kepada-Nya, seluruhnya berasal dari Tuhan kami, dan tiada yang 
bisa memikirkannya kecuali orang-orang yang berakal.”” (QS. Ali Imran:7). 

Dalam surat Ali Imran ayat 7 ini menjelaskan tentang satu keistimewaan al-

Quran. Kelebihan yang ditunjukkan adalah di dalam al-Quran terdapat ayat-ayat 

yang jelas yang menjadi dasar al-Quran, sedangkan yang lain adalah yang 
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maknanya tersembunyi. Ayat-ayat yang maknanya tersembunyi ini, jika dilihat 

sekilas terlihat rumit karena tingginya tingkatan topik atau karena faktor-faktor 

lain di dalamnya. Ayat ini digunakan untuk menguji manusia agar memisahkan 

ulama yang sejati dengan orang-orang yang keras kepala dan tidak setia (Imani, 

2006a:126).  

Dalam ayat ini diketahui bahwa ayat-ayat al-Quran dibagi ke dalam dua 

kelompok. Sebagian ayat memiliki konsep yang sedemikian jelas, sehingga tidak 

membuka peluang bagi penolakan, justifikasi, atau penyalahgunaan. Ayat-ayat ini 

disebut ayat yang muhkamat. Akan tetapi, ada beberapa ayat, yang karena 

tingginya topik atau bahasan yang jauh di atas jangkauan, seperti alam-alam yang 

tak terlihat, alam kebangkitan, sifat-sifat Allah Swt., sedimikian tingginya 

sehingga makna-makna rahasianya yang tersembunyi, dan kedalam realitasnya, 

membutuhkan kemampuan ilmiah tertentu untuk memahaminya. Ayat-ayat ini 

disebut ayat mutasyabihat. Beberapa orang yang tidak bertanggung jawab 

mencoba untuk menyalahgunakan ayat ini dengan cara menafsirkannya dengan 

kebohongan untuk menciptakan keburukan pada umat manusia, dan 

menyimpangkan mereka dari jalan yang benar. Akan tetapi Allah Swt. dan orang-

orang yang memiliki ilmu yang mengakar kuat mengetahui rahasia-rahasia ayat-

ayat ini dan menjelaskannya kepada manusia. Mereka adalah yang ada pada 

barisan pertama dari segi pengetahuan, seperti Nabi dan para imam maksum. Oleh 

karena itu ilmu sangat penting untuk mengungkap misteri-misteri dalam al-Quran 

(Imani, 2006a:126). 

Karena sangat pentingnya ilmu dalam kehidupan di dunia ini, banyak ayat 

al-Quran yang menganjurkan manusia untuk menuntuk ilmu. Salah satunya telah 
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dijelaskan pada firman Allah Swt. dalam surat al-Alaq  (96) ayat 1-5 berikut: 

وَربَُّكَ  ٓ  رأَٓ  ٱق. مِ ربَِّكَ ٱلَّذِي خَلَقَ ٓ  بِٱس ٓ  رأَٓ  ٱق. مِ ربَِّكَ ٱلَّذِي خَلَقَ ٓ  بِٱس ٓ  رأَٓ  ٱق
لَمِ ٓ  ٱلَّذِي عَلَّمَ بِٱل .رمَُ ٓ  أَكٓ  ٱل نَ مَا لََ ٓ  عَلَّمَ ٱل. ق َ  .ٓ  لََ ٓ  يَع ٓ  إِنسََٰ

 “Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan (segala sesuatu 
di alam semesta ini).  Yang telah menciptakan manusia dari segumpal darah 

beku. Bacalah, dan Tuhanmulah yang maha mulia. Yang mengajar (manusia) 
dengan pena. Dia mengajarkan  manusia apa yang tidak diketahuinya.” (QS. al-

Alaq:1-5). 

Ayat-ayat awal surat al-Alaq ini menurut keyakinan sebagian besar atau 

semua musafir merupakan sinaran pertama dari cahaya Ilahi yang menyala di hati 

suci Nabi Muhammad Saw. Ada hal menarik yang perlu dicatat dari beberapa 

riwayat Muhammad Saw. adalah seorang buta huruf dan tidak pernah di ajar oleh 

siapapun. Oleh karenanya turunnya surat al-Alaq merupakan sebuah babakan baru 

yang terbuka bagi umat manusia dan suatu dekade yang baru ditemukan dalam 

sejarah umat manusia.  

Semula, ayat-ayat ini pada satu sisi membahas perkembangan tubuh 

manusia dari sesuatu yang tidak berharga, yaitu sebuah gumpalan darah. Di sisi 

lainnya membahas perkembangan kejiwaan manusia melalui pelatihan dan 

pendidikan, khususnya melalui pena. Pada hari ketika ayat ini diturunkan, banyak 

sekali orang tidak menghargai pena pada zamannya. Oleh karenanya landasan dari 

segala kebudayaan dan peradaban, berbagai jenis pengetahuan dan kemajuan 

manusia di bidang-bidang yang berbeda-beda ternyata bergantung pada eksistensi 

“pena” (Imani, 2006c:185). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada bab ini membahas mengenai dualitas sifat-sifat pada latis, di 

antaranya dengan memberikan pembuktian dari beberapa teorema yang terkait 

dengan dualitas sifat-sifat pada latis. 

 

3.1 Dualitas Sifat-sifat pada Latis   

Sebelum membahas mengenai dualitas sifat-sifat pada latis, akan 

ditunjukkan contoh himpunan faktor positif dari bilangan    yang memenuhi 

delapan postulat latis. 

Contoh  

Diberikan suatu latis   adalah himpunan faktor positif dari bilangan 32, yaitu 

  *             +. Didefinisikan operasi biner yang dinotasikan dengan   dan 

 , untuk   diartikan sebagai FPB dan   diartikan sebagai KPK. Dapat dituliskan 

juga untuk     (   ) dan       ,   - . Akan ditunjukkan bahwa (     ) 

adalah latis. 

Diketahui faktor positif dari    *             +. Akan dibuktikan faktor 

positif bilangan    adalah latis yang memenuhi delapan postulat. 

1. Akan ditunjukkan untuk postulat IA 

Ambil        dengan    , sehingga 

(   )  (   )    

Jadi, (   ) memenuhi postulat IA yaitu bersifat idempoten. 
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2. Akan ditunjukkan untuk postulat IB 

Ambil        dengan    , sehingga 

,   -  ,   -    

Jadi, (   ) memenuhi postulat IB yaitu bersifat idempoten. 

3. Akan ditunjukkan untuk postulat IIA 

Tabel 3. 1 Tabel FPB dari Faktor Positif    untuk Postulat IIA 

(   )  (   )     (   )  (   )     (    )  (    )     

(   )  (   )     (   )  (   )     (    )  (    )     

(   )  (   )     (    )  (   )     (    )  (    )     

(    )  (    )     (    )  (   )     (    )  (    )     

(    )  (    )     (   )  (   )     (     )  (     )      

Berdasarkan Tabel 3.1 dapat disimpulkan bahwa untuk setiap       , maka  

(   )  (   ) 

Sehingga terbukti bahwa (   ) memenuhi postulat IIA yaitu bersifat komutatif. 

4. Akan ditunjukkan untuk postulat IIB  

Tabel 3. 2 Tabel KPK dari Faktor Positif    untuk Postulat IIB 

,   -  ,   -     ,   -  ,   -     ,    -  ,    -      

,   -  ,   -     ,   -  ,   -     ,    -  ,    -      

,   -  ,   -     ,    -  ,    -      ,    -  ,    -      

,    -  ,    -      ,    -  ,    -      ,    -  ,    -      

,    -  ,    -      ,   -  ,   -     ,     -  ,     -      

Berdasarkan Tabel 3.2 dapat disimpulkan bahwa untuk setiap       , maka, 

,   -  ,   - 
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Sehingga terbukti bahwa (   ) memenuhi postulat IIB yaitu bersifat 

komutatif. 

5. Akan ditunjukkan untuk postulat IIIA 

Tabel 3. 3 Tabel FPB dari Faktor Positif    untuk Postulat IIIA 

(  (   ))  ((   )  )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (   ))  ((   )  )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (   ))  ((   )  )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (   ))  ((   )  )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (   ))  ((   )  )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (  (     ))  ((    )   )     
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(  (     ))  ((    )   )     (  (   ))  ((   )  )     

(  (     ))  ((    )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (     ))  ((    )   )     (  (    ))  ((   )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (     ))  ((    )   )     

(  (   ))  ((   )  )     (  (      ))  ((    )   )     

(  (    ))  ((   )   )     (   (     ))  ((     )   )      

(  (    ))  ((   )   )     (   (     ))  ((     )   )      

(  (   ))  ((   )  )     (   (     ))  ((     )   )      

(  (   ))  ((   )  )     (   (     ))  ((     )   )      

Berdasarkan Tabel 3.3 dapat disimpulkan bahwa untuk         , maka 

(  (   ))  ((   )  ) 

Sehingga terbukti (   ) memenuhi postulat IIIA yaitu bersifat asosiatif. 

6. Akan ditunjukkan untuk postulat IIIB 

Tabel 3. 4 Tabel KPK dari Faktor Positif    untuk Postulat IIIB 

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,    -]  [,   -   ]       

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,   -]  [,   -  ]     

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,    -]  [,   -   ]       [  ,    -]  [,   -   ]       

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,     -]  [,    -   ]      
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[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,   -]  [,   -  ]     

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,   -]  [,   -  ]     

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,    -]  [,   -   ]       

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]      [  ,   -]  [,   -  ]     

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,    -]  [,   -   ]      [  ,     -]  [,     -   ]      

[  ,     -]  [,    -   ]      [  ,   -]  [,   -  ]     

[  ,     -]  [,    -   ]      [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,     -]  [,     -   ]      [  ,    -]  [,   -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [  ,     -]  [,    -   ]        

[  ,    -]  [,   -   ]      [   ,     -]  [,     -   ]      

[  ,    -]  [,   -   ]      [   ,     -]  [,     -   ]      

[  ,   -]  [,   -  ]     [   ,     -]  [,     -   ]      
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[  ,   -]  [,   -  ]     [   ,     -]  [,     -   ]      

Berdasarkan Tabel 3.4 dapat disimpulkan bahwa untuk setiap         , 

maka 

[  ,   -]  [,   -  ] 

Sehingga terbukti (   ) memenuhi postulat IIIB yaitu bersifat asosiatif. 

7. Akan dibuktikan untuk postulat IVA 

Tabel 3. 5 Tabel FPB dari Faktor Positif    untuk Postulat IVA 

(  ,   -)  (   )     (  ,   -)  (   )     

(  ,   -)  (   )     (  ,   -)  (   )     

(  ,   -)  (   )     (  ,   -)  (   )     

(  ,    -)  (    )     (  ,    -)  (    )     

(  ,    -)  (    )     (  ,    -)  (    )     

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )      

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )       

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )       

(  ,    -)  (    )     (   ,    -)  (     )      

(  ,    -)  (    )     (   ,     -)  (     )       

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )      

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )      

(  ,   -)  (   )     (   ,    -)  (     )      

(  ,    -)  (    )     (   ,    -)  (     )      

(  ,    -)  (    )     (   ,     -)  (     )      
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Berdasarkan Tabel 3.5 dapat disimpulkan bahwa untuk setiap       , maka 

(  ,   -)    

Sehingga terbukti bahwa (   ) memenuhi postulat IVA yaitu bersifat absorbsi. 

8. Akan ditunjukkan untuk postulat IVB 

Tabel 3. 6 Tabel KPK dari Faktor Positif    untuk Postulat IVB 

,  (   )-  ,   -     ,  (   )-  ,   -     

,  (   )-  ,   -     ,  (   )-  ,   -     

,  (   )-  ,   -     ,  (   )-  ,   -     

,  (    )-  ,   -     ,  (    )-  ,   -     

,  (    )-  ,   -     ,  (    )-  ,   -     

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (    )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (    )-  ,   -     ,   (     )-  ,     -      

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (   )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (    )-  ,   -     ,   (    )-  ,    -      

,  (    )-  ,   -     ,   (     )-  ,     -      

Berdasarkan Tabel 3.6 dapat disimpulkan bahwa untuk setiap       , maka 

,  (   )-    

Sehingga terbukti bahwa (   ) memenuhi postulat IVB yaitu bersifat absorbsi. 
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Dengan demikian FPB dari faktor positif bilangan    dapat didefinisikan sebagai, 

(   )  {
     
     

 

dan untuk KPK dari faktor positif bilangan    dapat didefinisikan sebagai, 

,   -  {
     
     

 

Berdasarkan nomor 1 sampai dengan nomor 8 terbukti bahwa (     )   

himpunan faktor positif dari bilangan    adalah latis yang memenuhi delapan 

postulat. 

Dalam Definisi 2.24 telah dijelaskan tentang himpunan   yang terurut 

parsial oleh    disebut dual dari   yang terurut parsial oleh   dan dinotasikan 

dengan   . Pada definisi 2.22 yaitu mendefinisikan urutan parsial dari latis sebagai 

berikut, untuk setiap      : 

i)     jika dan hanya jika       

ii)     jika dan hanya jika         

Pernyataan di atas telah dibuktikan dalam subbab 2.5. Jika operasi dalam 

pernyataan di atas diganti perkalian ( ) dengan penjumlahan ( ), penjumlahan 

dengan perkalian. Sehingga diperoleh       dan        , akibatnya Definisi 

2.22 menjadi     . Dengan demikian Definisi 2.22 yang menyatakan     

merupakan dualitas dari     begitu juga pernyataan urutan parsialnya. Jadi, 

latis   yang terurutkan parsial oleh relasi   merupakan dualitas   yang terurutkan 

parsial oleh relasi  . 

Jika dalam semua postulat latis dari IA-IVB dalam subbab 2.5 semua 

operasi perkalian ditukar dengan penjumlahan, dan membalik semua tanda 

ketaksamaan, maka akan diperoleh teorema yanga valid yaitu: 
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Untuk semua       di  , 

IA          operasi   bersifat idempoten 

IB        operasi   bersifat idempoten 

IIA               operasi   komutatif 

IIB          operasi   komutatif 

IIIA     (     )  (     )      operasi   asosiatif 

IIIB   (   )  (   )     operasi   asosiatif 

IVA     (   )     absorpsi terhadap operasi   

IVB   (     )     absorpsi terhadap operasi     

(Sukardjono, 2002:66). 

Dengan demikian akan lebih mudah untuk membuktikan teorema-teorema 

selanjutnya. Misalnya akan dibuktikan bahwa dalam suatu latis berlaku, 

  (     )  (   )   (   ) 

maka akan sekaligus diketahui bahwa 

    (   )  (     )  (     ) 

Melihat dari definisi-definisi, seperti halnya teorema, seringkali terjadi dualitas, 

jadi dalam Definisi 2.25 setiap (a) adalah dualitas dari (b) (Sukardjono, 2002:66). 

Teorema 3. 1  

Jika dalam suatu latis     dan    , maka         (Sukardjono, 

2002:67). 

Bukti: 

Karena     dan     maka menurut Definisi 2.22      ,        , 
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      dan        . Sehingga 

(   )  (   )  ((   )   )  menurut postulat IIIA 

   (  (   ))     menurut postulat IIIA 

   (  (   ))     menurut postulat IIA 

   ((   )   )     menurut postulat IIIA 

   (   )  (   )  menurut postulat IIIA 

        Definisi 2.22 

dan  

(   )   (   )  (    (   ))  (    (   ))  Definisi 2.11 (d) 

 ((     )  (     ))  ((     )  (     ))  Definisi 2.11 (d) 

 (     )  ((     )  (     ))  (     )  postulat IIIA 

 (     )  ((     )  (     ))  (     )  Postulat IIA 

 ((     )  (     ))  ((     )  (     ))  postulat IIIA 

 (  (     ))  ((     )   )  Definisi 2.22 

 (   )  postulat IVA 

Karena (   )  (   )      dan (   )   (   )       , maka       

 . Jadi terbukti jika     dan    , maka        .  

Contoh: 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Ambil         anggota  , dengan     yang berarti (   )     dan ,   -     

dan dengan     yang berarti (   )    dan ,   -   . Karena         anggota 

latis   maka berlaku sifat komutatif dan asosiatif, sehingga 
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((   ) (   ))  (  (   )  )  

  (  (   )  )  

 ((   ) (   ))  

 (   )  

dan  

,(   ) (   )-  (,  (   )- ,  (   )-)

 ((,   - ,   -) (,   - ,   -))

 ((,   - ,   -) (,   - ,   -))

 ((  ,   -) (,   -  ))

 (   ) 

Jadi, (   )  (   ) untuk           dengan     dan    . 

Teorema 3. 2 ( Dualitas Teorema 3.1 )  

Jika dalam suatu latis     dan    , maka             (Sukardjono, 

2002:67). 

Bukti: 

Karena     dan    , maka menurut dualitas Definisi 2.22      , 

               dan        . Sehingga  

(     )  (     )  (  (     ))   (  (     ))  Definisi 2.11 (d) 

 ((   )   (   ))   ((   )   (   ))  Definisi 2.11 (d) 

 (   )   ((   )   (   ))   (   )  postulat IIIB 

 (   )   ((   )   (   ))   (   )  postulat IIB 

 ((   )   (   ))   ((   )   (   ))  postulat IIIB 

 (    (   ))   ((   )    )  Definisi 2.22 
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 (     )  postulat IVB 

dan 

(     )   (     )  ((     )    )      menurut postulat IIIB 

  (    (     ))      menurut postulat IIIB 

  (    (     ))      menurut postulat IIB 

  ((     )    )      menurut postulat IIIB 

  (     )   (     )  menurut postulat IIIB 

         dualitas Definisi 2.22 

Karena (     )  (     )      dan (     )   (     )       , maka       

     . Jadi, terbukti jika     dan      maka            . 

Contoh: 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Ambil         anggota dari  , dengan     yang berarti (   )    dan 

,   -   , dan dengan     yang berarti (   )    dan ,   -   . Karena 

        anggota latis   maka berlaku sifat komutatif dan asosiatif, sehingga 

(,   - ,   -)  ,(  ,   -) (  ,   -)-

 [,(   ) (   )- ,(   ) (   )-]

 [,  (   )- ,(   )  -]

 ,   - 

dan 

[,   - ,   -]  ,  ,   -  -  

 ,  ,   -  -  

 [,   - ,   -]  
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 ,   -  

Jadi, ,   -  ,   - untuk           dengan     dan    . 

Teorema 3. 3 ( Sifat Distributif Ketaksamaan )  

Untuk       dalam sebarang latis   (     )  (   )   (   ) 

(Sukardjono, 2002:71). 

Bukti: 

Pertama akan dibuktikan untuk   (     )  (   ). 

Pada Teorema 2.7 untuk sebarang       berlaku,  

       

dan pada Teorema 2.8 dan Teorema 2.9 untuk sebarang         berlaku 

masing-masing,  

        

      

maka, 

(     )        

Karena       dan          , menurut Teorema 3.1 maka, 

  (     )  (   )  (   ) 

dan karena berlaku sifat idempoten pada  , sehingga (    )  (   )      

maka, 

  (     )      

Selanjutnya akan dibuktikan untuk   (     )  (   ). 

Pada Teorema 2.7 untuk sebarang       berlaku, 

      

dan pada Teorema 2.10 dan Teorema 2.11 untuk sebarang         berlaku 
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masing-masing, 

        

      

maka, 

            

Karena       dan           menurut Teorema 3.1 maka, 

  (     )  (   )  (   ) 

dan karena berlaku sifat idempoten pada  , sehingga (   )  (   )      

maka,  

  (     )      

Dengan demikian didapatkan 

  (     )      

  (     )      

maka menurut Teorema 3.2  

(  (      ))   (  (     )) (   )   (   ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada  , sehingga  

(  (      ))   (  (     ))    (     ) 

maka, 

  (     )  (   )   (   ) 

Jadi, terbukti bahwa   (     )  (   )   (   )  

Contoh 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Didefinisikan operasi   adalah FPB dan   adalah KPK atau dapat dituliskan 

    (   ) dan       ,   -. Ambil sebarang anggota  , misalkan ambil      
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dan 16, sehingga 

(  ,    -)  (    )    

dan  

,(   ) (    )-  ,   -    

Jadi, untuk      dan    anggota   maka 

(  ,    -)  ,(   ) (    )- 

            

Teorema 3. 4 ( Dual Distributif Ketaksamaan ) 

Untuk       dalam sebarang latis     (   )  (     )  (    ) 

(Sukardjono, 2002:71). 

Bukti: 

Pertama akan dibuktikan untuk     (   )  (     ). 

Pada Teorema 2.8 untuk setiap       berlaku 

        

dan pada Teorema 2.7 dan Teorema 2.10 untuk semua         berlaku masing-

masing, 

      

        

maka, 

          

Karena         dan           menurut Teorema 3.2 maka, 

    (   )  (     )   (     ) 

dan karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (     )   (     )        

maka, 
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    (   )        

Selanjutnya akan dibuktikan untuk     (   )  (     ). 

Pada Teorema 2.8 untuk setiap       berlaku, 

        

dan pada Teorema 2.9  dan Teorema 2.10 untuk setiap         berlaku, 

(   )    

        

maka,  

(   )        

Karena         dan           menurut Teorema 3.2 maka, 

    (   )  (     )   (     ) 

dan karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (     )   (     )        

maka, 

    (   )        

Dengan demikian didapatkan 

    (   )        

    (   )        

Menurut Teorema 3.1 maka  

(    (   ))  (     (   ))  (     )(      ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (    (   ))  (    (   ))  

    (   ) maka, 

    (   )  (     )  (     ) 

Jadi, terbukti bahwa     (   )  (     )  (     ) dan merupakan dualitas dari 

Teorema 3.13 sifat distributif ketaksamaan. 
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Contoh  

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Didefinisikan operasi   adalah FPB dan   adalah KPK atau dapat dituliskan 

    (   ) dan       ,   -. Ambil sebarang anggota  , misalkan ambil      

dan 16, sehingga 

,  (    )-  ,   -    

dan  

(,   - ,    -)  (    )    

Jadi, untuk      dan    anggota   maka 

,  (    )-  (,   - ,    -) 

            

Teorema 3. 5 

Untuk sebarang       dalam sebarang latis (     )  (     )  (     )  

(   )   (   )   (   ) (Sukardjono, 2002:71). 

Bukti: 

Menurut Teorema 2.8 untuk setiap         berlaku 

            (i) 

        (ii) 

        (iii) 

Menurut Teorema 2.10 untuk setiap         berlaku 

        (i) 

        (ii) 

        (iii) 
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1. Akan dibuktikan untuk (     )  (     )  (     )      

Menurut Teorema 2.8 (i), (ii), dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

dan menurut Teorema 2.8 (ii), Teorema 2.10 (iii), dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

Dengan demikian didapatkan  

(     )  (     )      

(     )  (     )      

Sehingga menurut Teorema 3.1 berlaku  

(     )  (     )  (     )  (     )  (   )  (   ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (     )  (     )        dan 

(   )  (   )      maka, 

(     )  (     )  (     )      

Jadi, terbukti untuk (     )  (     )  (     )  (     )     . 

2. Akan dibuktikan untuk (     )  (     )  (     )      

Menurut Teorema 2.10 (i), (ii), dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

dan menurut Teorema 2.8 (iI), (iii) dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

Dengan demikian didapatkan 

(     )  (     )      

(     )  (     )      

Sehingga menurut Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )  (     )  (     )  (   )  (   ) 



52 

 

Karena berlaku sifat idempoten pada  , sehingga (     )  (     )        dan 

(   )  (   )      maka, 

(     )  (     )  (     )      

Jadi, terbukti untuk (     )  (     )  (     )     . 

3. Akan dibuktikan untuk (     )  (     )  (     )      

Menurut Teorema 2.8 (i), Teorema 2.10 (ii), dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

dan menurut Teorema 2.10 (ii), (iii), dan Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )      

Dengan demikian didapatkan  

(     )  (     )      

(     )  (     )      

Sehingga menurut Teorema 3.1 berlaku 

(     )  (     )  (     )  (     )  (   )  (   ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (     )  (     )        dan 

(   )  (   )      maka, 

(     )  (     )  (     )      

Jadi, terbukti untuk (     )  (     )  (     )      

Dengan demikian berdasarkan nomor 1, 2, dan 3 didapatkan 

(     )  (     )  (     )      

(     )  (     )  (     )      

(     )  (     )  (     )      
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Sehingga menurut Teorema 3.2 berlaku 

((     )  (     )  (     ))  ((     )  (     )  (     ))

 ((     )  (     )  (     ))  (   )  (   )  (   ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga  

((     )  (     )  (     )) ((     )  (     )  (     ))

 ((     )  (     )  (     ))  (     )  (     )  (     ) 

Maka, 

(     )  (     )  (     )  (   )  (   )  (   ) 

Jadi terbukti untuk setiap         (     )  (     )  (     )  (   )  

(   )  (   ). 

Teorema 3. 6 

Untuk sebarang       dalam sebarang latis  (   )   (   )   (   )  

(     )  (     )  (     ) (Sukardjono:2002:72). 

Bukti: 

Menurut Teorema 2.7 untuk setiap         berlaku, 

      (i) 

      (ii) 

      (iii) 

Menurut Teorema 2.9 untuk setiap         berlaku, 

      (i) 

      (ii) 

      (iii) 
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1. Akan dibuktikan untuk (   )   (   )     (   )  (   ) 

Menurut Teorema 2.7 (i), (ii), dan Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )        

dan menurut Teorema 2.7 (ii), Teorema 2.9 (iii), dan Teorema 3.2 berlaku  

(   )   (   )        

Dengan demikian didapat 

(   )   (   )        

(    )     (   )        

Sehingga menurut Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )   (   )   (   )  (     )   (     ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (   )   (   )      dan 

(     )   (     )        maka, 

(   )   (   )   (   )        

Jadi, terbukti untuk (   )   (   )   (   )       . 

2. Akan dibuktikan untuk (   )   (   )   (   )        

Menurut Teorema 2.9 (i), (ii), dan Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )        

dan menurut Teorema 2.7 (ii), (iii), dan Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )        

Dengan demikian didapatkan  

(   )   (   )        

(   )   (   )        

Sehingga menurut Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )   (   )   (   )  (     )   (     ) 
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Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga (   )   (   )  (   ) 

dan (     )   (     )        maka, 

(   )   (   )   (   )        

Jadi, terbukti untuk (   )   (   )   (   )       . 

3. Akan dibuktikan untuk (   )   (   )   (   )        

Menurut Teorema 2.7 (i), Teorema 2.9 (ii) dan Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )        

dan menurut Teorema 2.9 (ii), (iii), dan Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )        

Dengan demikian didapatkan 

(   )   (   )        

(   )   (   )        

Sehingga menurut Teorema 3.2 berlaku 

(   )   (   )   (   )   (    (     )   (     ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada  , sehingga (   )   (   )      dan 

                    maka, 

(   )   (   )   (   )        

Jadi, terbukti bahwa (   )   (   )   (   )       . 

Dengan demikian berdasarkan 1, 2, dan 3 didapatkan 

(   )   (   )   (   )        

(   )   (   )   (   )        

(   )   (   )   (   )        
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Sehingga menurut Teorema 3.1 berlaku 

((   )   (   )   (   ))  ((   )   (   )   (   ))

 ((   )   (   )   (   ))  (     )  (     )  (     ) 

Karena berlaku sifat idempoten pada   sehingga 

((   )   (   )   (   ))  ((   )   (   )   (   ))

 ((   )   (   )   (   ))  (   )   (   )   (   ) 

Maka, 

(   )   (   )   (   )  (     )  (     )  (     ) 

Jadi, terbukti untuk (   )   (   )   (   )  (     )  (     )  (     ). 

Contoh: 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Didefinisikan operasi   adalah FPB dan   adalah KPK atau dapat dituliskan 

    (   ) dan       ,   -. Ambil sebarang anggota  , misalkan ambil      

dan 16, sehingga 

,(   ) (    ) (    )-  ,     -    

dan  

(,   - ,    - ,    -)  (       )    

Jadi, untuk      dan    anggota   maka  

,(   ) (    ) (    )-  (,   - ,    - ,    -) 

    

Teorema 3. 7 (Ketaksamaan Modular) 

Untuk       dalam sebarang latis, dengan     dan c sebarang, berlaku 

  (     )      (   ) (Sukardjono, 2001:72). 
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Bukti: 

Diketahui dari Teorema 3.3 yaitu 

  (     )  (   )   (   ) 

Jika    , maka berlaku      , sehingga terbukti bahwa  

  (     )      (   ) 

Contoh: 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Ambil sebarang anggota   dengan     dan   sebarang, misalkan ambil      

berarti (    )    dan ,    -    , dan    . Sehingga 

(   ,   -)  ,(    ) (    )-

 ,   -

   

dan  

,  (    )-  (,    - ,   -)

 (    )

   

Jadi, untuk      dan     anggota   maka (   ,   -)  ,  (    )-. 

Teorema 3. 8 (Dual Ketaksamaan Modular) 

Untuk       dalam sebarang latis, dengan     dan   sebarang, berlaku 

    (   )    (     ) (Sukardjono, 2002:72). 

Bukti: 

Diketahui dari Teorema 3.4 yaitu 

    (   )  (     )  (     ) 
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Jika    , maka berlaku        , sehingga terbukti bahwa  

    (   )    (     ) 

Contoh: 

Diketahui himpunan faktor positif bilangan 32, yaitu   *             +. 

Ambil sebarang anggota   dengan     dan   sebarang, misalkan ambil     

yang berarti (   )    dan ,   -   , dan     . Sehingga 

,  (    )-  (,   - ,    -)

 (    )

   

dan  

(  ,    -)  ,(   ) (    )-

 ,   -

   

Jadi, untuk     dan      anggota   maka ,  (    )-  (  ,    -). 

 

3.2 Kajian Dualitas dalam Al-Quran 

Dualitas merupakan hukum alam yang tampak wujudnya pada setiap sisi 

alam yang ada di sekitar. Di antaranya ada yang dapat dipahami dan ada yang 

belum dapat dipahami. Dualitas tidak hanya terbatas pada apa yang ada sekarang 

tetapi juga mencakup peristiwa baru yang diperkirakan akan terjadi (Allam, dkk., 

2005:1). Contoh-contoh dualitas telah diterangkan dalam al-Quran seperti dalam 

surat al-Insyirah ayat 6 di bawah ini 

Allah Swt. berfirman dalam surat al-Insyirah ayat 6 berikut:  

 رٓ  يسُ رِ ۡ عُسۡ لٱنَّ مَعَ إ
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“Sesungguhnya, sesudah kesulitan itu ada kemudahan.” 
 “Wahai Nabiyullah. janganlah engkau bersedih karena banyak kesulitan 

dan rintangan. Karena semua kesulitan dan rintangan itu akan berubah menjadi 

kemudahan dan kelapangan”. Sebenarnya ayat ini tidak hanya ditujukan kepada 

Nabiyullah. saja, ayat ini juga berlaku bagi semua generasi manusia. Allah Swt. 

pasti akan memberikan kunci pembebasan pada suatu jalan yang menghantarkan 

mereka pada kemudahan dan kebahagiaan. Jadi, solusi atau penyingkapan 

masalah tidak semata-mata datang setelah kesulitan, tetapi kemudahan memang 

disertai dengannya, atau dengan kata lain, dalam setiap kesulitan yang dihadapi 

selalu disertakan kemudahan di dalamnya (Imani, 2006c). 

Kesulitan selalu dialami setiap manusia dalam belajar, bekerja, dan banyak 

hal yang lainnya. Kesulitan banyak macam bentuknya seperti kesulitan dalam 

belajar, di antaranya dapat berbentuk diganggu teman, dan susah menghafal. 

Kesulitan dalam bekerja juga banyak macam bentuknya, seperti teman yang iri 

dengan kesuksesan karir, kerja yang berpenghasilan kurang cukup, dan lain 

sebagainya. Namun, seperti dalam firman Allah Swt. surat al-Insyirah ayat 6, 

setiap kesulitan pasti ada kemudahan. Di sisi kesulitan dalam belajar juga terdapat 

kemudahan yang menyertai, seperti jika mendapat kesulitan karena susah 

menghafal, selanjutnya akan belajar menghafal sampai dapat menghafal dengan 

baik, sehingga akhirnya diberi kemudahan dalam menghafal. Jika mendapat 

kesulitan dalam bekerja seperti penghasilan yang kurang cukup, dari hal ini dapat 

dipelajari menabung dan menggunakan uang dengan baik, sehingga akhirnya uang 

yang terkumpul dapat mempermudah hal-hal yang lain. Begitulah kemudahan 

yang mengiring kesulitan.  
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Selain surat al-Insyirah ayat 6 yang menjelaskan tentang dualitas kesulitan 

dan kemudahan, terdapat ayat lain yang juga menerangkan tentang dualitas yaitu 

surat al-Baqarah ayat 258. 

Allah Swt berfirman dalam surah al-Baqarah ayat 28 berikut: 

 جَعُونَ كَيْفَ تَكْفُروُنَ بِاللَّوِ وكَُنتُمْ أمَْوَاتاً فَأَحْيَاكُمْ ثُمَّ يمُِيتُكُمْ ثُمَّ يُُْيِيكُمْ ثُمَّ إِلَيْوِ تُ رْ 

“Ya Rabb kami, engkau telah mematikan kami dua kali dan telah menghidupkan 

kami dua kali” (QS. al-Mu‟min:11).   

Dalam surat al-Mu‟min ayat 11 Allah Swt. berfirman untuk menunjukkan 

keberadaan dan kekuasaan-Nya serta menegaskan bahwa Dialah Tuhan pencipta 

dan pengatur hamba-hamba-Nya. Diterangkan juga mengenai Allah Swt. yang 

menghidupkan dan mematikan. Ibnu „Abbas ad-Dhahak mengatakan: “Dulu, 

sebelum Dia menciptakan kamu, kamu adalah tanah, dan inilah kematian. 

Kemudian Dia menghidupkan kamu sehingga terciptalah kamu, dan inilah 

kehidupan. Setelah itu Dia mematikan kamu kembali, sehingga kamu kembali ke 

alam kubur, dan itulah kematian yang kedua. Selanjutnya Dia akan 

membangkitkan kamu pada hari kiamat kelak, dan inilah kehidupan yang kedua.” 

(Imani, 2006b). 

Dengan demikian didapatkan dualitas kesulitan dan kemudahan dan 

dualitas kehidupan dan kematian. Sebagai contoh lain juga yang terdapat dalam 

al-Quran yaitu dualitas kebaikan dan kejelekan, dualitas roh dan jasad, dan masih 

banyak lagi yang lainnya. Jadi konsep dualitas sudah banyak dijelaskan dalam al-

Quran. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh hasil sebagai berikut: 

1. Misalkan           berlaku dualitas sifat-sifat pada latis   sebagai berikut:  

a. Jika dalam suatu latis     dan    , maka        . 

b. Jika dalam suatu latis     dan    , maka            . 

c. Untuk setiap           (       )  (   )     (   ). 

d. Untuk setiap               (   )  (       )  (       ). 

e. Untuk setiap          

(       )  (       )  (       )  (   )     (   )     (   ) 

f. Untuk setiap           

(   )     (   )     (   )  (       )  (       )  (       ) 

g.   (       )        (   ) dengan     dan   sebarang. 

h.       (   )    (       ) dengan     dan   sebarang. 

 

4.2 Saran  

Dalam penelitian ini, penulis hanya membahas dualitas pada latis dengan 

cara memberikan definisi beserta contoh-contoh yang berkaitan dengan dualitas 

pada latis, serta membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan dualitas pada latis. 

Bagi penelitian selanjutanya dapat dikembangkan kajian dualitas pada latis 

dengan memberikan lebih banyak contoh-contoh, sehingga membentuk suatu 

teorema atau sifat-sifat baru yang berkaitan dengan dualitas pada latis.  
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