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ABSTRAK 

 

Azizah, Mar’atus Sholihatul. 2018. Analisis Perilaku Model B Cell Chronic 

Lymhocytic Leukemia dengan Respon Sel Imun. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, 

M.Si. (II) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd. 

 

Kata Kunci: leukemia, chronic lymphocytic leukemia, B-CLL, sel imun. 

 

 Model B Cell Chronic Lymphocytic Leukemia dengan respon sel imun 

menjelaskan tentang pertumbuhan populasi sel B Chronic Lymphocytic Leukemia 

atau disebut sel B-CLL dipengaruhi oleh respon sel-sel imun. Model ini berisi 

empat persamaan yang terdiri dari empat populasi sel, yaitu populasi sel B-CLL, 

populasi sel pembunuh alami atau sel NK, populasi sel T CD8+, dan populasi sel T 

CD4+. Penelitian ini difokuskan pada analisis perilaku model dengan respon sel 

imun disesuaikan. 

 Analisis yang dilakukan dalam penelitian ini adalah mengamati perilaku 

fungsi bergantung waktu atau sel B-CLL, sel NK, sel T-CD8+, dan sel T-CD4+. 

Analisis model yang dilakukan yakni identifikasi parameter dan variabel terkait 

serta satuannya. Pada hasil analisis kestabilannya diperoleh bahwa model B-CLL 

dengan respon sel imun bersifat stabil karena ∀𝜆𝑖 < 0, sehingga diperoleh hasil 

perkalian 𝜆𝑖, misalkan 𝜆1 ∙ 𝜆2 adalah positif. Analisis perilaku dilakukan terutama 

pada sel B-CLL saat dengan asumsi perubahan nilai awal dari sel-sel imun dengan 

dua kaidah (1) 𝐵(𝑡) sel kanker pasif dan (2) 𝐵(𝑡) sel kanker aktif. Simulasi-simulasi 

dilakukan menggunakan program Maple dan MATLAB. Grafik yang diperoleh 

stabil menuju titik tetap. Model telah memenuhi syarat-syarat kriteria Routh-

Hurwitzh orde empat. Selain itu dilakukan simulasi pada sistem dengan jumlah 

populasi sel imun yang berbeda dan diperoleh bahwa model stabil menuju ke titik 

tetap pada hari tertentu. Berdasarkan hasil simulasi ditemukan bahwa yang 

memiliki pengaruh cukup signifkan dalam sistem adalah jumlah populasi sel NK, 

dimana dengan ketidakberadaan sel tersebut membuat perubahan dalam sistem 

yaitu meningkatnya sel B-CLL dan menurunnya sel T-CD8+. Sehingga disarankan 

bahwa untuk menekan jumlah sel B-CLL sebaiknya diawali dengan meningkatkan 

jumlah sel NK. 
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ABSTRACT 

 

Azizah, Mar’atus Sholihatul. 2018. Behavior Analysis of B Cell Chronic 

Lymhocytic Leukemia Model with Immune Response. Thesis. 

Departement of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State 

Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (I) Dr. 

Usman Pagalay, M.Si. (II) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd. 

 

Key Words: leukemia, chronic lymphocytic leukemia, B-CLL, immune system. 

 

 Model of B Cell Chronic Lymphocytic Leukemia with immune response 

describes the growth of B Cell Chronic Lymphocytic Leukemia or known as B-

CLL cell affected by immune response. This model contains four  equations that 

consist of four cell populations, those are the population of B-CLL cell, the 

population of natural killer or NK cell,  the population of T CD8+ cell, and the 

population of T CD4+ cell. This study focused on the behavior analysis with 

adjusted immune response. 

 The analysis conducted in this study is to analyze the behavior of the time-

dependant functions of system or B-CLL cell, NK cell, T CD8+ cell, and T CD4+ 

cell. Model analysis conducted is parameters and variables identifications and its 

units. For the stability analysis, we get that the model is stable fr ∀𝜆𝑖 < 0 such that 

the multiplication of 𝜆𝑖, for example 𝜆1 ∙ 𝜆2 is positive. The analysis conducted 

especially to B-CLL cell while differs the initial condition of immune responses 

using two difference (1) passive B-CLL cell and (1) active B-CLL cell. The 

simulations used from Maple. The graph obtained is stable to the fixed points. The 

model already has compiled the criterias of Routh-Hurwitzh fourth order. Other 

than that, the simulation of system using different number of immune population 

resulting the graph to be stable to the fixed points for some specific days. Based on 

the simulations, found that the cell that has the most significant effect on system is 

NK cell, where the non-existance of the cell made changes on system. Those are 

the increasing of B-CLL cell and the decreasing of T CD8+ cell. So it might be 

advisible to increase the NK cell in case of holding the number of B-CLL cell. 
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 ملخص
 

. تحليل السلوكية من الخلايا اللمفاوية المزمن نموذج خلية اللوكيميا 8102ل. حتليصا صتءعزيزة، مار 
مع الاستجابة المناعية. أطروحة. قسم الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة الدولة الإسلامية 

ي، ماجستير. )إي( الوحي ( الدكتور عثمان باغالا1مولانا مالك إبراهيم مالانج. المستشار: )
 هينكي إراوان، ماجستير.

 
 ، الخلايا المناعية.B-CLLالكلمات الرئيسية: اللوكيميا، سرطان الدم الليمفاوي المزمن، 

 
خلية سرطان الدم الليمفاوي المزمن مع استجابة الخلايا المناعية يصف النمو  Bنموذج 

تتأثر استجابة الخلايا  B-CLLأو تسمى خلايا  Bالسكاني للخلايا اللمفاوية المزمنة سرطان الدم 
المناعية. يحتوي النموذج على أربعة معادلات تتكون من أربعة سكان الخلية، وهي السكان خلية 

B-CLL  ،السكان الخلية القاتلة الطبيعية أو الخلايا نك ،CD8 + T  السكان الخلية، وCD4 + 

T ليل السلوكي مع أو بدون استجابة الخلايا المناعيةالسكان الخلية. ركزت هذه الدراسة على التح. 
كان التحليل الذي أجري في هذه الدراسة هو مراقبة سلوك الوظائف المعتمدة على الوقت 

. يتم إجراء تحليل CD4 + T، وخلايا  CD8 + T، وخلايا  NK، وخلايا  B - CLLأو خلايا 
الصلة. تظهر نتائج تحليل الاستقرار أن  النموذج ، وتحديد المعالم والمتغيرات والوحدات ذات

𝜆𝑖∀مع استجابة خلية مناعية مستقر لأن  B-B - CLLنموذج  < ، بحيث يتم مضاعفة نتيجة  0
𝜆𝑖  على سبيل المثال ،𝜆1  ∙  𝜆2  إيجابي. يتم إجراء التحليل السلوكي بشكل أساسي في خلاياB-

CLL  ( 1لية للخلايا المناعية مع قاعدتين )عند افتراض تغييرات في القيم الأو𝐵 (𝑡)  من الخلايا
. Mapleخلايا سرطانية نشطة. تتم المحاكاة باستخدام برنامج  𝐵 (𝑡)( 2السرطانية السلبية و )

-Routhالرسم البياني الذي تم الحصول عليه ثابت باتجاه نقطة ثابتة. يفي النموذج بمعايير 

Hurwitzh .بالإضافة إلى ذلك أجريت عمليات محاكاة على النظام مع السكان و  من الدرجة الرابعة
خلية نك كونها أقل من السكان العاديين. واستنادا إلى نتيجة المحاكاة، وجد أن وجود تأثير كبير 
في النظام هو عدد السكان خلية نك، حيث مع غياب الخلية إجراء تغييرات في النظام الذي يزيد 

-B. لذلك فمن المستحسن أن لقمع عدد الخلايا CD8 + Tلايا وتخفيض الخ B-CLL خلايا

CLL .يجب أن يسبقه زيادة عدد الخلايا نك 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Allah Swt telah menciptakan manusia sebagai mahluk yang sempurna dan 

dalam bentuk yang sebaik-baiknya. Salah satu bentuk kesempurnaan yang dimiliki 

manusia yakni adalah sistem imun, sehingga manusia dapat mencegah penyakit dan 

menyembuhkannya. Allah Swt menjelaskan penciptaan manusia yang sebaik-

baiknya dalam al-Qur’an surat at-Tiin ayat 2-4: 

مِينِ  بَلَدِ ٱل  وَهََٰذَا   ٢وَطُورِ سِينيِنَ 
َ
نَا   ٣ ٱل أ ويِمٖ  ٱل إنِسََٰنَ لَقَد  خَلقَ  سَنِ تَق  ح 

َ
  ٤فيِٓ أ

“(2) Dan demi bukit Sinai. (3) Dan demi kota ini yang aman. (4) Sesungguhnya 

Kami telah menciptakan manusia dalam bentuk yang sebaik-baiknya.” 

 

Ayat di atas dijelaskan dalam Tafsir Ibnu Katsir, “Dan demi bukit Sinai.” 

Ka’ab al-Ahbar dan lain-lain mengatakan: “Yaitu bukit dimana Allah berbicara 

langsung dengan Nabi Musa as. “Dan demi kota ini yang aman.” Yakni kota 

Makkah. Firman Allah Swt, “Sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia 

dalam bentuk yang sebaik-baiknya.” Dan inilah yang menjadi obyek sumpah, 

bahwa Allah Swt telah menciptakan manusia dalam bentuk yang sebaik-baiknya, 

dengan perawakan yang sempurna dan anggota badan yang normal (Abdullah, 

2004: 501). Sesungguhnya telah Kami ciptakan manusia dalam bentuk yang paling 

baik. Kami ciptakan dia dengan ukuran tinggi yang memadai, dan memakan 

makanan dengan tangannya, tidak seperti mahluk lain yang mengambil dan 

memakan makanannya dengan mulutnya.  Lebih dari itu, Kami istimewakan 

manusia   dengan   akalnya,   agar   dapat   berpikir   dan   menimba   berbagai   ilmu 
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pengetahuan serta bisa mewujudkan segala inspirasinya yang dengannya manusia 

bisa menguasai segala mahluk. Manusia memiliki kekuatan dan pengaruh yang 

dengan keduanya bisa menjangkau segala sesuatu (Al-Maraghi, 2004: 322). 

Merujuk pada Al-Qur’an surat at-Tiin ayat 2-4 di atas, Allah Swt 

melengkapkan manusia dengan sistem imun sebagai upaya pencegahan penyakit 

yang dalam penelitian ini adalah penyakit kanker. Chronic Lymphocytic Leukemia 

(CLL) merupakan suatu tipe kanker yang berawal dari sel-sel yang menjadi sel 

darah putih tertentu (disebut limfosit) pada sumsum tulang. CLL atau juga disebut 

B-CLL pada literatur ditandai dengan banyaknya jumlah sel darah putih (sel B) 

pada darah, sumsum tulang, limpa, dan kelenjar getah bening. Berdasarkan model 

matematika oleh Nanda dkk (2013) sel B-CLL merupakan suatu kanker yang 

memiliki kaitan erat dengan sistem imun, baik itu dengan sel NK maupun sel T-

CD8+, dan secara tidak langsung berkaitan dengan sel T-CD4+. Model matematika 

tersebut berupa sistem persamaan diferensial biasa empat variabel bergantung 

waktu, dimana tiap variabel digambarkan sebagai pertumbuhan tingkat populasi sel 

tumor dan sel-sel imun. 

Sistem imun merupakan gabungan sel, molekul, dan jaringan yang berperan 

dalam resistensi terhadap infeksi. Berikut sel-sel imun yang terdapat dapat sistem 

imun: sel Natural Killer atau sel NK, sel T-CD8+ atau sel T sitotoksik, dan sel T-

CD4+ atau sel T pembantu. Sel Natural Killer atau disebut dengan sel NK 

merupakan turunan limfosit yang memiliki peran besar dalam sistem imun bawaan. 

Sel NK dinamakan pembunuh alami karena sel-sel tersebut dapat langsung bereaksi 

tanpa memerlukan aktivasi. Selain sel NK, juga terdapat sel T dalam sistem imun. 

Sel T merupakan suatu sel yang diturunkan dari timus yang ikut serta dalam 
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berbagai reaksi imun berperantara sel. Sel T terdiri dari sel T-CD8+ dan sel T-CD4+. 

Sel pembunuh T atau sel T-CD8+ adalah sel T yang terdapat dalam sumsum tulang 

belakang manusia dan jaringan limfoid usus. Sel ini merupakan sel sitotoksik yang 

dapat membunuh sel terinfeksi virus, sel tumor, dan sel alograf. Sel pembantu T 

atau sel T-CD4+ merupakan sel T yang banyak terdapat dalam timus manusia, 

tonsil, dan darah. Sel T-CD4+ berperan sebagai pengelola serta mengarahkan respon 

imun. Sel-sel ini juga mengeluarkan limfokin yang merangsang sel T-CD8+ dan sel 

B untuk tumbuh, membelah diri, memicu netrofil, dan memicu kemampuan 

makrofag untuk menelan dan merusak mikroba.  

Sel B-CLL disimbolkan 𝐵(𝑡) merupakan sel kanker yang berkembang 

perlahan dari darah yang mengandung terlalu banyak limfosit sehingga limfosit 

tidak bisa berfungsi maksimal. B-CLL diketahui tidak memiliki obat untuk 

penyembuhan, namun diperbolehkan adanya perawatan intensif. Mereka 

mempelajari kaitan 𝐵(𝑡) dengan tiga respon imun lainnya yaitu 𝑁(𝑡), 𝑇(𝑡), dan 

𝐻(𝑡). Sel B yang termasuk dalam model Nanda dkk (2013) hanya merupakan sel 

leukemia dan bukan sel B normal. Keseluruhan variabel tersebut memiliki peran 

dalam membendung pertumbuhan B-CLL. Populasi 𝐵(𝑡) bertambah secara konstan 

sebanyak 𝑎 dari dalam tubuh pasien, kemudian mengalami perubahan disebabkan 

reproduksi sel B-CLL dan kematian alami sel B-CLL yang diekspresikan sebagai 

𝑤𝐵(𝑡). Populasi sel mengalami penurunan yang disebabkan oleh interaksi antara 

𝐵(𝑡) dengan sistem imun yang diekspresaikan sebagai −𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡). 

Sel NK disimbolkan 𝑁(𝑡) yang termasuk dalam sistem imun bawaan 

merupakan sel pembunuh alami yang akan menyerang sel dengan protein sel 

berbeda. Populasi 𝑁(𝑡) bertambah secara konstan sebesar 𝑐 yang merupakan 
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populasi 𝑁(𝑡) dalam tubuh manusia. Populasi sel ini berkurang dikarenakan 

kematian alami 𝑁(𝑡) sebesar 𝑓 dan interaksi dengan 𝐵(𝑡) yang menonaktifkan 

𝑁(𝑡) dan diekspresikan sebagai −𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡). 

Sel T-CD8+ disimbolkan 𝑇(𝑡) merupakan bagian dari sel T yang banyak 

terdapat dalam sumsum tulang belakang manusia dan jaringan limfoid usus. 

Populasi 𝑇(𝑡) bertambah secara konstan sebesar 𝑢, yaitu populasi 𝑇(𝑡) dalam tubuh 

manusia, dan juga oleh rangsangan yang dilakukan oleh sel T-CD4+ yang 

berinteraksi dengan konstanta 𝑘 dan konstanta aktivasi 𝑝 bersama dengan 

persamaan saturasi 
𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
 yang diekspresikan sebagai 𝑐 + 𝑘𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡). 

Berkurangnya populasi 𝑇(𝑡) disebabkan oleh kematian alami sel sebesar 𝑗 dan 

interaksi dengan 𝐵(𝑡) yang menonaktifkan 𝑇(𝑡) yang diekspresikan sebagian 

−𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡). 

Sel T-CD4+ disimbolkan 𝐻(𝑡) merupakan bagian dari sel T yang banyak 

terdapat dalam timus manusia, tonsil, dan darah. Populasi 𝐻(𝑡) bertambah secara 

konstan sebesar 𝑏 dan konstanta aktivasi 𝑝 dengan persamaan saturasi 
𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
  yang 

diekspresikan sebagai 𝑏 + 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
. Penurunan populasi 𝐻(𝑡) disebabkan oleh 

kematian alami sel T-CD4+ sebesar 𝑛 yang diekspresikan sebagai −𝑛𝐻(𝑡). 

Berdasarkan paparan di atas, Nanda dkk (2013) membuat model B-CLL 

dengan respon sel imun. Model tersebut terdiri dari empat persamaan diferensial 

biasa bergantung waktu, yaitu satu persamaan diferensial untuk populasi sel kanker 

dan tiga yang lain berupa populasi sel-sel imun. Model yang dimaksud terdiri dari 

variabel bebas, variabel terikat, dan beberapa parameter. Variabel bebasnya adalah 
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waktu 𝑡 dan variabel terikatnya adalah populasi 𝐵(𝑡), populasi 𝑁(𝑡), dan populasi 

𝐻(𝑡).  

Sedangkan parameter-parameter terkait yaitu laju konstan pertumbuhan 

𝐵(𝑡) sebesar 𝑎 
𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿

 ℎ𝑎𝑟𝑖
, laju konstan pertumbuhan 𝑁(𝑡) sebesar 𝑐 

𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿

 ℎ𝑎𝑟𝑖
, laju konstan 

pertumbuhan 𝑇(𝑡) sebesar 𝑢 
𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿

 ℎ𝑎𝑟𝑖
, laju konstan pertumbuhan 𝐻(𝑡) sebesar 

𝑏 
𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿

 ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan reproduksi 𝐵(𝑡) sebesar 

𝑟

ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan kematian 𝐵(𝑡) 

sebesar 
𝑒

ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan kematian 𝑁(𝑡) sebesar 

𝑓

ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan kematian 

𝑇(𝑡) sebesar 
𝑗

ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan kematian 𝐻(𝑡) sebesar 

𝑛

ℎ𝑎𝑟𝑖
, laju konstan kematian 

𝐵(𝑡) oleh interaksi dengan 𝑁(𝑡) sebesar 𝑖 (
𝜇𝐿

𝑠𝑒𝑙
)
−1

 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1, laju konstan kematian 

𝐵(𝑡) oleh interaksi dengan 𝑇(𝑡) sebesar ℎ (
𝜇𝐿

𝑠𝑒𝑙
)
−1

 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1, laju konstan kematian 

𝑁(𝑡) oleh interaksi dengan 𝐵(𝑡) sebesar 𝑖 (
𝜇𝐿

𝑠𝑒𝑙
)
−1

 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1, laju konstan kematian 

𝑇(𝑡) oleh interaksi dengan 𝐵(𝑡) sebesar 𝑚 (
𝜇𝐿

𝑠𝑒𝑙
)
−1

 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1, kadar penambahan 

populasi 𝐻(𝑡) oleh persamaan saturasi 
𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
 sebesar 

𝑝

ℎ𝑎𝑟𝑖
, kadar konstan 

kematangan 𝑇(𝑡) oleh 𝐻(𝑡) dengan persamaan saturasi 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠+𝐵(𝑡)
 sebesar 𝑘 (Nanda 

dkk, 2013:1069-1070). 

Masalah yang diangkat dalam penelitian ini adalah bagaimana analisis 

perilaku model B-CLL dengan respon sel imun dengan pengambilan asumsi 

perubahan satu atau lebih respon sel imun dalam model dan membandingkannya 

dengan model secara lengkap. Perilaku dinamik model diharapkan dapat digunakan 

untuk mengontrol jumlah sistem imun tambahan yang dibutuhkan untuk menekan 

atau membendung pertumbuhan populasi 𝐵(𝑡). 
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Analisis model yang akan dilakukan mencakup deskripsi variabel dan 

parameter yang digunakan dalam model, menentukan sifat kestabilan dari model. 

Penelitian ini difokuskan pada analisis perilaku dari model B-CLL dengan respon 

imun dan diharapkan dapat memberi kontribusi dalam pengembangan ilmu 

pengetahuan, khususnya dalam bidang matematika terapan, pemodelan, dan 

kesehatan. Berdasarkan uraian tersebut, skripsi ini mengambil judul “Analisis 

Perilaku Model B Cell Chronic Lymphocytic Leukemia dengan Respon Sel Imun”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian 

ini yaitu  

1. Bagaimana analisis kestabilan dan sifat kestabilan model B-CLL dengan respon 

sel imun? 

2. Bagaimana simulasi dan interpretasi model B-CLL dengan respon sel imun? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini yaitu  

1. Untuk menganalisis kestabilan dan sifat kestabilan model B-CLL dengan 

respon sel imun. 

2. Untuk mengetahui simulasi dan analisa perilaku model B-CLL dengan respon 

sel imun. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat yang ingin didapatkan dari penelitian ini yaitu  

1) Dengan mengetahui kestabilan dan sifat kestabilan model B-CLL dengan 

respon sel imun, maka akan dapat diketahui perilaku model dan kestabilannya. 

2) Dengan mengetahui simulasi model dan perilaku B-CLL dengan respon sel 

imun maka akan terlihat pengaruh sistem imun terhadap model serta analisa 

perilaku model. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah model yang dirumuskan 

oleh Nanda dan Radunskaya (2013). Adapun sistem persamaan tersebut adalah 

sebagai berikut: 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) (1.1) 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) (1.2) 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢 − 𝑗(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (1.3) 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (1.4) 

dengan nilai awal 𝐸(𝐵0, 𝑁0, 𝑇0, 𝐻0) dimana 𝐵0, 𝑁0, 𝑇0, 𝐻0 > 0. 

𝐵(𝑡) merupakan jumlah populasi sel B-CLL dalam model terhadap waktu, 

𝑁(𝑡) adalah jumlah populasi sel NK terhadap waktu, 𝑇(𝑡) adalah jumlah populasi 

sel T-CD8+ terhadap waktu, dan 𝐻(𝑡) adalah jumlah populasi sel T-CD4+ terhadap 

waktu. Simulasi dilakukan dengan menggunakan dua kaidah: (1) diasumsikan 𝐵(𝑡) 
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pasif dengan nilai 𝐵(𝑡) < 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan (2) diasumsikan 𝐵(𝑡) aktif dengan nilai 

𝐵(𝑡) > 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Langkah-langkah yang diambil pada penelitian ini adalah menganalisis 

model B-CLL dengan respon imun, yaitu: 

1. Menganalisis sifat kestabilan model B-CLL dengan respon sel imun 

a. Menentukan titik tetap yang sesuai dengan model. 

b. Melakukan linierisasi dan menentukan matriks Jacobiannya. 

c. Mencari nilai Eigen. 

d. Menganalisis sifat kestabilan titik-titik. 

e. Menentukan vector Eigen. 

2. Melakukan simulasi dengan tahap-tahap: 

a. Simulasi ketika 𝐵(𝑡) pasif, digunakan untuk melihat kestabilan model pada 

saat populasi sel B-CLL berada pada jumlah populasi sel kanker pasif. 

b. Simulasi ketika 𝐵(𝑡) aktif, untuk melihat kestabilan model pada saat nilai 

populasi sel B-CLL mencapai jumlah populasi sel kanker aktif. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan dan pembahasan dari penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

BAB I Pendahuluan 

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 
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BAB II Kajian Pustaka 

Bagian ini terdiri dari konsep-konsep yang mendukung bagian pembahasan. 

Konsep-konsep tersebut adalah dasar-dasar teori yang digunakan sebagai acuan 

dalam penulisan skripsi ini, antara lain persamaan diferensial, analisis kestabilan, 

pemodelan matematika, leukemia limfositik kronis, sel imun, dan kesehatan dalam 

Islam. 

BAB III Pembahasan 

Bab ini akan menguraikan keseluruhan langkah-langkah yang disebutkan 

dalam metode penelitian. 

BAB IV Penutup 

Bab ini akan memaparkan kesimpulan dari hasil penelitian dan saran untuk 

penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Persamaan Diferensial Biasa 

Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsi (peubah tak bebas) 

beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas disebut persamaan 

diferensial (Patmunjak dan Santosa, 1990:11). Persamaan diferensial biasa yaitu 

suatu persamaan diferensial yang memuat derivatif-derivatif dari variabel terikat 

terhadap satu variabel bebas. Persamaan diferensial biasa dapat dilihat dari 

persamaan sebagai berikut: 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) (2.1) 

Dengan 𝐵(𝑡), 𝑁(𝑡) dan 𝑇(𝑡) secara berturut-turut menyatakan sel darah 

normal yang terinfeksi dan sel-sel imun terhadap waktu 𝑡. Sedangkan 𝑎, 𝑤, 𝑔, dan 

ℎ merupakan parameter yang diberikan. Persamaan (2.1) memuat turunan biasa dan 

disebut persamaan diferensial biasa, karena variabel terikat 𝐵(𝑡) hanya bergantung 

pada variabel bebas 𝑡 (Strauss, 2007:1). 

Secara umum persamaan diferensial biasa dinyatakan dalam bentuk:  

𝐹 (𝑡, 𝑥,
𝑑𝑥

𝑑𝑡
,
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
,
𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
, … ,

𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
) = 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑥̇, 𝑥̈, 𝑥, … , 𝑥(𝑛)) = 0 (2.2) 

 (Waluya, 2006:5). 

 

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Tak Linier 

Menurut Waluya (2006:5), persamaan  diferensial biasa yang berbentuk 

𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑥̇, 𝑥̈, 𝑥, … , 𝑥(𝑛)) = 0  dikatakan  linier  jika  𝐹  adalah  linier  dalam  variabel- 
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variabel 𝑡, 𝑥, 𝑥̇, 𝑥̈, 𝑥, … , 𝑥(𝑛). Secara umum persamaan diferensial biasa linier dapat 

diberikan sebagai berikut: 

𝑎𝑛(𝑡)𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1(𝑡)𝑥̇ + 𝑎0(𝑡)𝑥 = 𝑓(𝑡) 

(2.3) 

Persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensial orde-𝑛 dikatakan linier 

jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut:  

a. Variabel terikat dan derivatifnya hanya berderajat satu. 

b. Tidak ada perkalian antara variabel terikat yang satu dengan yang lain. 

c. Variabel terikat bukan merupakan fungsi transenden. 

Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡),… , 𝑎0(𝑡) dan fungsi 

𝑓(𝑡) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu. Jika fungsi 𝑓(𝑡) = 0 maka persamaan 

(2.2) disebut persamaan linier homogen. Jika fungsi 𝑓(𝑡) ≠ 0 maka persamaan 

(2.2) disebut persamaan linier tak homogen. Bila semua koefisien 

𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), … , 𝑎0(𝑡) adalah suatu konstanta, maka persamaan (2.3) disebut 

persamaan linier koefisien konstanta, jika semua variabelnya berupa fungsi maka 

disebut persamaan linier koefisien variabel (Finizio dan Ladas, 1988:58). 

Apabila suatu persamaan tidak memenuhi syarat yang telah disebutkan 

sebagai syarat dinyatakannya suatu persamaan tersebut linier, maka persamaan 

tersebut merupakan persamaan tak linier. Contoh persamaan diferensial biasa tak 

linier adalah sebagai berikut: 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) (2.4) 

Persamaan (2.4) merupakan persamaan diferensial tak linier karena terdapat 

variabel terikat 𝑁(𝑡) pada bentuk 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) yang merupakan perkalian variabel 

terikat dengan variabel terikat lainnya yaitu 𝐵(𝑡). 
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Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linier apabila sistem tersebut 

terdiri dari lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait. Sedangkan 

koefisiennya dapat berupa konstanta ataupun fungsi. Sedangkan sistem persamaan 

diferensial dikatakan tak linier apabila sistem tersebut terdiri dari lebih dari satu 

persamaan tak linier yang saling terkait (Boyce dan DiPrima, 2000:263). 

 

2.3 Analisis Kestabilan 

Menurut Boyce dan DiPrima (2000:487), kestabilan titik tetap dari sistem 

persamaan diferensial biasa nonlinier ditentukan dengan terlebih dahulu melakukan 

linierisasi di sekitar titik tetapnya. Salah satu  metode yang dapat digunakan untuk 

pelinieran adalah deret Taylor. Selanjutnya, kestabilan titik tetap dan jenis 

kestabilan ditentukan berdasarkan nilai Eigen yang dihasilkan dari persamaan.  

Keadaan seimbang pertumbuhan populasi dikenal dengan istilah titik tetap. 

Kondisi titik tetap mempunyai dua keadaan yaitu stabil dan tidak stabil. Istilah 

kestabilan sangat umum digunakan untuk menggambarkan keadaan dinamika suatu 

sistem yang tidak mengalami gejolak. Perubahan-peubahan yang berlangsung 

dalam sistem dianggap sangat kecil dan tidak terlihat gejolak-gejolak yang berarti 

(Darmawansyah, 2012). 

Suatu sistem dikatakan stabil jika adanya peralihan yang menurun menuju 

nol terhadap pertambahan waktu. Hal ini berarti bahwa untuk mendapatkan suatu 

sistem yang stabil, koefisien-koefisien dari suku eksponensial yang terdapat dalam 

tanggapan peralihan harus merupakan bilangan-bilangan riil yang negatif atau 

bilangan kompleks dengan bagian riil adalah negatif. Ini menunjukkan bahwa jika 

nilai Eigen yang dihasilkan memiliki bagian riil yang positif, maka mengakibatkan 

perubahan akan bertambah besar terhadap pertambahan waktu. Dengan kata lain, 
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titik tetap dari suatu sistem persamaan diferensial dikatakan stabil jika semua 

bagian riil dari nilai Eigen matriks Jacobian adalah negatif (Tu, 1994). 

Jika suatu sistem memiliki titik tetap yang unik (tunggal), maka diduga 

bahwa stabilitas global dan lokal dari suatu sistem adalah ekuivalen. Sebuah sistem 

dikatakan stabil secara lokal jika sejumlah ukuran gangguan yang sedikit berubah-

ubah terhadap titik tetap, sistem tetap di dekat titik tetap, dan sistem dalam suatu 

region yang tertentu. Selanjutnya jika sistem menuju titik tetap, dikatakan bahwa 

sistem stabil secara lokal dan asimtotikal. Sedangkan secara global terjadi, jika 

sejumlah ukuran gangguan yang sedikit berubah-ubah terhadap titik tetap, sistem 

di dekat titik tetap, dan relative terhadap keseluruhan sistem (Darmawansyah, 

2012). 

 

2.3.1 Titik Tetap 

Misal diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

 (2.6) 

 

dengan 𝑓 dan 𝑔 merupakan fungsi kontinu dari 𝑥 dan 𝑦, serta derivatif parsial 

pertamanya juga kontinu. Titik kritis sistem (2.6) adalah titik (𝑥∗, 𝑦∗) dari (𝑥, 𝑦) 

sedemikian hingga 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0. Titik tetap 𝑥∗ dan 𝑦∗ diperoleh jika 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0. Keadaan yang menyebabkan 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 disebut 

keadaan setimbang, sehingga titik kritis tersebut disebut titik tetap (Edward dan 

Penney, 2008). Titik tetap juga bisa disebut sebagai titik stationer (tetap) atau suatu 

posisi yang mantap (steady state) dari variabel, maka (𝑥∗, 𝑦∗) adalah titik tetap. 
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2.3.2 Linierisasi 

Linierisasi merupakan proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier 

dengan persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan 

diferensial nonlinier. Suatu sistem dimana 𝑓 dan 𝑔 adalah nonlinier, selanjutnya 

akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar titik tetap (𝑥∗, 𝑦∗) dengan melakukan 

ekspansi menurut deret Taylor di sekitar (𝑥∗, 𝑦∗) dan menghilangkan suku 

nonliniernya sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)

 (2.7) 

Pada keadaan setimbang 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 0, 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 sehingga diperoleh 

persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗)

 (2.8) 

Sistem di atas tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑥
𝑦) = 𝑨0 (

𝑥
𝑦) dimana 𝑨0 = [

𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

] 

dimana 𝑨0 pada 𝑥 = 𝑥∗, 𝑦 = 𝑦∗. Matriks tersebut disebut matriks Jacobian (Boyce 

dan DiPrima, 2000:117-119). 

 

2.3.3 Nilai Eigen 

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑛 × 𝑛, maka sebuah vektor tak nol 𝒙 di dalam ℝ𝑛, 

dinamakan vektor Eigen dari 𝑨 jika 𝑨𝒙 adalah kelipatan skalar dari 𝒙, yakni 

𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 
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Untuk suatu skalar 𝜆 yang dinamakan nilai Eigen dari 𝑨. Dalam hal ini 

dikatakan 𝒙 adalah vektor Eigen yang bersesuaian dengan nilai Eigen 𝜆 (Anton dan 

Rorres, 2004:99-101). 

Andaikan bahwa 𝜆 adalah nilai Eigen dari matriks 𝑨, dan 𝒙 adalah vektor 

Eigen yang terkait dengan nilai Eigen 𝜆, maka 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 = 𝜆𝑰𝒙 dimana 𝑰 adalah 

matriks identitas 𝑛 × 𝑛, sedemikian hingga (𝑨 − 𝜆𝑰)𝒙 = 0 karena 𝒙𝜖ℝ𝒏 tidak nol, 

sehingga diperoleh hasil sebagai berikut: 

det(𝑨 − 𝜆𝑰) = 0 (2.9) 

atau dengan kata lain 

𝑨





























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 (2.10) 

Persamaan di atas disebut persamaan karakteristik matriks 𝑨. Skalar-skalar 

yang memenuhi persamaan ini adalah nilai Eigen dari 𝑨. Apabila diperluas lagi, 

determinan (𝑨 − 𝜆𝑰) adalah sebuah polinomial 𝑝 dalam variabel 𝜆 yang disebut 

sebagai polinomial karakteristik matriks 𝑨. Persamaan di atas adalah persamaan 

polinomial. Untuk menyeselaikan persamaan tersebut, diberikan nilai Eigen dari 

matriks 𝑨, atau sebarang nilai Eigen 𝜆 dari matriks 𝑨, himpunan {𝒙𝜖ℝ𝑛: (𝑨 −

𝑰)𝒙 = 0} adalah ruang nol dari matriks (𝑨 − 𝜆𝑰). 

 

2.3.4 Kestabilan Titik Tetap 

Penentuan kestabilan titik tetap dapat diperoleh dengan melihat nilai-nilai 

Eigennya, yaitu 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 yang diperoleh dari persamaan karaketristik dari 
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A, yaitu (𝑨 − 𝜆𝑰) = 0. Secara umum kestabilan titik tetap mempunyai tiga perilaku 

sebagai berikut: 

1. Stabil 

Suatu titik tetap 𝑥∗ stabil jika: 

a. Setiap nilai Eigen riil adalah negatif (𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 

b. Setiap komponen nilai Eigen kompleks, bagian riilnya lebih kecil atau 

sama dengan nol, 𝑅𝑒(𝜆𝑖 ≤ 0, untuk setiap 𝑖). 

2. Tidak stabil 

Suatu titik tetap 𝑥∗ tidak stabil jika: 

a. Setiap nilai Eigen riil adalah positif (𝜆𝑖 > 0, untuk setiap 𝑖). 

b. Setiap komponen nilai Eigen kompleks, bagian riilnya lebih besar atau 

sama dengan nol, (𝑅𝑒(𝜆𝑖 > 0, untuk setiap 𝑖). 

3. Pelana (saddle) 

Suatu titik tetap 𝑥∗ dari suatu sistem otonomus adalah pelana jika perkalian 

dua nilai Eigen riil adalah negative (𝜆𝑖𝜆𝑗 < 0, untuk setiap 𝑖 dan 𝑗 sebarang) 

(Finizio dan Ladas, 1988:21). 
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Adapun kestabilan titik ekuilibrium dari sistem dinamik ditunjukkan pada tabel 

sebagai berikut. 

 
Tabel 2.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Dinamik (Boyce, dkk., 2000: 494). 

No. Nilai Eigen Kestabilan Jenis 

 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ   

1. 𝜆1, 𝜆2 > 0 Tidak Stabil Node/Simpul 

2. 𝜆1, 𝜆2 < 0 Stabil Asimtotik Node/Simpul 

3. 𝜆2 < 0 < 𝜆1 Tidak Stabil Saddle/Pelana 

4. 𝜆1 = 𝜆2 > 0 Tidak Stabil Node/Simpul 

5. 𝜆1 = 𝜆2 < 0 Stabil Asimtotik Node/Simpul 

 𝜆1,2 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝐶   

6. 𝑎 > 0 Tidak Stabil Spiral 

7. 𝑎 < 0 Stabil Asimtotik Spiral 

8. 𝑎 = 0 Stabil Terpusat/Center 

 

Secara umum 𝑥∗ merupakan titik tetap dari sistem kontinu 𝑥̇ = 𝑓(𝑡), karena 

𝑥∗ merupakan titik tetap, maka 𝑓(𝑥∗) = 0. Pertama, dimisalkan 𝑓′(𝑥∗) > 0. 

Karena 𝑓′ sistem kontinu untuk semua nilai 𝑥 mendekati 𝑥∗, sehingga di sekitar 𝑥∗, 

𝑓 merupakan fungsi yang akan semakin bertambah. Karena 𝑓(𝑥∗) = 0, dan terdapat 

𝑥 < 𝑥∗ maka diperoleh 𝑓(𝑥) < 0, dan saat 𝑥 > 𝑥∗ maka diperoleh 𝑓(𝑥) < 0, 

sehingga sistem menurun dan menjauh dari 𝑥∗. Dan demikian pula, untuk 𝑥 di atas 

𝑥∗ maka diperoleh 𝑥̇ = 𝑓(𝑡) > 0, sehingga sistem ini meningkat dan menjauh dari 

𝑥∗. Jadi titik tetap 𝑥∗ merupakan titik tetap yang tidak stabil. Kedua, dimisalkan 

𝑓′(𝑥∗) < 0. Karena 𝑓′ sistem kontinu untuk semua nilai 𝑥 mendekati 𝑥∗. Sehingga 

di sekitar 𝑥∗, 𝑓 merupakan fungsi yang akan semakin berkurang. Kemudian untuk 

𝑥 < 𝑥̅ maka diperoleh 𝑥̇ = 𝑓(𝑡) > 0, dan untuk 𝑥 > 𝑥∗ maka diperoleh 𝑥̇ = 𝑓(𝑡) <

0. Hal ini berarti bahwa untuk 𝑥 di sekitar 𝑥∗ yang semakin mendekati 𝑥∗, maka 𝑥∗ 

merupakan titik tetap yang stabil (Scheinerman, 2004:81). 

Menurut Scheinerman (2004:81), apabila terdapat suatu sistem persamaan 

yang sulit diselesaikan karena masing-masing variabel tergantung satu sama 



18 

 

 

 

lainnya, misalkan 𝑥̇ = 𝑨𝑥 dengan 𝑥(0) = 𝑥0 mempunyai solusi sederhana yaitu 

𝑥 = 𝑒𝑨𝑡𝑥0. Maka analisis kestabilan sistem persamaan ini adalah sebagai berikut: 

1. Mencari titik tetap dari sistem persamaan. 

2. Mencari nilai Eigen yaitu det(𝜆𝑰 − 𝑨) = 0. 

3. Menyelesaikan solusi sederhana yaitu 𝑥 = 𝑒𝑨𝑡𝑥0. 

4. Jika 𝑨 merupakan matriks diagonal maka 𝑨 = 𝑺𝜆𝑺−1 sehingga didapati 𝑒𝑨𝑡 =

𝑺exp(𝜆𝑡) 𝑺−1, dimana 𝑺 merupakan vektor Eigen dari 𝑥̇ = 𝑨𝑥, dan 𝜆 

merupakan nilai Eigen dari 𝑥̇ = 𝑨𝑥. 

5. Jika 𝑥̇ = 𝑨𝑥 + 𝑏 dengan 𝑥(0) = 𝑥0 maka 𝑥̇ = (𝑺𝜆𝑺−1)𝑥 + 𝑏. 𝑢 = 𝑺−1𝑥, dan 

𝑢̇ = 𝑺−1𝑥̇ sehingga 𝑢̇ = 𝜆𝑢 + 𝑐 dengan 𝑢(0) = 𝑢0, dimana 𝑐 = 𝑺−1𝑏 dan 𝑢0 =

𝑺−1𝑥0. 

6. 𝑢𝑗(𝑡) = {

  

𝑒𝜆𝑗𝑡 (𝑢𝑗(0) +
𝑐𝑗

𝜆𝑗
) −

𝑐𝑗

𝜆𝑗
, 𝜆𝑗 ≠ 0

𝑐𝑗𝑡 + 𝑢𝑗(0),                     𝜆𝑗 = 0

 

Fungsi 𝑢𝑗(𝑡) diaplikasikan untuk mencari solusi umum dari suatu persamaan, 

sehingga diperoleh 

𝑥𝑗(𝑡) = [𝑺][𝑢𝑗(𝑡)] 

Disubstitusikan nilai waktu 𝑡 pada persamaan di atas. Apabila hasil dari 

perhitungannya memperoleh nilai mendekati nilai titik tetapnya maka persamaan 

tersebut stabil, namun jika hasil dari perhitungan menjauh dari nilai titik tetapnya 

maka persamaan tersebut tidak stabil. 

 

2.3.5 Kriteria Routh-Hurwitzh 

 Nilai-nilai eigen suatu matriks dapat ditentukan melalui persamaan 

karakteristiknya. Namun, permasalahan yang muncul yaitu ketika menentukan 
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nilai eigen untuk persamaan yang memiliki orde tinggi. Oleh karena itu, 

diperlukan kriteria yang dapat menjamin bahwa akar-akar persamaan 

karakteristiknya bernilai negatif atau ada yang bernilai positif. Kriteria tersebut 

adalah kriteria Routh-Hurwitzh. 

Untuk menentukan nilai eigen dengan menggunakan kriteria Routh-

Hurwitzh, maka berikut ini diberikan persamaan karakteristik berderajat 𝑛 

𝜆𝑛 + 𝑝1𝜆
𝑛−1 + ⋯+ 𝑝𝑛−1𝜆 + 𝑝𝑛 = 0 (2.11) 

dengan 𝐴𝑛 adalah koefisien yang merupakan bilangan riil dan 𝑛 = 1,2, … 

persamaan karakteristik pada persamaan (2.11) tersebut merupakan polynomial 

pembuat nol yang mempunyai bagian riil negatif dengan 𝐴1 > 0, 𝐴2 >

0, … , 𝐴𝑛 > 0 (Hahn, 1967). Berdasarkan persamaan tersebut diperoleh 𝑛 matriks 

Hurwitzh (𝑯𝑘) yang didefiniskan sebagai berikut 

𝑯𝑘 =

[
 
 
 
 
 

𝑝1 1 0 0 … 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 1 … 0
𝑝5 𝑝4 𝑝3 𝑝2 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮

𝑝2𝑛−3 𝑝2𝑛−4 𝑝2𝑛−5 𝑝2𝑛−6 … 𝑝𝑛−2

𝑝2𝑛−1 𝑝2𝑛−2 𝑝2𝑛−3 𝑝2𝑛−4 … 𝑝𝑛 ]
 
 
 
 
 

 

dengan syarat setiap unsur (𝑙,𝑚) pada matriks 𝑯𝑘 adalah 

𝑯𝑙,𝑚 = {
𝑝2𝑙−𝑚 , untuk 0 < 2𝑙 − 𝑚 ≤ 𝑘,

1 , untuk 2𝑙 = 𝑚,
0 , untuk 2𝑙 < 𝑚 atau 2𝑙 > 𝑘 + 𝑚.

  

Akar-akar dari persamaan (2.11) bernilai negatif atau mempunyai bagian negatif 

jika dan hanya jika 

det(𝑯𝑘) > 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

(Merkin, 1997) 
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Sehingga, untuk memahami kriteria Routh-Hurwitz tersebut, maka 

diberikan contoh Routh-Hurwitz dengan derajat 𝑛 = 4, bentuk persamaan 

karakteristiknya adalah 

𝜆4 + 𝑝1𝜆
3 + 𝑝2𝜆

2 + 𝑝3𝜆 + 𝑝4 = 0 (2.12) 

Persamaan karakteristik pada persamaan (2.12) tersebut dapat dinyatakan dalam 

bentuk matriks Hurwitzh yaitu 

𝑯1 = [𝑝1]   𝑯2 = [
𝑝1 1
0 𝑝2

] 

𝑯3 = [
𝑝1 1 0
𝑝3 𝑝2 𝑝
0 0 𝑝3

]  𝑯𝟒 = [

𝑝1 1 0 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 1
0 𝑝4 𝑝3 𝑝2

0 0 0 𝑝4

] 

 Oleh karena menurut kriteria Routh-Hurwitz akar-akar persamaan 

karakteristik pada persamaan (2.12) akan negatif jika dan hanya jika det(𝑯1) >

0, det(𝑯2) > 0, det(𝑯3) > 0, dan det(𝑯4) > 0, maka berlaku empat syarat yang 

dapat dinyatakan dengan 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 berikut 

a. det(𝑯1) = |𝑝1| > 0, diperoleh 𝑝1 > 0 

b. det(𝑯1) = |
𝑝1 1
0 𝑝2

| > 0, diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 > 0 yang mengakibatkan 𝑝1 > 0 

dan 𝑝2 > 0 

c. det(𝑯1) = |
𝑝1 1 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1

0 0 𝑝3

| > 0, diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 𝑝3
2 > 0, yang 

mengakibatkan dua kondisi yaitu 

1) 𝑝3 > 0 dan 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 > 0 

2) 𝑝3 < 0 dan 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 < 0 
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Namun, untuk kondisi 2) tidak mungkin terjadi karena jika 𝑝3 < 0 maka tidak 

akan terpenuhi 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 < 0. 

d. det(𝑯𝟒) = [

𝑝1 1 0 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 1
0 𝑝4 𝑝3 𝑝2

0 0 0 𝑝4

] > 0, diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝3
2 ∙ 𝑝4 −

𝑝1
2 ∙ 𝑝4

2 > 0, yang mengakibatkan dua kondisi yaitu 

1) 𝑝4 > 0 dan 𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 > 0. 

2) 𝑝4 < 0 dan 𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 < 0 

Namun, untuk kondisi 2) tidak mungkin terjadi karena jika 𝑝4 < 0 maka tidak 

akan terpenuhi 𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 < 0. 

 Berdasarkan uraian untuk kriteria Routh-Hurwitz dengan derajat 𝑛 = 4 

tersebut, maka dapat disimpulkan bahwa akar-akar persamaan karakteristik pada 

persamaan (2.12) akan negatif atau mempunyai bagian riil negative jika dan hanya 

jika memenuhi tiga kondisi berikut: 

1. 𝑝1 > 0, 𝑝2 > 0, 𝑝3 > 0, dan 𝑝4 > 0. 

2. 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 > 0. 

3. 𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 > 0 

 

2.4 Chronic Lymphocytic Leukemia (CLL) 

Menurut medicalcenter.osu.edu, leukemia limfositik kronis atau dikenal 

dengan Chronic Lymphocitic Leukemia (CLL) adalah kanker yang perlahan-lahan 

berkembang dari darah yang terlalu banyak limfosit, diproduksi oleh sumsum 

tulang dan oleh organ-organ dari sistem getah bening sehingga kondisi limfosit 

tidak dapat berfungsi maksimal. 
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 CLL biasanya menyerang orang tua yang terjadi karena adanya gangguan 

atau rusaknya limfosit yang diproduksi dalam tubuh, sehingga tidak dapat bekerja 

dengan baik. Selama lebih dari 20 tahun, para ahli telah mendiagnosis bahwa 

leukemia disebabkan karena stimulasi sel-sel B dan beberapa faktor luar. Studi 

terbaru yang dilaporkan dalam jurnal Blood pun menyatakan bahwa para ilmuwan 

kini sedang berusaha untuk mencari antigen yang bisa menempel pada sel leukemia 

dan mengidentifikasi protein pada virus cytomegalovirus. 

CLL memiliki perkembangan yang lebih lambat dibanding dengan jenis 

leukemia lain. Efeknya adalah sistem kekebalan tubuh menjadi lemah sehingga 

sering sulit menangkal virus penyakit dari luar dan tubuh gampang terinfeksi. Selain 

itu, gejala umum dari Chronic Lymphocytic Leukemia adalah pembesaran pada 

node getah bening, demam, turunnya berat badan, lemah, berkeringat, dan sering 

mengalami infeksi. 

 

2.5 Sistem Imun 

Sistem imun merupakan gabungan sel, molekul, dan jaringan yang berperan 

dalam resistensi terhadap infeksi. Reaksi yang dikoordinasi sel-sel, molekul-

molekul, dan bahan lainnya terhadap mikroba disebut respon imun. Sistem imun 

diperlukan tubuh untuk mempertahankan keutuhannya terhadap bahaya yang 

ditimbulkan oleh berbagai bahan dalam lingkungan hidup (Baratawidjaja dan 

Rengganis, 2009:29). 

Bagian penting pada sistem imun adalah mampu membedakan antara benda 

diri sendiri dan benda asing. Jika sistem imun gagal menjalankan fungsi ini, maka 

kejadian buruk menimpa inang. Pada tingkat individu, sangat mudah membedakan 

antara hewan atau manusia dengan mikroba. Namun pada tingkat molekular, 
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perbedaan itu tidak nampak jelas. Manusia dan mikroba terdiri atas pondasi protein, 

gula, lemak, dan asam nukleotida. Oleh karena itu, inang harus mampu 

membedakan makromolekul-makromolekul mana yang berasal dari mikroba asing. 

Sistem imun manusia terdiri atas populasi sel-sel limfosit yang secara kolektif 

mampu merespon dan membedakan makromolekul-makromolekul yang berasal 

dari diri sendiri maupun dari antigen. 

Antigen adalah molekul yang dapat menimbulkan respon imun di dalam 

inang dengan berinteraksi dengan reseptor spesifik antigen pada membran limfosit 

inang. Karena sistem imun merupakan bagian penting dalam resistensi terhadap 

infeksi, sehingga terdapat beberapa respon imun terhadap mikroba (Kresno, 2003). 

 

2.5.1 Respon Sel Imun terhadap Infeksi secara Umum 

 Terhadap beberapa gambaran umum respon imun terhadap mikroba yang 

dapat dirangkum sebagai berikut: 

1. Pertahanan terhadap mikroba diperantarai oleh mekanisme efektor imunitas 

bawaan (nonspesifik) maupun imunitas didapat (spesifik). Berbagai jenis 

mikroba dapat melawan respon imun nonspesifik, dan dalam keadaan demikian 

proteksi terhadap mikroba tersebut sangat bergantung pada respon imun 

spesifik, dalam artian bahwa respon imun spesifik meningkatkan fungsi sistem 

imun nonspesifik. 

2. Respon imun nonspesifik terhadap mikroba memegang peranan penting dalam 

menentukan respon imun spesifik yang akan bergantung. 

3. Dalam upaya melawan mikroba secara efektif, sistem imun memberikan respon 

yang spesialistik dan berbeda terhadap berbagai jenis mikroba. 
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4. Survival dan patogenesitas mikroba sangat dipengaruhi oleh kemampuan 

mikroba untuk menghindar dari respon sistem imun. 

5. Kerusakan jaringan dan penyakit sebagai konsekuensi infeksi pada umumnya 

disebabkan oleh respon sistem imun terhadap mikroba serta produknya dan 

bukan disebabkan oleh mikroba bersangkutan (Kresno, 2003:162-163). 

 

2.5.2 Sel T dan Perkembangan Sel T 

Sel T adalah suatu sel yang diturunkan dari timus yang ikut serta dalam 

berbagai reaksi imun berperantara sel. Dalam timus, sel progenitor sel T mengalami 

diferensiasi (di bawah pengaruh hormon timus) menjadi subpopulasi sel T. Sel T 

berdiferensiasi dalam timus menjadi sel yang terlibat dalam pengekspresian 

reseptor sel spesifik dan menjadi sel T-CD4+ atau sel T-CD8+. Sel T-CD4+ dan sel 

T-CD8+ adalah protein permukaan sel yang menentukan subpopulasi utama sel T, 

sel T-CD4+, dan sel T-CD8+. Setelah terdiferensiasi di dalam sel timus, sel T 

mengalami proses seleksi yang mengakibatkan retensi hanya sel-sel tersebut 

dengan reseptor yang paling berguna. Akibat dari proses seleksi adalah terdapat 

sekitar 95% timosit mati dalam timus. Hanya sedikit sel T berkembang yang 

mengekspresi reseptor yang sesuai (Baratawidjaja dan Rengganis, 2009:112). 

Sel T terdiri dari CD4+ dan CD8+. Sel CD4+ banyak terdapat dalam timus 

manusia, tonsil, dan darah. Sel CD8+ banyak terdapat dalam sumsum tulang 

manusia dan jaringan limfoid usus. Jumlah sel T yang khusus untuk satu antigen 

tunggal hanya sekitar 1 dalam 105 untuk mencapai reaktivasi umum, sedikit sel ini 

mengeluarkan limfokin yang dapat larut, yang mengaktifkan sejumlah besar 

limfosit lain. Sel T merupakan 65% sampai 80% dari kelompok limfosit kecil yang 

beredar kembali. Masa hidupnya relatif panjang sampai beberapa tahun. 
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Limfosit CD4+ merupakan limfosit yang mencakup subpopulasi utama 

sebagai berikut: 

a. Sel-sel penolong bagi sel B untuk berubah menjadi sel plasma yang 

menghasilkan antibody. 

b. Sel-sel penolong bagi sel CD8+ untuk menjadi  matang secara fungsional dan 

mampu melakukan sitotilik. 

c. Sel-sel yang mengaktivasi makrofag berisi bakteri intraseluler, sehingga 

memudahkan menghancurkan sel-sel bakteri. 

d. Sel-sel efektor untuk reaksi hipersensitivitas tipe lambat. 

Sel ini berperan sebagai pengelola serta mengarahkan respon imun. Sel-sel 

ini mengeluarkan limfokin yang merangsang sel pembunuh T (sel T-CD8+) dan sel 

B untuk tumbuh, membelah diri, memicu netrofil, dan memicu kemampuan 

makrofag untuk menelan dan merusak mikroba. 

Limfosit CD8+ merupakan limfosit yang mencakup subpopulasi utama 

sebagai berikut: 

a. Sel-sel sitotoksik yang dapat membunuh sel yang terinfeksi virus, sel tumor, 

dan sel alograf. 

b. Sel-sel supresor yang menghambat produksi antibodi dan reaksi hipersentivitas 

lambat (Baratawidjaja dan Rengganis, 2009:116). 

 

2.5.3 Sel NK 

Sel NK (bahasa Inggris: natural killer cell, NK cell) adalah turunan limfosit 

yang mempunyai andil sangat besar dalam sistem imun bawaan. Jumlah sel NK 

adalah 10-15% dari semua limfosit perifer darah. Sel NK termasuk dalam kelompok 
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innate lymphoid cells (ILC) yaitu kelompok sel limfoid namun bekerja pada sistem 

imun bawaan. Sel NK mengekpresikan reseptor yang berbeda dengan turunan 

limfosit pada umumnya yaitu tidak memiliki TCR, CD3, dan reseptor Ig. Protein 

marker dari sel NK adalah molekul CD16 dan CD56. 

Sel NK tidak menyerang sel yang mempunyai ekspresi protein MHC (sama 

seperti sel T 𝐶𝐷8), tetapi menyerang sel yang tidak memiliki ekspresi protein MHC 

tubuh. Sel-sel ini dinamakan sel pembunuh alami karena sel-sel bisa langsung 

beraksi tanpa membutuhkan aktivasi. Sel target akan mengalami apoptosis dan 

hancur, akibat sekresi sel NK dari granula toksik yang mengandung protein jenis 

perforin dan granzim. 

Sel NK manusia adalah populasi heterogen. Berbagai studi telah dilakukan 

dan diungkap bahwa sel NK dapat dibedakan berdasarkan densitas molekul 

permukaan CD56. Sekitar 90% sel NK manusia mengekspresikan CD56 densitas 

rendah ([[sel NK CD56dim]]) dan sisanya sekitar 10% mengekspresikan CD56 

dalam jumlah yang tinggi (sel NK CD56bright dan CD16dim/-). CD56 adalah suatu 

isoform molekul adhesi neural-sel, dengan fungsi yang tidak diketahui pada sel NK. 

Jenis sel NKdim dan NKbright memiliki fungsi yang berbeda. Perbedaan keduanya 

tampak pada potensi sitotoksik, kapasitas produksi sitokin, dan respon terhadap 

aktivasi sitokin. 

 

2.5.4 Respon Sel Imun terhadap Leukemia Limfositik Kronis Sel B  

 Leukemia limfositik kronis (CLL), atau juga disebut B-CLL pada literatur 

dikarakterkan dengan banyak jumlah sel darah putih (sel B) pada darah, sumsum 

tulang, limpa, dan kelenjar getah bening. Hingga saat ini, dipercaya bahwa B-CLL 

merupakan perkembangan penyakit secara lambat dari akumulasi sel-sel B yang 
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abnormal yang ditantang secara imunologi dan bukan merupakan suatu penyakit 

perkembangbiakan sel. Dapat dipahami bahwa B-CLL merupakan suatu penyakit 

heterogeneous dimana sel-sel dibedakan secara fungsional dan dapat terus 

berkembangbiak, dengan dinamika berbeda dari suatu pasien ke pasien lain. 

 Respon imun terhadap B-CLL dijabarkan dalam bentuk model matematika 

yang mencakup beberapa variabel penting yaitu: B-CLL (leukemia limfositik 

kronis), sel NK (sel pembunuh alami), sel pembunuh T, dan sel pembantu T. 

keseluruhan variabel tersebut memiliki peran dalam membendung pertumbuhan B-

CLL. 

 Persamaan diferensial biasa yang digunakan telah dipakai untuk 

mempelajari bermacam gangguan ematologi selain pada B-CLL. Kegunaan dari 

setiap model terletak pada sebaik apa model tersebut meniru rentang dari fenomena 

yang diamati pada penyakit. Suatu model respon imun biologikal terhadap B-CLL 

yang akan disajikan secara eksplisit melacak bawaan, pembantu, dan respon imun 

spesifik dengan tiga populasi sel berbeda. 

 Tantangan signifikan dalam model matematika adalah identifikasi maksud 

dari nilai parameter, kontribusi penting pada model ini adalah penggambaran nilai 

hasil akhir simulasi nyata secara biologis. Parameter-parameter dari model ini 

diperoleh melalui suatu proses dengan hati-hati dari pekembangan dan pengecekan 

ulang literature-literatur medis. 

Model matematika yang digunakan menggunakan sistem persamaan 

diferensial biasa yang mewakilkan interaksi populasi sel B-CLL dan tiga respon 

imun dalam aliran darah. Masukan sel NK yang dicakupkan merupakan jumlah 
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yang terdapat dalam tubuh tiap waktu dan tidak spesifik terhadap sel B-CLL, 

sedangkan untuk sel T 𝐶𝐷4+ yang merupakan bagian dari respon imun spesifik. 

 

2.6 Sistem Persamaan Diferensial pada Sel B-CLL dengan Respon Imun 

Pada penelitian sebelumnya oleh Nanda, dkk (2013) dalam B Cell Chronic 

Lymphocytic Leukemia with Immune Response telah dirumuskan model matematika 

pada sel B-CLL dengan respon imun yaitu: 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) (2.13) 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) (2.14) 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢 − 𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (2.15) 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (2.16) 

Deskripsi dari bentuk model di atas adalah sebagai berikut: 

𝐵(𝑡) : banyaknya populasi sel B-CLL terhadap waktu 𝑡 

𝑁(𝑡) : banyaknya populasi sel NK terhadap waktu 𝑡  

𝑇(𝑡) : banyaknya populasi sel pembunuh T atau sel T-CD8+ terhadap waktu 𝑡 

𝐻(𝑡) : banyaknya populasi sel pembantu T atau sel T-CD4+ terhadap waktu 𝑡 
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Parameter-parameter yang digunakan merupakan parameter Nanda dkk 

(2013). 

Tabel 2.2 Parameter Nanda dkk (2013) 

Parameter Deskripsi parameter Satuan 

𝑎 Laju konstan pertumbuhan sel B-CLL (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑤 

Konstanta reproduksi B-CLL yang berkurang 

karena adanya konstanta kematian alami sel B-

CLL 
(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑏 Laju konstan pertumbuhan sel T-CD4+ (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑐 Laju konstan pertumbuhan sel NK (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑢 
Laju konstan pertumbuhan sel T-CD8+, secara 

alami dan berdasarkan terapi 
(
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑓 Konstanta kematian alami sel NK (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑔 
Konstanta kematian sel B-CLL disebabkan sel 

NK (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

ℎ 
Konstanta kematian sel B-CLL disebabkan sel T-

CD8+ (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑖 
Konstanta penonaktifan sel NK disebabkan 

interaksi dengan sel B-CLL (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑗 Konstanta kematian alami sel T-CD8+ (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑚 Konstanta ketidak-aktifan dari sel T-CD8+ 

disebabkan sel B-CLL 
(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑛 Konstanta kematian alami sel T-CD4+ (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑠 
Level setengah saturasi pada syarat penyesuaian 

(
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) 

𝑘 Faktor pembanding < 1 Tanpa satuan 

𝑝 Sel T-CD4+ yang diaktivasi oleh sel B-CLL (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

 

2.8 Kesehatan dalam Islam 

 Kesehatan merupakan hal yang mutlak dalam menjalani aktivitas kehidupan 

manusia, bila tubuh manusia dalam keadaan sehat, mereka bisa melakukan aktivitas 

ibadah (hubungan manusia dengan Tuhannya), aktivitas sosial (hubungan dengan 

sesama manusia), serta aktivitas dunia (hubungan manusia dengan alam). Oleh 

karena itu menjaga kesehatan merupakan kewajiban bagi setiap umat, baik jasmani 

maupun rohani. Dalam hal ini Rasulullah Saw bersabda sebagai berikut: 
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 “Mukmin yang kuat lebih dicintai Allah daripada mukmin yang lemah. 

(Diriwayatkan oleh Muslim dalam Kitab al-Qadar, bab. Iman lil-Qadari wal-Idz’aan lahu) 

(Fuady dan Abidin, 2006).” 

 

 Maksud dari hadits di atas yang berarti mukmin yang kuat yaitu bukanlah 

mukmin yang memiliki tubuh yang besar dan kuat melainkan mukmin yang kuat 

secara jasmani dan rohani. Kuat secara jasmani berarti mampu menjaga 

kesehatannya, sedangkan kuat secara rohani berarti mampu menjaga kesehatannya. 

Hadits ini menunjukkan bahwa Rasulullah Saw menghimbau agar umat muslim 

agar dapat menjaga keimanan dan kesehatan. 

Menjaga tubuh tetap sehat, jauh dari segala macam penyakit, baik penyakit 

yang sudah menimpa tubuh maupun belum sampai mengenai tubuh. Terdapat 

beberapa cara untuk menjaga tubuh tetap sehat, salah satunya dengan memelihara 

kesehatan. Banyak hal yang dapat dilakukan untuk menjaga kesehatan. 

Pemeliharaan kesehatan agar tidak terserang penyakit, hal ini dilakukan pada orang 

yang sehat, salah satunya dengan menjaga kebersihan dalam kehidupan sehari-hari. 

Seperti yang tercantum dalam firman Allah Swt dalam surat al-Muddassir ayat 4 

sebagai berikut: 

         

“dan pakaianmu bersihkanlah,” 

 

Dari ayat di atas menunjukkan bahwa Allah Swt menghimbau kepada umat 

muslim untuk menjaga kebersihan yang dimulai dari kebersihan pakaian. Dengan 

menjaga kebersihan dapat mencegah tubuh dari berbagai macam penyakit. 

Pembahasan mengenai penyakit tentunya tidak akan lepas dari sistem pertahanan 

tubuh manusia. Dalam tubuh manusia terdapat sistem pertahanan tubuh dari benda-

benda asing yang disebut dengan sistem imun tubuh. 
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Sistem imun merupakan salah satu bentuk penyempurnaan oleh Allah Swt 

terhadap bentuk fisik (kejadian) manusia. Sistem imun diberikan Allah Swt kepada 

manusia sebagai kekebalan tubuh alami dari berbagai zat yang menyerang tubuh. 

Sistem imun  tersebut diciptakan Allah Swt sebagai penyeimbang dalam tubuh. 

Mekanisme mahluk berjalan dengan sempurna dengan keseimbangan yang terjaga. 

Keseimbangan ini diatur oleh sistem yang saling bekerja sama. Seperti yang 

tercantum dalam firman Allah Swt dalam surat al-Infithaar ayat 7-8 sebagai berikut: 

َٰكَ فَعَدَلكََ  ٱل ذَِي ى َ بَكَ   ٧خَلقََكَ فَسَو  ا شَاءَٓ رَك َ ي ِ صُورَةٖ م َ
َ
   ٨فيِٓ أ

“7) Yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan 

(susunan tubuh)mu seimbang. 8) Dalam bentuk apa saja yang Ia kehendaki, Dia menyusun 

tubuhmu.,” 

 

Kata fa’adalaka terambil dari kata ‘adl yang antara lain seimbang. Kata ini 

selain dapat berarti menjadikan anggota tubuh manusia seimbang, serasi, sehingga 

tampak harmonis, dapat juga menjadikan manusia memiliki kecenderungan untuk 

bersikap adil. Sayyid Qutub menyatakan beberapa keistimewaan jasmani manusia. 

Tetapi organ-organ tubuh manusia yang sedemikian hebat itu boleh jadi dimiliki 

oleh binatang dalam salah satu bentuk, namun manusia memiliki kekhususannya 

yaitu akal dan jiwanya yang merupakan keistimewaan yang ditekankan sebagai 

anugerah-Nya (Shihab, 2003). 

Mekanisme sistem imun yang ada di dalam tubuh manusia bekerja 

sedemikin rapi dan sempurna sehingga terciptalah suatu keseimbangn mekanisme 

yang luar biasa, dimana terjadi interaksi antara sistem imun benda asing yang ada 

di dalam tubuh. Sehingga menimbulkan respon dari sistem imun tersebut. Dari 

beberapa ayat di atas cukup menunjukkan bahwa sungguh besar kuasa Allah Swt 

dalam menciptakan segala sesuatu. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Sifat Kestabilan Model B-CLL dengan Respon Sel Imun 

 Berdasarkan sifat-sifat dari persamaan diferensial biasa nonlinier orde satu 

yang telah dijelaskan pada kajian pustaka bahwa model B-CLL dengan respon sel 

imun merupakan suatu sistem persamaan diferensial biasa nonlinier orde satu. 

Menurut Boyce dan DiPrima (2000: 479-483), kestabilan titik ekuilibrium dari 

sistem nonlinier ditentukan dengan melakukan linierisasi di sekitar titik 

ekuilibriumnya. Deret Taylor digunakan untuk linierisasi dari sistem persamaan 

diferensial biasa nonlinier. Istilah kestabilan umum dipakai untuk menggambarkan 

keadaan dinamika suatu sistem yang tidak mengalami gejolak. Kondisi titik 

ekuilibrium memiliki dua keadaan yaitu stabil dan tidak stabil (Wiggins, 1990). 

Untuk menganalisis titik kestabilan, maka perlu untuk menentukan tiik 

ekuilibrium. Titik-titik ekuilibrium diperoleh dengan mencari nilai 𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗, dan 

𝐻∗. Ketika diperoleh titik ekuilibrium, maka laju perubahan populasi pada sel  B-

CLL, sel NK, sel T 𝐶𝐷8+, dan sel T 𝐶𝐷4+akan tetap. Dapat pula dikatakan tidak 

ada lagi perubahan pada jumlah populasi.  

 

3.1.1    Identifikasi Variabel dan Parameter Model Sel B-CLL dengan Respon 

Sel Imun 
 

Model yang digunakan dalam skripsi ini adalah sistem persamaan 

diferensial biasa nonlinier empat variabel oleh Nanda dkk (2013:1054) dalam B 

Cell Chronic Lymphocytic Leukemia with Immune Response. 
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Adapun sistem persamaannya yaitu sebagai berikut: 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) (3.1) 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) (3.2) 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢 − 𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (3.3) 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (3.4) 

Berikut diberikan nilai awal dan variabel tiap pasien yang digunakan pada 

model Nanda dkk (2013) , dimana diambil tiga data dari enam data pasien dimana 

pasien-pasien tersebut memiliki sel B-CLL baik yang aktif maupun tidak aktif 

dalam bentuk tabel sebagai berikut. 

Tabel 3.1 Nilai Awal dan Variabel Nanda dkk (2013) 

Nilai Awal Pasien A Pasien B Pasien C Satuan 

𝐵(0) 34 41.6 240 𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿  
N(0) 504 253 35.3 𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿 

T(0) 2.0 2.0 84.9 𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿 

H(0) 1 1 1427 𝑠𝑒𝑙/𝜇𝐿 

 

Data yang akan digunakan merupakan data pasien A, pasien B, dan pasien 

C. Dimana nilai-nilai parameter ketiga pasien diambil dari Nanda dkk (2013). Nilai 

Parameter pasien A, B dan C: 
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Tabel 3.2 Parameter Pasien Nanda dkk (2013) 

Parameter 
Parameter 

Pasien A 

Parameter 

Pasien B 

Parameter 

Pasien C 
Satuan 

𝑎 14.9 9.81 145 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑏 10.4 10.4 10.4 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑐 3.98 3.98 3.98 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑢 1.67 5.48 142 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑓 0.0159 0.0159 0.0159 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑔 8.81 ∙ 10−4 1.19 ∙ 10−3 2.3 ∙ 10−4 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

ℎ 6.58 ∙ 10−4 5.46 ∙ 10−4 6.69 ∙ 10−4 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑖 10−4 10−4 10−4 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑗 0.0354 0.0924 5.12 ∙ 10−3 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
)
−1

(ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑚 0.0175 0.01 8.74 ∙ 10−4 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑛 0.01 0.001 0.01 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑘 0.477 0.499 0.454 Tanpa satuan 

𝑤 1.91 ∙ 10−3 1.82 ∙ 10−3 0.0422 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑝 1.42 ∙ 10−3 4.21 ∙ 10−4 6.02 ∙ 10−3 (ℎ𝑎𝑟𝑖)−1 

𝑠 104 104 104 (
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
) 

 

3.1.2    Titik Tetap dari Model 

Titik tetap dari sistem persamaan (3.1), (3.2), (3.3), dan (3.4) diperoleh saat  

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, dan 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 0.  Pada saat titik tetap diperoleh, maka 

laju perubahan populasi dari tiap persamaan akan tetap. Dengan kata lain, tidak 

terdapat perubahan jumlah populasi (keadaan stabil). Dari sistem persamaan (3.1-

3.4) dicari titik tetap tanpa nilai awal parameter dengan menggunakan program 

Maple diperoleh hasil yang panjang. Notasi yang akan digunakan untuk titik tetap 

dari tiap persamaan adalah 𝐵(𝑡)∗, 𝑁(𝑡)∗, 𝑇(𝑡)∗, dan 𝐻(𝑡)∗.  

Secara analitik, untuk mencari nilai titik tetap pertama misal di substitusikan 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, dan 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 pada persamaan (3.1), (3.2), (3.3), 

dan (3.4).  
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0 = 𝑎 + 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) (3.5a) 

0 = 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) (3.5b) 

0 = 𝑢 − 𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻 (3.5c) 

0 = 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) (3.5d) 

  

Sehingga dari persamaan (3.5b) diperoleh 

0 = 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) 

 𝑐 = 𝑓𝑁(𝑡) + 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) 

𝑐 = 𝑁(𝑡)(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)) 

𝑁(𝑡) =
𝑐

𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)
  (3.6) 

 

Dari persamaan (3.5d) diperoleh 

0 = 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) 

 

𝑏 = 𝑛𝐻(𝑡) − 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) 

𝑏 = (𝑛 − 𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
)𝐻(𝑡) 

𝐻(𝑡) =
𝑏

𝑛 −
𝑝𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)

 
 (3.7) 

 

Dari persamaan (3.5c) dengan substitusikan persamaan (3.7) didapat 

0 = 𝑢 − 𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) 

 

𝑢 + 𝑘𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) = 𝑗𝑇(𝑡) + 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) 
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𝑢 + 𝑘𝑝
𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) = 𝑇(𝑡)(𝑗 + 𝑚𝐵) 

𝑇(𝑡) =
1

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑘𝑝𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡)) 

 

(3.8) 

Persamaan (3.5a) menjadi 

0 = 𝑎 + (𝑟 − 𝑒)𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡)  

 

𝑎 = 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) + ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) − 𝑤𝐵(𝑡) 

𝑎 = 𝐵(𝑡)(𝑔𝑁(𝑡) + ℎ𝑇(𝑡) − 𝑤) 

𝐵(𝑡) =
𝑎

𝑔𝑁(𝑡) + ℎ𝑇(𝑡) − 𝑤
 

 (3.9) 

 

Kemudian substitusikan persamaan (3.6)-(3.8) ke persamaan (3.9) 

𝐵(𝑡) =
𝑎

𝑔 (
𝑐

𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)
) + ℎ (

1
𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)

(𝑢 +
𝑘𝑝𝐵(𝑡)
𝑠 + 𝐵(𝑡)

𝐻)) − 𝑤

 

 =
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑘𝑝𝐵(𝑡)
𝑠 + 𝐵(𝑡)

𝐻(𝑡)) − 𝑤
 

 =
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)

(

 
 

𝑢 +
𝑘𝑝𝐵(𝑡)
𝑠 + 𝐵(𝑡)

(
𝑏

𝑛 −
𝑝𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)

)

)

 
 

− 𝑤

 

𝐵 =
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡)

(𝑠 + 𝐵(𝑡)) (𝑛 −
𝑝𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
)
) − 𝑤

 
 

 =
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡)

(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) −
𝑝𝐵(𝑡)(𝑡)(𝑠 + 𝐵(𝑡))

𝑠 + 𝐵(𝑡)
)
) − 𝑤

 

=
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡)
(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

) − 𝑤
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=
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ

𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)
(
𝑢(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡)) + 𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡)

(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))
) − 𝑤

 

=
𝑎

𝑔𝑐
𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)

+
ℎ𝑢(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡)) + ℎ𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡)
(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡))(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

− 𝑤
 

 =
𝑎

𝑔𝑐(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡))(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

+
(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)) (ℎ𝑢𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − ℎ𝑢𝑝𝐵(𝑡) + ℎ𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡))

(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))
− 𝑤

 

=
𝑎

𝑔𝑐(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡))(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

+
(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)) (ℎ𝑢𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − ℎ𝑢𝑝𝐵(𝑡) + ℎ𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡))

(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

−
𝑤(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

 

=
𝑎(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

𝑔𝑐(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡)) (𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

+(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡)) (ℎ𝑢𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − ℎ𝑢𝑝𝐵(𝑡) + ℎ𝑏𝑘𝑝𝐵(𝑡))

−𝑤(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡))(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

 

=
𝑎(𝑓 + 𝑖𝐵(𝑡))(𝑗 + 𝑚𝐵(𝑡))(𝑛(𝑠 + 𝐵(𝑡)) − 𝑝𝐵(𝑡))

𝑔𝑐𝑗𝑛𝑠 + (𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠)𝐵(𝑡) +

𝑔𝑐𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵2(𝑡) + 𝑓ℎ𝑢𝑛𝑠 + (𝑓ℎ𝑢𝑛 − 𝑓ℎ𝑢𝑝 + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝)𝐵(𝑡)

+ℎ𝑢𝑛𝑠𝑖 + (ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝)𝐵2(𝑡)

− (
𝑤𝑓𝑗𝑛𝑠 + (𝑤𝑖𝑗𝑛𝑠 + 𝑤𝑓𝑚𝑛𝑠 + 𝑤𝑖𝑚𝑛𝑠 + 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵(𝑡)

+(𝑤𝑖𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑤𝑓𝑚(𝑛 − 𝑝) + 𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡)
)

−𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)
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=
(𝑎𝑓𝑗 + 𝑎𝑓𝑚𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑗𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚𝐵2(𝑡))(𝑛𝑠 + (𝑛 − 𝑝)𝐵(𝑡))

𝑔𝑐𝑗𝑛𝑠 + (𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠)𝐵(𝑡) +

𝑔𝑐𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵2(𝑡) + 𝑓ℎ𝑢𝑛𝑠 + (𝑓ℎ𝑢𝑛 − 𝑓ℎ𝑢𝑝 + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝)𝐵(𝑡)

+ℎ𝑢𝑛𝑠𝑖 + (ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝)𝐵2(𝑡)

−𝑤𝑓𝑗𝑛𝑠 − (𝑤𝑖𝑗𝑛𝑠 + 𝑤𝑓𝑚𝑛𝑠 + 𝑤𝑖𝑚𝑛𝑠 + 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵(𝑡)

−(𝑤𝑖𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑤𝑓𝑚(𝑛 − 𝑝) + 𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡) − 𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)

 

=
(𝑎𝑓𝑗 + 𝑎𝑓𝑚𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑗𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚𝐵2(𝑡))(𝑛𝑠 + (𝑛 − 𝑝)𝐵(𝑡))

(𝑔𝑐𝑗 + 𝑓ℎ𝑢 − 𝑤𝑓𝑗 + ℎ𝑢𝑖)𝑛𝑠

+(
𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠 + 𝑓ℎ𝑢(𝑛 − 𝑝) + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝

−𝑛𝑠(𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚) − 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝)
)𝐵(𝑡)

+(ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝 − (−𝑔𝑐𝑚 + 𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚)(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡)

−𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)

 

=

(
𝑎𝑓𝑗𝑛𝑠 + 𝑎𝑓𝑚𝑛𝑠𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑗𝑛𝑠𝐵(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚𝑛𝑠𝐵2(𝑡) + 𝑎𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝)𝐵(𝑡)

+𝑎𝑓𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵2(𝑡) + 𝑎𝑖𝑗(𝑛 − 𝑝)𝐵2(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)
)

(𝑔𝑐𝑗 + 𝑓ℎ𝑢 − 𝑤𝑓𝑗 + ℎ𝑢𝑖)𝑛𝑠

+(
𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠 + 𝑓ℎ𝑢(𝑛 − 𝑝) + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝

−𝑛𝑠(𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚) − 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝)
)𝐵(𝑡)

+(ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝 − (−𝑔𝑐𝑚 + 𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚)(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡)

−𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)

 

=

(
𝑎𝑓𝑗𝑛𝑠 + (𝑎𝑓𝑚𝑛𝑠 + 𝑎𝑖𝑗𝑛𝑠 + 𝑎𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵(𝑡)

+(𝑎𝑖𝑚𝑛𝑠 + 𝑎𝑓𝑚(𝑛 − 𝑝) + 𝑎𝑖𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)
)

(𝑔𝑐𝑗 + 𝑓ℎ𝑢 − 𝑤𝑓𝑗 + ℎ𝑢𝑖)𝑛𝑠

+(
𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠 + 𝑓ℎ𝑢(𝑛 − 𝑝) + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝

−𝑛𝑠(𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚) − 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝)
)𝐵(𝑡)

+(ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝 − (−𝑔𝑐𝑚 + 𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚)(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡)

−𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)

 

 
 
𝐵 =

(
𝑎𝑓𝑗𝑛𝑠 + 𝑎(𝑓𝑚𝑛𝑠 + 𝑖𝑗𝑛𝑠 + 𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵(𝑡)

+𝑎(𝑖𝑚𝑛𝑠 + 𝑓𝑚(𝑛 − 𝑝) + 𝑖𝑗(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡) + 𝑎𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)
)

(𝑔𝑐𝑗 + 𝑓ℎ𝑢 − 𝑤𝑓𝑗 + ℎ𝑢𝑖)𝑛𝑠

+(
𝑔𝑐𝑗(𝑛 − 𝑝) + 𝑔𝑐𝑚𝑛𝑠 + 𝑓ℎ𝑢(𝑛 − 𝑝) + 𝑓ℎ𝑏𝑘𝑝

−𝑛𝑠(𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚) − 𝑤𝑓𝑗(𝑛 − 𝑝)
)𝐵(𝑡)

+(ℎ𝑢𝑛𝑖 − ℎ𝑢𝑝𝑖 + 𝑖ℎ𝑏𝑘𝑝 − (−𝑔𝑐𝑚 + 𝑤𝑖𝑗 + 𝑤𝑓𝑚 + 𝑤𝑖𝑚)(𝑛 − 𝑝))𝐵2(𝑡)

−𝑤𝑖𝑚(𝑛 − 𝑝)𝐵3(𝑡)

(3.11) 

 

Selanjutnya dapat dihitung nilai 𝐵(𝑡) dengan merujuk pada Tabel 3.2. 

Diperoleh 𝐵𝐴(𝑡) dimana 𝐵𝐴(𝑡) adalah nilai 𝐵(𝑡) dari parameter pasien A, 𝐵𝐵(𝑡) 
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adalah nilai 𝐵(𝑡) dengan parameter pasien B, dan 𝐵𝐶(𝑡) adalah nilai 𝐵(𝑡) untuk 

parameter pasien C. 

Berdasarkan parameter-parameter pasien yang terdapat dalam Tabel 3.2, 

dicari nilai 𝐵(𝑡), 𝑁(𝑡), 𝑇(𝑡), dan 𝐻(𝑡) sebagai berikut: 

 

(1) 𝐵(𝑡) pasif, dimana populasi sel kanker berada pada jumlah normal sehingga 

tidak membahayakan. 

Dengan menggunakan data parameter dan nilai awal pasien A, penyelesaian 

persamaan 3.11 diperoleh:  

𝐵𝐴(𝑡) = {113.7167181,−2.031161157,−10688.32656,−11845.39471} 

dimana terdapat empat nilai 𝐵(𝑡). Diperoleh bahwa 𝐵𝐴(𝑡) = 113.7167181 eksis 

sedangkan saat 𝐵𝐴(𝑡) = −2.031161157,−10688.32656,−11845.39471 tidak 

eksis. Dengan menggunakan Matlab, diketahui bahwa error perhitungan nilai 𝐵𝐴(𝑡) 

yaitu 8.5263 × 10−9. 

 Selanjutnya nilai 𝐵𝐴(𝑡) = 113.7167181 disubstitusikan ke persamaan 

(3.6) untuk mencari nilai 𝑁𝐴(𝑡), 

𝑁𝐴(𝑡) =
𝑐

𝑓 + 𝑖𝐵𝐴 (𝑡)
=

3.98

0.0159 + 0.0001(113.7167181)
= 145.9389812 

dan diperoleh 𝑁𝐴(𝑡) = 145.9389812. 

 Nilai 𝐵𝐴(𝑡) disubstitusikan ke persamaan (3.7) untuk mencari nilai 𝐻𝐴(𝑡), 

𝐻𝐴(𝑡) =
𝑏

(𝑛 − (
𝑝𝐵𝐴(𝑡)

𝑠 + 𝐵𝐴(𝑡)
)

=
10.4

0.01 −
0.00142(113.7167181)
10000 + (113.7167181)

= 1041.663141 

dan diperoleh 𝐻𝐴(𝑡) = 1041.663141. 

 Nilai 𝐵𝐴(𝑡) dan 𝐻𝐴(𝑡) kemudian disubstitusikan ke persamaan (3.8) untuk 

mencari nilai 𝑇𝐴(𝑡), 
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𝑇𝐴(𝑡) =
1

𝑗 + 𝑚𝐵𝐴(𝑡)
(𝑢 +

𝑘𝑝𝐵𝐴(𝑡)𝐻𝐴(𝑡)

(𝑠 + 𝐵𝐴(𝑡))
) 

 

=
1

0.0354 + 0.0175(113.7167181)
(1.67

+
(0.477)(1.42 × 10−3)(113.7167181)(1041.663141)

(10000 + 113.7167181)
) 

 = 0.8284279256 

Sehingga diperoleh 𝑇𝐴(𝑡) = 0.8284279256. 

Dari hasil perhitungan di atas diperoleh titik tetap pertama 

𝐸1(𝐵𝐴
∗(𝑡), 𝑁𝐴

∗(𝑡), 𝑇𝐴
∗(𝑡), 𝐻𝐴

∗(𝑡)) =

(113.7167181; 145.9389812; 0.8284279256; 1041.663141). 

Kemudian, dengan menggunakan data parameter dan nilai awal pasien B, 

penyelesaian persamaan 3.11 diperoleh: 

𝐵𝐵(𝑡) = {39.86550931, −9.460714833, −11623.57558,−21053.21445} 

dimana terdapat empat nilai 𝐵(𝑡). Diketahui bahwa saat 𝐵𝐵(𝑡) = 39.86550931 

eksis sedangkan saat 𝐵𝐵(𝑡) = −9.460714833,−11623.57558,−21053.21445 

tidak eksis. Dengan menggunakan Matlab, diketahui bahwa error perhitungan nilai 

𝐵𝐵(𝑡) yaitu 1.4408 × 10−9. 

 Selanjutnya nilai 𝐵𝐵(𝑡) = 39.86550931 disubstitusikan ke persamaan 

(3.6) untuk mencari nilai 𝑁𝐵(𝑡), 

𝑁𝐵(𝑡) =
𝑐

𝑓 + 𝑖𝐵𝐵(𝑡) 
=

3.98

0.0159 + 0.0001(39.86550931)
= 200.1352579 

dan diperoleh 𝑁𝐵(𝑡) = 200.1352579. 

 Nilai 𝐵𝐵(𝑡) disubstitusikan ke persamaan (3.7) untuk mencari titik nilai 𝐻𝐵, 
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𝐻𝐵(𝑡) =
𝑏

(𝑛 − (
𝑝𝐵𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵𝐵(𝑡)
)

=
10.4

0.001 −
0.000142(39.86550931)
10000 + (39.86550931)

= 10405.86726 

dan didapat 𝐻𝐵(𝑡) = 10405.86726. 

 Nilai 𝐵𝐵(𝑡) dan 𝐻𝐵(𝑡) kemudian disubstitusikan ke persamaan (3.8) untuk 

mencari nilai 𝑇𝐵(𝑡), 

𝑇𝐵(𝑡) =
1

𝑗 + 𝑚𝐵𝐵(𝑡)
(𝑢 +

𝑘𝑝𝐵𝐵(𝑡)𝐻𝐵(𝑡)

(𝑠 + 𝐵𝐵(𝑡))
) 

 

=
1

0.0924 + 0.01(39.86550931)
(5.48

+
(0.499)(4.21 × 10−4)(39.86550931)(10405.86726

(10000 + 39.86550931)
) 

 = 11.16560615 

Sehingga diperoleh 𝑇𝐵(𝑡) = 11.16560615. 

Dari hasil perhitungan di atas diperoleh titik ekuilibrium 

𝐸2(𝐵𝐵
∗ (𝑡), 𝑁𝐵

∗(𝑡), 𝑇𝐵
∗(𝑡), 𝐻𝐵

∗(𝑡)) =

(39.86550931; 200.1352579; 11.16560615; 10405.86726) 

(2) 𝐵(𝑡) aktif, dimana jumlah populasi sel B-CLL di atas normal sehingga 

membahayakan. 

Dengan menggunakan data parameter dan nilai awal pasien C, penyelesaian 

persamaan 3.11 diperoleh: 

𝐵𝐶(𝑡) = {701.3618217, −22.29155739,−203.6807631,−25251.98865} 

dimana terdapat empat nilai 𝐵(𝑡). Diketahui bahwa saat 𝐵𝐶(𝑡) = 701.3618217 

maka 𝐵(𝑡) eksis, sedangkan saat  
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𝐵𝐶(𝑡) = −22.29155739,−203.6807631,−25251.98865 maka 𝐵(𝑡) tidak eksis. 

Dengan menggunakan Matlab, diketahui bahwa error perhitungan nilai 𝐵𝐶(𝑡) yaitu 

4.7612 × 10−10. 

 Selanjutnya nilai 𝐵𝐶(𝑡) = 701.3618217 disubstitusikan ke persamaan 

(3.6) untuk mencari nilai 𝑁𝐶(𝑡), 

𝑁𝐶(𝑡) =
𝑐

𝑓 + 𝑖𝐵𝐶(𝑡) 
=

3.98

0.0159 + 0.0001(701.3618217)
= 46.25960730 

dan diperoleh 𝑁𝐶(𝑡) = 46.25960730. 

 Nilai 𝐵𝐶(𝑡) disubstitusikan ke persamaan (3.7) untuk mencari nilai 𝐻𝐶(𝑡), 

𝐻𝐶(𝑡) =
𝑏

(𝑛 − (
𝑝𝐵𝐶(𝑡)

𝑠 + 𝐵𝐶(𝑡)
)

=
10.4

0.001 −
0.00602(701.3618217)
10000 + (701.3618217)

= 1082.718411 

dan didapat 𝐻𝐶(𝑡) = 1082.718411. 

 Nilai 𝐵𝐶 dan 𝐻𝐶 kemudian disubstitusikan ke persamaan (3.8) untuk 

mencari nilai 𝑇𝐶, 

𝑇𝐶(𝑡) =
1

𝑗 + 𝑚𝐵𝐶(𝑡)
(𝑢 +

𝑘𝑝𝐵𝐶(𝑡)𝐻𝐶(𝑡)

(𝑠 + 𝐵𝐶(𝑡))
) 

 

=
1

0.0354 + 0.000874(701.3618217)
(5.48

+
(0.454)(6.02 × 10−3)(701.3618217)(1082.718411

(10000 + 701.3618217)
) 

 = 230.0462509 

Sehingga diperoleh 𝑇𝐶(𝑡) = 230.0462509. 
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Dari hasil perhitungan di atas diperoleh titik ekuilibrium 

𝐸3(𝐵𝐶
∗(𝑡), 𝑁𝐶

∗(𝑡), 𝑇𝐶
∗(𝑡), 𝐻𝐶

∗(𝑡)) =

(701.3618217; 46.25960730; 230.0462509; 1082.718411) 

 

3.1.3 Matriks Jacobi 

a) Linierisasi dan Nilai Eigen 

Sistem persamaan diferensial dari empat variabel model B-CLL dengan 

respon sel imun merupakan sistem persamaan diferensial nonlinier sehingga 

diperlukan untuk melinierkan persamaan tersebut. Sehingga nanti akan dapat 

ditentukan kestabilannya di sekitar titik ekuilibrium. Menurut Boyce dan DiPrims 

(2000), linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier dengan 

persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan diferensial 

nonlinier. Berdasarkan hal tersebut, akan dicari pendekatan sistem persamaan 

diferensial model B-CLL dengan respon sel imun dengan menggunakan deret 

Taylor. 

Berikut penjelasan untuk mengetahui bentuk linierisasi pada model B-CLL 

dengan respon sel imun dengan menggunakan deret Taylor. 𝐵(𝑡) disimbolkan 𝐵, 

𝑁(𝑡) disimbolkan 𝑁, 𝑇(𝑡) disimbolkan 𝑇, dan 𝐻(𝑡) disimbolkan 𝐻. Sehingga, 

dimisalkan sistem persamaan (3.1)-(3.4) sebagai berikut: 

 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
 = 𝑓1(𝐵, 𝑁, 𝑇) 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
 = 𝑓2(𝐵, 𝑁) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
 = 𝑓3(𝐵, 𝑇, 𝐻) 
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𝑑𝐻

𝑑𝑡
 = 𝑓4(𝐵, 𝐻) 

Kemudian akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar titik ekuilibrium 

𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗, dan 𝐻∗ dengan menggunakan deret Taylor dan dipotong sampai orde 

satu sebagai berikut: 

𝑓1(𝐵,𝑁, 𝑇) = 𝑓1(𝐵
∗, 𝑁∗, 𝑇∗) +

𝜕𝑓1
𝜕𝐵

(𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗)(𝐵−𝐵∗)

+
𝜕𝑓1
𝜕𝑁

(𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗)(𝑁 − 𝑁∗) +
𝜕𝑓1
𝜕𝑇

(𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗)(𝑇 − 𝑇∗) 

𝑓2(𝐵,𝑁) = 𝑓2(𝐵
∗, 𝑁∗) +

𝜕𝑓2
𝜕𝐵

(𝐵∗, 𝑁∗)(𝐵−𝐵∗) +
𝜕𝑓2
𝜕𝑁

(𝐵∗, 𝑁∗)(𝑁 − 𝑁∗) 

𝑓3(𝐵, 𝑇, 𝐻) = 𝑓3(𝐵
∗, 𝑇∗, 𝐻∗) +

𝜕𝑓3
𝜕𝐵

(𝐵∗, 𝑇∗, 𝐻∗)(𝐵−𝐵∗)

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑇

(𝐵∗, 𝑇∗, 𝐻∗)(𝑇 − 𝑇∗) +
𝜕𝑓3
𝜕𝐻

(𝐵∗, 𝑇∗, 𝐻∗)(𝐻 − 𝐻∗) 

𝑓4(𝐵, 𝐻) = 𝑓4(𝐵
∗, 𝐻∗) +

𝜕𝑓4
𝜕𝐵

(𝐵∗, 𝐻∗)(𝐵−𝐵∗) +
𝜕𝑓4
𝜕𝐻

(𝐵∗, 𝐻∗)(𝐻 − 𝐻∗) 

Diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut: 

𝑱(𝐸∗) =

[
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Jika titik kesetimbangan 𝐸0
∗ = {0,0,0,0} disubstitusikan pada 𝐽(𝐸∗), maka 

diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut: 

𝑱(𝐸0
∗) =

[
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dengan  

𝐸1
∗ = (𝐵𝐴

∗, 𝑁𝐴
∗, 𝑇𝐴

∗, 𝐻𝐴
∗) 

𝐸2
∗ = (𝐵𝐵

∗ , 𝑁𝐵
∗, 𝑇𝐵

∗, 𝐻𝐵
∗) 

𝐸3
∗ = (𝐵𝐶

∗ , 𝑁𝐶
∗, 𝑇𝐶

∗, 𝐻𝐶
∗). 

Persamaan karakteristik yang diperoleh dari |𝐽(𝐸𝑛
∗ − 𝜆𝐼)| = 0 yaitu 

|𝑱(𝐸𝑛
∗ − 𝜆𝑰)| 

=
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 
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= ((𝑤 − 𝑔𝑁 − ℎ𝑇) − 𝜆)((−𝑓 − 𝑖𝐵) − 𝜆)((−𝑗 − 𝑚𝐵) − 𝜆)((−𝑛 +
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

− 𝜆) − (−ℎ𝐵)((−𝑓 − 𝑖𝐵) − 𝜆) 

(−𝑚𝑇 +
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
−

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)((−𝑛 +

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) − 𝜆) 

= (−(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) − 𝜆)(−(𝑓 + 𝑖𝐵) − 𝜆)(−(𝑗 + 𝑚𝐵)

− 𝜆) (−(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) − 𝜆) − (−ℎ𝐵)(−(𝑓 + 𝑖𝐵) − 𝜆) 

(−(𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))(−(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) − 𝜆) 

= ((−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) + 𝜆)((𝑓 + 𝑖𝐵) + 𝜆)((𝑗 + 𝑚𝐵) + 𝜆)((𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆) 

−(ℎ𝐵)((𝑓 + 𝑖𝐵) + 𝜆)((𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))((𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆) 

= ((−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) + 𝜆)((𝑓 + 𝑖𝐵) + 𝜆)((𝑗 + 𝑚𝐵) + 𝜆)((𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆) 

−(ℎ𝐵)((𝑓 + 𝑖𝐵) + 𝜆)((𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))((𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆) 
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= (𝜆2 + 𝜆(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) + 𝜆(𝑓 + 𝑖𝐵) + (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)) 

(𝜆2 + 𝜆(𝑗 + 𝑚𝐵) + 𝜆 (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + (𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)) 

−(𝜆2 + 𝜆 (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆(𝑓 + 𝑖𝐵) + (𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)) 

(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)) 

= (𝜆2 + 𝜆(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵) + (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)) 

(𝜆2 + 𝜆 (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + (𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)) 

−(𝜆2 + 𝜆 (𝑓 + 𝑖𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + (𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)) 

(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)) 
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= (𝜆4 + 𝜆3 (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆2(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −

𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ 𝜆3(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)

+ 𝜆2(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ 𝜆(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
) + 𝜆2(𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)

+ 𝜆(𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
))

− (𝜆2 (ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))

+ 𝜆 (𝑓 + 𝑖𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))

+ (𝑓 + 𝑖𝐵) (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))) 
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= (𝜆4 + 𝜆3 (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
− 𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)

+ 𝜆2 ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇))

+ 𝜆 ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
))

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
))

− (𝜆2 (ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))

+ 𝜆 (𝑓 + 𝑖𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))

+ (𝑓 + 𝑖𝐵) (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))) 
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= (𝜆4 + 𝜆3 (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
− 𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)

+ 𝜆2 ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) − (ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)))

+ 𝜆 ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

− (𝑓 + 𝑖𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)))

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

− (𝑓 + 𝑖𝐵) (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))) 
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Diketahui bahwa 

𝑝4 = (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)(𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

− (𝑓 + 𝑖𝐵) (𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
)) 

𝑝3 = ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇) (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

− (𝑓 + 𝑖𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)(ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −

2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))) 

𝑝2 = ((𝑗 + 𝑚𝐵)(𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵)(𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
)

+ (𝑓 + 𝑖𝐵)(−𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇)

− (ℎ𝐵 (𝑚𝑇 −
2𝑘𝑝𝐵𝐻

𝐵2 + 𝑠
+

2𝑘𝑝𝐵3𝐻

(𝐵2 + 𝑠)2
))) 

𝑝1 = (𝑗 + 𝑚𝐵 + 𝑛 −
𝑝𝐵2

𝐵2 + 𝑠
− 𝑤 + 𝑔𝑁 + ℎ𝑇 + 𝑓 + 𝑖𝐵) 

Dengan persamaan karakteristiknya yaitu: 

𝜆4 + 𝑝1𝜆
3 + 𝑝2𝜆

2 + 𝑝3𝜆 + 𝑝4 = 0 
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Dimana 𝑝𝑛 adalah koefisien yang merupakan bilangan riil dan 𝑛 = 1,2,3. Diperoleh 

𝑛 matriks 𝐻𝑢𝑟𝑤𝑖𝑡𝑧ℎ (𝑯𝑘)  

𝑯1 = [𝑝1]  𝑯2 = [
𝑝1 1
0 𝑝2

] 

𝑯3 = [
𝑝1 1 0
𝑝3 𝑝2 𝑝
0 0 𝑝3

]  𝑯4 = [

𝑝1 1 0 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 1
0 𝑝4 𝑝3 𝑝2

0 0 0 𝑝4

] 

1. det(𝑯1) > 0 

det(𝑯1) = |𝑝1| > 0, diperoleh 𝑝1 > 0. 

2. det(𝑯2) > 0 

det(𝑯2) = |
𝑝1 1
0 𝑝2

| > 0, diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 > 0 yang mengakibatkan 𝑝1 > 0 

dan 𝑝2 > 0. 

3. det(𝑯3) > 0 

det(𝑯3) = |
𝑝1 1 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1

0 0 𝑝3

| > 0, diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 𝑝3
2 > 0, yang 

mengakibatkan kondisi 𝑝3 > 0 dan 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 < 0. 

4. dan det(𝑯4) > 0 

det(𝑯4) = [

𝑝1 1 0 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 1
0 𝑝4 𝑝3 𝑝2

0 0 0 𝑝4

], diperoleh 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝3
2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1

2 ∙

𝑝4
2 > 0, yang mengakibatkan kondisi 𝑝4 > 0 dan 𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1

2 ∙ 𝑝4 > 0. 
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Dengan bantuan Maple, diperoleh perhitungan syarat dari kriteria Routh-Hurwitz 

model B-CLL dengan respon sel imun dengan mensubstitusi nilai parameter pada 

tiap pasien yaitu: 

1) pada pasien A 

𝑝1 = 2.192940823; 𝑝2 = 2.214290233; 𝑝3 = 0.02591845822; dan 𝑝4 =

6.636538168 ∙ 10−5 

𝑝1 ∙ 𝑝2 = 4.855807446;  𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 𝑝3
2 = 0.1251832759; 𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3 =

4.829888988 

𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝3
2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1

2 ∙ 𝑝4
2 = 0.8286655347 ∙ 10−5 

𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 = 0.1248641255 

2) pada pasien B 

𝑝1 = 0.7579995491; 𝑝2 = 0.7610395768; 𝑝3 = 2.933480695 ∙ 10−3; dan 𝑝4 =

2.3107155 ∙ 10−6 

𝑝1 ∙ 𝑝2 = 0.5768676561; 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 𝑝3
2 = 1.683624824 ∙ 10−3; 𝑝1 ∙ 𝑝2 −

𝑝3 = 0.5739341754 

𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝3
2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1

2 ∙ 𝑝4
2 = 0.3887310160 ∙ 10−8 

𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 = 0.001682297172 

3) pada pasien C 

𝑝1 = 0.9149870082; 𝑝2 = 0.8410459409; 𝑝3 = 0.02132508987; dan 𝑝4 =

1.182609283 ∙ 10−5 
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𝑝1 ∙ 𝑝2 = 0.7695461092; 𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 − 𝑝3
2 = 0.1885786357 ∙ 10−6; 𝑝1 ∙ 𝑝2 −

𝑝3 = 0.7482210193 

𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑝4 − 𝑝3
2 ∙ 𝑝4 − 𝑝1

2 ∙ 𝑝4
2 = 0.1885786357 ∙ 10−6 

𝑝3(𝑝1 ∙ 𝑝2 − 𝑝3) − 𝑝1
2 ∙ 𝑝4 = 0.01594597966 

 Linierisasi dan nilai Eigen pada tiap parameter 

Dilakukan substitusi dengan memasukkan nilai parameter dan titik ekuilibriumnya 

sesuai dengan data yang telah diberikan. 

Pada 𝐵(𝑡) pasif dimana 𝐵(𝑡) < 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, titik ekuilibrium pada pasien A 

yakni: 𝐵𝐴
∗ = 113.71671

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐴

∗ = 145.93898
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐴

∗ = 0.82842
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐴

∗ =

1041.66314
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Sehingga diperoleh hasil substitusi parameter pasien A dan titik 

ekuilibriumnya pada deret Taylor sebagai berikut: 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 29.58279 − 0.12720𝐵 − 0.10018𝑁 − 0.07482𝑇 (3.11a) 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 5.63956 − 0.01459𝐵 − 0.02727𝑁 (3.11b) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 3.31070 − 0.01442𝐵 − 2.02544𝑇 + 0.76158 ∙ 10−5𝐻 (3.11c) 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 10.38355 + 0.00014𝐵 − 0.00998𝐻 (3.11d) 

Apabila ditulis dalam bentuk matriks, persamaan liniernya akan menjadi 

sebagai berikut: 

























































































38355.10

31070.3

63956.5

58279.29

00998.00000014.0

1076158.002544.2001442.0

0002727.001459.0

007482.010018.012720.0

5

H

T

N

B

H

T

N

B









 

𝒙̇ = 𝐽[𝒙] + 𝑏 
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dengan 𝑏 adalah konstanta dan 𝐽 adalah matriks Jacobian. 

Kemudian dicari nilai Eigen dari sistem persamaan dengan menyelesaikan 

det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, maka perhitungan nilai Eigennya adalah sebagai berikut: 

0

00998.00000014.0

1076158.002544.2001442.0

0002727.001459.0

007482.010018.012720.0

1000
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dengan bantuan maple, diperoleh nilai Eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = −0.00998, 𝜆2 = −0.01426, 𝜆3 = −0.13963, 𝜆4 = −2.02600 

Model B-CLL stabil pada 𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗, 𝐻∗ karena setiap nilai Eigen adalah 

negatif (∀𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛). 

𝐵(𝑡) pasif dimana 𝐵(𝑡) < 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, titik ekuilibrium pada pasien B yakni: 

𝐵𝐵
∗ = 39.86550

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐵

∗ = 200.13525
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐵

∗ = 11.16560
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐵

∗ =

10405.86726
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Sehingga diperoleh hasil substitusi parameter pasien B dan titik 

ekuilibriumnya pada deret Taylor sebagai berikut: 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 19.54744 − 0.24243𝐵 − 0.04743𝑁 − 0.02176𝑇 (3.12a) 
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𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 4.77784 − 0.02001𝐵 − 0.01988𝑁 (3.12b) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 9.92830 − 0.11158𝐵 − 0.49105𝑇 + 0.28135 ∙ 10−6𝐻 (3.12c) 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 10.39415 + 0.00014𝐵 − 0.00099𝐻 (3.12d) 

Apabila ditulis dalam bentuk matriks, persamaan liniernya akan menjadi 

sebagai berikut: 
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𝒙̇ = 𝐽[𝒙] + 𝑏 

dengan 𝑏 adalah konstanta dan 𝐽 adalah matriks Jacobian. 

Kemudian dicari nilai Eigen dari sistem persamaan dengan menyelesaikan 

det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, maka perhitungan nilai Eigennya adalah sebagai berikut: 
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dengan bantuan maple, diperoleh nilai Eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = −0.00099, 𝜆2 = −0.01559, 𝜆3 = −0.23723, 𝜆4 = −0.50052 
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Model B-CLL stabil pada 𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗, 𝐻∗ karena setiap nilai Eigen adalah 

negatif (∀𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛). 

Pada 𝐵(𝑡) aktif dimana 𝐵(𝑡) > 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, titik ekuilibrium pada pasien C 

yakni: 𝐵𝐶
∗ = 701.36182 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐶

∗ = 41.25960 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐶

∗ = 230.04625 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐶

∗ =

1082.71841 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Sehingga diperoleh hasil substitusi parameter pasien C dan titik 

ekuilibriumnya pada deret Taylor sebagai berikut: 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 260.40252 − 0.12234𝐵 − 0.16131𝑁 − 0.46921𝑇 (3.13a) 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 7.22447 − 0.00462𝐵 − 0.08603𝑁 (3.13b) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 282.83487 − 0.20080𝐵 − 0.61811𝑇 + 0.17912 ∙ 10−4𝐻 (3.13c) 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 10.00081 + 0.00056𝐵 − 0.00960𝐻 (3.13d) 

Apabila ditulis dalam bentuk matriks, persamaan liniernya akan menjadi 

sebagai berikut: 
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𝒙̇ = 𝐽[𝒙] + 𝑏 

dengan 𝑏 adalah konstanta dan 𝐽 adalah matriks Jacobian. 

Kemudian dicari nilai Eigen dari sistem persamaan dengan menyelesaikan 

det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, maka perhitungan nilai Eigennya adalah sebagai berikut: 
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dengan bantuan maple, diperoleh nilai Eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = 0.02957, 𝜆2 = −0.00959, 𝜆3 = −0.09108, 𝜆4 = −0.76497 

Model B-CLL tidak stabil pada 𝐵∗, 𝑁∗, 𝑇∗, 𝐻∗. Hal ini karena terdapat nilai 

Eigen positif, dimana 𝜆1 < 0 < 𝜆2. 

b) Vector Eigen  

Pada pasien A, saat 𝜆1 = −0.00998 diperoleh vector Eigen 
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Kemudian saat 𝜆3 = −0.13963, nilai vector Eigen 
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Pada pasien B, saat 𝜆1 = −0.00099 diperoleh vector Eigen 
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Pada pasien C, saat 𝜆1 = 0.02957 diperoleh vector Eigen 
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Kemudian saat 𝜆3 = −0.09108, nilai vector Eigen 
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3.2 Simulasi dan Analisa Perilaku Model 

Dengan  menggunakan bantuan program MATLAB, di bawah ini 

dipaparkan grafik solusi dari sistem persamaan diferensial biasa nonlinier orde satu 

pada persamaan (3.1) sampai dengan (3.4). Grafik solusi ini disesuaikan dengan 

menggunakan data yang disajikan oleh Nanda dkk (2013) yaitu: 
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(1) 𝐵(𝑡) pasif. 

i) Pada pasien A, memiliki nilai awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁(0) = 504

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇(0) =

2 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝐻(0) = 1

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dengan nilai untuk setiap parameter seperti yang telah 

disajikan pada tabel (3.2). 

 

 Gambar tersebut di atas menggambarkan kecepatan perubahan populasi 

yang dialami oleh setiap variabel yang mewakili tiap populasi sel. Populasi sel B-

CLL meningkat secara perlahan secara konstan dalam waktu 250 hari dengan 

kondisi awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter 𝑎 = 14.9, 𝑟 = 1.91 ∙ 10−3, 𝑒 = 7980, 

𝑔 = 8.81 ∙ 10−4, ℎ = 6.58 ∙ 10−4, dengan nilai 𝐵(250) = 1.0724 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

Populasi sel NK berlawanan dengan populasi sel B-CLL, yakni berkurang secara 

konstan dalam jumlah tertentu dalam waktu yang sama dengan nilai awal 𝑁(0) =

504
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter 𝑐 = 3.98, 𝑓 = 0.0159, 𝑖 = 10−4. Selain itu, populasi sel T-

CD8+ awalnya mengalami sedikit peningkatan sebelum kemudian berkurang secara 

terus menerus mendekati nilai 1. Nilai awal yang digunakan yaitu 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan 

parameter 𝑢 = 1.67, 𝑗 = 0.0354, 𝑚 = 0.0175, 𝑘 = 0.477, 𝑝 = 1.42 ∙ 10−3, 𝑠 =
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104. Populasi sel T-CD4+, yang berfungsi sebagai sel penolong sel T-CD8+ untuk 

menjadi matang dan mampu melakukan sitotilik meningkat secara drastic pada 15 

hari pertama dan kemudian meningkat secara konstan dengan suatu nilai tertentu 

pada hari-hari selanjutnya. Kondisi awalnya yaitu 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameternya 

𝑏 = 10.4, 𝑛 = 0.01, 𝑝 = 1.42 ∙ 10−3, 𝑠 = 104. 

 Berikut simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan perubahan 

populasi sel NK. 

1) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun saat 𝑁(0) mendekati titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 150
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 terdapat sedikit 

kenaikan pada 20 hari pertama kemudian berangsur konstan pada hari selanjutnya 

sampai  𝑡 = ±90 hari grafik populasi sel B-CLL stabil konstan menuju ke titik 

ekuilibrium, yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan, 

kemudian diperoleh 𝐵(250) = 1.1327 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 150

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 

mendekati titik ekuilibrium model, menunjukkan grafik populasi sel NK yang 
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konstan sebelum kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada 𝑡 = ±90 hari. 

Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-

CD8+ yang menurun drastis menuju nol pada 𝑡 = ±10 hari hingga kemudian 

berangsur menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±170 hari. Kemudian nilai awal 

𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ naik drastis pada 10 hari pertama sebelum 

kemudian berangsur naik dan mendekati titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±225 hari. 

2) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan asumsi 𝑁(0) di bawah 

titik ekuilibrium, 𝑁(0) = 50
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 250 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 terdapat kenaikan 

populasi B-CLL yang cukup signifikan pada 15 hari pertama kemudian menurun 

pada hari selanjutnya hingga  𝑡 = ±100 hari. Kemudian terlihat bahwa grafik 

populasi sel B-CLL berangsur konstan sampai kemudian stabil menuju ke titik 

ekuilibrium pada hari ke 240, yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami 

perubahan, sehingga diperoleh 𝐵(250) = 1.153 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) =
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50
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada jauh di bawah titik ekuilibrium populasi sel NK, menunjukkan grafik 

populasi yang berangsur naik hingga kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada 

𝑡 = ±230 hari. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik 

populasi sel T-CD8+ yang menurun menuju nol pada 𝑡 = ±10 hari selanjutnya 

berangsur naik hingga kemudian menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±230 hari. 

Kemudian nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ naik drastis pada 10 

hari pertama sebelum kemudian berangsur naik dan mendekati titik ekuilibrium 

pada saat 𝑡 = ±255 hari. 

3) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan asumsi 𝑁(0) di bawah 

titik ekuilbrium, 𝑁(0) = 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 terdapat kenaikan 

populasi B-CLL yang cukup signifikan pada 10 hari pertama kemudian berangsur 

konstan pada hari selanjutnya. Hingga jemudian terlihat bahwa grafik populasi sel 

B-CLL stabil menuju ke titik ekuilibrium pada hari ke 180, yang artinya populasi 
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sel B-CLL tidak mengalami perubahan dan diperoleh 𝐵(250) = 1.142 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

Nilai awal 𝑁(0) = 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada di bawah titik ekuilibrium populasi sel NK, 

menunjukkan grafik populasi yang berangsur naik hingga kemudian stabil menuju 

titik ekuilibrium pada 𝑡 = ±170 hari. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 

menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang menurun menuju nol 

pada 𝑡 = ±10 hari selanjutnya berangsur naik hingga kemudian menuju titik 

ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±220 hari. Kemudian nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik 

populasi sel T-CD4+ naik drastis pada 10 hari pertama sebelum kemudian berangsur 

naik dan mendekati titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±435 hari. 

4) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan asumsi 𝑁(0) di atas 

titik ekuilibrium, 𝑁(0) = 200
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 250 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 34
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 terdapat kenaikan 

populasi B-CLL yang cukup signifikan pada lima hari pertama kemudian berangsur 

naik secara konstan pada hari selanjutnya. Hingga jemudian terlihat bahwa grafik 
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populasi sel B-CLL stabil menuju ke titik ekuilibrium pada hari ke 190, yang artinya 

populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan, sehingga diperoleh nilai 

𝐵(250) = 1.2322 × 102  
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 200

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada di atas titik 

ekuilibrium populasi sel NK, menunjukkan grafik populasi yang berangsur turun 

hingga kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada 𝑡 = ±185 hari. Selanjutnya 

nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang 

menurun menuju nol pada lima hari pertama sebelum kemudian berangsur turun 

hingga selanjutnya grafik populasi sel stabil menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 =

±80 hari. Kemudian nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ naik 

drastis pada 10 hari pertama sebelum kemudian berangsur naik dan stabil menuju 

titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±490 hari. 

ii) Pada pasien B, nilai awal yang digunakan yaitu 𝐵(0) = 41.6 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁(0) =

253
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇(0) = 2 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻(0) = 1

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter seperti yang telah 

disajikan dalam tabel (3.2). 
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Gambar tersebut di atas menggambarkan kecepatan perubahan populasi 

yang dialami oleh setiap variabel yang mewakili tiap populasi sel. Populasi sel B-

CLL pada awalnya mengalami sedikit penurunan dan kemudian berangsung-angsur 

menjadi konstan dengan kondisi awal 𝐵(0) = 41.6
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter 𝑎 = 9.81, 

𝑟 = 1.82 ∙ 10−3, 𝑒 = 2.81 ∙ 10−3, 𝑔 = 1.19 ∙ 10−3, ℎ = 5.46 ∙ 10−4, sehingga 

diketahui bahwa 𝐵(250) = 39.638 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Populasi sel NK berkurang secara perlahan 

hampir mendekati konstan (tidak ada perubahan) dalam jumlah tertentu dalam 

waktu yang sama dengan nilai awal 𝑁(0) = 253
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dengan parameter 𝑐 = 3.98, 

𝑓 = 0.0159, 𝑖 = 10−4. Selain itu, populasi sel T-CD8+ awalnya mengalami 

peningkatan pada 5 hari pertama sebelum kemudian konstan pada nilai tertentu 

dihari selanjutnya. Nilai awal yang digunakan yaitu 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter 

𝑢 = 5.48, 𝑗 = 0.0924, 𝑚 = 0.01, 𝑘 = 0.499, 𝑝 = 4.21 ∙ 10−3, 𝑠 = 104. Populasi 

sel T-CD4+, yang berfungsi sebagai sel penolong sel T-CD8+ untuk menjadi matang 

dan mampu melakukan sitotilik meningkat secara drastic pada 15 hari pertama dan 

kemudian meningkat secara konstan dengan suatu nilai tertentu pada hari-hari 

selanjutnya. Kondisi awalnya yaitu 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameternya 𝑏 = 10.4, 𝑛 =

0.001, 𝑝 = 4.21 ∙ 10−3, 𝑠 = 104. 
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 Berikut simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan perubahan 

populasi sel NK. 

1) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun saat 𝑁(0) mendekati titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 200
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 250 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 41.6 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dimana nilai 

awal 𝐵(0) mendekati titik ekuilibrium, terlihat bahwa populasi B-CLL sedikit 

menurun pada hari pertama sebelum kemudian stabil secara konstan menuju titik 

ekuilibrium pada grafik populasi sel sehingga diketahui 𝐵(250) = 39.8532 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 

yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan. Nilai awal 𝑁(0) =

200
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, mendekati titik ekuilibrium menunjukkan grafik populasi yang berangsur 

stabil menuju titik ekuilibrium. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan 

perubahan grafik populasi sel T-CD8+ naik secara signifikan pada lima hari pertama 

sebelum kemudian berangsur stabil menuju titik ekuilibrium pada hari-hari 

sebelumnya. Kemudian nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ naik 
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drastis pada 20 hari pertama sebelum kemudian berangsur naik secara konstan 

menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

2) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan 𝑁(0) di bawah titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 50
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 250 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 41.6 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dimana nilai 

awal 𝐵(0) mendekati titik ekuilibrium, terlihat bahwa populasi B-CLL mengalami 

kenaikan pada 10 hari pertama, sebelum kemudian menurun secara signifikan pada 

hari selanjutnya. Kemudian berangsur turun secara konstan pada 𝑡 = ±70 hari dan 

menjadi stabil menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±190 hari, 

yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan, sehingga diperoleh 

nilai 𝐵(250) = 40.4902 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 50

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada jauh di bawah titik 

ekuilibrium menunjukkan grafik populasi sel yang berangsur naik sebelum 

kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±195 hari. Selanjutnya 

nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ naik 

secara signifikan pada tiga hari pertama sebelum kemudian turun dan berangsur 
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naik pada saat 𝑡 = ±20 hari. Selanjutnya terlihat bahwa grafik populasi sel T-CD8+ 

berangsur naik secara konstan pada saat 𝑡 = ±50 hari. Kemudian pada hari ke-210 

grafik populasi sel stabil menuju titik ekuilibrium. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 

grafik populasi sel T-CD4+ naik drastis pada 20 hari pertama sebelum kemudian 

berangsur naik secara konstan menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

3) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan 𝑁(0) di bawah titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 250 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 41.6 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dimana nilai 

awal 𝐵(0) mendekati titik ekuilibrium, terlihat bahwa populasi B-CLL mengalami 

kenaikan pada 10 hari pertama. Kemudian berangsur turun secara konstan dan 

menjadi stabil menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±170 hari, 

yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan. Kemudian diperoleh 

bahwa nilai 𝐵(250) = 40.2723 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 100

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada di bawah 

titik ekuilibrium menunjukkan grafik populasi sel yang berangsur naik sebelum 

kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±170 hari. Selanjutnya 
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nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ naik 

secara signifikan pada tiga hari pertama sebelum kemudian turun dan berangsur 

naik pada saat 𝑡 = ±20 hari. Terlihat bahwa grafik populasi sel T-CD8+ berangsur 

naik secara konstan. Kemudian pada saat 𝑡 = ±185 hari grafik populasi sel stabil 

menuju titik ekuilibrium. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ 

naik drastis pada 20 hari pertama sebelum kemudian berangsur naik secara konstan 

menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

4) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun saat 𝑁(0) di atas titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 300
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 41.6 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dimana nilai 

awal 𝐵(0) mendekati titik ekuilibrium, terlihat bahwa populasi B-CLL mengalami 

penurunan pada 10 hari pertama. Kemudian berangsur naik secara konstan dan 

menjadi stabil menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±150 hari, 

yang artinya populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan, dan diperoleh bahwa 
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nilai 𝐵(250) = 39.4498
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 300

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada di atas titik 

ekuilibrium menunjukkan grafik populasi sel yang berangsur turun sebelum 

kemudian stabil menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±140 hari. Selanjutnya 

nilai awal 𝑇(0) = 2
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang 

naik secara signifikan pada 10 hari pertama sebelum kemudian berangsur turun 

secara konstan pada hari selanjutnya. Kemudian grafik populasi sel T-CD8+ stabil 

menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±205 hari. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 

grafik populasi sel T-CD4+ naik drastis pada 20 hari pertama sebelum kemudian 

berangsur naik secara konstan menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

(2) 𝐵(𝑡) aktif 

Pada pasien C, nilai awal yang digunakan yaitu 𝐵(0) = 240 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁(0) =

35.3 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇(0) = 84.9 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻(0) = 1427 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter seperti yang telah 

disajikan dalam tabel (3.2). 

 

Gambar tersebut di atas menggambarkan kecepatan perubahan populasi 

yang dialami oleh setiap variabel yang mewakili tiap populasi sel. Populasi sel B-
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CLL pada awalnya mengalami sedikit penaikan yang signifikan dan kemudian 

berangsung-angsur menjadi konstan dengan kondisi awal 𝐵(0) = 240 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan 

parameter 𝑎 = 145, 𝑟 = 0.0422, 𝑒 = 1.71 ∙ 10−4, 𝑔 = 2.3 ∙ 10−4, ℎ = 6.69 ∙

10−4. Kemudian diperoleh 𝐵(200) = 6.1757 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
.Populasi sel NK 

mengalami pertambahan kemudian secara perlahan mendekati konstan (tidak ada 

perubahan) dalam jumlah tertentu dalam waktu yang sama dengan nilai awal 

𝑁(0) = 35.3 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dengan parameter 𝑐 = 3.98, 𝑓 = 0.0159, 𝑖 = 10−4. Selain itu, 

populasi sel T-CD8+ awalnya mengalami peningkatan pada 5 hari pertama sebelum 

kemudian mengalami penurunan dan konstan pada nilai tertentu dihari-hari 

selanjutnya. Nilai awal yang digunakan yaitu 𝑇(0) = 84.9 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameter 𝑢 =

142, 𝑗 = 5.12 ∙ 10−3, 𝑚 = 8.74 ∙ 10−4, 𝑘 = 0.454, 𝑝 = 6.02 ∙ 10−3, 𝑠 = 104. 

Populasi sel T-CD4+, yang berfungsi sebagai sel penolong sel T-CD8+ untuk 

menjadi matang dan mampu melakukan sitotilik meningkat secara meningkat 

secara konstan dengan suatu nilai tertentu pada hari-hari selanjutnya. Kondisi 

awalnya yaitu 𝐻(0) = 1427 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 dan parameternya 𝑏 = 10.4, 𝑛 = 0.01, 𝑝 = 6.02 ∙

10−3, 𝑠 = 104. 
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 Berikut simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan perubahan 

populasi sel NK. 

1) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun saat 𝑁(0) mendekati titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 50 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 240 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi 

sel menunjukkan bahwa populasi B-CLL mengalami kenaikan yang signifikan pada 

lima hari pertama. Kemudian berangsur naik secara konstan dan menjadi stabil 

menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±125 hari, yang artinya 

populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan, dan diperoleh nilai 𝐵(200) =

6.1766 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 50

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada di bawah titik ekuilibrium 

menunjukkan grafik populasi sel yang naik secara signifikan pada 20 hari pertama 

sebelum kemudian berangsur turun secara konstan dan stabil menuju titik 

ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±220 hari. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 84.9
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 

menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang naik secara signifikan 

pada lima hari pertama sebelum kemudian berangsur turun secara konstan pada hari 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
10

1

10
2

10
3

10
4

Simulasi Model pasien C  saat N(0) = 50 sel/muL

waktu (hari)

 

 

Sel B-CLL B(t)

Sel NK N(t)

Sel T-CD8+ T(t)

Sel T-CD4+ H(t)



75 

 

 

  

selanjutnya. Hingga grafik populasi sel T-CD8+ stabil menuju titik ekuilibrium pada 

saat 𝑡 = ±55 hari. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1427
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ 

berangsur naik secara konstan menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

2) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan 𝑁(0) di bawah titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 10
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 240 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi 

sel menunjukkan bahwa populasi B-CLL mengalami kenaikan yang signifikan pada 

lima hari pertama. Kemudian berangsur naik secara konstan dan menjadi stabil 

menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±50 hari, yang artinya 

populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan secaca signifikan, kemudian 

diperoleh nilai 𝐵(200) = 1.1783 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 10

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada 

mendekati titik ekuilibrium menunjukkan grafik populasi sel yang naik di hari 

pertama sebelum kemudian berangsur turun secara konstan dan stabil menuju titik 

ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±225 hari. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) = 84.9
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
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menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang naik secara signifikan 

pada lima hari pertama sebelum kemudian berangsur turun secara konstan pada hari 

selanjutnya. Hingga grafik populasi sel T-CD8+ stabil menuju titik ekuilibrium pada 

saat 𝑡 = ±55 hari. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1427
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi sel T-CD4+ 

berangsur naik secara konstan menuju titik ekuilibrium pada hari-hari selanjutnya. 

3) Simulasi model B-CLL dengan respon sel imun dengan 𝑁(0) di atas titik 

ekuilibrium, 𝑁(0) = 100
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

 

Grafik di atas menunjukkan simulasi model B-CLL dengan respon sel imun 

selama 200 hari. Dengan menggunakan nilai awal 𝐵(0) = 240 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik populasi 

sel menunjukkan bahwa populasi B-CLL mengalami kenaikan yang signifikan pada 

lima hari pertama. Kemudian berangsur naik secara konstan dan menjadi stabil 

menuju titik ekuilibrium pada grafik populasi sel saat 𝑡 = ±70 hari, yang artinya 

populasi sel B-CLL tidak mengalami perubahan secara signifikan, dan diperoleh 

nilai 𝐵(200) = 6.1753 × 102 𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Nilai awal 𝑁(0) = 100

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, berada mendekati 

titik ekuilibrium menunjukkan grafik populasi sel yang mengalami penurunan pada 

30 hari pertama sebelum kemudian berangsur turun secara konstan dan stabil 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
10

1

10
2

10
3

10
4

Simulasi Model pasien C  saat N(0) = 100 sel/muL

waktu (hari)

 

 

Sel B-CLL B(t)

Sel NK N(t)

Sel T-CD8+ T(t)

Sel T-CD4+ H(t)



77 

 

 

  

menuju titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±220 hari. Selanjutnya nilai awal 𝑇(0) =

84.9
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
 menunjukkan perubahan grafik populasi sel T-CD8+ yang naik secara 

signifikan pada lima hari pertama sebelum kemudian berangsur turun secara 

konstan pada hari selanjutnya. Hingga grafik populasi sel T-CD8+ stabil menuju 

titik ekuilibrium pada saat 𝑡 = ±75 hari. Untuk nilai awal 𝐻(0) = 1427
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, grafik 

populasi sel T-CD4+ berangsur naik secara konstan menuju titik ekuilibrium pada 

hari-hari selanjutnya. 

 

3.3 Penyakit dan Penyembuhannya dalam Pandangan Islam 

  Allah  Swt. menciptakan segala sesuatu yang ada di  alam semesta ini dalam 

keadaan  seimbang, dunia beserta isinya, begitu juga dengan tubuh manusia. Allah 

Swt. melengkapi tubuh manusia dengan sistem imun yang bekerja untuk 

melindungi tubuh dari bakteri, virus, parasit, atau benda-benda yang dianggap asing 

oleh tubuh. 

 Allah Swt. memelihara kesehatan tubuh manusia dengan  menciptakan 

bahan-bahan makanan di bumi dan menghalalkannya serta memerintahkan manusia 

untuk mendapatkan dan menggunakannya dengan cara yang baik dan tidak 

berlebih-lebihan. Bahkan dalam beberapa hadits disebutkan bahwa anugrah terbaik 

yang diberikan Allah Swt. kepada hamba-Nya adalah nikmat kesehatan, selain 

nikmat keyakinan. Rasulullah SAW menerangkan dalam beberapa haditsnya 

mengenai pentingnya  kedudukan kesehatan menurut pandangan Islam. 

“Dari ibnu Abbas RA. Ia berkata: “Seseorang Arab dusun dating kepada 

Rasulullah SAW. Lalu ia bertanya kepada Rasulullah: ‘Apakah yang (baik) aku minta 

kepada Allah setelah selesai melakukan shalat lima waktu?’ Rasulullah menjawab: 

‘Mintalah kesehatan.’ Orang Arab dusun itu masih tetap mengulangi pertanyaannya. 

Maka untuk yang ketiga kalinya Rasulullah mengatakan: ‘Mintalah kesehatan di dunia dan 

di akhirat.’ (Ibnul Qayyim, 1994:1).”  
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Nikmat kesehatan bukanlah merupakan sesuatu yang permanen. Hal ini 

dikarenakan, jika seseorang sehat sepanjang masa maka nikmat itu tidak akan 

pernah ia rasakan. Hingga menjadi suatu kewajiban bagi manusia untuk mencari  

atau melakukan pengobatan, karena setiap penyakit pasti memiliki obatnya. 

Rasulullah SAW bersabda yang artinya: 

“Setiap penyakit pasti ada obatnya, maka apabila ditemukan obatnya, sembuhlah 

ia dengan izin Allah.” 

Jika terdapat suatu penyakit yang belum ada obatnya, hal itu tidak lain 

karena masih terbatasnya ilmu yang dimiliki manusia. Oleh sebab itu, setiap 

manusia diwajibkan untuk belajar dan terus belajar, tanpa mengenal batasan usia. 

Hal ini secara tidak langsung menunjukkan kebesaran Allah Swt., menegaskan 

bahwa sesungguhnya ilmu pengetahuan yang dimiliki manusia sangatlah sedikit 

diantara banyaknya ilmu Allah. 

Allah Swt. menciptakan manusia sebagai mahluk yang berakal, sehingga 

dalam Islam diajarkan agar setiap manusia mencari ilmu atau berilmu sebelum 

berkata atau berbuat sesuatu. Hal itu dikarenakan ilmu merupakan dasar, pondasi 

sebelum berkata-kata maupun melakukan suatu perbuatan. Seperti yang tercantum 

dalam al-Qur’an surat al-Isra/17:36 sebagai berikut: 

                             

      

“Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidak memiliki pengetahuan tentangnya. 

Sesungguhnya pendengaran, penglihatan dan hati, semuanya itu akan dimintai 

pertanggungjawabannya.” 

Dalam tafsir Hidayatul Insan (Musa) dijelaskan bahwa ayat tersebut di atas 

menjelaskan bahwa perhatikan dahulu keadaannya dan pikirkan dahulu akibatnya 

jika engkau hendak mengucapkan atau melakukan sesuatu. Oleh karena itu, 
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sepatutnya seorang hamba yang mengetahui bahwa ucapan dan perbuatannya akan 

diminta pertanggungjawaban menyiapkan jawaban untuknya. Hal itu tentunya 

dengan menggunakan anggota badannya untuk beribadah kepada Allah, 

mengikhlaskan ibadah kepada-Nya dan menjaga dirinya dari melakukan perbuatan 

yang dibenci Allah Subhaanahu wa Ta'aala. 

Firman Allah tersebut di atas secara langsung menyindir manusia agar 

senantiasa belajar atau menuntut ilmu, tanpa peduli batasan usia, karena setiap 

manusia memiliki kewajiban untuk berilmu maupun menuntut ilmu.  
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

1) Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan bahwa model matematika pada 

sel B-CLL dengan respon sel imun berbentuk sistem persamaan diferensial biasa 

nonlinier sebagai berikut: 

𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑤𝐵(𝑡) − 𝑔𝐵(𝑡)𝑁(𝑡) − ℎ𝐵(𝑡)𝑇(𝑡) 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐 − 𝑓𝑁(𝑡) − 𝑖𝑁(𝑡)𝐵(𝑡) 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢 − 𝑗𝑇(𝑡) − 𝑚𝑇(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝑘𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) 

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝑛𝐻(𝑡) + 𝑝

𝐵(𝑡)

𝑠 + 𝐵(𝑡)
𝐻(𝑡) 

dengan menggunakan nilai awal, dimana 𝐵0, 𝑁0, 𝑇0, 𝐻0 > 0, dan parameter yang 

disesuaiakan terdapat dalam Nanda dkk (2013). 

2) Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan bahwa model matematika pada 

sel B-CLL dengan respon sel imun berbentuk sistem persamaan diferensial biasa 

nonlinier sehingga digunakan konsep titik kestabilan atau titik ekuilibrium atau titik 

kesetimbangan. Titik kestabilan diperoleh saat persamaan tersebut stabil, yang 

artinya, 
𝑑𝐵(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
= 0. Dengan titik tetap pada tiap pasien 

berbeda sesuai dengan nilai parameternya. Data yang diperoleh dari Nanda dkk 

(2013) menunjukkan bahwa pasien  A dan pasien B memiliki sek kanker pasif, 

sedangkan pasien C memiliki sel kanker yang aktif, yang berarti bahwa populasi 

sel kanker bertumbuh secara cepat dan tidak terkendali. 
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  Titik ekuilibrium pasien A yaitu  𝐵𝐴
∗ = 113.71671 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐴

∗ = 145.93898 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 

𝑇𝐴
∗ = 0.82842 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐴

∗ = 1041.66314 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Setelah dilinierisasi diperoleh titik 

ekuilibriumnya yaitu 𝐵𝐴
∗ = 113.71671 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐴

∗ = 145.93898 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐴

∗ = 0.82843 
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 

𝐻𝐴
∗ = 1041.66460 

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Titik ekuilibrium pasien B yaitu 𝐵𝐵

∗ = 39.86550
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐵

∗ =

200.13525
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐵

∗ = 11.16560
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐵

∗ = 10405.86726
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. setelah dilinierisasi, 

diperoleh titik ekuilibriumnya yaitu 𝐵𝐵
∗ = 39.86550

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐵

∗ = 200.13526
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐵

∗ =

11.16565
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐵

∗ = 10405.87310
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. Serta titik ekuilibrium pasien C yaitu 𝐵𝐶

∗ =

701.36182
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐶

∗ = 46.25960
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐶

∗ = 230.04625
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐶

∗ = 1082.71841
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

Diperoleh titik ekuilibrium pasien C setelah linierisasi yaitu 𝐵𝐶
∗ = 701.36180

𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑁𝐶

∗ =

46.25960
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, 𝑇𝐶

∗ = 230.04620
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
, dan 𝐻𝐶

∗ = 1082.71842
𝑠𝑒𝑙

𝜇𝐿
. 

  Sifat kestabilan model B-CLL dengan respon sel imun berbeda pada tiap pasien 

sesuai dengan nilai awal dan parameternya. Pasien A memiliki kestabilan yang stabil 

dimana setiap nilai Eigennya adalah negatif (∀𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛). Pasien B stabil 

karena setiap nilai Eigen adalah negatif (∀𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛). Sedangkan pasien 

C memiliki sifat kestabilan yang tidak stabil sebab terdapat suatu nilai Eigen positif, 

dimana 𝜆1 < 0 < 𝜆2. Model Nanda dkk (2013) juga memenuhi kriteria Routh-

Herwitz untuk ketiga data pasien. 

3) Pada setiap gambar grafik yang diperoleh diketahui bahwa sel imun yang 

memiliki pengaruh untuk membuat perubahan yang signifikan pada grafik adalah 

sel NK, baik pada pasien A maupun pasien B, dimana saat nilai awal populasi sel 

NK, 𝑁(0) mendekati titik ekuilibrium menghasilkan grafik populasi sel B-CLL 

yang paling cepat menuju titik ekuilibrium. Sedangkan sel-sel imun lain, sel T CD8+ 
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dan sel T CD4+ tidak memiliki pengaruh yang cukup signifikan yang dapat terlihat 

pada grafik. Namun, pada pasien C, sel NK tidak memiliki pengaruh cukup 

signifikan terhadap perubahan pertumbuhan populasi sel B-CLL. 

 

4.2 Saran 

 Pada pembahasan selanjutnya, ada beberapa hal yang dapat dikembangkan 

dari penelitian ini salah satunya menggunakan metode numerik untuk mencari 

solusi numerik dari sistem persamaan diferensial nonlinier model matematika pada 

sel B-CLL dengan respon sel imun. 
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