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ABSTRAK 

 

Agustina, Dwiki Marlinda. 2018. Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers 

dari Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

Kata kunci: Energi Laplace, Matriks Keterhubungan Titik, Matriks Derajat, 

Matriks Laplace, Nilai Eigen, Graf Invers, Grup Dihedral 

Perkembangan terbaru dari teori graf yang banyak dikaji adalah meneliti  

graf yang dibangun dari grup. Pada penulisan skripsi ini dibahas mengenai energi 

Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral. Metode yang digunakan 

dalam penulisan skripsi ini adalah kajian pustaka, dengan menggunakan rujukan 

beberapa buku dan jurnal. 

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, misalnya matriks 

keterhubungan titik, matriks derajat, dan matriks Laplace. Matriks-matriks 

tersebut dapat digunakan untuk mencari nilai Eigennya. Jumlah nilai mutlak dari 

nilai Eigen pada suatu graf   disebut energi  ( ).  
Penelitian ini bertujuan untuk mencari pola energi Laplace pada 

komplemen graf invers dari grup dihedral yang kemudian dijadikan teorema. 

Hasil dari penelitian ini adalah: 

Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral     

a. untuk   ganjil dan     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
               

 
| 

b. untuk   genap dan    (   ),     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                

 
| 

c. untuk   genap dan       ,     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                 

 
| 

 

dengan   adalah ukuran komplemen graf invers dari grup dihedral. 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian 

tentang energi Laplace yang dapat diperoleh dari grup lainnya. 
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ABSTRACT 

 

Agustina, Dwiki Marlinda. 2018. Laplacian Energy of Complement Graph of 

Inverse Graph of Dihedral Group. Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic 

University Malang. Advisor: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad 

Jamhuri, M.Si. 

Keyword: Laplacian energy, adjacency vertex matrix, degree matrix, Laplacian 

matrix, eigen value, invers graph, dihedral group 

The recent development of the graph theory is researching graph which 

formed from group. This thesis will examine the Laplacian energy of complement 

of invers graph of dihedral group. The method used in this thesis is library 

research using some references such as books and journals. 

Graph can be shown in matrix form, for example adjacency vertex matrix, 

degree matrix, and Laplacian matrix. These matrix can be used to find Eigen 

values. The sum of the absolute values of the Eigen values of a graph   are called 

energy of   and denoted by  ( ). 
The purpose of this research is to find a formula of Laplacian energy of 

complement of invers graph of dihedral group which will be used as a theorem. 

The result from this research are: 

Laplacian energy of complement of invers graph of dihedral group     

a. for   is odd and     is: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
               

 
| 

b. for   is even and    (   ),     is: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                

 
| 

c. for   is even and       ,     is: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                 

 
| 

 

with   is the edge of complement of invers graph of dihedral group. 

For further research, it is suggested to continue the research about 

Laplacian energy from another groups. 
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  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
               

 
|

   (   ),      
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       ,     

   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                 

 
|

 

 



1 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk serta konsep matematika. Allah 

menciptakan alam semesta dan seluruh isinya dengan ukuran-ukuran yang akurat 

dan seksama, dengan perhitungan-perhitungan yang definit, dan dengan rumus-

rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007). 

Dalam al-Quran surat an-Naba’/78:29 disebutkan,  

 
 
Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-

Naba’/78:29). 

 

ayat di atas menjelaskan bahwa segala yang ada di alam semesta ini telah dicatat 

atau dihitung. Para ilmuwan matematika atau fisika yang menemukan suatu rumus 

atau persamaan kemudian mereka meneliti dan mengembangkannya. Karena 

manusia dianugerahi akal oleh Allah supaya mereka berpikir tentang kebesaran-

Nya. Akal sebagai pembeda antara manusia dengan makhluk lain. Hal ini menjadi 

bukti kompleks sempurnanya manusia. Maka akal adalah alat utama manusia 

dalam menjawab segala urusan dan masalah yang dimilikinya.  

Merujuk pada ayat Allah di atas, maka matematika merupakan ilmu yang 

diturunkan Allah sebagai alat untuk manusia dalam memikirkan kesempurnaan 

Allah. Salah satu cabang penting dalam matematika adalah teori graf yang banyak 

diterapkan dalam konsep-konsep sains dan teknologi yang pada akhirnya 

bermuara pada pengakuan manusia atas kebesaran Allah. Secara teori, graf   
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adalah pasangan ( ( )  ( )) dengan  ( ) adalah himpunan tak kosong dan 

berhingga dari objek-objek yang dinamakan titik, dan  ( ) adalah himpunan 

(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di  ( ) yang 

dinamakan sisi. Order adalah banyaknya unsur di  ( ) dari   dan disimbolkan 

dengan  ( ), sedangkan ukuran adalah banyaknya unsur di  ( ) dari   dan 

disimbolkan dengan  ( ). Komplemen dari graf  , ditulis  ̅, adalah graf dengan 

himpunan titik  ( ) sedemikian sehingga dua titik akan terhubung langsung jika 

dan hanya jika dua titik tersebut tidak terhubung langsung di   (Abdussakir, dkk, 

2009). 

Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan) dari graf   

dilambangkan dengan  ( ), yaitu matriks (   ) dengan unsur pada baris ke-  

dan kolom ke-  bernilai 1 jika titik    terhubung langsung dengan titik    serta 

bernilai 0 jika    tidak terhubung langsung dengan titik   . Sehingga, matriks 

keterhubungan titik dapat ditulis  ( )  [   ]          dengan 

    {
  
  

 
jika 

jika  

     ( )

     ( )
 

Matriks keterhubungan titik suatu graf   adalah matriks simetri dengan unsur 0 

dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak 

memuat lup dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009). 

 Matriks derajat dari graf   dilambangkan dengan  ( ), merupakan  

matriks diagonal dengan elemen baris ke-  dan kolom ke-  merupakan derajat dari 

              . Jadi, matriks derajat dari graf   dapat ditulis  ( )  

[   ]        . Matriks  ( )   ( )   ( ) dikatakan matriks Laplace 
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(Biyikoglu, dkk, 2009). Matriks Laplace    ( ) pada graf-(   ) dapat juga 

didefinisikan dengan elemen matriks sebagai berikut: 

    {
  
 
  

 
jika 

jika 

jika 

    
    
   

 

  
   

dan 

dan 

  
   

terhubung langsung 

tidak terhubung langsung 

dengan    adalah derajat vertex ke-  pada  . Untuk mencari nilai Eigen, dapat 

diselesaikan untuk      (    ( ))   . Nilai Eigen   diberikan 

             . Energi Laplace dapat dilambangkan      ( )=    
 |   

  

 
| 

(Meenakshi & Lavanya, 2014). 

Perkembangan terbaru dari teori graf yang banyak dikaji oleh 

matematikawan adalah meneliti graf yang dibangun dari grup. Misal (   ) adalah 

grup berhingga dan   subset dari   dan   suatu himpunan dari semua anggota   

yang tidak invers ke dirinya sendiri. Graf invers   ( ) yang dibangun dari   

adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota di   sedemikian 

sehingga setiap titik yang berbeda   dan   adalah bertetangga di   ( ) jika dan 

hanya jika     atau     ada di   (Alfuraidan & Zakariya, 2017). 

Das dan Mojalal (2016) menuliskan hubungan antara energi dan energi 

Laplace pada graf. Meenakshi dan Lavanya (2014) meneliti beberapa energi pada 

beberapa jenis graf. Alfuraidan dan Zakariya (2017) menuliskan definisi, contoh 

beserta sifat-sifat dari graf invers. Sifat-sifat yang ditulis berupa sifat derajat titik 

dari graf invers, diameter dari graf invers, serta sifat Hamiltonian dari beberapa 

graf invers. 

Mengacu pada ketiga penelitian tersebut, peneliti tertarik untuk 

mengembangkan dan menggabungkan graf invers dengan energi Laplace 

sehingga diperoleh kajian tentang energi Laplace dari graf invers yang dibangun 
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dari grup berhingga. Grup dihedral merupakan salah satu grup berhingga yang 

sering diminati dan diteliti oleh matematikawan sehingga dapat dibentuk suatu 

graf invers dari grup dihedral. Agar graf yang dibangun terhubung, maka graf 

yang digunakan adalah komplemen dari graf invers grup dihedral.  

Berdasarkan uraian di atas, maka judul dari penelitian ini adalah “Energi 

Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini yaitu bagaimana pola dari energi Laplace pada komplemen graf 

invers dari grup dihedral? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan yang ingin dicapai dalam 

penelitian ini yaitu untuk mengetahui pola dari energi Laplace pada komplemen 

graf invers dari grup dihedral. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat yaitu informasi 

mengenai energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral. 
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1.5 Metode Penelitian 

Penelitian yang dilakukan yaitu dengan pendekatan penelitian kualitatif. 

Jenis penelitian yang digunakan berupa studi kepustakaan (library research).  

Langkah-langkah dalam penelitian ini antara lain: 

a. Menganalisis data dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menuliskan anggota dan membentuk Tabel Cayley dari grup dihedral 

                   dan    . 

2. Mencari invers dari masing-masing anggota pada                    dan 

   . 

3. Membentuk himpunan bagian   dari                    dan     yang 

anggotanya merupakan semua anggota dari masing-masing grup dihedral 

yang inversnya bukan dirinya sendiri. 

4. Membangun dan menggambarkan graf invers dari grup dihedral 

                   dan    . 

5. Menggambarkan komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral 

                   dan    . 

6. Menentukan matriks Laplace dari grup dihedral                     dan 

   . 

7. Menentukan polinomial karakteristik dari matriks Laplace pada grup 

dihedral                    dan    . 

8. Mencari nilai Eigen dari matriks Laplace pada grup dihedral 

                   dan    . 

9. Mencari nilai energi Laplace pada komplemen graf invers yang dibangun 

dari grup dihedral                    dan    . 
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10. Merumuskan pola dari energi Laplace pada komplemen graf invers yang 

dibangun dari grup dihedral. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Dalam penelitian ini, sistematika penulisan yang digunakan penulis 

terdiri atas empat bab, dan masing–masing bab terbagi dalam subbab dengan 

sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat 

penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 

 

Bab II Kajian Pustaka 

Berisi pustaka atau literatur pendukung objek permasalahan antara lain 

tentang operasi biner, grup, grup dihedral, graf, matriks derajat, matriks 

Adjacency (keterhubungan titik), matriks Laplace, graf komplemen, energi 

Laplace, graf invers, dan kajian al-Quran tentang energi. 

 

Bab III Pembahasan 

Berisi tentang pembahasan mengenai pola dari energi Laplace pada 

komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral dan konsep energi 

dalam al-Quran. 

 

Bab IV Penutup 

Berisi kesimpulan dan saran.
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Grup 

2.1.1 Definisi Operasi biner 

 

Definisi 2.1 

Misal   adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan dari     ke  , 

untuk setiap pasangan terurut (   ) dari anggota  , sebuah elemen unik 

dinotasikan dengan     dari   disebut sebagai operasi biner atau komposisi 

biner pada   (Raisinghania & Aggarwal, 1980). 

Contoh 2.1 

 Diberikan   adalah himpunan semua bilangan asli dan   merupakan 

operasi pada   dengan ketentuan              . Karena     dan 

   , maka penjumlahan dari kedua bilangan asli akan menghasilkan bilangan 

asli, ditulis      . Jadi operasi   adalah operasi biner pada  . 

Definisi 2.2 

Misal   adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan dari     ke  , 

untuk setiap pasangan terurut (   ) dari anggota  , sebuah elemen unik 

dinotasikan dengan     dari   disebut sebagai operasi biner atau komposisi 

biner pada   (Raisinghania & Aggarwal, 1980). 

Contoh 2.2 

 Diberikan   adalah himpunan semua bilangan asli dan   merupakan 

operasi pada   dengan ketentuan              . Karena     dan 
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   , sehingga penjumlahan dari kedua bilangan asli akan menghasilkan 

bilangan asli, ditulis      . Jadi operasi   merupakan operasi biner pada  .  

2.1.2 Definisi Grup 

Definisi 2.3 

Misalkan operasi biner   terdefinisi pada unsur di himpunan  . Maka   

merupakan suatu grup dengan operasi   jika memenuhi aksioma sebagai berikut: 

1.   tertutup pada operasi  . Yaitu jika     dan     maka      , 

2. Operasi   bersifat asosiatif di  . Untuk setiap        , maka   (   )  

(   )   , 

3.   mempunyai elemen identitas   terhadap operasi  . Terdapat suatu   di   

sedemikian sehingga           untuk setiap    , 

4.   memuat invers terhadap operasi  . Untuk setiap    , terdapat     

sedemikian sehingga           (Gilbert & Gilbert, 2009). 

Contoh 2.3 

Misalkan   adalah himpunan bilangan bulat, maka (   ) adalah grup oleh sebab 

itu berlaku: 

a. Operasi penjumlahan ( ) pada   adalah operasi biner yang terdefinisi di   

karena operasi biner adalah pemetaan      . Untuk setiap        maka 

     . Sehingga   tertutup terhadap operasi  . 

b. Untuk setiap         maka   (   )  (   )   . Sehingga operasi 

  bersifat asosiatif di  . 

c. Terdapat anggota identitas yaitu     terhadap operasi   di   sedemikian 

sehingga          , untuk setiap    . 
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d. Untuk     terdapat (  )    sedemikian sehingga   (  )  (  )  

   .  

Berdasarkan a, b, c, dan d maka terbukti bahwa (   ) adalah grup. 

Definisi 2.4 

Misalkan   adalah grup dengan operasi  . Maka   dikatakan grup 

komutatif atau grup abelian jika operasi   bersifat komutatif di  . Yaitu     

    untuk setiap       (Gilbert & Gilbert, 2009). 

 

2.2 Grup Dihedral 

Grup dihedral merupakan grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-  

beraturan dengan simbol    , untuk setiap   bilangan bulat positif dan    . 

Ada juga yang menuliskan dengan    (Dummit & Foote, 1991). 

Misalkan     suatu grup yang didefinisikan oleh    untuk         yang 

didapat dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi- , maka    adalah fungsi 

komposisi). Jika     akibat permutasi titik berturut-turut    , maka    akibat dari 

   . Operasi biner pada     dikatakan asosiatif karena fungsi komposisinya 

asosiatif. Identitas dari     merupakan identitas dari simetri (yang meninggalkan 

semua titik tetap), disimbolkan dengan 1, dan invers dari       merupakan 

kebalikan semua putaran dari simetri   (jadi jika   adalah akibat permutasi pada 

titik       akibat dari    ) (Dummit & Foote, 1991). 

Beberapa catatan dan hitungan untuk menyederhanakan perhitungan dan 

membantu meneliti     selanjutnya, antara lain:  

1.               adalah unsur yang berbeda dan | |   , 

2. | |   , 
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3.         , 

4.                      dengan    . Jadi 

    *                              +, yaitu setiap anggota dapat 

dituliskan dengan      untuk     atau   dan        , 

5.        , 

6.          untuk semua       (Dummit & Foote,1991). 

Sebagai contoh    merupakan grup dihedral yang memuat semua simetri 

(rotasi dan refleksi) pada bangun segitiga sehingga    *               +. 

 

2.3 Graf 

2.3.1 Definisi Graf 

 

Graf   adalah pasangan ( ( )  ( )) dengan  ( ) adalah himpunan tak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang dinamakan titik, dan  ( ) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 

 ( ) yang dinamakan sisi. Order adalah jumlah unsur di  ( ) dari   dan 

disimbolkan dengan  ( ), sedangkan ukuran adalah jumlah unsur di  ( ) dari   

dan disimbolkan dengan  ( ). Jika graf yang dibahas hanya graf  , maka order 

dan ukuran dari   masing-masing dapat ditulis   dan  . Graf dengan order   dan 

ukuran   dinamakan graf-(   ) (Abdussakir, dkk, 2009). 

Sisi   (   ) dikatakan menghubungkan titik   dan  . Jika   (   ) 

merupakan sisi di graf  , maka   dan   disebut terhubung langsung (adjacent),   

dan   serta   dan   disebut terkait langsung (incident), dan titik   dan   disebut 

ujung dari  . Jika dua sisi berbeda    dan    terkait langsung pada titik yang sama 

maka disebut terhubung langsung (adjacent) (Abdussakir, dkk, 2009). 
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2.3.2 Derajat dan Matriks Derajat 

Derajat titik   dari graf   merupakan jumlah titik di   yang terhubung 

langsung dengan  . Oleh karena itu, derajat titik   merupakan banyaknya titik 

pada lingkungan  ( ). Derajat dari titik   pada graf   ditulis dengan       atau 

    . Suatu titik dengan derajat   dinamakan titik terasing dan titik degan derajat 

  dinamakan titik ujung atau daun. Derajat terbesar dari semua titik di   disebut 

derajat maksimum dari   dan ditulis  ( ). Derajat minimum dari   ditulis  ( ). 

Oleh karena itu, jika   merupakan titik dari graf   dengan orde  , maka   

 ( )        ( )      (Chartrand, dkk, 2016). 

Teorema 2.1 

Jika   adalah graf dengan ukuran  , maka 

∑     

   ( )

     

Bukti: 

Ketika menjumlahkan derajat titik pada graf  , setiap sisi dari   dihitung dua kali, 

sekali untuk setiap dua titik yang incident. 

 Matriks derajat pada matriks   dilambangkan dengan  ( ), merupakan 

matriks diagonal dengan elemen baris ke-   dan kolom ke-   merupakan derajat 

dari               . Sehingga, matriks derajat dari graf   dapat ditulis 

 ( )  [   ]         (Biyikoglu, dkk, 2009). 

 

 



12 
 

 
 

2.3.3 Matriks Keterhubungan Titik 

Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan) dari graf   

dilambangkan dengan  ( ), yaitu matriks (   ) dengan unsur pada baris ke-   

dan kolom ke-   bernilai 1 jika titik    terhubung langsung dengan titik    serta 

bernilai 0 jika    tidak terhubung langsung dengan titik   . Sehingga, matriks 

keterhubungan titik dapat ditulis  ( )  [   ]          dengan 

    {
  
  

 
jika 

jika  

      ( )

      ( )
 

Matriks keterhubungan titik suatu graf   adalah matriks simetri yang unsurnya 0 

dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya (Abdussakir, dkk, 2009). 

 

2.3.4 Matriks Laplace 

 Misalkan  (   ) adalah graf dengan himpunan titik   dan himpunan sisi 

 , dikonversi menjadi | |    dan  | |   . Maka   merupakan graf dengan   

titik dan   sisi. Matriks Laplace dari   adalah matriks  ( )   ( )   ( ). 

 ( ) merupakan diagonal matriks dengan entrinya adalah derajat titik dari   dan 

 ( ) merupakan matriks keterhubungan titik pada graf   (Biyikoglu, dkk, 2009). 

 

2.3.5 Graf Komplemen 

Komplemen  ̅ dari graf   merupakan graf dengan himpunan titik  ( ) 

sedemikian sehingga dua titik adalah terhubung langsung di  ̅ jika dan hanya jika 

titik tersebut tidak terhubung langsung di  . Jika graf   berorde   dan berukuran 

 , maka  ̅ berorde   memiliki ukuran ( (   )  )    (Chartrand, dkk, 2016). 
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Suatu graf   dan komplemennya ditunjukkan pada Gambar 2.1 berikut: 

 

Gambar 2.1 Suatu Graf dan Komplemennya 

 

2.4 Energi Laplace 

 Energi  ( ) pada graf   adalah jumlah nilai mutlak dari nilai Eigen. 

Misal   adalah graf dengan   titik dan   sisi. Nilai Eigen            pada 

matriks keterhubungan titik graf   disebut nilai Eigen pada  . Maka energi pada 

graf   didefinisikan sebagai  ( )  ∑ |  ( )|
 
    (Zhou & Gutman, 2007). 

Matriks Laplace    ( ) pada graf-(   ) dapat juga didefinisikan 

dengan elemen matriks sebagai berikut: 

    {
  
 
  

 
jika 

jika 

jika 

    
    
   

 

  
   

dan 

dan 

  
   

terhubung langsung 

tidak terhubung langsung 

dengan     adalah derajat vertex ke-  pada  . 

Untuk mencari nilai Eigen, dapat diselesaikan untuk      (    ( ))  

 . Nilai Eigen   diberikan             . Energi Laplace dapat dilambangkan 

     ( )=    
 |   

  

 
|. Batas-batas matriks Laplace: 

1. Untuk graf dengan bilangan pada graf komponen     (
  

 
)
  

.  

Batas atas bertambah dengan mengurangi  . Oleh sebab itu untuk graf 

semacamnya   ( )  
  

 
 √(   )   

   

 
. 
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2. Misal   adalah graf  terhubung dengan   titik dan   sisi dan derajat 

maksimumnya  . Maka   ( )   (    
  

 
) (Meenakshi & Lavanya, 2014). 

 

2.5 Graf Invers dan Komplemen Graf Invers 

Misalkan (   ) adalah grup berhingga dan   *   |     +. 

Didefinisikan graf invers yang terasosiasi dengan    ( ) adalah graf yang 

himpunan titiknya serupa dengan   sedemikian sehingga dua titik yang berbeda   

dan   adalah terhubung langsung jika dan hanya jika       atau      . 

Identitas   adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri dalam grup 

berhingga  . Maka    . Sehingga menyebabkan kardinalitas dari   kurang dari 

kardinalitas dari  . Khususnya, jika   tidak memuat anggota yang invers terhadap 

dirinya sendiri selain identitas maka | |  | |   . Banyaknya anggota   selalu 

genap, maka | |  | |    jika banyaknya anggota   ganjil. Untuk sebarang graf 

invers      | | (Alfuraidan & Zakariya, 2017). 

Contoh 2.4 

Diketahui grup (    ) dengan    *     +. 

             dan      . Maka   *   +. Sehingga dapat dibentuk suatu 

graf invers dari    yakni   (  ) pada Gambar 2.2 berikut: 

 

Gambar 2.2 Graf Invers Grup Modulo Bilangan Bulat 3 

 

𝐺𝑆(  ) ∶ 
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Graf komplemen dari graf   (  ) disimbolkan dengan   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan 

graf yang memuat himpunan titik  (  (  )) sedemikian sehingga dua titik 

adalah terhubung langsung di   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ jika dan hanya jika kedua titik tersebut tidak 

terhubung langsung di   (  ). Sehingga  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  *     + dan  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

*(   )+. Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup modulo bilangan bulat 

3 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ditunjukkan pada Gambar 2.3. 

 

Gambar 2.3 Komplemen Graf Invers Grup Modulo Bilangan Bulat 3 

 

2.6 Kajian Al-Quran tentang Energi 

Sebagaimana firman Allah Swt Dalam al-Quran surat an-Naba’/78:29 

 
 
Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-

Naba’/78:29). 

 

 Menurut tafsir Jalalayn, (Dan segala sesuatu) dari amal-amal perbuatan 

(telah Kami hitung) telah Kami catat (dalam suatu kitab) yaitu dalam catatan-

catatan di Lohmahfuz supaya Kami memberikan balasan kepadanya, antara lain 

karena kedustaan mereka terhadap al-Quran. 

 Menurut tafsir Ibnu Katsir, sesungguhnya Kami mengetahui amal 

perbuatan semua hamba dan Kami telah mencatatnya atas mereka, maka Kami 
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akan membalas terhadap mereka; jika baik, maka balasannya baik dan jika buruk, 

maka balasannya buruk. Firman Allah Swt: 

 

Artinya: “Karena itu, rasakanlah. Dan Kami sekali-kali tidak akan menambah kepada 

kalian selain dari azab” (QS. an-Naba’/78:30). 

 

 

Yakni dikatakan kepada penduduk neraka, “Rasakanlah akibat dari perbuatanmu, 

maka Kami tidak akan menambahkan kepada kalian selain azab yang beraneka 

ragam”. Qatadah telah meriwayatkan dari Abu Ayyub Al-Azdi, dari Abdullah 

ibnu Amr ibnul As yang mengatakan bahwa tiada suatu ayatpun yang lebih keras 

bagi ahli neraka selain dari firman-Nya: Karena itu, rasakanlah.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-6  

Himpunan anggota dari grup dihedral-6 adalah    *               +. 

Jika setiap anggota pada grup dihedral-6 dioperasikan dengan operasi “ ”, maka 

dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.1 sebagai berikut: 

Tabel 3.1. Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (  ) 

                  

                  

                  

                   

                  

                   

                    

 

3.1.1 Invers dari Masing-masing Anggota    

Berdasarkan Tabel 3.1 dapat dicari invers dari masing-masing anggota    

yaitu sebagai berikut: 

      sehingga       

            sehingga        

            sehingga (  )     

      sehingga       
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        sehingga         

          sehingga (   )       

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota   , didapatkan 

bahwa         dan     invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat 

dibangun suatu himpunan bagian   dari    yang memuat anggota-anggota dari    

yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga diperoleh   *    +. 

 

3.1.2 Graf Invers Grup Dihedral-6  

Himpunan titik pada graf invers   (  ) adalah  (  (  ))  

*               +. Dua titik yang berbeda   dan   pada  (  (  )) akan 

terhubung langsung jika dan hanya jika       atau      . Sehingga 

diperoleh  (  (  ))  *(   ) (    ) (    ) (     ) (      )+. Oleh karena 

itu, graf invers grup dihedral-6   (  ) ditunjukkan pada Gambar 3.1. 

 

Gambar 3.1. Graf Invers Grup Dihedral-6 (  (  )) 

 

 

 

 

  

𝑟 

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  



19 
 

 

3.1.3 Graf Komplemen dari   (  ) 

Graf komplemen dari graf   (  ) disimbolkan dengan   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan 

graf yang memuat himpunan titik  (  (  )) dan dua titik adalah terhubung 

langsung di   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ jika dan hanya jika kedua titik tersebut tidak terhubung 

langsung di   (  ). Sehingga  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  *               + dan 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  *(   ) (    ) (     ) (    ) (   ) (    ) (     ) (    )  

(     ) (      )+. Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup dihedral-6 

(  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ditunjukkan pada Gambar 3.2. 

 

Gambar 3.2. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-6 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 

 

 

 

  

𝑟 

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  
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3.1.4 Matriks Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Berdasarkan Gambar 3.2, dapat dicari matriks-matriks pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
      
  
  

  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 

  

Matriks derajat pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
      
  
  

  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 

  

Matriks Laplace pada    (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 

[
 
 
 
 
 
      
  
  

  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
      
  
  

  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
                
         
      

    
   

    
    

    
    
    

       
       
      

         
     
     ]

 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigennya sebagai berikut: 

   (    )     
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(

  
 

[
 
 
 
 
 
                
         
      

    
   

    
    

    
    
    

       
       
      

         
     
     ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
      
  
  

  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 

)

  
 

=0 

   

(

 
 
 

[
 
 
 
 
 
           
            
            
           
           
           ]

 
 
 
 
 

)

 
 
 

=0 

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu:  

   (    )                                  

atau 

 ( )   (   ) (   )(   ) 
 

dan nilai Eigennya adalah: 

                    

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )     (  )    

 

3.1.5 Energi Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, dapat 

dihitung energi Laplace dari   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut: 

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 |  
  

 
|   |  

  

 
|  |  

  

 
|  |  

  

 
|  

 |    |   |    |  |   |  |   |  



22 
 

 

      

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup 

dihedral-6 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah     

 

3.2 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-8  

Himpunan anggota dari grup dihedral-8 adalah    *               

       +. Jika setiap anggota pada grup dihedral-8 dioperasikan dengan operasi 

“ ”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.2 sebagai berikut: 

Tabel 3.2. Tabel Cayley Grup Dihedral-8 (  ) 

                         

                         

                         

                          

                          

                         

                          

                           

                           

 

3.2.1 Invers dari Masing-masing Anggota    

Berdasarkan Tabel 3.2 dapat dicari invers dari masing-masing anggota    

yaitu sebagai berikut: 

      sehingga       
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            sehingga         

        sehingga (  )      

            sehingga (  )     

      sehingga       

        sehingga         

          sehingga (   )       

          sehingga (   )       

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota   , didapatkan 

bahwa                dan     invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, 

dapat dibangun suatu himpunan bagian   dari    yang memuat anggota-anggota 

dari    yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan   

*    +. 

 

3.2.2 Graf Invers Grup Dihedral-8  

Himpunan titik pada graf invers   (  ) adalah himpunan semua anggota 

pada   , sehingga  (  (  ))  *                      +. Dua titik yang 

berbeda   dan   pada  (  (  )) akan terhubung langsung jika dan hanya jika 

      atau      . Sehingga berdasarkan Tabel 3.2 diperoleh, 

       ,         maka   terhubung langsung dengan   

         ,           maka   terhubung langsung dengan    

         ,           maka   terhubung langsung dengan    

         ,           maka    terhubung langsung dengan    

        ,           maka   terhubung langsung dengan    
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          ,           maka   terhubung langsung dengan     

          ,          

   

maka    terhubung langsung dengan 

    

           ,           

   

maka     terhubung langsung dengan 

    

Sehingga didapatkan  (  (  ))  *(   ) (    ) (    ) (     ) (    )   

(      ) (       )+. Oleh karena itu, graf invers grup dihedral-8   (  ) 

ditunjukkan pada Gambar 3.3. 

 

 

Gambar 3.3. Graf Invers Grup Dihedral-8 (  (  )) 

 

3.2.3 Graf Komplemen dari   (  ) 

Graf komplemen dari graf   (  ) disimbolkan dengan   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Dengan 

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 maka 

didapatkan  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  *                      + dan  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  *(    ) 

(   ) (    ) (     ) (     ) (    ) (   ) (    ) (     ) (     ) (    ) 

(     ) (      ) (      ) (    ) (     ) (      ) (      ) (     )  

  

𝑟 

𝑟  

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  
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(      ). Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup dihedral-8 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

ditunjukkan pada Gambar 3.4. 

 

Gambar 3.4. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-8 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 

3.2.4 Matriks Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Berdasarkan Gambar 3.4, dapat dicari matriks-matriks pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada    (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   

     
     
     

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks derajat pada    (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   

     
     
     

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

  

  

𝑟 

𝑟  

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  
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Matriks Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   

     
     
     

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   

     
     
     

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
             
             
             
             
             
             
             
             ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigen sebagai berikut: 

   (    )     

   

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
             
             
             
             
             
             
             
             ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   

     
     
     

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 

  

)
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(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
               
               
               
               
               
               
               
               ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

    

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu:  

   (    )                                      

                  

atau 

 

 ( )   (   ) (   ) (   ) 
 

dan  nilai Eigennya adalah: 

                    

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )     (  )    

 

3.2.5 Energi Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, dapat 

dihitung energi Laplace dari   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut: 

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 |  
  

 
|   |  

  

 
|   |  

  

 
|  |  

  

 
|  

 |  |   |  |   | |  | |  
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Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup 

dihedral-8 (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah   . 

 

3.3 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-10  

Himpunan anggota dari grup dihedral-10 adalah     *                

              +. Jika setiap anggota pada grup dihedral-10 dioperasikan dengan 

operasi “ ”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.3.  

Tabel 3.3. Tabel Cayley Grup Dihedral-10 (   ) 
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3.3.1 Invers dari Masing-masing anggota     

Berdasarkan Tabel 3.3 dapat dicari invers dari masing-masing anggota     

yaitu sebagai berikut: 

               (  )       (  )       (  )      

                (   )        (   )        (   )        

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota    , didapatkan 

bahwa               , dan     invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, 

dapat dibangun suatu himpunan bagian   dari     yang memuat anggota-anggota 

dari     yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan   

*          +. 

3.3.2 Graf Invers Grup Dihedral-10  

Himpunan titik pada graf invers   (   ) adalah  (  (   ))  

*                             +. Dengan menggunakan cara yang sama dengan 

3.1.2 maka graf invers grup dihedral-10   (   ) ditunjukkan pada Gambar 3.5. 

 

Gambar 3.5. Graf Invers Grup Dihedral-10 (  (   )) 

 

  

𝑟 

𝑟  

𝑟  

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  
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3.3.3 Graf Komplemen dari   (   ) 

Graf komplemen dari graf   (   ) disimbolkan dengan   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Dengan 

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3 

maka diperoleh komplemen graf invers dari grup dihedral-10 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

ditunjukkan pada Gambar 3.6. 

 

Gambar 3.6. Graf Komplemen dari Graf Invers Grup Dihedral-10 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

3.3.4 Matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Berdasarkan Gambar 3.6, dapat dicari matriks-matriks pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   
   

   
   
   
   

    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

  

𝑟 

𝑟  

𝑟  

𝑟  𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  



31 
 

 

Matriks derajat pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   
   

   
   
   
   

    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks Laplace pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   
   

   
   
   
   

    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   
   

   
   
   
   

    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               
                
                
                
                
               
               
               
               
               ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigennya sebagai berikut: 

   (    )     
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(

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               
                
                
                
                
               
               
               
               
               ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   

   
   
   

    
    
    

   
   
   
   

   
   
   
   

    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

    

   

(

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                  
                  
                  
                  
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

    

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu:  

   (    )                                           

                                         

atau 

 ( )   (   ) (   ) (    ) 

dan nilai Eigennya adalah: 

                     

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )     (  )    
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3.3.5 Energi Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dapat 

dihitung energi Laplace dari   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 |  
  

  
|    |  

  

  
|   |  

  

  
|  |   

  

  
|  

 |    |   |    |   |   |  |   |  

                  

       

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari  

grup dihedral-10 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah     . 

 

3.4 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-12  

Himpunan anggota dari grup dihedral-12 adalah     *       

                             +. Jika setiap anggota pada grup dihedral-12 

dioperasikan dengan operasi “ ”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.4.  
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Tabel 3.4. Tabel Cayley Grup Dihedral-12 (   ) 

                                       

                                       

                                       

                                        

                                        

                                        

                                        

                                       

                                        

                                         

                                         

                                         

                                         

 

3.4.1 Invers dari Masing-masing Anggota     

Berdasarkan Tabel 3.4 dapat dicari invers dari masing-masing anggota     

yaitu sebagai berikut: 

               (  )       (  )       (  )       

(  )                      (   )        (   )        

(   )       (   )      . 

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota    , didapatkan 

bahwa                      , dan     invers terhadap dirinya sendiri. Oleh 



35 
 

 

karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian   dari     yang memuat 

anggota-anggota dari     yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga 

didapatkan   *          +. 

 

3.4.2 Graf Invers Grup Dihedral-12  

Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-12 disimbolkan   (   ). 

Himpunan titik pada graf invers   (   ) adalah  (  (   ))  *                  

                    +. Dengan menggunakan cara yang sama dengan 3.1.2 

maka graf invers grup dihedral-12   (   ) ditunjukkan pada Gambar 3.7. 

 

Gambar 3.7. Graf Invers Grup Dihedral-12 (  (   )) 

 

 

 

 

  

𝑟 

𝑟  

𝑟  

𝑟  
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𝑠𝑟  
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3.4.3 Graf Komplemen dari   (   ) 

Graf komplemen dari graf   (   ) disimbolkan dengan   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Dengan 

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3 

maka diperoleh komplemen graf invers dari grup dihedral-12 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

ditunjukkan pada Gambar 3.8. 

 

Gambar 3.8. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-12 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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3.4.4 Matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Berdasarkan Gambar 3.8, dapat dicari matriks-matriks pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks derajat pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ]
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Matriks Laplace pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   
                    
                    
                   
                    
                    
                   
                   
                   
                   
                   
                   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigennya sebagai berikut: 

   (    )     



39 
 

 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
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 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                      
                      
                     
                      
                      
                     
                     
                     
                     
                     
                     ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu: 

   (    )                                     

                                   

                                       

             

atau 

 ( )   (   ) (   ) (    )(    ) 
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dan nilai Eigennya adalah: 

                            

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )     (  )     (  )     

 

3.4.5 Energi Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Setelah diketahui nilai eigen dari matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dapat 

dihitung energi Laplace dari   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 (  ) |   
  

 
|  

 |  
  

  
|    |  

  

  
|   |  

  

  
|  |   

  

  
|  |   

  

  
|  

 |    |   |    |   |   |  |   |  |   |  

        

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup 

dihedral-12(  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah      

 

3.5 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-14  

Himpunan anggota dari grup dihedral-14 adalah     *       

                                    +. Jika setiap anggota pada grup dihedral-

14 dioperasikan dengan operasi “ ”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 

3.5. 
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Tabel 3.5. Tabel Cayley Grup Dihedral-14 (   ) 

                                              

                                              

                                              

                                               

                                               

                                               

                                               

                                               

                                              

                                               

                                                

                                                

                                                

                                                

                                                

 

3.5.1 Invers dari Masing-masing Anggota     

Berdasarkan Tabel 3.5 dapat dicari invers dari masing-masing anggota     

yaitu sebagai berikut: 

               (  )       (  )       

(  )       (  )       (  )             

         (   )        (   )        (   )         
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(   )         (   )           

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota    , didapatkan 

bahwa                       , dan     invers terhadap dirinya sendiri. Oleh 

karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian   dari     yang memuat 

anggota-anggota dari     yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga 

didapatkan   *                +. 

 

3.5.2 Graf Invers Grup Dihedral-14  

Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-14 disimbolkan   (   ). 

Himpunan titik pada graf invers   (   ) adalah 

 (  (   ))  *                                           +. Dengan meng-

gunakan cara yang sama dengan 3.1.2 maka graf invers grup dihedral-14   (   ) 

ditunjukkan pada Gambar 3.9. 

 

Gambar 3.9. Graf Invers Grup Dihedral-14 (  (   )) 
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3.5.3 Graf Komplemen dari   (   ) 

Graf komplemen dari graf   (   ) disimbolkan dengan   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Dengan 

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3 

maka (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ditunjukkan pada Gambar 3.10. 

 

Gambar 3.10. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-14 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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3.5.4 Matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Berdasarkan Gambar 3.10, dapat dicari matriks-matriks pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

  
  
  
  
  

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

  
  
  
  
  
  
  

       
       

     
     

  
  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks derajat pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

  
  
  
  
  

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

  
  
  
  
  
  
  

       
       

     
     

  
  ]
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Matriks Laplace pada    (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

  
  
  
  
  

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

  
  
  
  
  
  
  

       
       

     
     

  
  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

  
  
  
  
  

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

  
  
  
  
  
  
  

       
       

     
     

  
  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                      
                      
                      
                      
                      
                      
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     ]
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Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigennya sebagai berikut: 

   (    )     

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                      
                      
                      
                      
                      
                      
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

  
  
  
  
  

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

  
  
  
  
  
  
  

       
       

     
     

  
  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)
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Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu:  

   (    )                                         

                                    

                                           

                                             

atau 

 ( )   (   ) (   ) (    ) 

dan nilai Eigennya adalah: 

                     

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )    (  )    

 

3.5.5 Energi Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dapat 

dihitung energi Laplace dari   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 |  
   

  
|    |  

   

  
|   |  

   

  
|  |   

   

  
|  

 |    |  |    |  |   |  |   |  

        

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup 

dihedral-14 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah      
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3.6 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-16 

Himpunan anggota dari grup dihedral-16 adalah     *       

                                           +. Jika setiap anggota pada grup 

dihedral-16 dioperasikan dengan operasi “ ”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada 

Tabel 3.6.  

Tabel 3.6.Tabel Cayley Grup Dihedral-16 (   ) 

                                                     

                                                     

                                                     

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                     

                                                      

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       



49 
 

 

3.6.1 Invers dari Masing-masing Anggota     

Berdasarkan Tabel 3.6, invers dari masing-masing anggota     yaitu 

sebagai berikut: 

               (  )       (  )       

(  )       (  )       (  )       (  )      

                (   )        (   )        

(   )        (   )        (   )        (   )         

Sehingga didapatkan bahwa                              , dan     

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan 

bagian   dari     yang memuat anggota-anggota dari     yang tidak invers 

terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan   *                +. 

 

3.6.2 Graf Invers Grup Dihedral-16  

Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-16 disimbolkan   (   ). 

Dengan meng-gunakan cara yang sama dengan 3.1.2 maka graf invers grup 

dihedral-16   (   ) ditunjukkan pada Gambar 3.11. 

 

Gambar 3.11. Graf Invers Grup Dihedral-16 (  (   )) 
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3.6.3 Graf Komplemen dari   (   ) 

Graf komplemen dari graf   (   ) disimbolkan dengan   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Dengan 

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3 

maka (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ditunjukkan pada Gambar 3.12. 

 

Gambar 3.12. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-16 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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3.6.4 Matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Berdasarkan Gambar 3.12, dapat dicari matriks-matriks pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut: 

Matriks keterhubungan titik pada (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

    
    
    
    
    

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

    
    
    
    
    
    
    

       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks derajat pada (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
        
       
        
       

     
     
     
     
     

    
    
    
    
    

        
       
       
       
       
       
       

     
     
      
     
     
     
     

    
    
    
    
    
    
    

       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

    ]
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Matriks Laplace pada (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
        
       
        
       

     
     
     
     
     

    
    
    
    
    

        
       
       
       
       
       
       

     
     
      
     
     
     
     

    
    
    
    
    
    
    

       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

    
    
    
    
    

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

    
    
    
    
    
    
    

       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

    ]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         
                           
                         
                           
                         
                           
                         
                           
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik 

dan nilai Eigennya sebagai berikut: 

   (    )    

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         
                           
                         
                           
                         
                           
                         
                           
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     

    
    
    
    
    

       
       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     
     

    
    
    
    
    
    
    

       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

     

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           
                             
                           
                             
                           
                             
                           
                             
                           
                           
                           
                           
                           
                           
                           
                           ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu:  

   (    )                                           

                                         

                               

                                   

                                    

                                    

atau 

 ( )   (   ) (    ) (    )(    ) 

dan nilai Eigennya adalah: 

                             

dengan multiplisitas  (  )     (  )     (  )     (  )     (  )    
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3.6.5 Energi Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Setelah diketahui nilai eigen dari matriks Laplace pada   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dapat 

dihitung energi Laplace dari   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 (  ) |   
  

 
|  

 |  
   

  
|   |   

   

  
|  |   

   

  
|   |  

   

  
|   |   

   

  
|  

 |     |  |    |  |    |  |    |  | |  

      

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup 

dihedral-16 (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah   . 

 Berdasarkan pengamatan dari beberapa komplemen graf invers dari grup 

dihedral                  , dan    , maka diperoleh: 

Tabel 3.7. Polinomial Karakteristik, Nilai Eigen, dan Energi Laplace dari   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

    Polinomial 

karakteristik 

Nilai Eigen dan 

multiplisitasnya 

Energi Laplace 

    (   ) (   )( 

  ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)      

    (   ) (   ) ( 

  ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     
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     (   ) (   ) ( 

   ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

     ,  (  )    

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )        

     (   ) (   ) ( 

   )(    ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

     ,  (  )    

     ,  (  )    

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )       

     (   ) (   ) ( 

   ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

    ,  (  )    

     ,  (  )    

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )       

     (   ) (    ) ( 

   )(    ) 

    ,  (  )    

    ,  (  )    

     ,  (  )    

     ,  (  )    

     ,  (  )    

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )     

        

      ganjil,     

 (   )
    

 (  

(   ))
   

 (    )  

    ,  (  )    

    ,  (  )  

    

 
 

      , 

 (  )  
   

 
 

     ,  (  )    

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 |
               

 
| 
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   genap,   

 (   ) 

 (   )
    

 (  

(   )) (  (  

 ))
   

 
(    )  

    ,  

 (  )     

    ,  

 (  )  
    

 
  

      ,  

 (  )     

      ,  

 (  )  
   

 
  

     ,  

 (  )     

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 |
                

 
| 

   genap,        

 (   )
    

 (  ( 

  )) (  ( 

  ))
   

 (    ) 

    ,  

 (  )     

    , 

 (  )  
    

 
  

      , 

 (  )     

      ,  

 (  )  
   

 
  

     ,  

 (  )     

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 |
                 

 
| 
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Teorema 1 

Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral     

dengan   ganjil dan     adalah   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
               

 
|. 

Bukti  

Diketahui grup dihedral     dengan   ganjil dan    , 

    *                              + dan himpunan bagian   dari     

yang tidak invers terhadap dirinya sendiri adalah   *        +. Sesuai definisi 

graf invers maka diperoleh gambar berikut: 

 

Gambar 3.13. Graf Invers Grup Dihedral-     (   ) 

 

Gambar 3.14. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-   (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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Dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan matriks 

derajat sebagai berikut: 

 (    )  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 (    )  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
            
            
          
            
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Sehingga  

      

 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
                 
                 
          
                 
              
              
              
          
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan 

cara: 

   (    )     
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(

 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
 (   )                

   (   )              
          
     (   )            
                
                
                
          
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 

    

 

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu: 

 ( )  ( )(   )
    

 (  (   ))
   

 (    ) 

 

diperoleh nilai Eigen 

                               

dan multiplisitas  (  )     (  )  
    

 
  (  )  

   

 
  (  )   .  

Sehingga diperoleh energi Laplace  

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   |   
  

 
|,      

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
| 

 |  
  

  
|  

    

 
|  

  

  
|  

   

 
|    

  

  
|  |   

  

  
| 

  |
 

 
|  

    

 
|  

 

 
|  

   

 
|    

 

 
|  |   

 

 
| 

  |
  

 
 

    

 
(
    

 
)  

   

 
(
       

 
)   (

     

  
)| 

  |
   (    )(    ) (   )(       ) (      )

  
| 

  |
(    )(    ) (   )(       )    

  
| 

  |
                                    

  
| 
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  |
                 

  
| 

  |
               

 
| 

 

Teorema 2 

 Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral     

dengan   genap dan    (   )      adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                

 
|  

 

Bukti  

Diketahui grup dihedral     dengan   genap dan    (   ),     

*                              + dan himpunan bagian   dari     yang tidak 

invers terhadap dirinya sendiri adalah   {  |  
 

 
              }. Sesuai 

definisi graf invers maka diperoleh gambar seperti Gambar 3.13 dan Gambar 3.14. 

Sehingga dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan 

matriks derajat sebagai berikut: 

 (    )  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]
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 (    )  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
          
            
            
            
            
          
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Sehingga 

      

 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
          
                 
                 
                 
                 
          
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan 

cara: 

   (    )     

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(   )                

 (   )                
   (   )              
          
     (   )            

         (   )       
          (   )      
           (   )     
          
             (   )   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 

    

 

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu: 

 ( )  ( )(   )
    

 (  (   ))
 
(  (   ))

   

 (    ) 
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diperoleh nilai Eigen 

                                   

dan multiplisitas  (  )     (  )  
    

 
  (  )     (  )  

   

 
  

 (  )   .  

Sehingga diperoleh energi Laplace  

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   |   
  

 
|  

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   

  

 
|  

 (  ) |   
  

 
|  

 |  
  

  
|  

    

 
|  

  

  
|   |    

  

  
|  

   

 
|    

  

  
|  |   

  

  
|  

 |
 

 
|  

    

 
|  

 

 
|   |    

 

 
|  

   

 
|    

 

 
|  |   

 

 
|   

 |
  

  
 

    

 
(
    

 
)   (

         

  
)  

   

 
(
       

 
)   (

     

  
)|  

 |
   (    )(    )  (         ) (   )(       )  (     )

  
|  

 |
(    )(    )  (         ) (   )(       )    

  
|  

 |
                                                   

  
|  

 |
                      

  
|  

 |
                 

 
|  
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Teorema 3 

 Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral     

dengan   genap dan              adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                 

 
|  

Bukti  

Diketahui grup dihedral     dengan   genap dan       ,     

*                              + dan himpunan bagian   dari     yang tidak 

invers terhadap dirinya sendiri adalah   {  |  
 

 
              }. Sesuai 

definisi graf invers maka diperoleh gambar seperti Gambar 3.13 dan Gambar 3.14. 

Sehingga dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan 

matriks derajat sebagai berikut: 
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Sehingga 

      

 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                  
                 
          
                 
                
                
                 
          
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan 

cara: 

   (    )     

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(   )                

 (   )                

   (   )              
          
     (   )            
         (   )       

          (   )      

           (   )      
          
              (   )   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 

    

 

Melalui eliminasi Gauss pada     , diperoleh polinomial karakteristik dalam   

yaitu: 

 ( )  ( )(   )
    

 (  (   ))
 
(  (   ))

   

 (    ) 

diperoleh nilai Eigen 

                                   

dan multiplisitas  (  )     (  )  
    

 
  (  )     (  )  

   

 
  

 (  )   .  
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Sehingga diperoleh energi Laplace  

  (  (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   |   
  

 
|,      

  (  ) |   
  

 
|   (  ) |   

  

 
|   (  ) |   
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 (  ) |   
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|  
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)|  
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   (    )(    )  (         ) (   )(       ) (      )

  
|  
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(    )(    )  (         ) (   )(       )    

  
|  
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|  

 |
                   

  
|  

 |
                 

 
|  

 

3.7 Konsep Energi dalam Al-Quran 

Al-Quran merupakan sumber dari segala ilmu pengetahuan yang ada di 

dunia ini, termasuk ilmu matematika. Energi pada graf pada dasarnya merupakan 

penjumlahan nilai mutlak dari semua nilai Eigen. Konsep perhitungan energi pada 

graf terdapat pada al-Quran surat an-Naba’/78:29, yang berbunyi  

 
 
Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-

Naba’/78:29). 
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Ayat tersebut menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam semesta 

telah dicatat atau dihitung. Manusia dianugerahi Allah sebuah akal sebagai bukti 

bahwa manusia adalah makhluk sempurna. Akal sebagai pembeda antara manusia 

dengan makhluk lainnya agar manusia dapat berpikir tentang kebesaran Allah, 

dapat membedakan antara kebaikan dan kejelekan. Maka segala sesuatu yang 

dikerjakan manusia dicatat atau dihitung dalam suatu kitab. Seperti firman Allah 

dalam al-Quran surat al-Jatsiyah/45:29 

 

Artinya: (Allah berfirman): “Inilah kitab (catatan) Kami yang menuturkan terhadapmu 

dengan benar. Sesungguhnya Kami telah menyuruh mencatat apa yang telah kamu 

kerjakan” (QS. al-Jatsiyah/45:29). 

 

Menurut tafsir Quraish Shihab, dan dikatakan kepada mereka, “Inilah Kami yang 

berisi catatan semua amal perbuatanmu dan yang telah kalian ambil dengan 

tangan kalian, akan menuturkan kepada kalian dengan benar apa yang telah kalian 

lakukan. Sesungguhnya Kami telah menyuruh malaikat mencatat, supaya Kami 

dapat membuat perhitungan terhadap apa yang kalian lakukan”. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut:  

Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral      

a. untuk   ganjil dan     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
               

 
|  

b. untuk   genap dan    (   ),     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                

 
|  

c. untuk   genap dan       ,     adalah 

  (  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  |
                 

 
|  

 

4.2 Saran 

 Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian 

mengenai energi Laplace yang dapat diperoleh dari grup lainnya.   
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LAMPIRAN- LAMPIRAN 

 
 

1. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-   
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2. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-   
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3. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-    
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4. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-    
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5. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-    
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6. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-    
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