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ABSTRAK

Agustina, Dwiki Marlinda. 2018. Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers
dari Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1) Mohammad Jamhuri, M.Si.

Kata kunci: Energi Laplace, Matriks Keterhubungan Titik, Matriks Derajat,
Matriks Laplace, Nilai Eigen, Graf Invers, Grup Dihedral

Perkembangan terbaru dari teori graf yang banyak dikaji adalah meneliti
graf yang dibangun dari grup. Pada penulisan skripsi ini dibahas mengenai energi
Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral. Metode yang digunakan
dalam penulisan skripsi ini adalah kajian pustaka, dengan menggunakan rujukan
beberapa buku dan jurnal.

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, misalnya matriks
keterhubungan titik, matriks derajat, dan matriks Laplace. Matriks-matriks
tersebut dapat digunakan untuk mencari nilai Eigennya. Jumlah nilai mutlak dari
nilai Eigen pada suatu graf G disebut energi E(G).

Penelitian ini bertujuan untuk mencari pola energi Laplace pada
komplemen graf invers dari grup dihedral yang kemudian dijadikan teorema.
Hasil dari penelitian ini adalah:

Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,,
a. untuk n ganjil dan n > 3 adalah

LE(Gs(Dzy)) =

2n3+n?—-2qn—n+2q
g
b. untuk n genap dan n = 4(k + 1), k € N adalah
2n3 + n? —2qn+4n+2q|
n

LE(Gs(Dyy)) =

C. untuk n genap dan n = 4k + 2, k € N adalah
2n +3n? —4n —2qn + Zq‘

LE(Gs(Dyp)) = -

dengan g adalah ukuran komplemen graf invers dari grup dihedral.
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian
tentang energi Laplace yang dapat diperoleh dari grup lainnya.

XV
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ABSTRACT

Agustina, Dwiki Marlinda. 2018. Laplacian Energy of Complement Graph of
Inverse Graph of Dihedral Group. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University Malang. Advisor: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1) Mohammad
Jamhuri, M.Si.

Keyword: Laplacian energy, adjacency vertex matrix, degree matrix, Laplacian
matrix, eigen value, invers graph, dihedral group

The recent development of the graph theory is researching graph which
formed from group. This thesis will examine the Laplacian energy of complement
of invers graph of dihedral group. The method used in this thesis is library
research using some references such as books and journals.

Graph can be shown in matrix form, for example adjacency vertex matrix,
degree matrix, and Laplacian matrix. These matrix can be used to find Eigen
values. The sum of the absolute values of the Eigen values of a graph G are called
energy of G and denoted by E(G).

The purpose of this research is to find a formula of Laplacian energy of
complement of invers graph of dihedral group which will be used as a theorem.
The result from this research are:

Laplacian energy of complement of invers graph of dihedral group D,
a.fornisoddand n > 3 is:

LE(Gs(Dzn)) =

2n3 +n?—2qgn—n+ 2q
n
b.fornisevenandn = 4(k + 1), k € N is:
2n3+n2—2qn+4n+2q|
n

LE(Gs(Dyy)) 2

c.fornisevenandn = 4k + 2,k € N is:
2n3 +3n? —4n — 2qn + Zq‘

LE(Gs(Dyy)) = =

with q is the edge of complement of invers graph of dihedral group.
For further research, it is suggested to continue the research about
Laplacian energy from another groups.

XVi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat bhentuk-bentuk serta konsep matematika. Allah
menciptakan alam semesta dan seluruh isinya dengan ukuran-ukuran yang akurat
dan seksama, dengan perhitungan-perhitungan yang definit, dan dengan rumus-
rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007).

Dalam al-Quran surat an-Naba’/78:29 disebutkan,

J@/z }/,/,1‘, - f/"/
[ \ - '8 . 3
u- = ‘\"““:‘4}2\_.5'“ )

Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-
Naba’/78:29).

ayat di atas menjelaskan bahwa segala yang ada di alam semesta ini telah dicatat
atau dihitung. Para ilmuwan matematika atau fisika yang menemukan suatu rumus
atau persamaan kemudian mereka meneliti dan mengembangkannya. Karena
manusia dianugerahi akal oleh Allah supaya mereka berpikir tentang kebesaran-
Nya. Akal sebagai pembeda antara manusia dengan makhluk lain. Hal ini menjadi
bukti kompleks sempurnanya manusia. Maka akal adalah alat utama manusia
dalam menjawab segala urusan dan masalah yang dimilikinya.

Merujuk pada ayat Allah di atas, maka matematika merupakan ilmu yang
diturunkan Allah sebagai alat untuk manusia dalam memikirkan kesempurnaan
Allah. Salah satu cabang penting dalam matematika adalah teori graf yang banyak
diterapkan dalam konsep-konsep sains dan teknologi yang pada akhirnya

bermuara pada pengakuan manusia atas kebesaran Allah. Secara teori, graf G
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2
adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak kosong dan
berhingga dari objek-objek yang dinamakan titik, dan E(G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang
dinamakan sisi. Order adalah banyaknya unsur di V(G) dari G dan disimbolkan
dengan p(G), sedangkan ukuran adalah banyaknya unsur di E(G) dari G dan
disimbolkan dengan q(G). Komplemen dari graf G, ditulis G, adalah graf dengan
himpunan titik V (G) sedemikian sehingga dua titik akan terhubung langsung jika
dan hanya jika dua titik tersebut tidak terhubung langsung di G (Abdussakir, dkk,
2009).

Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan) dari graf G
dilambangkan dengan A(G), yaitu matriks (p X p) dengan unsur pada baris ke-i
dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v; serta
bernilai 0 jika v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Sehingga, matriks
keterhubungan titik dapat ditulis A(G) = [a;;], 1 < i,j < p, dengan

L, {1, jika vv; € (G)
H 0, jika vvj & (G)

Matriks keterhubungan titik suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0
dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak
memuat lup dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009).

Matriks derajat dari graf G dilambangkan dengan D(G), merupakan
matriks diagonal dengan elemen baris ke-i dan kolom ke-j merupakan derajat dari
v;, i =1,2,3,...,n. Jadi, matriks derajat dari graf G dapat ditulis D(G) =

[di;], 1 <i,j<n Matriks L(G) =D(G)— A(G) dikatakan matriks Laplace
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(Biyikoglu, dkk, 2009). Matriks Laplace L = L(G) pada graf-(p,q) dapat juga
didefinisikan dengan elemen matriks sebagai berikut:
-1 jika i#j, Vi dan Vi terhubung langsung
I;j=4y0 jika i#j, Vi dan Vi tidak terhubung langsung
di jika i=j
dengan d; adalah derajat vertex ke-i pada G. Untuk mencari nilai Eigen, dapat

diselesaikan  untuk A, det(AI —L(G))=0. Nilai Eigen A diberikan

A1, Ao, A3, ..., A Energi Laplace dapat dilambangkan LE = LE(G)=2“,

2
y
p

(Meenakshi & Lavanya, 2014).

Perkembangan terbaru dari teori graf yang banyak dikaji oleh
matematikawan adalah meneliti graf yang dibangun dari grup. Misal (T,*) adalah
grup berhingga dan S subset dari G dan S suatu himpunan dari semua anggota I'
yang tidak invers ke dirinya sendiri. Graf invers G¢(I') yang dibangun dari T
adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota di I' sedemikian
sehingga setiap titik yang berbeda u dan v adalah bertetangga di G¢(T') jika dan
hanya jika u * v atau v * u ada di S (Alfuraidan & Zakariya, 2017).

Das dan Mojalal (2016) menuliskan hubungan antara energi dan energi
Laplace pada graf. Meenakshi dan Lavanya (2014) meneliti beberapa energi pada
beberapa jenis graf. Alfuraidan dan Zakariya (2017) menuliskan definisi, contoh
beserta sifat-sifat dari graf invers. Sifat-sifat yang ditulis berupa sifat derajat titik
dari graf invers, diameter dari graf invers, serta sifat Hamiltonian dari beberapa
graf invers.

Mengacu pada ketiga penelitian tersebut, peneliti tertarik untuk
mengembangkan dan menggabungkan graf invers dengan energi Laplace

sehingga diperoleh kajian tentang energi Laplace dari graf invers yang dibangun
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dari grup berhingga. Grup dihedral merupakan salah satu grup berhingga yang
sering diminati dan diteliti oleh matematikawan sehingga dapat dibentuk suatu
graf invers dari grup dihedral. Agar graf yang dibangun terhubung, maka graf
yang digunakan adalah komplemen dari graf invers grup dihedral.

Berdasarkan uraian di atas, maka judul dari penelitian ini adalah “Energi

Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini yaitu bagaimana pola dari energi Laplace pada komplemen graf

invers dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan yang ingin dicapai dalam
penelitian ini yaitu untuk mengetahui pola dari energi Laplace pada komplemen

graf invers dari grup dihedral.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat yaitu informasi

mengenai energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral.
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1.5 Metode Penelitian

Penelitian yang dilakukan yaitu dengan pendekatan penelitian kualitatif.

Jenis penelitian yang digunakan berupa studi kepustakaan (library research).

Langkah-langkah dalam penelitian ini antara lain:

a. Menganalisis data dengan langkah-langkah sebagai berikut:

1.

Menuliskan anggota dan membentuk Tabel Cayley dari grup dihedral
D¢, Dg, D19, D12, D14, dan Dy.

Mencari invers dari masing-masing anggota pada D, Dg, D1, D12, D14, dan
Dy6.

Membentuk himpunan bagian S dari Dg, Dg, Dy¢, D15, D14, dan D;¢ yang
anggotanya merupakan semua anggota dari masing-masing grup dihedral
yang inversnya bukan dirinya sendiri.

Membangun dan menggambarkan graf invers dari grup dihedral
D¢, Dg, D19, D12, D14, dan Dy.

Menggambarkan komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral
Dg, Dg, D1, D12, D14, dan Dy.

Menentukan matriks Laplace dari grup dihedral Dg, Dg, D1, D15, D14, dan
. W

Menentukan polinomial karakteristik dari matriks Laplace pada grup
dihedral Dg, Dg, D1, D12, D14, dan Dyg.

Mencari nilai Eigen dari matriks Laplace pada grup dihedral
D¢, Dg, D19, D12, D14, dan Dys.

Mencari nilai energi Laplace pada komplemen graf invers yang dibangun

dari grup dihedral D¢, Dg, D1, D12, D14, dan Dy.
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10. Merumuskan pola dari energi Laplace pada komplemen graf invers yang

dibangun dari grup dihedral.

1.6 Sistematika Penulisan

Dalam penelitian ini, sistematika penulisan yang digunakan penulis
terdiri atas empat bab, dan masing—masing bab terbagi dalam subbab dengan
sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab I  Pendahuluan

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat

penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka

Berisi pustaka atau literatur pendukung objek permasalahan antara lain
tentang operasi biner, grup, grup dihedral, graf, matriks derajat, matriks
Adjacency (keterhubungan titik), matriks Laplace, graf komplemen, energi

Laplace, graf invers, dan kajian al-Quran tentang energi.

Bab 111 Pembahasan
Berisi tentang pembahasan mengenai pola dari energi Laplace pada
komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral dan konsep energi

dalam al-Quran.

Bab IV Penutup

Berisi kesimpulan dan saran.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
2.1.1 Definisi Operasi biner

Definisi 2.1

Misal G adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan dari G X G ke G,
untuk setiap pasangan terurut (a,b) dari anggota G, sebuah elemen unik
dinotasikan dengan a x b dari G disebut sebagai operasi biner atau komposisi
biner pada G (Raisinghania & Aggarwal, 1980).
Contoh 2.1

Diberikan N adalah himpunan semua bilangan asli dan * merupakan
operasi pada N dengan ketentuan a,b € N,a*b = a+ b. Karena a € N dan
b € N, maka penjumlahan dari kedua bilangan asli akan menghasilkan bilangan
asli, ditulis a + b € N. Jadi operasi * adalah operasi biner pada N.
Definisi 2.2

Misal G adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan dari G X G ke G,
untuk setiap pasangan terurut (a,b) dari anggota G, sebuah elemen unik
dinotasikan dengan a * b dari G disebut sebagai operasi biner atau komposisi
biner pada G (Raisinghania & Aggarwal, 1980).
Contoh 2.2

Diberikan N adalah himpunan semua bilangan asli dan * merupakan

operasi pada N dengan ketentuan a,b € Naxb =a + b. Karena a € N dan
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b € N, sehingga penjumlahan dari kedua bilangan asli akan menghasilkan

bilangan asli, ditulis a + b € N. Jadi operasi * merupakan operasi biner pada N.

2.1.2 Definisi Grup

Definisi 2.3

Misalkan operasi biner = terdefinisi pada unsur di himpunan G. Maka G

merupakan suatu grup dengan operasi * jika memenuhi aksioma sebagai berikut:

1.

2.

G tertutup pada operasi *. Yaitu jikax € G dany € G maka x * y € G,

Operasi * bersifat asosiatif di G. Untuk setiap x,y,z € G, maka x = (y * z) =
(x *y) * z,

G mempunyai elemen identitas e terhadap operasi *. Terdapat suatu e di G
sedemikian sehingga x * e = e * x = x untuk setiap x € G,

G memuat invers terhadap operasi *. Untuk setiap a € G, terdapat b € G

sedemikian sehingga a * b = b * a = e (Gilbert & Gilbert, 2009).

Contoh 2.3

Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat, maka (Z, +) adalah grup oleh sebab

itu berlaku:

a.

Operasi penjumlahan (4) pada Z adalah operasi biner yang terdefinisi di Z
karena operasi biner adalah pemetaan Z x Z — Z. Untuk setiap k,[ € Z maka
k + | € Z. Sehingga Z tertutup terhadap operasi +.

Untuk setiap k,l,m € Z maka k + (I + m) = (k + 1) + m. Sehingga operasi
+ bersifat asosiatif di Z.

Terdapat anggota identitas yaitu 0 € Z terhadap operasi + di Z sedemikian

sehingga k + 0 = 0 + k = k, untuk setiap k € Z.
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d. Untuk k € Z terdapat (—k) € Z sedemikian sehingga k + (—k) = (—k) +
k = 0.
Berdasarkan a, b, ¢, dan d maka terbukti bahwa (Z, +) adalah grup.
Definisi 2.4
Misalkan G adalah grup dengan operasi *. Maka G dikatakan grup
komutatif atau grup abelian jika operasi * bersifat komutatif di G. Yaitu x *y =

y * x untuk setiap x, y € G (Gilbert & Gilbert, 2009).

2.2 Grup Dihedral

Grup dihedral merupakan grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan dengan simbol D,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n = 3.
Ada juga yang menuliskan dengan D,, (Dummit & Foote, 1991).

Misalkan D,,, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk s, t € D,,, yang
didapat dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, maka st adalah fungsi
komposisi). Jika s, t akibat permutasi titik berturut-turut o, T, maka st akibat dari
o o 7. Operasi biner pada D,, dikatakan asosiatif karena fungsi komposisinya
asosiatif. ldentitas dari D,,, merupakan identitas dari simetri (yang meninggalkan
semua titik tetap), disimbolkan dengan 1, dan invers dari s € D,,, merupakan
kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s adalah akibat permutasi pada
titik o, s~ akibat dari o~1) (Dummit & Foote, 1991).

Beberapa catatan dan hitungan untuk menyederhanakan perhitungan dan
membantu meneliti D,,, selanjutnya, antara lain:

1. 1,772, ..., r"* 1 adalah unsur yang berbeda dan |r| = n,

2. |s| =2,
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3. s#rivi,
4, srt#sr/,v0<ij<n-—1dengani # j.Jadi
Dy, = {1,7,7%, ..., v s,sr,s12, ..., s 1}, yaitu setiap anggota dapat
dituliskan dengan s*r* untuk k = 0 atau 1dan0 <i<n-—1,
5. sr=r"1s,
6. sr'=r"'suntuk semua 0 < i <n (Dummit & Foote,1991).
Sebagai contoh Dy merupakan grup dihedral yang memuat semua simetri

(rotasi dan refleksi) pada bangun segitiga sehingga D¢ = {1,7,712, s, s, sr?}.

2.3 Graf
2.3.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang dinamakan titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang dinamakan sisi. Order adalah jumlah unsur di V(G) dari G dan
disimbolkan dengan p(G), sedangkan ukuran adalah jumlah unsur di E(G) dari G
dan disimbolkan dengan q(G). Jika graf yang dibahas hanya graf G, maka order
dan ukuran dari G masing-masing dapat ditulis p dan g. Graf dengan order p dan
ukuran g dinamakan graf-(p, q) (Abdussakir, dkk, 2009).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
merupakan sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v
dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut
ujung dari e. Jika dua sisi berbeda e; dan e, terkait langsung pada titik yang sama

maka disebut terhubung langsung (adjacent) (Abdussakir, dkk, 2009).
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2.3.2 Derajat dan Matriks Derajat

Derajat titik v dari graf G merupakan jumlah titik di G yang terhubung
langsung dengan v. Oleh karena itu, derajat titik v merupakan banyaknya titik
pada lingkungan N (v). Derajat dari titik v pada graf G ditulis dengan deg, v atau
deg v. Suatu titik dengan derajat 0 dinamakan titik terasing dan titik degan derajat
1 dinamakan titik ujung atau daun. Derajat terbesar dari semua titik di G disebut
derajat maksimum dari G dan ditulis A(G). Derajat minimum dari G ditulis §(G).
Oleh karena itu, jika v merupakan titik dari graf G dengan orde n, maka 0 <
6(G) < degv < A(G) < n —1 (Chartrand, dkk, 2016).
Teorema 2.1

Jika G adalah graf dengan ukuran m, maka

degv = 2m.
uev(G)

Bukti:
Ketika menjumlahkan derajat titik pada graf G, setiap sisi dari G dihitung dua kali,
sekali untuk setiap dua titik yang incident.

Matriks derajat pada matriks G dilambangkan dengan D(G), merupakan
matriks diagonal dengan elemen baris ke- i dan kolom ke- j merupakan derajat
dari v;,i =1,2,3,..,n. Sehingga, matriks derajat dari graf G dapat ditulis

D(G) = [d;],1 < i,j < n (Biyikoglu, dkk, 2009).
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2.3.3 Matriks Keterhubungan Titik
Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan) dari graf G
dilambangkan dengan A(G), yaitu matriks (p X p) dengan unsur pada baris ke- i
dan kolom ke- j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v; serta
bernilai 0 jika v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Sehingga, matriks
keterhubungan titik dapat ditulis A(G) = [a;;], 1 < i,j < p, dengan

L {1r J|ka Vv € E(G)
X 0, Jlka UL'U]' & E(G)

Matriks keterhubungan titik suatu graf G adalah matriks simetri yang unsurnya 0

dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya (Abdussakir, dkk, 2009).

2.3.4 Matriks Laplace

Misalkan G (V, E') adalah graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi
E, dikonversi menjadi |V| = p dan |E| = q. Maka G merupakan graf dengan p
titik dan g sisi. Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G).
D(G) merupakan diagonal matriks dengan entrinya adalah derajat titik dari G dan

A(G) merupakan matriks keterhubungan titik pada graf G (Biyikoglu, dkk, 2009).

2.3.5 Graf Komplemen

Komplemen G dari graf G merupakan graf dengan himpunan titik V(G)
sedemikian sehingga dua titik adalah terhubung langsung di G jika dan hanya jika
titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Jika graf G berorde n dan berukuran

m, maka G berorde n memiliki ukuran (n(n — 1)/2) — m (Chartrand, dkk, 2016).
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Suatu graf G dan komplemennya ditunjukkan pada Gambar 2.1 berikut:

Gambar 2.1 Suatu Graf dan Komplemennya

2.4 Energi Laplace
Energi E(G) pada graf G adalah jumlah nilai mutlak dari nilai Eigen.
Misal G adalah graf dengan p titik dan g sisi. Nilai Eigen 4,,1,, ...,4,, pada
matriks keterhubungan titik graf G disebut nilai Eigen pada G. Maka energi pada
graf G didefinisikan sebagai E(G) = Xi-,14;(G)| (Zhou & Gutman, 2007).
Matriks Laplace L = L(G) pada graf-(p,q) dapat juga didefinisikan
dengan elemen matriks sebagai berikut:
—1 jika i#j, Vi dan Vj terhubung langsung
Ij=y0 jika i#j, Vi dan Vi tidak terhubung langsung
di jika i=j
dengan d; adalah derajat vertex ke-i pada G.

Untuk mencari nilai Eigen, dapat diselesaikan untuk A, det(/ll — L(G)) =

0. Nilai Eigen A diberikan 14,4, 43, ... 4,,. Energi Laplace dapat dilambangkan

LE = LE(G)=S},

A — 2?q|. Batas-batas matriks Laplace:

-2
1. Untuk graf dengan bilangan pada graf komponen p < 2M (%")

Batas atas bertambah dengan mengurangi p. Oleh sebab itu untuk graf

semacamnya LE (G) < Z?q + \/(p —1)2q — 2%2.
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2. Misal G adalah graf terhubung dengan p titik dan g sisi dan derajat

maksimumnya A. Maka LE(G) = 2(A+ 1 — Z?q) (Meenakshi & Lavanya, 2014).

2.5 Graf Invers dan Komplemen Graf Invers

Misalkan (T,x) adalah grup berhingga dan S = {u € I'lu # u™1}.
Didefinisikan graf invers yang terasosiasi dengan I'Gg¢(I') adalah graf yang
himpunan titiknya serupa dengan I" sedemikian sehingga dua titik yang berbeda u
dan v adalah terhubung langsung jika dan hanya jika u*v € S atau v *u € S.
Identitas e adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri dalam grup
berhingga I'. Maka e & S. Sehingga menyebabkan kardinalitas dari S kurang dari
kardinalitas dari I'. Khususnya, jika I' tidak memuat anggota yang invers terhadap
dirinya sendiri selain identitas maka |S| = |I'| — 1. Banyaknya anggota S selalu
genap, maka |S| = |T'| — 1 jika banyaknya anggota I' ganjil. Untuk sebarang graf
invers dege = |S| (Alfuraidan & Zakariya, 2017).
Contoh 2.4
Diketahui grup (Zs, +) dengan Z; = {0,1,2}.
071=0,1"1 =2,dan 27! = 1. Maka S = {1,2}. Sehingga dapat dibentuk suatu
graf invers dari Z5 yakni Gs(Z3) pada Gambar 2.2 berikut:

0

Gs(Zs) :

1 2

Gambar 2.2 Graf Invers Grup Modulo Bilangan Bulat 3
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Graf komplemen dari graf Gs(Z;) disimbolkan dengan Gg(Z3) merupakan

graf yang memuat himpunan titik V(Gs(Z3)) sedemikian sehingga dua titik
adalah terhubung langsung di Gs(Z) jika dan hanya jika kedua titik tersebut tidak
terhubung langsung di Gs(Zs). Sehingga V (Gs(Z3)) = {0,1,2} dan E(Gs(Z3)) =
{(1,2)}. Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup modulo bilangan bulat

3 (Gs(Z3)) ditunjukkan pada Gambar 2.3.

Gambar 2.3 Komplemen Graf Invers Grup Modulo Bilangan Bulat 3

2.6 Kajian Al-Quran tentang Energi

Sebagaimana firman Allah Swt Dalam al-Quran surat an-Naba’/78:29

Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-
Naba’/78:29).

Menurut tafsir Jalalayn, (Dan segala sesuatu) dari amal-amal perbuatan
(telah Kami hitung) telah Kami catat (dalam suatu kitab) yaitu dalam catatan-
catatan di Lohmahfuz supaya Kami memberikan balasan kepadanya, antara lain
karena kedustaan mereka terhadap al-Quran.

Menurut tafsir lbnu Katsir, sesungguhnya Kami mengetahui amal

perbuatan semua hamba dan Kami telah mencatatnya atas mereka, maka Kami
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akan membalas terhadap mereka; jika baik, maka balasannya baik dan jika buruk,

maka balasannya buruk. Firman Allah Swit:

< < "’o} A
Y,[ Vibj 150

Artinya: “Karena itu, rasakanlah. Dan Kami sekali-kali tidak akan menambah kepada
kalian selain dari azab ” (QS. an-Naba’/78:30).

Yakni dikatakan kepada penduduk neraka, “Rasakanlah akibat dari perbuatanmu,
maka Kami tidak akan menambahkan kepada kalian selain azab yang beraneka
ragam”. Qatadah telah meriwayatkan dari Abu Ayyub Al-Azdi, dari Abdullah
ibnu Amr ibnul As yang mengatakan bahwa tiada suatu ayatpun yang lebih keras

bagi ahli neraka selain dari firman-Nya: Karena itu, rasakanlah.
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BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-6
Himpunan anggota dari grup dihedral-6 adalah D, = {1,7,72, s, s7,sr?}.

Jika setiap anggota pada grup dihedral-6 dioperasikan dengan operasi “o”, maka

dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.1 sebagai berikut:

Tabel 3.1. Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (D)

° 1 T ¥ s sr | sr?
1 1 7 72 s sr | sr?
T T & il § S ST
1 e 1 r Sifmdll ST NI
s s il SF 1 i r?
ST Ol < (B e 1 r
sr? | sr? | s ST r r? 1

3.1.1 Invers dari Masing-masing Anggota D¢
Berdasarkan Tabel 3.1 dapat dicari invers dari masing-masing anggota D
yaitu sebagai berikut:
101 =1sehingga1~!=
ror?2=r2or =1sehinggar-! =r?
r2or =ror?=1sehingga (r?)"1 =r

sos =1sehinggas™l=s

17
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srosr = 1sehingga sr~! = sr
sr? o sr? = 1 sehingga (sr2)~1 = sr?
Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota D, didapatkan
bahwa 1,s,sr, dan sr? invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat
dibangun suatu himpunan bagian S dari D, yang memuat anggota-anggota dari Dg

yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga diperoleh S = {r,r2}.

3.1.2 Graf Invers Grup Dihedral-6

Himpunan titik pada graf invers Gs(Ds) adalah V(Gs(Dg)) =
{1,7,72,s,s7,s7%}. Dua titik yang berbeda u dan v pada V(Gs(Ds)) akan
terhubung langsung jika dan hanya jika uev €S atau veu € S. Sehingga
diperoleh E(Gs(D)) = {(1,7), (1,72), (s, s7), (s,57%), (sr,sr?)}. Oleh karena

itu, graf invers grup dihedral-6 Gs(Dg) ditunjukkan pada Gambar 3.1.

ST 3 1
®
ST a
@
1S} rz

Gambar 3.1. Graf Invers Grup Dihedral-6 (Gs(Ds))
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3.1.3 Graf Komplemen dari Gg(Dg)

Graf komplemen dari graf Gs(D) disimbolkan dengan Gg(Dg) merupakan
graf yang memuat himpunan titik V(GS(DG)) dan dua titik adalah terhubung
langsung di Gs(Dg) jika dan hanya jika kedua titik tersebut tidak terhubung
langsung  di  Gs(Dg). Sehingga  V(Gs(Do)) = {1,7,7%,s,s7,s7%}  dan
E(m) ={(1,s),(1,sr), (1,s12),(r,7%),(r,5),(r,sr), (r,sr?),(r?%s),
(r?,sr), (r?, sr?)}. Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup dihedral-6

(Gs(Ds)) ditunjukkan pada Gambar 3.2.

S il

ST r

Gambar 3.2. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-6 (Gs(De))
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3.1.4 Matriks Laplace pada Gs(Dg)
Berdasarkan Gambar 3.2, dapat dicari matriks-matriks pada Gg(Dg)
sebagai berikut:

Matriks keterhubungan titik pada G¢(D)

A(Gs(Dg)) = [1
11
1l

=)
(SR T = N
SR o e Y
COoOOR RE
CoOOoR RrR

Matriks derajat pada Gs(Dg)

D(Gs(Ds)) = I 8

0
0

S O OO HO
S OO OO
S O WO OO
S W OO OO

Matriks Laplace pada Gg(Dg)

L(Gs(Dg)) = D(G5(Ds)) — A(Gs(Dg))

SSRRORNONRIING. 07 a0 00 «1% 1481
040000 |00 1111
oo 4000 010111
N OO OSSN, [ T, 0%°0_40
000030 |1 11000
0 o0 o0 o0 3 111000
- 3\ N0 0 —1 FEISE
0 4 -1 -1 -1 -1
o -1 4 -1 -1 -1
| P iy e
-1 -1 -1 0 3 0
-1 -1 -1 0 0 3

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik
dan nilai Eigennya sebagai berikut:

det(L—AI) =0
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"3 0 0 -1 -1 -1 (A 0 0 0 0 0
/o 4—1—1—1—1|[0,10000]\
0 -1 4 -1 -1 -1| o 0 2 0 0 of|
det||_1 _1 -1 3 0 ol‘lo 00 4 0 0||-0
1 -1 -1 0 3 OJ[OOOOAOJ/
1 -1 -1 0o o 31 1lo oo o 0 2
3-1 0 0 -1 -1 -1-
/ 0 4-2 -1 -1 -1 —1\
'l o -1 4-2 -1 -1 -1||
det|| 1 1 —1 3-2 0 o |
\ 1 -1"=1" 0 3-2. "0 /
1 21 -1 o o N

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:
det(L — AI) = 2° — 201° + 1561* — 59413 + 110742 — 8101

atau
p() =A(A-3)°(A-5)(1-6)

dan nilai Eigennya adalah:
/11 = O,AZ = 3,13 — 5,A4 — 6

dengan multiplisitas m(4;) = 1,m(4,) = 3,m(13) = 1,m(1,) =1

3.1.5 Energi Laplace pada Gs(Dg)
Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada Gs(D,), dapat

dihitung energi Laplace dari G¢(Dg) sebagai berikut:

LE(Gs(Dg)) =X

2
A==
14

=m(4,) |A1 —2?q| +m(4,) |/12 _%q| + m(4;) |/13 _2?q| +m(A,) |/14 _%q
- o= sfs -2 o5 2] o~
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=8,6
Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup

dihedral-6 (Gs(D)) adalah 8,6

3.2 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-8
Himpunan anggota dari grup dihedral-8 adalah Dg = {1,7,72,13,s,sr,
sr?,sr3}. Jika setiap anggota pada grup dihedral-8 dioperasikan dengan operasi

“o” maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.2 sebagai berikut:

Tabel 3.2. Tabel Cayley Grup Dihedral-8 (Dg)

2 3

o | 1 | r |r“|r>| s | sr | srv|sr

1 1 2 D720 72 ] S isr iEsE S IeSE

= [ N (7 ER A Sz s WIS
SN B MRl 70 T T
R e | J I T K o€ o o
s coa o P TR Il (e

Sr Sr | Sr ST

ST Sr Sr

Sr Sr

3.2.1 Invers dari Masing-masing Anggota Dg
Berdasarkan Tabel 3.2 dapat dicari invers dari masing-masing anggota Dg
yaitu sebagai berikut:

101 = 1sehingga1™! =
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ror3=r3or=1sehingga rt=7r
r?or? = 1 sehingga (r?)"1 = r?
r3or =ror3=1sehingga (*3)1=r
sos=1sehinggas l=s

srosr = 1sehingga sr~1 = sr

sr? o sr? = 1 sehingga (sr2)~! = sr?

sr3 o sr3 = 1 sehingga (sr3)™! = sr3

23

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota Dg, didapatkan

bahwa 1,72, s, sr, sr?, dan sr3 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu,

dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari Dg yang memuat anggota-anggota

dari Dg yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan S =

{r,73}.

3.2.2 Graf Invers Grup Dihedral-8

Himpunan titik pada graf invers Gg(Dg) adalah himpunan semua anggota

pada Dg, sehingga V(Gs(Dg)) = {1,7,72,753,s,s1,s7r%,sr3}. Dua titik yang

berbeda u dan v pada V(GS(DS)) akan terhubung langsung jika dan hanya jika

uov € Satau vou € S. Sehingga berdasarkan Tabel 3.2 diperoleh,

lor=res, rol=resS

lor3=7r3€Ss, r3ec1=1r3€S
ror?2=r3¢es, r2or=1r3€S
r2or3=res, r3or?2=res

Sosr=rEe€Ss, sros=r3€eSs

maka 1 terhubung langsung dengan r
maka 1 terhubung langsung dengan 73
maka r terhubung langsung dengan r2
maka r2 terhubung langsung dengan r3

maka s terhubung langsung dengan sr
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sosr3=1r3€S, sr3os=res
srosr?=re€S, srlosr=13
ES

srlosr3=reS, sriosri=ry3

€S

24
maka s terhubung langsung dengan sr3

maka sr terhubung langsung dengan

sr?

maka sr? terhubung langsung dengan

sr3

Sehingga didapatkan E(Gs(Dg)) = {(1,7), (1,7%),(r, 7%, (r%, %), (s, s7),

(st,s1?),(sr?,sr3)}. Oleh karena itu, graf invers grup dihedral-8 Gs(Dg)

ditunjukkan pada Gambar 3.3.

ST @

(o

Gambar 3.3. Graf Invers Grup Dihedral-8 (Gs(Dg))

3.2.3 Graf Komplemen dari Gs(Dg)

Graf komplemen dari graf Gg(Dg) disimbolkan dengan Gg(Dg). Dengan

cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 maka

didapatkan V(Gs(Dg)) = {1,7,72,73,s,s1, 512,513} dan E(Gs(Dg)) = {(1,72),

(1,5s),(1,sr),(1,sr?),(1,sr3), (r,r3),(r,s), (r,sr), (r,sr?), (r,sr?), (r?,s),

(r2,sr), (r?,sr?), (r?,sr3),(r3,s), (r3,sr), (r3,sr?), (r3,s1r3), (s, sr2),
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(sr,sr3). Oleh karena itu, komplemen graf invers dari grup dihedral-8 (Gs(Dg))

ditunjukkan pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-8 (Gs(Dg))

3.2.4 Matriks Laplace pada Gs(Dg)
Berdasarkan Gambar 3.4, dapat dicari matriks-matriks pada Gg(Dg)
sebagai berikut:

Matriks keterhubungan titik pada Gs(Dy)

RURRORN SN0’ SNL ] 4
UENUENG G ™ il =T
S (0P|
o) o [0d¥sn 0 1 1 1 1
AGD) =11 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1% T 0p<0="0 }1
11111 0 00
L[ Sseed 1 0 1 0 0

Matriks derajat pada Gg(Dg)
5 0 0 0 0 0 0 0
05000 000
0 05 0 0 0 0O
57 _10 0 05 0 0 0 O
D(GsPs) =15 o g 0 5 0 0 0
0 0000 5 00
0O 0000 OS50
0 0 0 0O 0O 0O O 5
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Matriks Laplace pada Gs(Dy)

L(

D(Gs (Ds)) - A(GS(DS))

)

Gs(Dg)

I
i

O - O O
T HA O O O
e O O O
T H 1 OO H O
O O O v v v+
O O O v v+
cCoo A o
_00101114

|
cCooc oo o oL
coocococoino
coococoinoo
cocooomnmo oo
coomnococ oo
comnmooco oo
cmoocooc oo
noocoocooc oo

—il3
-1
a
1

—l
4
o
=1

—l
-1
-
-1

1l
-1
=il
-1

0
=1

0

5
1
—1.
n.
=g

1

0

=1
=1l
-1
1

-1
=1l
-1
=

~1
%}
=}
Ll

4

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik

dan nilai Eigen sebagai berikut:

det(L—AI) =0

—17
=1,
=il
el

-1
-1
¥
=

1

=
-1
=4
1

RSl
-1
=F
=il

0
—1

=1
0

0
5
— 1l
=l
-1
-1

0
sl
=1
-1
-1

— 1
]

~1
~1
~1
L1

—g
-1
-1

-1

det

o
Il
Cococococo~
coocoococo~RO
cococo~RoOO
coco~RoOO
coorRoOo OO
co~ROoOOCOC OO
ocRoocococoo
Roocoocococ oo
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5.2 0 -1 0 -1 -1 -1 -1
/ 0 5-12 0 -1 -1 -1 -1 -1
1 0 5-1 0 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 5-12 -1 -1 -1 -1]|]_
det|| 4 1 4 4 5-2 0o -1 o ||7O
1 -1 -1 -1 0 5-1 0 -1
1 -1 -1 -1 -1 0 5-2 0
1 -1 -1 -1 0 -1 0 5-2

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:
det(L — AI) = A3 — 4017 + 680A° — 636A° + 35472A* — 11750423
+ 214272A% — 1658881
atau

p(D) =12 -9’1 -6)*(1-8)

dan nilai Eigennya adalah:
Al — O,AZ | 4‘,13 — 6,14 =8

dengan multiplisitas m(4,) = 1,m(1,) = 1,m(43) = 2,m(4,) = 4

3.2.5 Energi Laplace pada Gs(Dg)
Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada Gs(Dg), dapat

dihitung energi Laplace dari Gs(Dg) sebagai berikut:

LE(Gs(Dy) =z |1 =2

= m(A) |4 = 2|+ m@) |22 = 2| + M) |45 = 2| + m(A) |24 - 2
-lo- gl +2le-2]ofo -2+ fo- 2
= |=5] + 2|-1| + 4|1| + |3]

=14
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Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup

dihedral-8 (Gs(Dsg)) adalah 14.

3.3 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-10

Himpunan anggota dari grup dihedral-10 adalah D;, = {1,7, 72,713,145,
sr, sr?,sr3, sr*}. Jika setiap anggota pada grup dihedral-10 dioperasikan dengan
operasi “o”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.3.

Tabel 3.3. Tabel Cayley Grup Dihedral-10 (D;,)

° il ra BV AN o] sty | s st
1 1 r 72N Vet [ s | Bl shoasr || shd
r TN (B Bl [ o s s st s ==
. (I (Y (%1 L SRS ISR T
Gl o P, N F S gl o
G [ W& Em g o o
s s Vo (R TF L TN N (4
st | sr |sr?|sr3|srt| s | r* | 1 w2l
sr || STelsee | sr* [ s | st | 2SnlNedS 1 | 7 & 2
SHe | srB [ srt | S="%F [ 2 | r2 | rigf A r
ST e | R A e | S s 4 |
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3.3.1 Invers dari Masing-masing anggota D,
Berdasarkan Tabel 3.3 dapat dicari invers dari masing-masing anggota D,

yaitu sebagai berikut:
171 =1, r 1 =r4 (r?)~t =3, (r¥)1 =r2 1 =r,

sTl=s, srit=sr, (sr¥)l=sr? (sr¥)1=sr3  (sr*)!=sr%
Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota D,,, didapatkan
bahwa 1, s, s, sr2,sr3, dan sr* invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu,
dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D;, yang memuat anggota-anggota
dari D;, yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan S =

{r,v%,r3,r4}.

3.3.2 Graf Invers Grup Dihedral-10
Himpunan titik pada graf invers Gg(Dyo) adalah V(Gs(Dyp)) =
{1,7,7%,73,1r% s,s7, 512, 513, sr*}. Dengan menggunakan cara yang sama dengan

3.1.2 maka graf invers grup dihedral-10 Gs(D;,) ditunjukkan pada Gambar 3.5.

Sr

ST

Gambar 3.5. Graf Invers Grup Dihedral-10 (GS(Dlo))
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3.3.3 Graf Komplemen dari Gg(D;,)
Graf komplemen dari graf Gg(D;,) disimbolkan dengan Gg(D;,). Dengan
cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3
maka diperolen komplemen graf invers dari grup dihedral-10 (m)

ditunjukkan pada Gambar 3.6.

Gambar 3.6. Graf Komplemen dari Graf Invers Grup Dihedral-10 (Gg(Dy,) )

3.3.4 Matriks Laplace pada Gs(D,,)
Berdasarkan Gambar 3.6, dapat dicari matriks-matriks pada Gg(Dy,)
sebagai berikut:

Matriks keterhubungan titik pada Gs(D,,)

A(Gs(Dyy)) =

R R RRER,OOO OO
R R RRRRPRPROO OO
RRRRRORO OO
RRRRROOR OO
R PR RRPRPRP,OOO R O

COOCOORRRE LR
COOC OO RRRE LR
COCOCOR RRE -
COC OO R RRE PR
COC OO R RRE P
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Matriks derajat pada Gs(D,,)

B(

OCococoocooc oo lIn
cCcoococococoono
cCcoocoococoInNo o
cCcoocococomnmoo o
coococomnmoo oo
coococowvwooco oo
coocwvwoococo oo
covoocococo oo
cLVwWocococococo oo
noocococococo oo

Il

Vo

~\

o

A\l

Q

—/

%)

]

Matriks Laplace pada Ggs(D,,)

Gs(D10))

) —A(

Gs(D1o)

=D(

)

Gs(Dyo)

L(

AT HHH A OO OO O
AHHAH OO o0 O
A HHHH OO oo o
A OO0 o0 o
A OO oo
O 100 O A —H
OO0 HO O H—H—H —H —
O OO O v rdvd v+ v
=@ @) e Ep L
_0000011111
|
SCoococoococooLn
cCcoocoococoocon o
coococococomno o
coocococomnoo o
CcCooCcocoOmnmoo oo
cCcoococwvwooo oo
cCcoocwvwoocoo oo
covwoocoocoococoo
cwVwoocococoococoo
mooocoococo oo

—17
-1
-1
—oi.
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=1
i
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-1
-1

o
!
-1
-1
-1

4
— 1
-1
=)
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i
-1
-1
s
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0
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0
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0

0

6
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|
=]

-1
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-
2l
-1

¥
~1
—1
~1
-1

Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik

dan nilai Eigennya sebagai berikut:

det(L—AI) =0
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-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1

-1
-1
-1

0
-1
0
0
6
-1
-1
-1
-1
=1

-1

-1
-1

-1 -1 -1
-1 -1 -1

-1
-1

o

-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1

~1
~1
~1
—1
1

-1
-1
-1
-1

det

o
Il
Cocoococoocococo
cococoocococo~O
coococoocooco~RoO
cCococoocoROO O
CocooxRCO OO
coocoRooOo OO
coo~Rooococoo
co~RoOoOOCOC OO
== R=R=R=t=R=E=
~Roococoocoococooo

det(L — AI) = A% — 542° + 128448 — 1766017 + 1549501° — 90000045
+ 34625004* — 851250043 + 121406251 — 76562501

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A

yaitu:
atau

p(D) =12 -7)*(A-5)°(1 - 10)

dan nilai Eigennya adalah:

10

O,/12 = 5,A3 = 7,2,4 =

/11=

dengan multiplisitas m(1,) = 1,m(4,) = 2,m(13) = 6,m(1,) =1
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3.3.5 Energi Laplace pada Gs(D;,)
Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada Gs(D;,), dapat
dihitung energi Laplace dari Gs(D;,) sebagai berikut:

2
I

LE(GS(Dm)) =X »

= m() |4 = 2| + m() |22 =2 + m(@Rs) |25 = 2| + m(2) 24 - 2

= |o-53| +6[s 35| +2[7 -3+ [r0-5
= |-5,4] + 6]—0,4] + 2|1,6] + |4,6]
=54+24+32+46

=156

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari

grup dihedral-10 (Gs(D,,)) adalah 15,6.

3.4 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-12
Himpunan anggota dari grup dihedral-12 adalah D,, = {1,7,72,
r3,r4r3, s, sr,sr?,sr3,sr*, sr5}). Jika setiap anggota pada grup dihedral-12

dioperasikan dengan operasi “o”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel 3.4.
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Tabel 3.4. Tabel Cayley Grup Dihedral-12 (D;,)

° 1 {r | r2 |3 | r* | r5 | s | sr |sr?|srd|srt|sr®
1 1 | r [ 2|3 | r* | r5S| s | sr|sr?|srd3|srt]|sr®
r|lr | r2 3| r* | 3| 1 |sr®| s | sr |sr?|srd|srt
r2lr2 3t 5 r lsrtlsrd! s | sr | sr?|srd
33| rt | | 1 r | r? |sr3|srt|sr®| s | sr | sr?
r* | r*t | rd | 1 r | r? | r3 |sr?|srd3|srt|sr®| s | sr

s s NSt | swaMIsF3 [ srt [sro ) i TR RN A | S
st oL oSg | sEeMfsr® Pst [Usotfl s e (s s A%
Sraecr Rt (Nc o IC S (IS IR SPAl | S A
nemf syt st [Nsp=hl S | st BMlisradl A qmt i e r 8l i
e NS R Y r
g e W s M e PEWNE o

3.4.1 Invers dari Masing-masing Anggota D, ,

Berdasarkan Tabel 3.4 dapat dicari invers dari masing-masing anggota D,
yaitu sebagai berikut:
171 =1, rl=7r5 @) l=rt (13 1=1¢3 (r)~1 =2,
T =r, sTl=s,  srl=sr, (sr) P =sr? (sr3)7 ' =srd
(sr*)™t = sr*, (sr®)~ ! = sr>.

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota D,,, didapatkan

bahwa 1,73,s,sr,sr?,sr3,sr*, dan sr® invers terhadap dirinya sendiri. Oleh
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karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D;, yang memuat
anggota-anggota dari D;, yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga

didapatkan S = {r,72,7%,75}.

3.4.2 Graf Invers Grup Dihedral-12

Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-12 disimbolkan Gg(Dy5).
Himpunan titik pada graf invers Gg(D;,) adalah V(Gs(Dy2)) = {1,7,72,73,r%, 75,
s, sr,sr2,sr3,sr* sr°}. Dengan menggunakan cara yang sama dengan 3.1.2

maka graf invers grup dihedral-12 G¢(D;,) ditunjukkan pada Gambar 3.7.

sro 1

Sif r

S r5

Gambar 3.7. Graf Invers Grup Dihedral-12 (Gs(Dy2))
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3.4.3 Graf Komplemen dari Gg(D;5)
Graf komplemen dari graf G¢(D;,) disimbolkan dengan Gg(D; ). Dengan
cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3
maka diperoleh komplemen graf invers dari grup dihedral-12 (m)

ditunjukkan pada Gambar 3.8.

ST/
75X Rk IRy -
IANKAEK
SRR
QVATUNE
\V =
SR
’ ﬁ «g“'& 4

ST N

Gambar 3.8. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-12 (Gs(D2))
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Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik

dan nilai Eigennya sebagai berikut:

Matriks Laplace pada Gs(D,,)

det(L — AI) = 0
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dan nilai Eigennya adalah:
/11 = O,AZ = 6, 13 = 8,/14, = 10,/15 =12

dengan multiplisitas m(4;) = 1,m(4,) = 3,m(43) = 6,m(A,) =1,m(As) = 1

3.4.5 Energi Laplace pada Gg(D,,)
Setelah diketahui nilai eigen dari matriks Laplace pada G(D;,), dapat

dihitung energi Laplace dari Gs(D,,) sebagai berikut:

LE(Gs(D1p)) = % |2, -2

= o =2 e~ o 2+ mto -]

m(As) |As - %q

=|o-5| +3lo-3| +6le T+ [r0-F+[12-3

= |-7,3| + 3|-1,3| + 6]0,7| + |2,7]| + |4,7|

= 22,8

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup

dihedral-12(Gg(D;,)) adalah 22,8

3.5 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-14
Himpunan anggota dari grup dihedral-14 adalah D, = {1,7,72

3,174,715, 78, 5,51, 512, 513, 51, 51>, s1°}. Jika setiap anggota pada grup dihedral-

14 dioperasikan dengan operasi “o”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada Tabel

3.5.
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Tabel 3.5. Tabel Cayley Grup Dihedral-14 (D,,)

o | 1T | r | 2|3 | r* | > |7r® | s | sr|sr?|sr3|srt|sr®|sr
1|1 | r [ r2 |3 r* | r>|r8| s | sr|sr?|sr3|srt|sr®|sr®
r|lr | r2 | 3| r* | S || 1 |sr®| s | sr|sr?|srd|srt|srS
r2 02 3yt S el 1l r lerdlsr®! s | sr | sr?2lsrd|srt
33ty e 1| r | r? | srt|sr®|sr®| s | sr|sr?|srd
r* ot > | 1| r | 2| 3 | sr3|srt|sr>|sr| s | sr|sr?
r>lrS || 1| r | 2| 3| r* |sr?|sr3|srt|sr3|sr®| s | sr

W Wre | JIN™r | T2 rt [T | srdlssr? s d st MrQl sr6 | s
s | s INst [se¥| sr3 st s seb b L | T A |t R | 6
SroESESRSRENS TN shllsr s ol S7AI o A1 - [ 5
sy msiae (Vs st T RSTE. |S2L s PN sl 20 @mt v 1 il |
EE s SO W] A WAV sl Al B o | 3
SE ST ST RS SRS sil s A s B el T AN i | 2

8 S5 PSS UNSTdRere P s-aler A (reV| e F 1 | r

sTR| Cre (N sEEsr TS s | suftFsmca@r e nNe et W4’ | ¢ | 1

3.5.1 Invers dari Masing-masing Anggota D, ,

Berdasarkan Tabel 3.5 dapat dicari invers dari masing-masing anggota D,

yaitu sebagai berikut:

171 =1,
(r)~1 = 3,
srt =gsr,

(rS)—l =72

(sr®)™1 = sr?,

2

r3)t=

™

(sr¥)™ 1 =sr

5

_‘r,

)

(r3)1 =t
sTl=g,
(sr*)™1 = sr*
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(sr®)~t = sr>, (sr®)1 =srb.

Berdasarkan uraian invers dari masing-masing anggota D,,, didapatkan
bahwa 1, s, sr,sr?,sr3,sr*, sr>, dan sr® invers terhadap dirinya sendiri. Oleh
karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D;, yang memuat
anggota-anggota dari D;, yang tidak invers terhadap dirinya sendiri. Sehingga

didapatkan S = {r,72,73,r* 15 1°}.

3.5.2 Graf Invers Grup Dihedral-14
Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-14 disimbolkan Ggs(D;4).
Himpunan titik pada graf invers Gs(D14) adalah
V(Gs(D14)) = {1,7,7%,73,7%,75,7%, s, 57,572, 573, sr%, 515, s7°}. Dengan meng-
gunakan cara yang sama dengan 3.1.2 maka graf invers grup dihedral-14 Gg(D;4)
ditunjukkan pada Gambar 3.9.
5 1

ST r

STl
S

ST

ST rs

Gambar 3.9. Graf Invers Grup Dihedral-14 (Gs(Dy,))
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3.5.3 Graf Komplemen dari Gg(D;4)
Graf komplemen dari graf Gg(D,,) disimbolkan dengan Gg(D,,). Dengan
cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3

maka (Gs(D,4)) ditunjukkan pada Gambar 3.10.

N4
4‘3;;;‘4{‘ :
w2 2
P X KPS
srt A‘{é‘%"g\'ez’;‘ o r2
\ A <X .‘» 1' P /
MEIHAIEL
SKSNPLIAS
NA2 N LX O—FF
NS EHST
BRI
"A\i‘!‘\;(A 'Avég
TR
>\

¢/

ST

Gambar 3.10. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-14 (GS(DH))
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Matriks Laplace pada Gs(D,,)

L(Gs(Dy,)) = D(Gs(D1,)) — A(Gs(D14))
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Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik

dan nilai Eigennya sebagai berikut:

det(L—AI) =0

-1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

-1
-1
-1

0
-1
0
0
0
0
8
=1
=
=l
=
=1l
=1l
—

=1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
Rl
e |

-1
=l
=l
—il

o

31
-1
!
-1
—1l
=
. L

=l
|
=l
=1
—il
2
ik

— i
I
—il
51
—1
—il
el

-1
-1
=i]
-1
o
=)
1

—iF
—l

-1
7L
Al
-1
—1!
—
-1

=1l
=1l
e
1
1
-1

det

co
co
co
oo
oo
oo
oo
St
=y
co
o ()
co
SIS

~Oo

0 0A 00 O0OO0OOOTOUOT OO OO

SO OO

SO OO

SO OO

SO OO

SO OO

SO OO

SO OO

S oo

S O =

O <O

~ o o

o O O

o O O

S oo

<

0 00 0O

S OO O O O
O OO © O R
S OO O NO
S OO N OO
S OXRO OO
O NO O OO
OO © OO
o 9@ @ @
S OO O OO
SO O O OO
= = = =@ (= (=)
SO O O OO
S OO O OO
S OO O OO

0 %R0 0 0°F0 AFOp-0p=0 10 O FO* A

~
i Aol e B B B o B e B o |
Speceee Ly
[ee)
i ~ Aol e B B B B e B o |
Ce e oy
[ee]

114 Rl e B B B B B o |
i e A N I Y

[ee)

~<

i Aol e B B B o B e B o |
[ I T




47
Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:
det(L — AI) = A** — 1043 + 4968112 — 1443901 + 2849721110

— 403435621° + 42160188048 — 329370140417

+192401998111° — 830164285722° + 2572089497601*

— 5419720012143 + 6962207815711% — 4118489130421
atau

p(D) =1A-7)°(A-9)°(A - 14)
dan nilai Eigennya adalah:
L=01,=721=91,=14

dengan multiplisitas m(1,) = 1,m(4,) =9,m(13) =3,(1,) =1

3.5.5 Energi Laplace pada Gs(D;4)
Setelah diketahui nilai Eigen dari matriks Laplace pada G¢(D,,), dapat

dihitung energi Laplace dari Gs(D,,) sebagai berikut:

LE(Gs(Dr)) =2 |3, -2

=m(4y) |A1 - Z?ql +m(4,) |/12 B %q| + m(4;) |A3 - 2?q| + m(A,) |/14 - Z?q
104
14

104
14

104
14

prires

=|o-2 +9l7-2|+3|9-
= |-7,4| + |-3,6] + |4,8] + |6,6]
=224

Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup

dihedral-14 (Gs(Dy,)) adalah 22,4
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3.6 Energi Laplace pada Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral-16
Himpunan anggota dari grup dihedral-16 adalah D¢ = {1,7,72,

5

r3,r4 15,1817, s, 51,512,513, s1%, 515, 576, 517}, Jika setiap anggota pada grup

dihedral-16 dioperasikan dengan operasi “o”, maka dihasilkan Tabel Cayley pada

pd
.|
LL
=
(7))
Tabel 3.6. 5
Tabel 3.6.Tabel Cayley Grup Dihedral-16 (D;¢) %
° 1 rlr2 3t [ S [ 78 | 7 | s | sr|sr?|sr3|srt|srd|sre]|se?
1 1 ro|r2 |3t | S | 7 | s | st |sr?|sr3 | srt|srS | sre | &7
r r |72 | 3 | r2t | > | 78 | ¥7 | 1 |sr?| s | sr lwsr?|srd3|srt|srs ag(’
P B i T R O L A r |sr®|sr’| s | sr |sr?|srd|srt IH;J5
3 3 4 5 6 7/ 2 5 6 7 2 3 <4
r r 7 r r r i r | r2 | srefsr&|sr s | sr|sr?|srd|br
(/p]
e RN =R - T 7 (] r | 12 | 13 |sr*|srd|srb|sr7| s | sr |sr?| s
L
rSlr3|re|r7 | 1 r | r2 | r3 | r* | sr3|sr*|sr®|srl|sr7| s | sr |sE?
e
AT rolr2 | 3t | 5 | sr2 | sr3 | srt | srS | sré|sr7| s |
"l r7 | 1| r [ r?2 3t S| r® | sro|sr?|srd|srt|sr®|sr®|sr? |3
S s | sr |.sr?|sr® | srt | sr® sréfsr’ | 1 [ I I R I I R
sr sk [ sr? st Wsrd | sr> | srl | sr7 L= | 1 r|lr2 | 3| rt | f_
i
sr?|sr2|srd3|srt|sré|sré|sr?7| s |sr|v6 [ ¢77 |1 | r |2 |93 |1 |
sr3 | srd3|sr|sr3|sré|sr’| s | sr|sr2|r> | 7r® |7 | 1 r| 2 | 332
LL
srd | srt|sr3|srb|sr’ | s | sr|sr®|sr3|r* |5 |8 |7 | 1 r | r2 |8
srolsrd|sré|sr’| s | sr|sr?|sr3|sr* | r3 | r* | > | e |7 | 1 r | r?
sre{sro|sr” | s | sr|sr®|sr3|sr¥|sro|r2 |3 | r* | > |8 |7 | 1 r
sr’ |sr7 | s | sr|sr®|sr3|srt|srdS|sre| r [ r2 |3 || S| re |7 | 1
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3.6.1 Invers dari Masing-masing Anggota D; ¢
Berdasarkan Tabel 3.6, invers dari masing-masing anggota D;, Yaitu

sebagai berikut:

1"1=1, rl=q7 (r2)~1 = 76, (r3)~1 = 5,
(1 = 4 ()1 = 13, (61 = 12, 71 =7

st=g5, Syt el one ) g s72, (sr3)71 = sr3,
(stH)™1 = sr?, " = a7, (sr®)~1 = sré. (st =sr’.

Sehingga didapatkan bahwa 1,74, s,sr,sr?,sr3, sr4,sr>, sr® dan sr’
invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D;, yang memuat anggota-anggota dari D, Yyang tidak invers

terhadap dirinya sendiri. Sehingga didapatkan S = {r,r2,73,7>,r%1r7}.

3.6.2 Graf Invers Grup Dihedral-16
Graf invers yang dibentuk dari grup dihedral-16 disimbolkan Gg(D;¢).
Dengan meng-gunakan cara yang sama dengan 3.1.2 maka graf invers grup

dihedral-16 G¢(D;¢) ditunjukkan pada Gambar 3.11.

Gambar 3.11. Graf Invers Grup Dihedral-16 (Gs(Dys))
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3.6.3 Graf Komplemen dari Gs(D;¢)
Graf komplemen dari graf Gg(D;) disimbolkan dengan Gg(D,¢). Dengan
cara yang sama dengan komplemen graf invers dari grup dihedral-6 pada 3.1.3

maka (Gs(D,¢)) ditunjukkan pada Gambar 3.12.

sr’ 1

= 55 —
=\

\\& / P4 S S5 ‘
BRI =S
N IPESA XA
RS EDRIRERY)

ST i/
srs % rt
- : SASA XS5
| LIRS 7

Yo a s\

zatxioécA{\v‘&_\\

Sz

Gambar 3.12. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-16 (G5(Dy6))
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3.6.4 Matriks Laplace pada Gs(D,,)

Berdasarkan Gambar 3.12, dapat dicari matriks-matriks pada Gg(D,s)

sebagai berikut:

Matriks keterhubungan titik pada (Gs(Dy5))

oo

FTH A A AT OO0 O A0 O
T A A A A A A OO OO O OO
A A A A A A O O OO O OO
FTH A A A A A " HO OO0 O O oo
A A A A 1 OO O OO O O
A A A AA 1 OO O OO O O
T H A A A A OO0 O OO0 = OO
T A A A A A 1 OO O O+ O OO
OHoOoOOoO Ao © HH —H —H— —H —
CO 10000 O~ —H = — —
COO OO O H—
—HO OO0 OO = H H
OH O OO O O =
CoO0O0 A0~ —H v —
CO O HO OO A ™ 4 v+ v v v+
_0000100011111114

Il

N\

N\

O

—

Q

\—/

%)

S

p—

<<

Matriks derajat pada (Gs(D16))

=== ErErEEEEEEEEEE
R =Nel=t=R=t=R=R=l=R=R=l=R=ReR=
R=R=R=k=R=t=R=R=R=R=R=R=R N =E=)
f=l=R=i=k=k=R=R=l=R=R=E R=R=E=
coococococoPocococoaoocococo
coocoococoococoococoocococococo
coococococoocoococococoo
coocococoococooococococooco
coocoococococoSococoococococoo
cCocCPoPococococococococoo
oo oS ococococococoocoo
cocoPoco0ccco0ococo00o
o -~ o
cPofocogoco0c0cocococococoo0o
o
oo gogg00Cc0c0c 0000 OO
o
cSogogc0o0c000c 00000
T O OO0 000000

Il

~

~

O

—

)

—

[%5)

S

—/

Q
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= EEEEEEEEEE
Cooco0oo0OoCOoOOoOO0CO 00O OO |
ATH T """ OO0 O+ O oo
Y =N=R=R=R=R=R=R=E=R=R=R=RoR=k=
M e = === ==
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Berdasarkan matriks Laplace di atas, maka dapat dicari polinomial karakteristik

dan nilai Eigennya sebagai berikut:

det(L—AI) =0
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o

Il
000000000000000.&
DO D DODDOD DO OO OO0 O O
DO D DODD OO OO O OO ROO
DO D OO DO OO O OROOO
DO O OO DO OO0 O ROO OO
DO D DODDOD DO OO ROOD O OO
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19— A1 0 0 0 -1 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 10—-1 0 -1 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 9—-1 0 0 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 10-2 0 -1 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 0 0 9-1 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 -1 0 10-21 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 -1 0 0 0 9-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
det 0 -1 0 0 0 -1 0 10-12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 9-2 0 0 0 -1 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 9—-1 0 0 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 9-1 0 0 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 9-1 0 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 9-1 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 = =18 0 -1 0 0 0 9-1 0

-1 -1 -1 -1 -1 =L —ls -1 0 0 -1 0 0 0 9—-1
L -1 -1 -1 -1 -1 -1 =il =il 0 0 0 -1 0 0 0 9

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:
det(L — AI) = 2'® — 1482 + 101924 — 43328013 + 1271792012
— 27305484811 + 443032550411° — 553196789761°
+ 5360122636801% — 4030422860800
+ 233278351360004° — 1020706816000001°
+ 3268345856000001* — 72305868800000043
+ 9882828800000001% — 6291456000000001
atau
p(A) =21 —8)>(1 —10)8(1 — 12)(1 — 16)
dan nilai Eigennya adalah:
=01, =821;=10,1, =12,1; = 16

dengan multiplisitas m(1;) = 1,m(4,) =5 m(1;) =8,m(4,) =1,m(As) =1
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3.6.5 Energi Laplace pada Gs(D,¢)
Setelah diketahui nilai eigen dari matriks Laplace pada Gg(D,¢), dapat

dihitung energi Laplace dari Gs(D;) sebagai berikut:

-

LE(Gs(D1s)) = 2 |A; =]

=m(4,) |Al - 2?q| +m(4,) |/12 = %q| + m(43) |13 - 2?q| + m(A,) |/14 - Z?q| +

m(2s) |5 — 2

148
16

148
16

148
16

148
16

| +8[10-22

=|0_ 16

|+ 12— 22| + |16 -2 + 5|8 -
= |-9,25| + |2,75| + 16,75| + |6,25| + |6]
=31
Jadi, dapat diketahui bahwa energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup
dihedral-16 (Gs(Dys)) adalah 31.

Berdasarkan pengamatan dari beberapa komplemen graf invers dari grup
dihedral D¢, Dg, Dy, D14, D14, dan D¢, maka diperoleh:

Tabel 3.7. Polinomial Karakteristik, Nilai Eigen, dan Energi Laplace dari Gs(D,,,)

Dyp Polinomial Nilai Eigen dan Energi Laplace
karakteristik multiplisitasnya
Ds | A(A=3)*(A-5@ |1, =0,m@A) =1 LE(Gs(Dy)) = 8,6

- 6) AZ = 3, m(lz) = 3
A3 =5 m(ls) = 1
A4 = 6, m(/14) =1

Dy | A — 42— 6)* (A | A4 = 0, m(Ay) = 1 LE(Gs(Dy)) = 14
—8) |1, =4,m0,) =2
A3 =6,m(1;) =4
Ay =8,mA,) =1
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Dyo | AA=5)°(A—-7)*(A | 4, =0,m(4) =1 LE(Gs(Dyo)) = 15,,6
—10) |4, =5m@,) =6
A3 =7,m(A;3) =2
Ay =10,m(Ay) =1
Diz | 22 —6)°(A—8)°(4 | 4, =0,m(A,) =1 LE(Gs(Dyy)) = 22,8
~10)(A—12) Ay =6,m(A,) =3
A3 =8,m(A;) = 6
Ay =10,m(A,) =1
As = 12, m(%g) = 1
Diy | AA=7°(A—-9°@A |4 =0,m(A) =1 LE(Gs(D1y)) = 22,4
—14) |2, =7, m(A) =9
A3 =9, m(A;) =3
Ay = 14, m(A) =1
Dis | A(2—8)°(A—10)®(2 | 4, = 0,m(A,) = 1 LE(Gs (D)) = 31

—12)(4 —16)

/12 = 8, m(/lz) —= 5
/13 —, 10, m(ﬂ3) = 8
A4 = 12, m(/14) =1

AS = 16, m(As) =1l

n ganjil, n > 3

3n-3

AMA—mn)z (A—

(n+2))7 (A—2n)

Al = 0, m(ll) =1l

Az =n, m(lz) -
3n-3

2
/13 =n-++ 2,

m(13) = ==

A4 = Zn, m(/14_) =1

LE(Gs(D2n))

2n® +n” —2qgn—n+2q

n
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n  genap, n=|A,=0 LE(Gs(Dzn))
4(k+1) m(4,) =1 - 2n3+n? —2qn+4n+2q
Ah-nmy s @a— |R=m B 6
(+2)A-(m+ | ml) =27
)™= (1 — 2n) Az =n+2,

m(d3) =n

Ay =n+4,

m(A,) ="

As = 2n,

m(4s) =
ngenap,n=4k+2 |1, =0, LE(Gs(D,y))
/1(/1_”)$(,1_ (n m(d,) = . 2n3 +3n? —4n — 2qn + 2q
- | _ i
S D T 1

Az =n+2

m(l;) =n

Ay =n+4,

m(d,) ===

As = 2n,

mls) =1
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Teorema 1

Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,

2n3+n?-2qn-n+2q

dengan n ganjil dan n > 3 adalah LE(GS(DZn)) > |

n

Bukti

Diketahui grup dihedral D,,, dengan n ganjil dan n > 3,

D,, ={1,r, 7% ..,v™" L, s,s7,s72, ...,sr™ 1} dan himpunan bagian S dari D,,
yang tidak invers terhadap dirinya sendiri adalah S = {r, ..., 7™ 1}. Sesuai definisi

graf invers maka diperoleh gambar berikut:

n-1

ST 1
[®)]
(]
(]
L]
2
Sig F
2
S r
°
(]
(]
[
s rn—l

Gambar 3.14. Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-2n (Gs(D,,))
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Dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan matriks

derajat sebagai berikut:

1 0 0 O 0 1 1 1 1
r 0 0 1 0 1 1 1 1
r2 [0 1 0 0 1 1 1 1
Cn-ig 10 001 1 1 1
A(Tp,,) = s |11 1 1 0 0 O 0
sr 11 1 1 1 0 0 O 0
sr2 11 1 1 1 0 0 O 0
Sr@ Ll 1§l 1 0 0 O 0
1 n 0 0 0 0 0 O 0
0 n+1 0 0 0 0 O 0
72 10 0 n+1 0 0 0.9 0
S e 4] 0 0 n+1 0 0 O 0
D(Tp,,) = s |0 0 0 0 n 0 O 0
sr 10 0 0 0 0 n O 0
sr2 10 0 0 0 0 0 n 0
S () 0 0 0 0 0 O n
Sehingga
L=D-—-A-=
1 n 0 0 0 -1 -1 -1 -1
r 0 n+1 -1 0 -1 -1 -1 -1
r2 0 -1 n+1 0 -1 -1 -1 -1
rm=110 -1 0 n+1 -1 -1 -1 -1
S -1 -1 -1 —1 n 0 0 0
sr 1—1 -1 -1 —1 0 n 0 0
sr2 1—1 =1 -1 -1 0 0 n 0
sri-1l—1 -1 -1 -1 0 0 O -« nA

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan
cara:

det(L—AI) =0
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1 m—-2 0 0 0 -1 -1 -1 -1
r 0 (m+1)-2 -1 0 -1 -1 -1 -1
r? 0 -1 n+1) -2 0 -1 -1 -1 -1
1| o -1 6 (n+ i) /| -1 -1 -1 _
det|] "o | 21 1 -1 -1 n—1 0 0 0 =0
Ssr -1 -1 -1 -1 0 n—21 0 0
sr2 | -1 -1 -1 -1 0 0 n—21 0
sr il —1 -1 -1 -1 0 0 0 n—2A

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A

yaitu:

r() =@MD@A—-n

—(n+2)) 2 (/1 2n)

diperoleh nilai Eigen

A =0, Ay =m, A =n+2, Ay =2n

dan multiplisitas m(4,) = 1,m(1,) = m(/13) = m(/14) =1.
Sehingga diperoleh energi Laplace

LE(G5(Dg)) = = |/1i = %"| p=2n

2 2 2 2
1 - 7‘1 +m(As) |25 — ?" +my) | -2

=m(4y) |41 — ? +m(4,) |4

2q
|n+2—— |2n——
2n

|O 2q+3n—3| 2q +n—1
7n D It B 2

= g|+ﬁ|n_g|+n_—1|n+2_g|+|2n_g|
n 2 n n

n 2

2q n 3n-3 (nz—q) n n-1 (n2+2n—q) ) (an—q)|
p 2 n 2 n 2n

2q+3n-3)(n%-q)+n-1)(n?+2n—q)+(4n?-2q)
2n

v

v

(3n—3)(n?-q)+(n-1)(n?+2n—q)+4n?
2n

\Y%

3n3-3qn-3n?+3q+n3+2n?—qn-n?-2n+q+4n?

v

2n
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>|4n3+2n2—4qn—2n+4q|
- 2n

2n3+n?-2qn-n+2
2| q q|
n

Teorema 2
Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,

dengan n genap dan n = 4(k + 1),k € N adalah

2nd+n?-2qn+4n+2q
n

LE(Gs (D)) = |

Bukti

Diketahui grup dihedral D,,, dengan n genap dan n=4(k+ 1), D,, =
{1,772, ...,v" 1, 5,51, 512, ..., st™ 1} dan himpunan bagian S dari D,,, yang tidak
invers terhadap dirinya sendiri adalah S = {ri|i - g,i =123, .., n— 1}. Sesuai

definisi graf invers maka diperoleh gambar seperti Gambar 3.13 dan Gambar 3.14.
Sehingga dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan

matriks derajat sebagai berikut:

INGEeI=0. 1 - 0 1 1 1. %&£ %1
r [0 00 [0 e Ll g 0% 1
r2 |1 0 0 o~ 1 1
s T 01 1 1 1
A(Tp,,) = s |11 1 1 0 0 1 0
sr |11 1 1 0 0 0 1
sr2 (1 1 1 11 0 0 0
srmilt 11 1 0 1 0 0
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1 m+1 0 0 0 0 0 0 0
0 n+2 0 0 0 0 0 0
r2 0 0 n+1 0 0 0 0 0
S R R R R T T
Do) = "5 | o 0 0 0 n+1 0 0 0
sr 0 0 0 0 0 n+1 0 0
sr2 0 0 0 0 0 0 n+1 0
sntl o 0 0« 0 0 0 0 - n+il
Sehingga
L=D-A=
1 m+1 0 -1 - 0 -1 -1 -1 - =17
T 0 n+2 0 -1 -1 -1 -1 -1
r? -1 0 n+1 0 -1 -1 -1 -1
T 0 -1 0 n+2 -1 -1 -1 -1
S -1 -1 -1 -1 n+1 0 -1 0
ST -1 -1 -1 -1 0 n+1 0 -1
sr? | —1 -1 -1 -1 -1 0 n+1 0
sri- TN 1 -1 -1 - -1 0 -1 0 o n+ 1

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan

cara.
det(L—AI) =0
1 (m+1)-2 0 0 0 = —il =il -1
. 0 n+2)-2 —il 0 —il = ¥ 1 -1
r? 0 —il m+1D -2 - 0 —il = -1 -1
det 1 0 —il 0 o (n+2)—2 —il —il -1 -1
s -1 -1 L =il m+1)—2 0 0 0
sr -1 =il =1l =il 0 (n+1)-2 0 0
sr? -1 -1 -1 -1 0 0 n+1)—21 - 0
st g =l —il =il 0 0 0 v (m+1) = Al

Melalui eliminasi Gauss pada L — AI, diperoleh polinomial karakteristik dalam A

yaitu:

3n—4
4

PN =DA-n"+ A-n+2)"(A-(n+ 4))7%(,1 —2n)
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diperoleh nilai Eigen

A =0, A, =n, Aa=n+2, A4=n+4 As=2n
dan multiplisitas m(2,) = 1,m(2,) = 2=, m(43) = n,m(Ay) = -7,

Sehingga diperoleh energi Laplace

LE(Gs(Dp)) = Z|A; =22

=m(4,) |’11 - 2?q| +m(4;) |/12 > 2?q| + m(43) |/13 - 2?q| + m(A,) |/14 — 2?q| +

m(4s) Ils — Z?q

=|o-Z|+ 22 |n-Z|+njn+2- 2+ 2|+ 4 -2 4 |on - 2
2n 4 2n 2n 4 2n 2n
= 1|+ﬂln—g|+n|n+2—g|+n—_4|n+4—2|+|2n—2|
n 4 n n 4 n n
4q = 3n—-4 (n’—q 4n%+8n—4q n—4 (n?+4n—q 2n%—q
i ) ) )y (22)
4n 4 n in 4 n in
. 4q+(3n-4)(n?—q)+n(4n?+8n-4q)+(n-4)(n?+4n—q)+4(2n>-q)

4in

(3n—4)(n?-q)+n(4n?+8n—4q)+(m-4)(n?+4n-q)+8n?
in

v

3n3-3qn—4n?+4q+4n3+8n?—aqn+n3+4n?—qn—4n?-16n+4q+8n?
4in

v

v

8n3+12n2—16n—8qn—2n+8q|
4n

v

2n3+3n2—4n—2qn+2q|
n
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Teorema 3
Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,

dengan n genap dan n = 4k + 2,k € N adalah

2n3+3n?-4n-2qn+2q
n

LE(Gs(Dzn)) = |

Bukti

Diketahui grup dihedral D,, dengan n genap dan n =4k +2, Dy, =
{1,7,72, ..., 7" 1,5, 51,5712, ..., sr™ 1} dan himpunan bagian S dari D,,, yang tidak
invers terhadap dirinya sendiri adalah S = {ri|i * g,i — (5 e 1}. Sesuai

definisi graf invers maka diperoleh gambar seperti Gambar 3.13 dan Gambar 3.14.
Sehingga dari graf komplemen tersebut, diperoleh matriks keterhubungan titik dan

matriks derajat sebagai berikut:

o™ 2 9] § LR
W (EAUE. - B B 48 B /el T
= 10==T"_0 Ny = N 1
il 1 0 01 1 1 1
A(FDzn)_ s |11 1 10 0 0 0
sr |1 1 1 1 0 0 0 0
sr2 |11 1 1 1 0 0 0 1
srabies] 1 1 0 0 1 0

1 m+1 0 O (OB () R () B ) 0

0 n+2 0 (DR ()R () N () 0

r2 1 0 0 n+2 OR ()R () &0 0

e OO D e

sr®1l 0 0 0 0 0 0 0 - n+ 14
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Sehingga
L=D-A=
1 m+1 0 0 0 -1 -1 -1 -1
T 0 n+2 -1 -1 -1 -1 -1 -1
r? 0 -1 n+2 0 -1 -1 -1 -1
rn-t 0 -1 0 n+2 -1 -1 -1 -1
S -1 -1 —1 -1 n+1 0 0 0
ST -1 -1 —1 . 0 n+1 0 0
sr? 1 —1 #1 —il -1 0 0 n+1 -1
srmtb—1 -1 -1 - -1 0 0 -1 - n+1

Berdasarkan matriks Laplace tersebut maka dapat dicari nilai Eigennya dengan

cara:
det(L—AI) =0
1 [a+1D—-2 0 0 0 -1 —il ~1 -1
r 0 n+2)-2 -1 0 -1 -1 il -1
72 0 4l m+2)—1 - 0 -1 -1 -1 -1
-1 0 =i 0 1. -3 M- =il =i o —o
s -1 —1 —1 —1 @+1)—2 0 0 0 -
sr -1 -1 =il =il 0 nm+1)—-2 0 0
sr? —il = -1 -1 0 0 n+1)—2 - -1
sttt -1 -1 -1 0 0 -1 (n+1)—,1/

Melalui eliminasi Gauss pada L — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:
el n n-2
p(D) =ADA—n) = (A —(n+ 2)) (A —(n+ 4)) * (1—2n)
diperoleh nilai Eigen
A =0, Ay =m, Az=n+2, Ap,=n+4 As=12n
dan multiplisitas m(1,) = 1,m(4,) = 3"4—_6,m(z3) =nm,) = "T‘Z,
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Sehingga diperoleh energi Laplace
LE(Gs(De)) = 2|4 = 31|, p = 2n

=m(4,) |A1 - %q| +m(4;) |/12 - %q| + m(43) |/13 - 27q| +m(1,) |A4 - 2?q| +

m(4s) |15 — 22
=|o-2|+ 222 tnn+2-2 + 2 |n+ 42| 4 |on - 2
2n 2n 4 2n
q 3n—-6
= ;|+ y |n——|+n|n+2——|+ |n+4——|+|2n |
4q = 3n-6 (n’—q 4n?+8n-4q n-2 (n?+4n—q 2n%—q
2 e G e TR s
an 4 n in 4 n in

4q+3n-6)(n?—q)+n(4n?+8n—4q)+(n—2)(n?+4n—q)+(8n?-4q)
4n

\Y

(3n-6)(n?—q)+n(4n?+8n—4q)+n-2)(n?+4n—q)+8n?
4n

Y

3n3-3qn—-6n?+6q+4n3+8n?—4qn+n3+4n?—qn-2n?-8n+2q+8n?
4in

Y

\Y

8n3+12n2—8qn—16n+8q|
in

Y

2n3+3n2—2qn—4n+2q|
n

3.7 Konsep Energi dalam Al-Quran

Al-Quran merupakan sumber dari segala ilmu pengetahuan yang ada di
dunia ini, termasuk ilmu matematika. Energi pada graf pada dasarnya merupakan
penjumlahan nilai mutlak dari semua nilai Eigen. Konsep perhitungan energi pada

graf terdapat pada al-Quran surat an-Naba’/78:29, yang berbunyi

Artinya: “Dan segala sesuatu telah Kami catat dalam suatu kitab” (QS. an-
Naba’/78:29).
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Ayat tersebut menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam semesta

telah dicatat atau dihitung. Manusia dianugerahi Allah sebuah akal sebagai bukti
bahwa manusia adalah makhluk sempurna. Akal sebagai pembeda antara manusia
dengan makhluk lainnya agar manusia dapat berpikir tentang kebesaran Allah,
dapat membedakan antara kebaikan dan kejelekan. Maka segala sesuatu yang
dikerjakan manusia dicatat atau dihitung dalam suatu kitab. Seperti firman Allah

dalam al-Quran surat al-Jatsiyah/45:29

P Ao sh A A o Th :.-/ e . - A" - -
\.r ‘.‘T{ - e - - “1.01% = - .-i N Y i\
Q.___ b L) H.S 'u C‘;""_‘JLSLLQ’JE ~ ‘_,qu_k...u..s /'IM

Artinya: (Allah berfirman): “Inilah kitab (catatan) Kami yang menuturkan terhadapmu
dengan benar. Sesungguhnya Kami telah menyuruh mencatat apa yang telah kamu
kerjakan” (QS. al-Jatsiyah/45:29).

Menurut tafsir Quraish Shihab, dan dikatakan kepada mereka, “Inilah Kami yang
berisi catatan semua amal perbuatanmu dan yang telah kalian ambil dengan
tangan kalian, akan menuturkan kepada kalian dengan benar apa yang telah kalian
lakukan. Sesungguhnya Kami telah menyuruh malaikat mencatat, supaya Kami

dapat membuat perhitungan terhadap apa yang kalian lakukan”.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai
berikut:
Energi Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,,

a. untuk n ganjil dan n > 3 adalah

LE(Gs(Don)) = |

2n3+n2—2qn—n+2q|
n

b. untuk n genap dann = 4(k + 1), k € N adalah

LE(Gs(Dzn)) = |

2n3+n2—2qn+4n+2q|
n

C. untuk n genap dan n = 4k + 2, k € N adalah

LE(Gs(Dzm) 2 |

2n3+3n2—4n—2qn+2q|
n

4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian

mengenai energi Laplace yang dapat diperoleh dari grup lainnya.
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LAMPIRAN- LAMPIRAN

1. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-6

> restart,

> with(linalg) :

>

A = matrix(6, 6, [3 — lambda, 0, 0,-1,-1,-1, 0,4 — lambda,-1,-1,-1,-1, 0,-1, 4 — lambda,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,3 — lambda, 0, 0,-1,-1,-1, 0, 3 — lambda, 0,-1,-1,-1,0,0, 3

— lambdal]);
SIS 0 =1l =1 |
0 4-—2 -1 =1l -1 =1l
e 0 =l di=)\ =l =1l =1l
=1 =1 SRS ) 0
=l =1l A 0 3—2 0
=1l =1l =1l 0 0 3—A
> L :=det(A);

L:=2% =200 + 156" — 59427 + 11072> — 8102
> factor(L);
2O B R 0 (i
2. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-8

> restart;
> with(linalg) :
>

A = matrix(8, 8, [5 — lambda, 0,-1,0,-1,-1,-1,-1, 0, 5 — lambda, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0, 5
— lambda, 0,-1,-1,-1,-1,0,-1,0,5 — lambda,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 5 — lambda, 0,
-1,0,-1,-1,-1,-1,0,5 — lambda, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0, 5 — lambda, 0,-1,-1,-1,-1, 0,
-1,0,5 — lambdal]);

S I R S i
S — T S R
10 5-12 0 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 5-A -1 -1 -1 -1
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> L :=det(A4);
L=2% —402 +6801° — 636827 +354720% — 117504 2% + 21427227 — 165888 A
> factor(L);
A(r—8)(r—4)>(A—6)"

3. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-10

> restart,
> with(linalg) -
>

A = matrix(10, 10, [5 — lambda, 0, 0, 0, 0,-1,-1,-1,-1,-1, 0, 6 — lambda, 0, 0,-1,-1,-1,-1,
-1,-1,0,0,6 — lambda,-1,0,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,-1, 6 — lambda, 0,-1,-1,-1,-1,-1, 0,
-1,0,0,6 — lambda,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 5 — lambda, 0, 0, 0,0,- 1,- 1,- 1,-1,
-1,0,5 — lambda, 0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,0,0, 5 — lambda, 0,0,-1,-1,-1,-1,-1,0,0, 0, 5
— lambda, 0,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0, 5 — lambda]);

b T R T B R,
(SEERRL S Wi (-1 | SR N
T, NEr-8 [ ROV A NI S
o A0 N giad YIRS 0 o

o c10 0 6-a -1 -1 -1 -1 -l
AL N LY A
., ™ P b0
B IYE SR
Y el LT L 0 o
B VR S0 OGN
> L= det(A);

L=21" 5427 4128428 — 176600 + 154950 2% — 900000 1> + 3462500 1"
— 85125001> + 12140625 A2 — 7656250\

> factor(L);
A(h—10) (A—7)° (A =5)°
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4. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-12

> restart,
> with(linalg) :
>

A = matrix(12, 12, [7 — lambda, 0, 0,-1, 0, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0, 8 — lambda,-1, 0, 0,- 1,
-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,-1, 8 — lambda, 0,- 1, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0,0, 7 — lambda, 0,
0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,-1, 0, 8 — lambda,- 1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,-1,0,0,- 1, 8
— lambda,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 7 — lambda, 0, 0, 1, 0, 0,- 1,-1,- 1,- 1,
-1,-1,0,7 — lambda, 0, 0,-1,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0,0, 7 — lambda, 0, 0,- 1,- 1,- 1,- 1,- 1,
-1,-1,-1,0,0,7 — lambda, 0, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,-1,0, 0, 7 — lambda, 0,- 1,-1,-1,- 1,

-1,-1,0,0,-1,0,0,7 — lambda]);

[ 1540 o 15130
0 8—% -1 0 0
0 €A% o Fo, W3
L0 W72 0
e il g
> S=r o0 0 -1

A=
R T
S A U b
o E N
I Tl Y B
S LA b
o e
> L= det(4);

L=22 — 88l 3504010 — 8334427 + 13158882° — 1448198427 + 113373184 1°

— 6313861121° + 2451505152 A — 63205539841 + 9739173888 ¥, 6794772480 A

> factor(L);

A(h—10) (A—12) (A —6)° (A —8)°
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5. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-14

> restart,

> with(linalg) :

>

A = matrix(14, 14, [7 — lambda, 0, 0, 0, 0, 0,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0, 8 — lambda, 0,0,0,
01 -1-1-11.-1.-1.-1.0.0.8 — lambda, 0.0.-1.0.- 1,1, 1.1. —1 1,0,0,0,8
— lambda,-1,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0, 0,- 1, 8 — lambda, 0, O l -1,- 1, 1,
-1,0,0,-1,0,0,8 — lambda, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0,- 1, 0, 0, 0, 0 8—1ambda -1,
11 1-T-1i-1,-1,-1,-1,-1,-1,7 — lambda, 0, 0,0, 0,0, 0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,
0,7 — lambda, 0, 0,0, 0, 0,-1,-1,-1,- 1,—1 -1,-1,0,0, 7—lambda 0 0, 0 0-1-1.-1.-1,
-1,-1,-1,0,0,0, 7 — lambda, 0, 0, 0,- 1 l,—l, 1,-1,-1,0,0,0,0,7 — lambda, 0, 0,-1,
—1,—1,—1,—1,—1,—1,0,0,0,0,0,7—1ambda,0,—1, , 1, 1,—1, 1,-1,0,0,0,0,0,0,7
— lambdal]);

[[7—%000000-1-1-1-1 -1,-1,-1
—2,0,0,00,-1,-1,-1,-1, - -1
0,0,8 —1,0,0,-1,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -

]
]
1],
0,0,0,8 —% -1,0,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1],
0,0,0,-1,8 —4,0,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1],

-1;0,0,8 — 4,0, -1, -1 -1, -1, -1, -1—1],
0,—100008—%,—1,—1 -1,-1,-1,-1,-1],

[0.8
[
[
[
[0.0
[
[-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,7 — 1,0,0,0,0,0,0
[-1
[-
[-
[-
[-
| -

]
]
1,-1,-1,-1, —1—1—1007—%0000]
1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,7 — A,0,0,0],
1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,7 — xoo]
1, - -1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,7 — A, 0],
1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,7 — A

]
> L= det(A);
L= 210425 + 496807 — 144300 ! + 2849721 1'% — 4034356227 + 42160188028

— 32937014041 + 19240199811 A° — 830164285721 + 257208949760 ~
— 5419720012144 + 696220781571 A" — 411848913042 A

> factor(L);
A(r—14) (A —9) (A —7)°
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6. Perhitungan nilai eigen pada matriks Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-16

> restart,

> with(linalg) :

>

A = matrix(16, 16, [9 — lambda, 0,0, 0,-1,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0, 10 — lambda,
0 100,0, L=1,-1,-1,-1.-1.-1,-1,-1,0,0,9 — 1ambda 0,0,0,-1,0,-1,-1,-1,-1,-1,

-1,0,- 1,0,10—lambda0 1,0,o,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1,—1,0,0,0,9

lambd ,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 0, 0, 0, 1,0,10—1ambda 0,-1,-1,-1,-1,-1,
-1,-1,-1,-1,0,0,- 1,0,0,0,9—1ambda0 1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,- 1000, 1,0,
10—lambda, 1ot D111 o L= 1~ L~ 1.~ 1.-1.-1.-1.9 — lambda, 0, 0, 0,-1,
0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,9 — lambda, 0,0, 0,-1, 0, 0,~ 1.~ 1,~1,~1,~1.~1,- 1 -1,
00,9 — lambda, 0, 0, 1,0.~1~1-1,~1,~1,-1,-1.-1,0,0.0,9 — lambda, 0,0, 0.~ 1.-1,
-1, 1—1,—1,—1 9 1,0,0,0,9—1ambda00,0, DR W -1, - 1,0, 10,0,
0,9—1ambda00 1L-1-1,-1,-1,-1,-1,0,0,-1,0,0,0,9 — lambda, 0,1, 1,-1,- 1,
F1 A0 -1,- 108070, 100,0,9—1ambda])

:[[9—x000 -1,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1, -1],
[0,10 —2,0,-1,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1, -1, -1],
[009—%000—10—1 -1,-1,-1,-1,-1,-1,-1],
[0,—1010—%0—100—1 -1,-1,-1,-1,-1,-1,-1],
[-1,0,0,0,9—2,0,0,0,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1, -1],
[0,0,0,-1,0,10 — 2,0, -1,-1,-1,-1, -1, -1, -1, -1, -1],
[0,0,-1,0,0,0,9 —A,0,-1,-1,-1,-1,-1,-1, -1, - 1],
[0,—1000 1,0,10 — A, -1,-1,-1,-1,-1,-1, -1, -1],
[-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,9 — 4,0,0,0, - 1,0,0,0],
[1—1 -1,-1,-1,-1,-1,-1,0,9 —1,0,0,0, - 1,0,0],
[1,-1-1 -1,-1,-1,-1,-1,0,0,9 — 1,0,0,0, -1, 0],
[-1 1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,9 — A,0,0,0, - 1],
[1, -1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,9 — 1,0,0,0],
[1,—1—1 -1, —1—1—1—10—10009—%00]
[- A.0],
[- M

s

L, =l =1l =il = 15050, =1, 0,0, 0,2 =
L-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0, -1,0,0,0,9 —

]

> L= det(A),
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L=2"0— 148" + 101922 — 4332801 + 12717920 1'% — 2730548481
+ 4430325504 2.0 — 553196789761 + 536012263680 A° — 4030422860800
+23327835136000° — 102070681600000%° + 326834585600000 1"
— 723058688000000 1" -+ 988282880000000 4> — 629145600000000 A

> factor(L);
A(h—12) (A —16) (A —8)° (A — 10)®
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