SIFAT-SIFAT GABUNGAN IDEAL SUB-IMPLIKATIF HALUS DALAM
ALJABAR BCI

SKRIPSI

OLEH
YUSRINA
NIM. 13610016

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2018

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



SIFAT-SIFAT GABUNGAN IDEAL SUB-IMPLIKATIF HALUS DALAM
ALJABAR BCI

SKRIPSI

Diajukan Kepada
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Oleh
Yusrina
NIM. 13610016

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2018



SIFAT-SIFAT GABUNGAN IDEAL SUB-IMPLIKATIF HALUS DALAM
ALJABAR BCI

SKRIPSI

Oleh
Yusrina
NIM. 13610016

Telah Diperiksa dan Disetujui untuk Diuji
Tanggal 22 Februari 2018

P(gmbimbing d, Pembimbing 11,

Lo
/ - | 2R
Dr. Abdussakir, M.Pd Dr. ad Barizi, M.A
NIP. 19751006,200312 1 001 NIP. 19731212 199803 1 001

. Dr. Usman Pagalay, M.Si
NIP.19650414 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



SIFAT-SIFAT GABUNGAN IDEAL SUB-IMPLIKATIF HALUS DALAM
ALJABAR BCI

SKRIPSI

Oleh
Yusrina
NIM. 13610016

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi dan
Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan

untuk Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)
Tanggal 28 Maret 2018

Penguji Utama : H. Wahyu H. Irawan, M.Pd

Ketua Penguji : Evawati Alisah, M.Pd

Sekretaris Penguji : Dr. Abdussakir, M.Pd

Anggota Penguji : Dr. Ahmad Barizi, M.A

Dr Usman P,aéalay, M.Si
N'IP 19650414 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini:

Nama : Yusrina

NIM : 13610016

Jurusan : Matematika

Fakultas : Sains dan Teknologi

Judul Skripsi : Sifat-sifat Gabungan Ideal Sub-implikatif Halus dalam
Aljabar BCI

menyatakan dengan sebenarnya bahwa skripsi yang saya tulis ini benar-benar
merupakan hasil karya sendiri, bukan merupakan pengambilan data, tulisan, atau
pikiran orang lain yang saya akui sebagai hasil tulisan atau pikiran saya sendiri,
kecuali dengan mencantumkan sumber cuplikan pada daftar rujukan. Apabila di
kemudian hari terbukti atau dapat dibuktikan skripsi ini hasil jiplakan, maka saya

bersedia menerima sanksi atas perbuatan tersebut.

Malang, 09 Februari 2018
Yang membuat pernyataan,

f Yﬁéﬁna
‘NIM. 13610016

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTO
. . 8 Do [CHS I /,f/- 8-~ g 4 (3//:/
d;ufumqﬂlulﬂ%m\a)p;lé Js

@ _— " //.{// - "’f > _ -
(& NS SRV VESUINE N

“Dan Tuhanmu berfirman: Berdo’alah kepada Ku, niscaya akan Aku perkenankan
bagimu. Sesungguhnya orang-orang yang menyombongkan diri dari menyembah
Ku, akan masuk neraka Jahannam dalam keadaan hina dina

(QS. al-Mu’min: 60). “

“Banyak kegagalan hidup terjadi karena orang-orang tidak menyadari betapa

dekatnya kesuksesan ketika mereka menyerah”

(Thomas Alva Edison)
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ABSTRAK

Yusrina. 2018. Sifat-sifat Gabungan Ideal Sub-implikatif Halus dalam
Aljabar BCI. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Kata kunci: aljabar BCI, gabungan ideal-p halus, gabungan ideal sub-implikatif
halus.

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang memiliki satu
atau lebih operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma. Seiring berkembangnya
zaman struktur aljabar juga berkembang, hal tersebut dikarenakan setiap
pengembangan sifat-sifat dari struktur aljabar, sangat bermanfaat untuk
menyelesaikan masalah-masalah abstrak. Pada perkembangan struktur aljabar,
ditemukan aljabar-aljabar baru salah satunya adalah aljabar BCI. Pada tahun 2017
terdapat temuan baru tentang gabungan ideal-p halus dan gabungan ideal sub-
implikatif halus dalam aljabar BCI beserta sifat-sifat dari keduanya.

Tujuan penelitian ini adalah untuk memperjelas sifat-sifat gabungan ideal
sub-implikatif halus dalam aljabar BCI, yang berupa teorema, lemma, bukti dan
contoh. Adapun hasil penelitian ini adalah:

a. Setiap gabungan ideal sub-implikatif halus adalah gabungan ideal halus.

b. Setiap aljabar BCI p-semisimple adalah gabungan ideal halus dan gabungan
ideal sub-implikatif halus.

c. Setiap gabungan ideal-p halus adalah gabungan ideal sub-implikatif halus.

d. Jika himpunan halus F, adalah gabungan ideal sub-implikatif halus, maka
himpuna halus F; juga gabungan ideal sub-impikatif halus.

e. Setiap ideal sub-implikatif dapat dinyatakan sebagai ideal sub-implikatif
exclusive dari beberapa gabungan ideal sub-implikatif halus.

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat melakukan penelitian yang

serupa, yang menjelaskan sifat-sifat gabungan ideal halus tetapi pada struktur
aljabar yang lainnya.

Xiii
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ABSTRACT

Yusrina. 2018. Properties of Union Soft Sub-Implicative Ideal in BCI
Algebra. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, Islamic State University of Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Keywords: BCl-algebra, union soft p-ideal, union soft sub-implicative ideal.

The algebraic structures is a non-empty set that has one or more binary
operations and satisfies several axioms. As the age of algebraic structures
develops, it is due to the development of the properties of algebraic structures that
are useful for solving abstract problems. In the development of algebraic
structure, new algebra-algebra is found, one of which is algebra BCI. In 2017
there is a new finding of union soft p-ideals and union soft sub-implicative ideal
in BCI algebra and the properties of both.

The purpose of this study was to clarify properties of union soft sub-
implicative ideal in BCI algebra with theorem, lemma, evidence and examples.
The results of this study are:

a. Every union soft sub-implicative ideal is a union soft ideal.

b. Every BCI algebra p-semisimple is a union soft ideal and union soft sub-
implicative ideal.

c. Every union soft p-ideal is a union soft sub-implicative ideal.

d. If soft set F, is a Union soft sub-implicative ideal, then soft set F; also union
soft sub-implicative ideal.

e. Every sub-implicative ideal can be expressed as an exclusive sub-implicative
ideal of some union soft sub-implicative ideal.

For further research is expected to organize similar reseach, decribing the
characteritics of union soft ideal but on a different group or different sub-group in
BCI algebra.

Xiv
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan zaman menuntut perkembangan pola berpikir manusia.
Manusia dituntut untuk berpikir secara kritis, logis, dan kreatif. Seiring dengan
berkembangnya pola berpikir manusia, ilmu pengetahuanpun semakin
berkembang. Salah satunya adalah ilmu matematika. Matematika selalu dipelajari
dalam bidang-bidang ilmu pengetahuan yang lain dan sangat dibutuhkan dalam
kehidupan sehari-hari. Matematika bukanlah satu pengetahuan yang berdiri
sendiri, tetapi adanya matematika sangat dibutuhkan sebagai penunjang untuk
membantu manusia, terutama dalam memahami dan mengatasi permasalahan
ekonomi dan sosial. Hasratuddin (2013:132) menyatakan bahwa matematika
adalah suatu cara untuk menemukan jawaban dari beberapa masalah yang
dihadapi manusia, dan merupakan suatu cara untuk menggunakan pengetahuan
tentang menghitung.

Ruseffendi (1997) dalam Fitria (2013:46) mengatakan matematika adalah
ilmu deduktif, bahasa, seni, ratunya ilmu, ilmu tentang pola dan hubungan.
Sedangkan Hudojo (1998) dalam Hasratuddin (2013:132) menyatakan bahwa
matematika merupakan ide-ide abstrak yang diberi simbol-simbol dan tersusun
secara hirarkis dan penalarannya deduktif, sehingga belajar matematika
merupakan kegiatan mental yang tinggi.

Allah Swt berfirman di dalam al-Quran surat al-Furgan/25:2, yaitu:
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Artinya : “Dan Dia menciptakan segala sesuatu, lalu menetapkan ukuran-ukurannya
dengan tepat” (QS.Al-Furgan/25:2).

‘u‘-“ ;L_;—,—Ubj (dan Dia menciptakan segala sesuatu) maksudnya adalah
Allah Swt yang menciptakan segala sesuatu baik pada alam bagian atas yaitu
langit, maupun alam bagian bawah yaitu bumi, serta manusia, jin, malaikat,

hewan, tumbuhan, benda mati, dan lainnya.

»oaas (lalu menetapkan ukuran-ukurannya) maksud dari ukuran-ukuran
pada ayat tersebut adalah bahwa Allah menciptakan segala sesuatu yang ada di
langit maupun di bumi bukan tanpa fungsi semata, tetapi Allah menciptakannya

dengan diberi perlengkapan-perlengkapan dan persiapan-persiapan.

l;.,uz_; (dengan tepat) maksudnya perlengkapan dan persiapan yang Allah
berikan pada setiap ciptaannya tentunya sesuai dengan naluri, sifat-sifat dan
fungsi masing-masing dalam kehidupan.

Secara umum ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah menciptakan segala
sesuatu dengan fungsi dan ukuran masing-masing. Jika dikaitkan dengan ilmu
matematika, ilmu matematika adalah salah satu ilmu yang bisa digunakan untuk
memecahkan perhitungan segala macam ciptaan Allah. Selain itu Allah Swt
berfirman di dalam al-Quran surat al-An’am/6:144 yang menunjukkan bahwa
tumbuhan bisa dikelompokkan berdasarkan karakteristiknya. = Konsep
pengelompokan tumbuhan yang dijelaskan pada ayat tersebut hampir sama
dengan konsep himpunan di dalam matematika.

IImu matematika sendiri memiliki beberapa fokus bidang pembelajaran.
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James dalam Hasratuddin (2013:132) menerangkan dalam kamus matematikanya
bahwa matematika adalah ilmu tentang logika mengenai bentuk, susunan dan
besaran yang terbagi ke dalam tiga bidang yaitu aljabar, analisis dan geometri.
Semua bidang di dalam matematika terus mengalami perkembangan seiring
berkembangnya ilmu pengetahuan, salah satunya di dalam bidang aljabar.

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong dengan satu atau lebih
operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma (Kamil, 2016). Salah satu contoh
struktur aljabar adalah grup dan ring. Seiring berkembangnya zaman, teori-teori
tentang struktur aljabar juga berkembang. Terdapat beberapa ilmuan yang terus
melakukan penelitian sehingga ditemukan struktur aljabar yang baru, salah
satunya adalah aljabar BCI yang akan dibahas pada penelitian ini.

Arai, dkk (1966) melakukan sebuah penelitian yang memperkenalkan dan
menjelaskan tentang karakteristik dari aljabar BCl dan aljabar BCK, serta
membuktikan beberapa teorema yang berhubungan dengan keduanya. Kemudian
Endah (2011) dalam Widiyatika (2016) mengatakan bahwa aljabar BCI
merupakan pengembangan dari aljabar BCK, karena aljabar BCK termuat di
dalam aljabar BCI. Pada tahun 2014 Kyeong Sun Yang dan Sun Shin Ahn
memperkenalkan tentang Union Soft Q-ideals in BCI-Algebra dan memeriksa
terkait sifatnya. Berdasarkan penelitian tersebut, Widiyatika (2016) menyusun
skripsi yang berjudul Sifat-sifat Gabungan Ideal Halus dalam Aljabar BCI, untuk
memperjelas sifat-sifat dan beberapa teorema tentang gabungan ideal halus yang
dibatasi sampai gabungan ideal-q halus.

Pada tahun 2017 Sun Shin Ahn, dkk kembali melakukan penelitian yaitu

memperkenalkan tentang Union Soft P-ideals dan Union Soft Sub-implicative
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Ideals di dalam aljabar BCI dan memeriksa terkait sifatnya. Pada penelitian ini
diberikan beberapa persyaratan gabungan ideal halus untuk menjadi gabungan
ideal-p halus dan gabungan ideal sub-implikatif halus dan membangun beberapa
karakteristik dari keduanya. Pada penelitian tersebut, terdapat beberapa teorema
yang pembuktiannya dirasa terlalu singkat. Sehingga penulis tertarik untuk
memperjelas definisi dan teorema yang sudah ada yang dibatasi sampai gabungan
ideal sub-implikatif halus. Berdasarkan uraian tersebut, peneliti mengambil judul

“Sifat-sifat Gabungan Ideal Sub-implikatif Halus dalam Aljabar BCI”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut di atas, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus

dalam aljabar BCI?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang diuraikan di atas, maka tujuan
penelitian ini adalah menjelaskan sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus

dalam aljabar BCI.

1.4 Manfaat penelitian
Adapun manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah lebih

memahami sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus dalam aljabar BCI.



1.5 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode dengan studi
literatur (studi kepustakaan). Jurnal utama yang digunakan adalah jurnal yang
berjudul Union Soft P-ideals and Union Soft Sub-implicative Ideals in BCI-
algebras dari Sun Shin Ahn, Jung Mi Ko dan Keum Sook So (2017). Adapun
tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah:
1. Mengkaji definisi gabungan ideal sub-implikatif halus dalam aljabar BCI.
2. Mendeskripsikan sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus dalam aljabar
BCI.
3. Menjelaskan sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus dengan teorema,
dalil, lemma, bukti dan contohnya.
4. Menyusun kesimpulan tentang sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus

dalam aljabar BCI, berdasarkan teorema dan dalil yang telah dibuktikan.

1.6 Sistematika Penulisan
Untuk memahami intisari dari proposal skripsi ini, maka penulis membagi
sistematika penulisan menjadi empat bab, dengan rincian sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini berisi tentang sumber-sumber kepustakaan yang merupakan
kajian-kajian teori yang berhubungan dengan sifat-sifat gabungan ideal

sub-implikatif halus pada aljabar BCI dan kajian keagamaan.



Bab 111 Pembahasan
Bab ini menjelaskan tentang sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif
halus pada aljabar BCI, menggunakan beberapa definisi, teorema, dan
dalil, serta menjelaskan kajian keagamaan.

Bab 1V Penutup
Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dari pembahasan hasil
penelitian pada bab sebelumnya dan disertai saran-saran yang berkaitan

dengan penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan definisi-definisi dan teorema-teorema yang
berhubungan dengan pembahasan pada bab selanjutnya, diantaranya adalah
definisi dan teorema dari himpunan, operasi biner, aljabar BCI, p-semisimple pada
aljabar BCI, ideal pada aljabar BCI dan definisi-definisi lain yang berhubungan

dengan pembahasan gabungan ideal sub-implikatif halus dalam aljabar BCI.

2.1 Himpunan
Himpunan merupakan salah satu istilah yang sering dijumpai dalam
mempelajari aljabar abstrak, karena himpunan merupakan dasar untuk
mempelajari berbagai pembahasan di dalam struktur aljabar. Terdapat bermacam-
macam definisi himpunan dalam beberapa literatur, definisi himpunan yang
dipakai pada penelitian ini adalah sebagai berikut:
Definisi 1
Himpunan (set) didefinisikan sebagai kumpulan atau koleksi objek-objek
yang terdefinisi dengan jelas (well defined). Makna “objek” dalam definisi
tersebut sangat luas. Objek dapat berupa objek nyata dan dapat juga berupa
objek abstrak. Objek dapat berbentuk orang, nama orang, hewan, benda,
bilangan, planet, nama hari atau lainnya. Makna “terdefinisi dengan jelas”
adalah ciri, sifat, atau syarat objek yang dimaksud sangat jelas dan dapat
ditentukan (Abdussakir, 2009).

Berikut ini diberikan contoh penyajian himpunan dengan menuliskan



semua elemen himpunan yang bersangkutan di antara dua buah kurung kurawal.
Contoh 1
H adalah himpunan bilangan asli yang kurang dari 10. H dapat dilambangkan
H=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Dalam penulisan keanggotaan pada himpunan, suatu objek dapat menjadi
anggota atau bukan anggota himpunan. Untuk menyatakan keanggotaan tersebut
digunakan notasi x € A yang berarti x anggota himpunan A, dan x ¢ A yang
berarti x bukan anggota himpunan A.

Suatu himpunan dapat merupakan bagian dari himpunan yang lain, artinya
anggota yang terkandung di dalam himpunan tersebut juga terkandung di dalam
himpunan lain.

Definisi 2
Misalkan A dan B adalah himpunan, maka A disebut subset atau himpunan
bagian dari B jika dan hanya jika setiap anggota dari A adalah anggota B,
dinotasikan dengan A € B atau B 2 A artinya A himpunan bagian dari B.
(Gilbert dan Gilbert, 2009:2).

Dengan demikian, berdasarkan definisi 1 dan definisi 2 dapat dikatakan
bahwa, simbol € digunakan untuk anggota himpunan dan simbol < digunakan
untuk keanggotaan himpunan di dalam himpunan. Sebagaimana contoh berikut:
Contoh 2

A ={2,5,8}
B =1{1,2,3,4,5,6,7,8}

Artinya A € B karena elemen A juga elemen B.
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Berdasarkan definisi himpunan bagian yang menyatakan bahwa
himpunan dapat terkandung di dalam himpunan lain, terbentuk suatu himpunan
yang disebut himpunan kuasa (Power set), yang definisinya adalah sebagai
berikut:

Definisi 3
Untuk sebarang himpunan A, himpunan kuasa (Power set) dari A dinotasikan
dengan P(A), adalah himpunan semua himpunan bagian A ditulis P(4) =
{X|X < A} (Gilbert dan Gilbert, 2009:4).

Dari definisi tersebut, dapat dikatakan bahwa himpunan kuasa dari suatu
himpunan memuat semua himpunan bagian dari himpunan yang dimaksud. Untuk
lebih memahami, diberikan contoh sebagai berikut:

Contoh 3
A ={a, b, c}, himpunan kuasa dari A adalah
HAA) ={0 ,{a},{b},{c} {a b} {a,c}, {b,c} A}

Selanjutnya, pada pembahasan himpunan, terdapat dua operasi dasar yang
mengenai dua himpunan atau lebih, sehingga dengan menggunakan operasi
tersebut akan menghasilkan himpunan lain. Dua operasi tersebut didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 4
Jika A dan B adalah himpunan, gabungan A dan B adalah himpunan A U B,
(dibaca “A gabungan B”’). Dinotasikan dengan A U B = {x|x € A atau x € B}
(Gilbert dan Gilbert, 2009:3).

Definisi 5

Jika A dan B adalah himpunan, irisan A dan B adalah himpunan AN B,
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(dibaca “A irisan B”). Dinotasikan dengan AN B = {x|x € A dan x € B}
(Gilbert dan Gilbert, 2009:3).

Gabungan dari dua himpunan, misalkan himpunan A dan B
merupakan himpunan yang anggotanya adalah salah satu anggota A atau B.
Sedangkan irisan dari dua himpunan A dan B merupakan himpunan yang
anggotanya adalah anggota dari kedua himpunan A dan B.

Contoh 4
Misalkan A = {1,2,3,7}dan B = {1,2,3,4,5, 6}

AUB =1{1,2,3,4,56,7}dan AnB = {1,2,3}

2.2 Operasi Biner
Di dalam mempelajari matematika, khususnya pada bilangan real
seringkali dijumpai istilah dari operasi penjumlahan, pengurangan dan perkalian.
Operasi-operasi tersebut merupakan contoh operasi biner. Pada himpunan, operasi
biner dikenakan pada setiap anggota himpunan. Berikut ini akan diberikan definisi
dan contoh dari operasi biner, yaitu:
Definisi 6
Operasi biner pada himpunan tak kosong A adalah pemetaan f dari A x A ke
A (Gilbert dan Gilbert, 2009:30).
Berdasarkan definisi tersebut di atas dapat disimpulkan bahwa operasi
biner adalah operasi yang sifatnya tertutup.
Contoh 5
Diberikan operasi *: Z X Z — Z yang didefinisikan sebagai berikut:

x*y=x—y+2 untuk 2,x,y € Z.
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Karena 2,x,y € Z maka x —y + 2 € Z sehingga x =y € Z. Jadi operasi *

tertutup di Z.

2.3 Aljabar BCI

Struktur aljabar merupakan himpunan tidak kosong dengan paling sedikit
satu atau lebih operasi biner serta aksioma-aksioma yang berlaku (Kamil, 2016).
Dengan demikian aljabar BCI adalah stuktur aljabar, karena aljabar BCI dibangun
atas suatu himpunan tak kosong dengan satu operasi biner tertentu dan elemen
identitas terhadap operasi biner tersebut. Berikut ini dijelaskan lebih rinci tentang
definisi aljabar BCI.
Definisi 7

Misalkan X suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner " " dan
konstanta "0". Maka struktur aljabar (X, *, 0) dinamakan aljabar BCI jika

memenuhi kondisi berikut:
@) ((x*y) * (x*2)) * (zxy) = 0,
@2) (x* (x*y)) xy =0,
@3)x*x =0,
@) x*y=0dany*x =0makax =y,
vV x,y,z € X (Saeid, 2010:550).
Contoh 6
Berikut ini penulis memberikan contoh bahwa (4, *, 0) adalah aljabar BCI

dengan A = (0,1, 2) dan operasi = didefinisikan mengikuti Tabel 2.1:



Jawab:

i. Akan ditunjukkan ¥ x, y,z € A berlaku ((x x y) x (x x2)) * (z*y) = 0

Tabel 2.1 Definisi Operasi * pada A = {0,1,2}

* 0
0 0
1 1
2 2

1 2
2 1
0 2
1 0

Untuk x = 0, maka diperoleh:
((0%x0)*(0%0))*(0x0)=0
((0%0)*(0x1))*(1%0) =0
((0%0)*(0x2))*(2%0) =0
((0x1)*(0%0))*(0x1) =0
((0+1)*(0x1))*(1*1) =0
((0x1)*(0x2))*x(2%1) =0
((0%2)*(0%0))*(0x2) =0
((0%2)*(0x1))*(1%2) =0
((0%x2)*(0%2))*(2%2) =0
Untuk x = b, maka diperoleh:

((2%0)*(2%0))*(0%0)=0
((2%0)x(2%1))*(1%x0)=0
((2%0)*(2%2))*(2%0)=0

(2+1)*(2x0))*(0*1) =0

Untuk x = 1, maka diperoleh:

(1*x1)*(1%x1)*(1x1)=0

((1%0)*(1%0))*(0%0)=0
((10)*(1%2))*(2%0) =0
(1*1)*(1%0))*(0x1) =0
(1+D*1x1))*(1*x1) =0
(A+D*(1x2))*x2*1) =0
(1%2)«(1%2))*(2x1)=0
(1*2)*(1%0))*(0*2)=0

(1*2)x(1%x1))*(1%x2)=0

(1*2)*(1x2))*(2%2)=0
(2+1D)*(2%2))*x2*1) =0
((2%2)x(2%0))*(0%x2)=0

(2*2)*(2x1))*(1%2)=0

12
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(C+xD*2*x1))*@*xD)=0 ((2%2)x(2%2))*(2%2)=0

(2*2)*(2%2))*(2%2)=0

Jadi terbukti bahwa Vx, y,z € A, berlaku ((x *y) * (x * z)) *(zxy)=0
ii. Akan ditunjukkan Vx,y € A berlaku (x * (x *y)) *y =0

Untuk x = 0,y = 0 maka diperoleh (0 % (0 0))*0 =0

Untuk x = 0,y = a maka diperoleh (0 * (0 *a)) *a =0

Untuk x = 0, = 2 maka diperoleh (0 = (0 2)) 2 =0

Untuk x = 1,y = 0 maka diperoleh (1% (1% 0))*0 =0

Untuk x = 1,y = 1 maka diperoleh (1% (1% 1)) *1 =10

Untuk x = 1, = 2 maka diperoleh (1% (1x2))*2 =0

Untuk x = 2,y = 0 maka diperoleh (2 (2% 0)) *0 =0

Untuk x = 2,y = 1 maka diperoleh (2% (2% 1)) *1 =10

Untuk x = 2,y = 2 maka diperoleh (2% (2%2))*2 =0

Jadi terbukti bahwa Vx, y € A berlaku (x = (x * y)) xy = 0,

iii. Dari Tabel 2.1 jelas bahwa Vx € A berlaku x * x = 0,
iv. Dari Tabel 2.1 jelas bahwa V x,y € A x * y = 0 dan y * x = 0 maka
x=y.
Dengan demikian (4, *, 0) adalah aljabar BCI (Widiyatika, 2016).
Definisi 8
Dalam setiap aljabar BCI X didefinisikan x < y jika dan hanya jikax *y =0
(Widiyatika, 2016:10).
Berdasarkan definisi tersebut, disajikan beberapa teorema yang berkaitan

dengan definisi aljabar BCI. Teorema berikut ini menunjukkan sifat-sifat dari



14

aljabar BCI.
Teorema 1

Pada aljabar BCI X berlaku sifat-sifat di bawah ini:

(b1) (V x € X)(x * 0 = x),

(02) (Vx,y,z € X)((x xy) xz = (x % 2) xy),

(b3) (Vx,y € X)(0* (x *y) = (0% x) (0% ¥)),

(b4) (Vx,y € X)(xx * (x * (x xy)) = x * y),

(05) (Vx,y,zEX) X Sy—>x*z<y*zz%y<z*Xx),

(06) (Vx,7,z € X)((x*2) * (y *2) S x ),

(b7) (v x,7,2 € X) (0 (0% (r2)* (x2)) = (0% y) * (O*x)),

(b8) (v x,y € X) (0% (0% (x ) = (0% y) + (0 %))

(Yang dan Ahn, 2014:2861).

Bukti:

Dengan menggunakan definisi aljabar BCI, akan ditunjukkan bahwa teorema

1 benar.
Aksioma A

(Ccxy)*(x*x2))*(z+y) =0 (Definisi aljabar BCI)
() x(x*2)) = (z*y) (Definisi 8)

Aksioma B

(x+(x*y)*xy=0 (Definisi aljabar BCI)
(xx(xxy) =y (Definisi 8)

(b1) Akan dibuktikan x * 0 =0

Dari aksioma B : (x * (x * y)) = y misalkan y = 0 maka
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(x*x(x*0))=0
(x % (x%0)) = ((x % 0) * (x % 0)) (Definisi aljabar BCI)
x = (x * 0) (Kanselasi kanan)
(x*0) =x
Terbukti bahwa (x * 0) = x
(b2) Akan dibuktikan bahwa ((x * y) * z) = (x * z) * y
Dari aksioma A: ((a * b) * (a * c¢)) = (c * b)
Misalkan a = x,b = z dan ¢ = (x * y)
(G z)* (% (xx9) = (Gex y) * 2)
((x v 2) % (o 0) * (x * y))) = ((x*y)+z)  (Sifataljabar BCI bl)
(cx2)* (y*0)) = ((x xy) *2) (Berdasarkan aksioma A)
(xx2)*y) = ((x*y) *2z) (Sifat aljabar BCI b1)
Terbukti bahwa ((x * y) * z) = (x * 2) * y
(b3) Akan dibuktikan bahwa (0 * (x * y) = (0 % x) * (0 * )
0% (x*y) = (x *x) * (x *y) (Definisi aljabar BCI)
= (y * %) (Berdasarkan aksioma A)
= (0 %x) * (0 *y) (Berdasarkan aksioma A)
Terbukti bahwa (0 * (x * y) = (0 * x) * (0 * )
(b4) Akan dibuktikan bahwa (x « (x + (x + y)) ) = x *y
xx(xx(xxy)) = (x*0)*(x*(x*y)) (Sifat aljabar BCI b1)
= ((x*y)*0) (Berdasarkan aksioma A)

= (x*Yy) (Sifat aljabar BCI bl)
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Terbukti bahwa (x * (0% (x = y))) =x*y
(b5) Akan dibuktikan bahwa (x <y 5 x*xz<y*z,z*y < z*x)

x<ymakax*y =0
L x*xy=0

Berdasarkan aksioma A

(0*y)*(0*x)=0

((0*2) % (0%x)) * ((0%2) * (0*y)) =0

(x*xz)x(y*xz)=0

Berdasarkan definisi 8

(x*2) < (y*2)
h.x*y=0

Berdasarlan aksioma A dan definisi 8

(zxy)*(zxx)=0

(zxy) < (z*x)
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti (x <y s x*xz2<yx*xz,z*y < z*X)

(b6) Akan dibuktikan bahwa ((x xz)* (yxz) < x* y)
Menggunakan aksioma A
(xx2z)*(y*2z) =((0%2)*(0*x))*((0*2)*(0*y))
= (0x) * (0+)
=x*y

Terbukti bahwa ((x * z) * (y x2) < x * y)
(b7) Akan dibuktikan bahwa (o (0% ((e2)» (y#2)) = (0% y) (0 x))

Menggunakan aksioma A dan definisi aljabar BCI
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0+ (0% ((xr2)+ (y+2)) =0+ (((xx2) * (x+2)) * ((x+2) = (v + 2)))
(Definisi aljabar BCI)
=0+ ((y*2)*(x*2)) (AksiomaA)
=(G*2)x(y*2)* (G*2)* (x*2))
(Definisi aljabar BCI)
= (x*2)* (y*2) (Aksioma A)
= ((0+2)* (0 *x) * ((0%2) * (0 %))
(Aksioma A)
= (0+y)* (0+x) (Aksioma A)

Terbukti bahwa 0 * (O * ((x *7) * (y * Z))) =(0x*y)*(0=*x)

(b8) Akan dibuktikan bahwa (O * (O * (x * y)) = (0x*y) (0= x))

0 (0% (x*y))=0x((x*x)*(x*y)) (Definisi aljabar BCI)
— 0% (y*x) (Aksioma A)

= (y*y)* (y*x) (Definisi aljabar BCI)
= (x*y) (Aksioma A)
= (0% y) * (0% %) (Aksioma A)

Terbukti bahwa (O * (O * (x % y)) = (0x*y) (0= x))
Suatu aljabar BCI dapat memuat suatu aljabar BCI, yang disebut sub-
aljabar dengan definisi sebagai berikut:
Definisi 9
Suatu himpunan bagian tak kosong S dari aljabar BCI X disebut sub-aljabar
dari X jika x * y € S untuk setiap x,y € S (Yang dan Ahn, 2014:2861).

Berikut ini diberikan contoh dari sub-aljabar BCI yaitu:
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Contoh 7
Diberikan aljabar BCI (4, *, 0) dengan A =1{0,1,2} dan operasi
didefinisikan mengikuti Tabel 2.1 pada contoh 6
Ambil § € A dengan S = {1, 2}
Misalkan x = 1 dany = 2
X*y €S
1x2€S
2 € S (Widiyatika, 2016).

Selanjutnya diberikan beberapa definisi terkait dengan aljabar BCI.

2.4 P-semisimple pada Aljabar BCI

Definisi 10
Suatu aljabar BCI X disebut p-semisimple jika 0 * (0 * x) = x untuk setiap
x € X, aljabar BCI X adalah p-semisimple jika dan hanya jika 0 * (y * x) =
x * y (Saeid, 2010:550).

Contoh 8
Misalkan X adalah aljabar BCI, dengan X = {0,a, b} dan operasi * pada
X didefinisikan mengikuti Tabel 2.2:

Tabel 2.2 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b}
* 0 a b

0 0 b a

a a 0 b

b b a 0

(Pusawidjayanti, 2011)
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Akan ditunjukkan bahwa X adalah p-semisimple, maka untuk setiap x € X
(0x(0*x)) =x
Untuk x =0, (0% (0% 0)) = (0%0) =0
Untuk x = a, (0% (0xa)) =(0xb) =a
Untukxzb,(O*(O*b)) =(0x*a)=0»b
Karena (0 + (0% 0)) =0, (0% (0*a)) = a,dan (0* (0 b)) = b. Maka X

adalah aljabar BCI yang p-semisimple.

2.5 ldeal pada Aljabar BCI
Ideal pada aljabar BCI adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari
aljabar BCI, dan memenuhi beberapa aksioma yang akan dijelaskan pada definisi
berikut ini.
Definisi 11
Suatu himpunan bagian tidak kosong I dari aljabar BCI X disebut ideal dari X
jika untuk setiap x, y € X memenuhi:
(i) 0€el, (2.1)
(i) yeldanx*y el makax €l (2.2)
(Saeid, 2010:550).
Catatan bahwa setiap ideal A dari aljabar BCl X memenuhi:
(VxeX)(VyeA)(x <y - x €A (Yang dan Ahn, 2014:2861).
Untuk lebih memahami definisi ideal pada aljabar BCI. Berikut ini penulis
memberikan contoh yang menunjukkan ideal pada (X, =, 0).
Contoh 9

Diberikan (X, *, 0) adalah aljabar BCI dengan X = {0,1,a,b,c} dan



I = {0, 1} Apakah I ideal pada X , jika definisi * mengikuti Tabel 2.3:

Tabel 2.3 Definisi Operasi = pada X ={0,1,a, b, c}

* 0 1 a b c
0 0 0 a a a
1 1 0 a a a
a a a 0 0 0
b b a 1 0 0
c c a 1 1 0

(Saeid, 2010:550)

Jawab:

(i) Karena 0 adalah anggota I maka terbukti bahwa 0 € 1

ii) Untuk x,y € X berlakuy € I danx *y € I makax € [
y y y

Ambil y =0
0x0=0€lmaka0 €l
1x0=1€lmakalel
Ambil y =1
0x1=0€lmaka0 €l

1*x1=0€lmakal el

20

Karena telah memenuhi (i) dan (ii) maka terbukti bahwa I = {0, 1} adalah

ideal.

2.6 lIdeal Sub-implikatif pada Aljabar BCI

Ideal sub-implikatif adalah himpunan bagian tak kosong dari aljabar BCI

yang didefinisikan sebagai berikut:
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Definisi 12
Misalkan X adalah aljabar BCI, himpunan bagian tidak kosong A dari X
disebut ideal sub-implikatif dari X jika memenuhi:
a. 0ed (2.3)
b. x,y,z€X((x2xy)x(yxx))xz€ Adanz € Amakay? xx € A (2.4)
(Ahn, dkk, 2017:3).

Untuk lebih memahami definisi dari ideal sub-implikatif pada aljabar BCI,
berikut ini dijelakan contoh yang menunjukkan bahwa suatu aljabar BCI X adalah
ideal sub-implikatif.

Contoh 10
Misalkan X = {0,1,2} adalah aljabar BCI dengan operasi * didefinisikan
mengikuti Tabel 2.4:

Tabel 2.4 Definisi Operasi * pada X = {0, 1, 2}

v Ol 18 || 2
0% OMFOR| "2
1102
2121210

(Liu dan Meng, 2000:443)

Akan ditunjukkan bahwa I = {0, 1} adalah ideal sub-implikatif dari X yaitu:
a. 0€el
b. Berdasarkan persamaan (2.4) akan ditunjukkan

(Vx,y,z€ X)((x?> xy)* (y*x)*z €l danz € ] maka y? * x € I)

Untukx =0,y =0,z=0

((02*0)*(0*0))*0=((0*(0*0))*(0*0))*0



=((0x0)+0)*0
=(0=x*0)*0
=0x*x0
=0
02x0=0=x(0x0)
=0x0
=
Diperoleh bahwa untuk
((02%0)*(0%x0))*x0=0€ldanz=0€Imaka0*+0=0€]
Untukx =0,y=1,z=0
(02 1)« (1+0))x0 =((0%(0%1))*(1%0)) *0
=((0%x0)*1)*0
=(0x1)*0
=0x%0
=
12x0=1x(1%0)
=1=%*1
=0
Diperoleh bahwa untuk
((02%x1)*(1%0))*0=0€ldanz=0€Imakal?2x0=0€]

Untukx =0,y =2,z=0
((0*+2) % (2% 0)) «0 = ((0+ (0%2)) * (2% 0)) + 0

=((0%2)x2)*0

22
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=(2%2)*0

=0=x0

2250 =2%(2%0)
=2x%2
=0
Diperoleh bahwa
((02%x2)x(2x0))*0=0€ldanz=0€Imaka2?*0=0€]
Untukx =0,y =0,z=1
((02+0) % (0+0)) x1 =((0+(0+0)) *(0+0))+1
=((0%0)x0) x1
=(0%0)*1
=0=x*1
=0
02x0 =0+ (0x0)
=0=x0
=0
Diperoleh bahwa
((02x0)*(0x0))x1=0€ldanz=1€Imaka0?+0=0€]

Untukx =0,y =1,z=1
(@ 1)+ (1x0))+1 =((05(0*1))*(1%0))*1
=((0%0)*1)*1

=(0=x1)=1
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=0x1

1250 =1%(1%0)
=1x1
=0
Diperoleh bahwa
((0°%x1)x(1%0))*1=0€ldanz=1€lmakal?*0€]
Untukx =0,y =2,z=1
((02%2) * (2%0)) *1 =((0*(0*2))*(2*0))*1
=((0%x2)x2)*1
= " 2% i
=0x0
=0
22x0 =2%(2%0)
=2%2
—10
Diperoleh bahwa
((02x2)*(2x0))*1=0€ldanz=1€l maka22+0=0€]
Untukx =1,y=0,z=0
((12%0) * (0% 1)) 0 =((1*(1*0))*(0*1))*0
=((1*1)*0)*0

=(0*0)*0
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021 =0*(0x1)
=0x0
=0
Diperoleh bahwa
((12+0)* (0x1))*0=0€ldanz=0€ I maka0?x1=0
Untukx =1,y =0,z=1
((120) %0+ 1)1 =((1+(1%0))*(0+1))+1
=((1%1)*0)*1
= (0%0)*1
=0x*1
=0
02x1 =0*(0%1)
=0x0
=0
Diperoleh bahwa
((12%0)x(0%1))*1=0€ldanz=1€Imaka0?x1 €]
Untukx =1,y=1,z=0
(12 +1) * (1% 1)) %0 =((1*(1*1))*(1*1))*0
=((1%0)*0)*0
=(1%0)%0
=1%0

=1
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1251 =1 (1%1)
=1=x0
=1
Diperoleh bahwa
((12+xD*x(1x1))*0=1€ldanz=0€Imakal?x1=1€1]
Untukx=1,y=1,z=1
((A2+ D)+ @*1)*1 =((1*(1*1))*(1*1))*1
=((1%0)*0)*1
=(1x0)=*1
=1x1
=0
1251 =1x(1x1)
=1%0
=1
Diperoleh bahwa
((12+1)*x(1x1))*1=0€ldanz=1€lmakal’?+1€]
Karena 0 € I dan (Vx,y,z € X)((x?*y) x(y*x) *z €1 dan z € I maka
y? = x € I). Dengan demikian I = {0,1} adalah ideal sub-implikatif
Teorema 2
Setiap ideal sub-implikatif adalah ideal, tetapi sebaliknya belum tentu benar
(Liu dan Meng, 2000:444).

Bukti:

Misalkan I adalah ideal sub-implikatif, ambil y = x substitusikan ke dalam
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persamaan (2.4) pada definisi 12, maka akan ditunjukkan:

((x?xx)* (x*x))*xz€eldanz € Imakax? xx €[

((x2xx)* (x*x))*z =((x*(x*x))*(x*x))*z€1

=((x*x0)*0)*xz€l (Definisi aljabar BCI)
=((x*x0)*xz€l (Sifat aljabar BCI bl)
=xx*xz€I (Sifat aljabar BCI b1)

danz €I makax?*x €1

xZxx=xx(xxx) €I (Definisi aljabar BCI)
=CRlIE [ (Sifat aljabar BCI b1)
=x€l

diperoleh (x x z € I) dan z € I maka x € I sehingga [ adalah ideal.
Berikut ini penulis memberikan contoh yang menunjukkan bahwa ideal
pada aljabar BCI belum tentu ideal sub-implikatif.
Contoh 11
Misalkan (X, *, 0) adalah aljabar BCI dengan X = {0, 1, 2,3} dan operai *

didefinisikan mengikuti Tabel 2.5:

Tabel 2.5 Definisi Operasi = pada X = {0, 1, 2,3}
* 0 1 2 3

0j]0|0|0]3

1|1]00]3

21212013

313131310

(Liu dan Meng, 2000:444)

Akan ditunjukkan bahwa I = {0} adalah ideal dari X
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i. 0l
ii. Untuk 0,0 € X

0x0€e€ldan0 €l makaO €[

Berdasarkan i dan ii terbukti bahwa I = {0} adalah ideal dari X. Tetapi

I = {0} bukan ideal sub-implikatif karena untuk 2,1,0 € X

((22+1D)*«(1%2))*0 =(2x(2*1)*(1%2))*0

=((2%2)%0)*0

=(0=*0)*0

e e N 1%2)
=1x%0
=1¢l
Diperoleh ((22 1)« (1%2))*0=0€l,z=0€ldan1?x2=1 ¢/
Hal tersebut tidak sesuai dengan persamaan (2.4), jadi I = {0} bukan ideal
sub-implikatif.
Teorema 3
Suatu ideal I dari aljabar BCl X adalah ideal sub-implikatif jika dan hanya
jika (x? *y) = (y xx) €I maka y? = x € I untuk setiap x,y € X (Liu dan
Meng, 2000:444).
Bukti:

Misalkan I adalah ideal sub-implikatif

Vx,yeX)((x**xy)x(y*x)) €l
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((x x (xxy)) * (v * x)) €l (Definisi x™ * y)
(((x «(cxy))x (yxx)) + 0) €1  (Definisi aljabar BCI b1)

Dengan menggunakan definisi ideal sub-implikatif maka
(r=G=x) el
(y2xx) €l

Sebaliknya, andaikan I adalah ideal yang memenubhi,
(Vx,y,z€X) (((x2 xy) * (y * x)) * z) € I dan z € I dengan menggunakan

definisi ideal kita peroleh ((x2 xy) = (y xx)) € I. Maka (y? * x) € I.
Dengan demikian terbukti bahwa [ adalah ideal sub-implikatif. (Liu dan

Meng, 2000:444).

2.7 Himpunan Halus (Soft set) pada Aljabar BCI
Diberikan U adalah himpunan semesta awal dan E adalah himpunan

parameter-parameter. Pasangan-pasangan dari (U, E) disebut semesta halus,
sedangkan P(U) adalah himpunan kuasa dari U dan A4, B, C, ... € E (Widiyatika,
2016:16).
Definisi 13

Soft set F, pada himpunan kuasa U didefinisikan sebagai berikut:

Fy = {(x'fA(x))lx EE, fu(x) € P(U)}.

Dengan f;:E = P(U); fa(x) = @ jika x ¢ A. Fungsi f, dinamakan fungsi

aproksimasi dari himpunan halus F,, dan S(U) adalah himpunan dari semua

himpunan halus atas U (Widiyatika, 2016:16).

Contoh dari himpunan halus pada aljabar BCI, disajikan sebagai berikut:
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Contoh 12
Diberikan U = {1,2,3} dan E = {s, t}
Maka P(U) = {®,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
P(E) ={8,{s},{t} ,{s,t}}

Ambil sebarang A = {s} € E, Misalkan f,: E — P(U)

E f » P(U)
AN Lo )
S e . ] .,
|' - ! 'I A 1] I'|
T e
I"\\ . '{1_2_3}

\\.______. £ \__/

fa(s) = {1} dan f,(¢t) = @

Sesuai definisi F, = {(x, f4(x))|x € E, f4(x) € P(U)}, maka diperoleh
Fy ={(s,{1}), (¢, 0)}.

S(U) = {(s,{1})} (Widiyatika, 2016:16).

Sama seperti pada himpunan bilangan bulat. Di dalam pembahasan
himpunan halus juga didefinisikan himpunan bagian dari himpunan halus atau
disebut soft subset, yang definisinya adalah sebagai berikut:

Definisi 14
Misalkan himpunan halus F, dan Gz mempunyai universe yang sama yaitu U,
F, disebut soft subset pada G dinotasikan F, S Gp, didefinisikan sebagai
berikut:

(i) AcB,
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(if) Untuk setiap € € A, F(€) dan G (¢e) adalah sama (Widiyatika, 2016:17).
Untuk memahami definisi soft subset diberikan contoh sebagai berikut:
Contoh 13
Dengan menggunakan fungsi pada contoh 12,
Diberikan U = {1,2,3} dan E = {s, t}
Maka P(U) = {9,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
P(E) = {8,{s},{t}, {5, t}}
Misalkan A = {s} S Edan B = {s,t} C E
Didefinikan F, = {(s,{1})} dan Gz = {(s,{1}), (t,{1,2,3})}
Ambil € € A, e = {s} maka F(e) = G(e) = {1}
Jadi F, € G (Widiyatika, 2016:17).
Definisi 15
Diberikan F, € S(U) dan 7 < U. Maka himpunan t-exclusive dari F,
didefinisikan sebagai berikut:
e(Fy; 1) = {x € A|f,(x) € 1} (Widiyatika, 2016:18).
Berikut ini diberikan contoh himpunan z-exclusive pada himpunan halus F,:
Contoh 14
Dengan menggunakan contoh 12,
diberikan U = {1,2,3} dan E = {s, t},
Ambil T ={1,3}, A = {s}
Maka e(F,; T) = {s} (Widiyatika, 2016:18)
Kemudian dari definisi 13 diperoleh sifat-sifat sebagai berikut:
1. e(Fy;U) =4,

2. fa) =n{rcUlx €e(Fy;1)}
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3. (Vr, 72 S U)(71 S 13 » e(Fys1y) € e(Fy;72))
(Ahn, dkk, 2017:155).
Selanjutnya akan ditunjukkan pembuktian dari sifat-sifat sebelumnya,
sebagai berikut:
Sifat 1
e(F;U)=A
Bukti:
Untuk membuktikan e(F,;U) = A akan dibuktikan terlebih dahulu
e(fy;U) € Adan A < e(fy; U).
Ambil x € e(F,; T), sesuai dengan definisi e(F,; 7) maka x € A.
Karena x € e(F,; 7) dan x € A maka terbukti bahwa e(fy; U) < A.
Ambil x € A
Karena x € A maka f,(x) #+ @.
Berdasarkan  definisi e(F,; 1) = {x € A|f,(x) St} maka diperoleh
e(Fy; U) == {x € A|f,(x) € U} sehingga f,(x) € U dan x € e(Fy; U).
Terbukti bahwa A C e(f;; U).
Karena e(F,; U) € A dan A € e(F,; U) maka terbukti bahwa e(F,; U) = A
(Widiyatika, 2016:18).
Sifat 2
fa) =n{r S Ulx € e(Fy;7)}
Bukti:
Seperti halnya pada pembuktian sifat 1, untuk membuktikan sifat 2 akan
ditunjukkan bahwa f,(x) €n {t € U|x € e(F,; t)} dan

N{t S Ulx € e(Fy; D)} S fa(x)
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Ambil x € f,(x)
Berdasarkan definisi t-exclusive f,;(x) < 7 sehingga x € e(F,;7) dant € U.
Maka diperoleh x en {t € U|x € e(F,; 1)}
Terbukti bahwa f;(x) €n {t € U|x € e(F;; 1)}
Ambil x N {Tt € U|x € e(F,; 1)}
Berdasarkan definisi x € e(F,; 7), artinya x € A, dan x € f,(x), maka
xN{t S U|x €e(Fy;7)} < fa(x)
Karena fy(x) Sn{t S U|x € e(Fy;;7)} dan Nn{t S U|x € e(F4; 1)} S fa(x)
maka terbukti f,(x) =N {t € U|x € e(F4; 7)} (Widiyatika, 2016:20).
Sifat 3
(Vomt, & U)(T1 c 1, o e(Fyt) S e(FA;Tz))
Bukti:
Akan dibuktikan e(Fy; t1) S e(Fy;T5)
Ambil x € e(F,;7,) , makax € Adan f,(x) € T,
Karenat; C 1,
x € Adan f,(x) € 7, € 7, , sehingga f,(x) S 7,
Jadi x € e(Fy; T2) sehingga e(Fy; 1) € e(Fy; T3)
Maka terbukti (V11,75 € U) (11 € 75 = e(Fy;71) € e(Fy;T5)

(Widiyatika, 2016:21).

2.8 Gabungan Ideal Halus pada Aljabar BCI
Pada himpunan bilangan bulat terdapat dua operasi dasar yang mengenai
himpunan tersebut, yaitu gabungan dan irisan. Demikian pula pada himpunan

aljabar BCI. Terdapat operasi yang mengenainya, salah satunya adalah operasi



34
gabungan yang didefinisikan sebagai berikut ini:
Definisi 16
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-
aljabar A dari E, dengan F, € S(U). Maka F, dinamakan union soft algebra
(disingkat, U-soft algebra) atas U jika fungsi aproksimasi f, dari F,
memenuhi:
(vx,y € ) (falx *¥) € f2(x) U f1() (2.5)
F, disebut gabungan ideal halus atau union soft ideal (disingkat U-soft ideal)
jika fungsi aproksimasi f, dari F, memenuhi:
(Vx € A)(f2(0) € fa(x)) (2.6)
(vx,y € A)(fa(x) € falx *y) U f1(3)) 2.7)
(Widiyatika, 2016:22).
Berikut ini penulis memberikan contoh yang menunjukkan bahwa aljabar
BCI (X, *, 0) adalah U-soft ideal.
Contoh 15
Diberikan (U,E) = (U,X) dengan aljabar BCl X = {0, a, b} dan operasi *
didefinisikan mengikuti Tabel 2.6:

Tabel 2.6 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b}

x| 0la|b
00 |0]|0»b
ala|0]|Db
b|b|b|O0

(Widiyatika, 2016)

Misalkan t,, 7, ,73 adalah subset dari U sehingga 7; S 1, C 73.



Didefinisikan himpunan halus F atas U sebagai berikut:
Fe ={(0,71), (a,72), (b, 73)}
X={0,a,b}=E
Berdasarkan persamaan (V x,y € A)(f,4(x) € (x * Y)U£,4(y)) , diperoleh:
Untukx =0,y = a
fe(0) =14
fe(0+ )Ufe(a) = fz(0)Ufz(a)
AUz,
=1,
Karena £ (0) = 7, , £5(0 * @)Ufy(a) = 7, dan 7, < 7, maka
fa(x) € (xx* UL ().
Untuk x = 0,y = b
fe(0) =14
fe (0 B)Ufe(b) = fg(0)Ufg (D)
= 7,Ut;
=1,
Karena f(0) = 71, fz(0 * b)Ufz(b) = 73 dan 7, S 75 maka
fa(x) € (x * U ().
Untuk x = a,y = b
fe(a) =7,
fe(a* b)Ufe(b) = fr(b)Ufp(b)
= 7,Uts
= 1,

Karena fz(0) =1, , fg(a * b)Ufz(b) = 753 dan t; < 73 maka
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fa(x) € (x* y)Ufa(y).

Dengan demikian F adalah U-soft ideal pada U (Widiyatika, 2016).

2.9 Gabungan ldeal-q halus pada Aljabar BCI

Definisi 17
Misal (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-aljabar A
dari E, dengan F, € (U) maka F, dinamakan gabungan ideal-g atau union

soft g-ideal (disingkat, U-soft g-ideal) atas U jika fungsi aproksimasi f, dari

F, memenuhi:
i, (Vx € A)(fa(0) € fu(x)) (2.8)
i. (vx,y,2 € A) (fale+2) € fax + 7+ 2)) Uf2()) (29)

(Widiyatika, 2016:23).
Berikut ini penulis akan memberikan contoh yang menunjukkan bahwa
aljabar BCI (X, *, 0) adalah U-soft g-ideal.
Contoh 16
Misal (U,E) = (U, X) dengan X = {0, a, b, c} adalah aljabar BCI dengan

operasi * mengikuti Tabel 2.7:

Tabel 2.7 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b, c}
*x | 0|la|b|c

0[O0 c|b]|a

ala|O0|c|b

b|b|lal|O0]|c

clcl|b|lalO

(Widiyatika, 2016)
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Misal t,,7,,73 dan t, adalah subset dari U sehingga 7, € 7, € 73 C 14.

Didefinisikan himpunan Fi atas U sebagai berikut:

Fg = {(0,71),(a,75), (b, 73) , (¢, 74)}
X=1{0,a,bc}=E

Berdasarkan persamaan (2.9) didapat:
Ambil 0,a,b € E

f2(0+b) € f(0* (axb)) U fz(b)
fz(b) € f(0 ) U fz(b)

73 € fr(a) U 14

73 % UiT3

T2 S5

Ambil 0,b,c € E

fe(0 ) € fz(0% (b* ) U fr(b)
fz(@) € fz(0 % c) U fz(b)

T, € fr(a) U 14

B E 7 Vs

® S

Ambil a,b,c € E

fe(axc) € fg(a* (b)) U fr(b)
fz(b) € frlaxc) U fz(b)

73 € fr(b) U 14

73 € T3 U T3

T3 & 73
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Karena persamaan (2.8) dan (2.9) terpenuhi maka Fj adalah U-soft g-ideal
pada U (Widiyatika, 2016:23).
Selanjutnya akan dijelaskan beberapa lemma dan teorema tentang
gabungan ideal-g halus pada aljabar BCI.
Lemma 1l
Misal (U,E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-aljabar A
dari E, jika F4, € S(U) maka F, adalah U-soft ideal atas U jika memenubhi
kondisi berikut:
(Vxy €A)(x <y - falx) € () (2.10)
(Widiyatika, 2016:28).
Bukti:
Misal z = 0 pada persamaan (2.9) yaitu f,(x * z) € fy(x * (y x 2)) U fu ()
maka £, (x * 0) € f(x * (¥ * 0)) U f4() (Definisi aljabar BCI b1)
fa(x) € falx*y) U f4(y)
Karenax < ymakax xy =0
fa(x) € falx *y) U fa(y)
€ fa(@ U fa(y)
< fa)

Maka terbukti (¥ x,y € A)(x <y - f1(x) E fa(y)) (Widiyatika, 2016:28).

2.10 Gabungan ldeal-p Halus pada Aljabar BCI
Definisi 18
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-

aljabar A dari E , misalkan F, € S(U). Maka F, disebut gabungan ideal-p



39
halus atau union soft p-ideal atas U (ditulis U-soft p-ideal) jika fungsi
aproksimasi f, dari F, memenuhi:

i (Vx € A)(fa(0\E fu(x)) (2.11)
i, (vx,y,2 € 4) (fa(Ce=2) * 0+ 2) U fa(») (2.12)
(Ahn, dkk, 2017:155).
Berikut ini adalah contoh gabungan ideal-p halus dalam aljabar BCI:
Contoh 17
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X = {0, a, b} adalah aljabar BCI dan

operasi = didefinisikan mengikuti Tabel 2.8:

Tabel 2.8 Definisi Operasi = pada X = {0, a, b}
* 0 a b

0 0 0 b

a a 0 b

b b b 0

(Widiyatika, 2016)

Misalkan 7; dan 7, sabset dari U dengan t; € 7, didefinisikan himpunan
halus atas U adalah F; = {(0, 7,), (a, 1), (b, 75)}.

Akan ditunjukkan bahwa (V x € E)(fz(0) S fz(x)

Diketahui bahwa fz(0) = 1,

Untuk x =0

fe(x) = fz(0) = 74, karena 7; € 1, maka fz(0) < fz(0)

Untuk x = a

fe(x) = fg(a) = 74, karena fz(0) = 7, dan 7, € 7, maka fz(0) S fz(a)

Untuk x = a
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fe(x) = fe(b) = 7, karena f¢(0) = 7, dan 7, S 7, maka fz(0) S fz(b)
Kemudian akan ditunjukkan bahwa
(Vx,,2 € A)(falx) € fa((x*x2) * (v * 2)) U fu(¥)

Untuk x =0,y = 0,z =0
fe(0) =74
f((0+0) + (0%0)) U f(0) = f(00) U fz(0)
= fe(0) U f(0)
= 1w U
— 17
Karena fz(0) =74, fz((0%0)x(0%0)) U fz(0) =7, dan 7, S 7; maka
(f(0) € fz((0*0) * (0% 0)) U f(0)
Untukx =0,y = 0,z = a
fe(0) =7y
fe((0* @) * (0% a)) U fz(0) = f(0*0) U fz(0)
= fe(0) U f(0)
=75 O
=1
Karena fz(0) = 71, fz((0*a)* (0xa)) U fz(0) =7, dan 7, S 7; maka
(f(0) € fz((0* @) * (0 *a)) U fz(0)
Untukx =0,y =0,z=0»b
fe(0) =14
fe((0%b) * (0% b)) U fz(0) = fp(b * b) U fz(0)
= fe(0) U f£(0)
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Karena fz(0) =1y, fz((0*b)*(0xb))U fz(0) =7, dan 7, S 7; maka
(f£(0) < fp((0+b) * (0 * b)) U fz(0)
Untukx = 0,y =1,z =0
fe(0) =14
fe((0%0) * (a*0) U fp(a) = fz(0*a) U fr(a)
= fe(0) U fz(a)
=1,UT
=1,
Karena fz(0) =7y, fz((0%0)* (ax0))U fz(a) =1, dan 7, S 7, maka
fz(0) € f5((0 % 0) * (a % 0)) U fz(a)

Untuk x =0,y =b,z=0

fe(0) =14

fe((0%0) = (b*0)) U fg(b) = fp(0*b) U fr(b)
= fe(b) U fr (D)
g U
=1,

Karena fz(0) =71, fz((0%0)x(bx0))U fz(b) =7, dan 7, S 7, maka
(f2(0)  fz((0 * 0) * (b * 0)) U f5(b)

Untukx =0,y =a,z=a

fz(0) =74

fz((0* @)+ (axa)) U fr(a) = fz(0*0) U fz(a)
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= fe(0) U fe(a)
=7,UT1
— 1
Karena fz(0) =74, fz((0*a)*(axa))Ufz(a) =1, dan 7, S 7, maka
(fz(0) € fz((0* @) * (a* @) U fz(a)

Untukx =0,y =b,z=»b

fe(0) =14

fe((0b) (b *b)) U fz(b) = fz(b*0) U fe(b)
= fe(b) U fr (D)
= AU
=1,

Karena fz(0) =74, fz((0xb) x (b * b)) U fz(b) =1, dan 7, S 7, maka

(fz(0) € fp((0%b) * (b * b)) U fz(b)

Untuk x =a,y =0,z=10

fe(a) =74

fe((a*0)* (0% 0)) U fz(0) = fr(a*0)U fz(0)
= fz(@) U f(0)
=7, UT,
.

Karena fz(a) =14, fz((a*0)*(0x0))U fz(0) =7, dan 7, S 7; maka

(fe(@) € fe((a*0) (0 0)) U fz(0)

Untukx =a,y=a,z=0

fe(a) =14
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fe((@x0)*(ax0)) U fe(a) = frlaxa)u fz(a)

= fz(0) U fz(a)

=7, U1,

=
Karena fz(a) =141, fz((a*0)*(a*0))Ufz(a) =1, dan 7, S 7, maka
(fz(@) € f((a* 0) * (ax0)) U fr(a))

Untukx =a,y=b,z=0

fe(@) =1

fe((ax0) = (b*0)) U fz(b) = fela*b) U fe(b)
= fe(b) U fe(b)
= 4]
=1,

Karena fz(a) =71, fp((a*0)*(b*0))U fy(b) =1, dan 7, €7, maka
(fe(a@) € fz((a*0) * (b *0)) U fz(b)
Untukx = a,y =0,z =a
fe(@ =1
fe((axa)* (0* @) U fz(0) = fz(0*a) U fz(0)
= fe(0) U f£(0)
il
_—
Karena fz(a) =1y, fz((a*a)*(0*a)) U fz(0) =7, dan 7, € 7, maka
(fe(@) € fe((a*a) * (0 ) U fz(0)

Untuk x =a,y=0,z=0>b
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fe(@) =1
fe((a*b) = (0% b)) U fz(0) = fe(b*b) VU fp(0)
= fe(0) U fz(0)
= Ur
=1,

Karena fgz(a) =7y, fz((axb)*(0xb))U fz(0) =7, dan 7, €7, maka
(fe(a) € fz((axb) (0 b)) U f5(0)
Untukx =a,y=a,z=a
fe(@) =7
fe((@xa) * (a* @) U fp(a) = fz(0*0) U fr(a)
= fz(0) U fz(@)
=1 A
L
Karena fz(a) =74, fz((a*a) * (a*xa)) U fz(a) =1, dan 7, €7, maka
(fz(@ € fr((axa) * (a*a) U fy(a)

Untuk x =a,y =b,z=1>

fe(@) =1

fe((axb) x (b*b)) U fz(b) = fe(b*0) U fp(b)
= fe(b) U fz (D)
=1,UT,
=1,

Karena fz(a) =71, fe((axb) = (b*b))U fz(b) =7, dan 7, S 7, maka

(fe(a) € fE((a * b) * (b * b)) U fg(b)
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Untuk x = b,y =0,z=0

fe(b) =1,

fe((b%0)* (0% 0)) U fz(0) = fz(b*0)U fz(0)
= fz(b) U fz(0)
=1,UT,
-

Karena fz(b) =Ty, fe((b*0)*(0%0))U fz(0) =1, dan 7, <7, maka

(fe(b) S fe((b % 0) * (0 0)) U fz(0)

Untuk x = b,y =a,z=10

fz(b) = 7,

fe((b*0) x (ax M) U fz(a) = fr(b*a) U fz(a)
= fz(b) U fz(a)
=7 0
_(

Karena fz(b) =75, fe((b*0)*(a*0))U fz(a) =1, dan 7, S 7, maka

(fe(b) € fp((b+0) * (a*0)) U fz(a)

Untuk x = b,y =b,z=10

fe(b) =1,

fe((b%0)* (b *0)) U fz(b) = fe(b*b) U fr(b)
= fe(0) U fz(b)
=1, U1,
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Karena fz(b) =15, fz((b*0)x(b*0))U fz(b) =7, dan 7, €1, maka

(fe(b) < fe((b+0) * (b * 0)) U fz(b)

Untuk x = b,y =0,z=a

fe(b) =1,

fe((b*a)* (0 @) U fz(0) = fe(b *0) U fz(0)
= fe(b) U f(0)
=5 L
=1,

Karena fz(b) =15, fe((b*a)=(0*a)) U fz(0) =1, dan 7, S 7, maka

(fe(B) € fe((b* a) (0 * @) U fz(0)

Untukx =b,y=0,z=0»b

fe(b) =1,

fe((b%b) = (0% b)) U fz(0) = fz(0%b) U f(0)
= fe(b) U fe(1)
SRy U
=1,

Karena fg(b) =7, fz((b*b)*(0*b))U fz(0) =17, dan 7, S 7, maka
(fe(b) € fz((b * b) * (0 * b)) U fz(0)
Untukx =b,y=a,z=a
fz(b) =1,
fe((bxa) x (a* @) U fp(@) = fz(b*0) U fr(a)
= fz(b) U fz(a)

=T2UT1
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Karena fz(b) =1, , fr((b*xa)*(axa))V fz(a) =7, dan 7, S 7, maka

(fe(®) € fe((b*a) x (a* ) U fr(a)

Untuk x =b,y =b,z=0»b

fe(b) =1,

fe((b*b) * (b*b)) U fz(b) = fz(0*0) U fe(b)
= fe(0) U fz(b)
= 7 Ul
=1,

Karena fz(b) = 7, , fg((b * b) * (b * b)) U fz(b) = 1, dan 7, S 7, maka
(fs(b) € fe((b* b) * (b * b)) U £z (b)
Teorema 4
Misalkan (U, E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCIl. Maka setiap U-soft
p-ideal adalah U-soft ideal (Ahn, dkk, 2017:155).
Bukti:
Misalkan F, adalah U-soft p-ideal atas U dengan A adalah sub-aljabar dari E.
Misalkan z = 0, maka Vx,y,z € A
faG) € fa((x*2) * (y*2)) U fa(y)
€ fa((x*0)* (y*0)) U fa(y) (Definisi aljabar BCI b1)
C falx*y) U fa(y)
Diperoleh (f4(x) € fa(x * y) U f2()) Vx,y € A, maka berdasarkan definisi

16 F, adalah U-soft ideal atas U.
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Berikut ini penulis memberikan contoh bahwa U-soft ideal belum tentu U-
soft p-ideal.
Contoh 18
Diberikan semesta halus (U, E) = (U,X) dengan X = {0, 1, a} adalah aljabar
BCI dan operasi * didefinisikan mengikuti Tabel 2.9:

Tabel 2.9 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b}
* 0 1 a

0 0 a a

1 1 0 a

a a a 0

(Ahn, dkk, 2017:156)

Misalkan t,,7,,73 adalah subset dari U sehingga 1, €1, € 73.
Didefinisikan himpunan halus F atas U sebagai berikut:
Fg ={(0,71),(a,73), (13)}
Akan ditunjukkan bahwa Fy adalah U-soft ideal, maka harus memenuhi:
i. (Vx €E)(fz(0) € fz(x))
Untuk x = 0,
fe(x) = fg(0) = 7, karena ; € t; maka fz(0) S fz(0)
Untuk x = 1,
fe(x) = fz(1) = 7, karena fz(0) = 7, dan 7; S 7, maka fz(0) S fz(1)
Untuk x = q,
fe(x) = fz(a) = 15 karena fz(0) = 7, dan 7; € 73 maka fz(0) S fz(a)

i (Vx,y € E)(fe () € fe(x *y) U fz(¥)



Untuk x = 0,y = 0
fe(0) =1
fe(0x0) U fz(0) = fz(0) U fz(0)
=, U1
=1,
Karena f;(0) = 7,, fz(0 * 0) U fz(0) = 7, dan 7, < 7, maka
fe(0) € fg(0 % 0) U f(0)
Untukx =0,y = 1
fe(0) =1
fe(0x DU fp(1) = fe(D) U fr(1)
=7, UT,
=1,
Karena f;(0) = 74, f3(0 * 1) U fz(1) = 7, dan 7; < 7, maka
fe(0) € fp(0x 1) U (1)
Untukx = 0,y = a
fe(0) =74
fe(0xa) U fr(a) = fz(a) U fz(a)
=13 UT;
=1,
Karena f;(0) = 74, f(0 * a) U fz(a) = 75 dan 7, C 75 maka
fe(0) € fp(0x a) U fz(a)
Untukx =1,y =0
fe() =1,
fe(@*0) U fz(0) = fz(1) U fz(0)
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_1,
Karena fz (1) = 7, , fz (1 * 0) U £(0) = 7, dan 7, < 7, maka
fe() € fe(1%0) U fz(0)
Untukx = 1,y = 1
fe) =14
fe(x1) U fe(1) = fe(0) U fz(1)
=, U T,
L5
Karena f(1) =7, , f(1* 1) U fz(1) = 7, dan 7, S 7, maka
fe) € fe(1* DU fp(1)
Untukx =1,y = a
fe) =1,
fexa)V fp(a) = fg(a) U fe(a)
= i (0

50

Karena fz(1) =1, , f5(1) € fzp(1 xa) U fg(a) = 73 dan 7, € 753 maka

fe € feA*a) U fe(a)

Untukx = a,y = 0

fe(a) =13

fe(ax0) U fz(0) = fp(a) U fz(0)
=1,UT,
=1,

Karena fz(a) = 73, fg(a * 0) U fz(0) = 75 dan 73 S 75 maka
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fe(a) € fg(a = 0) U f¢(0)
Untuk x = a,y = 1
fe(@) =73
fela* 1) U fp(1) = fg(a) U fp(D)

=1,UT,

-
Karena fg(a) = 73 , fy(a * 1) U fz(1) = 75 dan 75 S 5 maka
fe(a) € fela*1) U fp(1)
Untukx = a,y = a
fe(a) =3
felaxa) U fp(a) = fz(0) U fp(a)

- (UL

_n
Karena f;(a) = 73 , fy(a * a) U fz(a) = 75 dan 75 € 75 maka

fe(@) € fglaxa) U fg(a)

Karena i dan ii terpenuhi untuk himpunan halus F; maka Fp adalah U-soft

ideal. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Fy adalah U-soft p-ideal, maka Fg

harus memenuhi:

() (v x € E)(fz(0) € fz(x)

Aksioma tersebut sudah terpenuhi seperti pada penjabaran sebelumnya

(i) (v x,y,2 € B) (fe () € fo((x 2 * (7 x D) U fo ()
Untukx = a,y =a,z=1

fe(@) =5

fe(ax D x (@* D)V fr(1) = felax @) U f(1)
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= fg(0) U fg(1)
=7, UT,
=1,
Karena fz(a) =15 , fE((a *x 1) * (a* 1)) Ufg(1) =1, dan 13 %1,
maka fz(a) & fz((a* 1) * (a* 1)) U fz(1)
Karena (ii) tidak terpenuhi maka F bukan U-soft p-ideal.
Teorema 5
Misalkan (U,E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. Untuk sub-aljabar A
dari E, misalkan F, € S(U). Maka berikut ini adalah ekuivalen:
I. F, adalah U-soft p-ideal atas U

li. F, adalah U-soft ideal atas U dan fungsi aproksimasi f, memenuhi

V%2 €E) (faCex ) € fu(Gex 2) * (v % 2))) (213)

(Ahn, dkk, 2017:156).
Bukti:

Asumsikan F, adalah U-soft p-ideal atas U. Menggunakan definisi aljabar

BCI (al) dan sifat aljabar BCI (b2) diperoleh
0=((x*x2)x(x*y))* (y*2) = ((x*2) = (y*2)) * (x *y) (c1)
Berdasarkan persamaan (2.12)
falxxy) € fa (((x xy) x (xx )+ [((x*2) » (v 2)) * (x *y)])
U fa((xx2) + (v +2)
=fa(0+[((@x2)x *2)) * @ N]) U £ 2) * (v + 2))

(Sifat aljabar BCI b1)

= £2(0 % 0) U fo((x * 2) * (y * 2)) (Berdasarkan c1)
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= f4(0) U f4((x * 2) * (v * 2)) (Sifat aljabar BCI b1)

= fa((x *2) * (y * 2)) (Berdasarkan 2.11)
Dengan demikian persamaan (2.13) terbukti. Sebaliknya, misalkan F, adalah
U-soft ideal yang memenuhi persamaan (2.13), dengan persamaan (2.7) :
(Vx,y,z € A) f(x) S fLx *¥) U fa(¥)

S fu((x*2) * (y*2)) U fu(y)

Dengan demikian F, adalah U-soft p-ideal atas U

Lemma 2

Misalkan (U,E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. Untuk sub-aljabar A
dari E, misalkan F, € S(U) jika F, adalah U-soft ideal atas U, maka fungsi

aproksimasi f, dari F, memenuhi kondisi:

(v x € A) (fa(0 % (0+0)) € fu(x)) (2.14)

(Ahn, dkk, 2017:157).
Bukti:

Menggunakan sifat aljabar BCI (b1) dan definisi aljabar BCI (a3)
((x*O)*(x*O)) =(x*x)=0
Kemudian dengan menggunakan definisi aljabar BCI (a2)
((0*(0*x))*x) = ((O*O)*x)

= (0+x)

=0
Asumsikan bahwa F, adalah U-soft ideal atas U.

Misalkan diberikan £, (0 = (0 = x)) menggunakan (2.6) dan (2.7) diperoleh:

f4(0+ %)) € £ (0 (0% 20) x) U fax)
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= fa(0) U fu(x)
= fa(x)
Dengan demikian terbukti bahwa £, (0 * (0 * x)) S £, (x).
Teorema 6
Misalkan (U, E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. Untuk sub-aljabar A
dari E, misalkan F, € S(U). Maka berikut ini adalah ekuivalen:
I. F, adalah U-soft p-ideal atas U
ii. F, adalah U-soft ideal atas U dan fungsi aproksimasi f; memenuhi
(V x € A)(fa(x) € f4(0 * (0% x)) (2.15)
(Ahn, dkk, 2017:157).

Bukti:

Asumsikan bahwa F, adalah U-soft p-ideal atas U. Maka F, juga merupakan

U-soft ideal atas U. Berdasarkan (2.11) dan (2.12) V¥ x € A diperoleh:
fa() € fa(Ge*x) * (0% x)) U f4(0)
= £2(0 % (0 x)) U £,(0) (Sifat aljabar BCI b1)
= £2(0 % (0 xx)) (Berdasarkan 2.6)
Dengan demikian (2.15) terbukti. Sebaliknya, misalkan F, adalah U-soft ideal

atas U yang memenuhi (2.15). Dengan menggunakan lemma 2 diperoleh:

fa(0 (0 (G20« 0+ D)) € @)+ 0+ 2)
Menggunakan sifat aljabar BCI (b7) dan (b8) diperoleh

(0 (0% (x*y))) = (0xy) (0% x)

(0x(0x(@rn*+2))) = (03 x @)
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Jact (05 (0% G+ ) = (0 (0 (G x 2 (v < 2)))
Menggunakan (2.15) dan (2.13) diperoleh
faGexy) € £a (0 (0% e )
=fA(0*(O*(x*z)*(y*z)))

C fa((x*2) * (y x 2))

Berdasarkan teorema 5, F, adalah U-soft p-ideal atas U.

Lemma 3
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-
aljabar A dari E, misalkan F, € S(U). Maka berikut ini equivalen:
(i) F4 adalah U-soft ideal atas U
(if) Himpunan tak kosong t-exclusive dari F, adalah ideal dari A untuk setiap

TCU.

(Widiyatika, 2016: 29).

Bukti:
Dari (i) ke (ii)
Asumsikan F, adalah U-soft ideal atas U. Misalkan T € U dan e(fy; 1) # 0.
Maka (Vx € A) f4(x) St mengikuti persamaan (2.6) f4(0) € f4(x) € T,
dengan demikian 0 € e(F4; 7). Misalkan x,y € A sedemikian sehingga
x*xy €e(Fy;7)dan y € e(Fy;7) maka f,(x * y) S 7 dan y € 7 berdasarkan
persamaan (2.7) fa(x) € fa(x*y) U f4(y) S 1, sehingga x € e(Fy;1).
Dengan demikian diperoleh:
a. 0€ee(Fy;1)

b. x*y € e(Fy;7) dany € e(F,; 1) maka x € e(Fy; 7).
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Maka berdasarkan definisi 11 e(F,; ) adalah ideal
Dari (ii) ke (i)
Asumsikan bahwa e(F,; t) adalah ideal dari A untuk setiap T € U. Maka
0 €e(Fy;t). Jika ada a € A dan f,(0) € fa(a), maka f,(0) € T untuk
T = f,(a)\f4(0), hal tersebut kontradiksi. Dengan demikian £,(0) € f4(x)
untuk setiap x € A.
Misalkan diambil 7 =1, Ut, sehingga f,(x*y) =1, dan f,(y) = 1,.
(x*xy) €Ee(Fy;7) dan y € e(Fy;t) maka x € e(Fy;t), oleh karena itu
fa(x) €T =1,UT1, maka f4(x) € fu(x *y) U fa(y). Dengan demikian F4

adalah U-soft ideal atas U (Jun, 2013:1948).

2.11 Gabungan Ideal Sub-implikatif Halus
Operasi gabungan selain dapat digunakan pada ideal dalam aljabar BCI,
juga dapat digunakan pada ideal sub-implikatif halus dalam aljabar BCI, namun
dengan aksioma yang berbeda, sebagaimana definisi berikut.
Definisi 19
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Diberikan sub-
aljabar A dari E, misalkan F, € S(U) maka F, disebut gabungan ideal sub-
implikatif halus atau union soft sub-implicative ideal atas U (disingkat U-soft

sub-implicative ideal) jika fungsi aproksimasi f, memenuhi:

i. (Vx€A)(fa(0) € fu(0) (2.16)
ii. Vx,y,z€A)
(07«0 € (29« 0+ 0) £ 2) U i) (247)

(Ahn, dkk, 2017:9).
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Berikut ini penulis memberikan contoh dari U-soft sub-implicative ideal
pada aljabar BCI.
Contoh 19
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X = {0, 1,2} adalah aljabar BCI dengan

operasi * didefinisikan mengikuti Tabel 2.10:

Tabel 2.10 Definisi Operasi * pada X = {0, 1, 2}
* 0 1 2

0 0 0 Z

1 1 0 2

2 2 2 0

(Ahn, dkk, 2017: 9)

Misalkan 7, dan 7, adalah subset dari U sedemikian sehingga t; € t,.
Didefinisikan himpunan halus F atas U sebagai berikut:

Fe = {(0,71), (1, 72), (2,72)}.

Berdasarkan (2.12) akan ditunjukkan bahwa (Vx € E)(fz(0) € fz(x)):
Perlu diingat bahwa fz(0) = 14

Untuk x = 0

fe(x) = fg(0) = 74, karena 1, S 7; maka fz(0) < fz(0).

Untuk x =1

fe(x) = fg(1) = 1, , karena fz(0) =1, dan 7; € 1, maka fz(0) < fz(1).
Untuk x = 2

fe(x) = fz(2) = 1, , karena f;z(0) =7, dan 7; € 1, maka fz(0) < f(2).

Berdasarkan (2.13) akan ditunjukkan (Vx,y,z € E)



(fE(yZ *X) € fz (((x2 xy) * (y *x)) * z) U fE(z)):
Untuk x = 0,y = 0,z = 0
fe(0% % 0) = f(0 (0% 0))

= fe(0+0)

= f£(0)

_
i (0% 0) x (0% 0)) + 0) U £(0)
= £z (((0+ 0) x 0) x 0) U f(0)

= fe((0%0) x0) U f(0)

= £5(0%0) U £z(0)

= £z(0) U £;(0)

=7, U1,

Karena fz(0% % 0) = 7,, f& (((02 £ 0) % (0 * 0)) * 0) U f(0) = 7, dan
7, € 7, maka (fE(OZ *0) € fg (((02 *0) * (0% 0)) * 0) U fE(O))
Untuk x = 0,y = 0,z = 1

(£e0? % 0) € £ (0% 0 x (0 0)) x1) U £(D))

fE(02 *0) = fE(O * (0 * 0))
= fp(0%0)
= f¢(0)
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£ (((0% % 0) (0 0)) 1) U f (1)
= 1o (0% 0+ 0) x @+ )+ 1) U (1)

= £ (0 0) % 0) 1) U £ (1)
= fz((0+0) * 1) U f(D)

= fe(0* 1)U fz(1)

= fe(0) U fz(1)

=4 W',

Karena f;(02  0) = 7,, f; (((02 £0) % (0% 0)) * 1) U fy (1) = 7, dan

7, € 7, maka (fE(o2 +0) € £z (((0+ 0) + (0%0)) 1) U fE(1))
Untuk x = 0,y = 0,7 = 2
fz(0% % 0) = fz(0 * (0% 0))

= fz(0+0)

= fz(0)

fi (((0% % 0) (05 0)) +2) U f5(2)

=z (((0+ ©@=0) * 0+ ) 2) U
= (((0+0)x0) +2) U f(2)

= fz((0%0)*2) U f(2)

= fp(0*2) U f£(2)
=fe(2Q) U fE(2)
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Karena fz (0% * 0) = 7, dan fg (((02 % 0) x (0% 0)) = 2) U fz(2) = 1, dan

1, € 1,, maka (fE(o2 % 0) C f; (((02 £ 0) % (0 % 0)) * 2) U fE(2)>
Untuk x = 0,y = 1,z =0
fe(12 % 0) = fp(1+ (1% 0))

=fp(1%1)

= f¢(0)

fs (0 « 1) + (1 0)) + 0) U £;(0)
= fe (((0< @+ D) « (1= 0) x0) U £:(0)

= £z (((0+ 0) + 1) x0) U £(0)
= fz((0% 1) x 0) U fz(0)

= £(0%0) U f(0)

= £(0) U £(0)

=V W]

-

Karena fz(1%*0) =17, dan fg (((02 x1) % (1%0)) 0) U fz(0) = 7, dan

1 € 7y, maka  fp(12+0) € fi (02 D * (1+0)) +0) U £ 0))
Untukx =0,y =1,z=1

fe(12 % 0) = fz(1 * (10))
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£ (0% 1) (1 0)) + 1) U f(1)
= fe (0 @« D) « @+ 0) x 1) U fe(1)

= £z (0 0) 1) * 1) U fi(1)
= fe((0* 1) * 1) U f(1)

= fg(0 1) U fp(1)

= fe(0) U fe(1)

=73l 7y

Karena fy(12+0) =15, f5 (((02 1)+ (1% 0)) « 1) Ufp(1) =17, dan

7, € 1,, maka (fE(12 «0) € £ (((02+ 1) * (1+ 0)) « 1) ufE(1))
Untuk x = 0,y = 1,7 = 2
fe(1% % 0) = fe(1* (1+0))

= f(1% D)

= f¢(0)

£ (((02+ 1)« (15 0)) +2) U £(2)
= e (((0+ 0+ 1)+ (1% ) +2) U fs(2)

= £z (((0%0) x 1) ¥2) U f(2)
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= fp((0*x 1) *2) U fz(2)
= fz(0+2) U f5(2)
= fz(2) U fz(2)
=7,UT,
-
Karena  f(12%0) =7, fe (((02*1)*(1=0))*2)Ufp(D =7, dan
7, €1, maka (fz(12 5 0) € fy (((02 1) x (1%0))*2) U fz(2))
Untukx = 0,y =2,z =0
fe(22 % 0) = fz(2 % (2+0))

= fz(2%2)

= £(0)

£ (((0% % 2) x (2% 0)) 0) U £(0)
= /e (0% (0+2)  @x0) +0) U £z(0)

= £ (((0+2) % 2) x0) U £z(0)
= fp((2%2) * 0) U fz(0)

= fe(0x0) U f¢(0)

= fe(0) U f(0)

=7, UTy

Karena fp(22+0) =15, f5(((0?2)+(2%0))«0) U fz(0) =7, dan

7, € 15, maka (f(22 % 0) € fi (((0 x2) * (2 0)) * 0) U (0))

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



63
Untukx =0,y =2,z=1
fe(22%0) = fz(2 (2% 0))
= fe(2*2)
= f£(0)

fi (0% +2) (2% 0)) ¥ 1) U f (1)
= 1o (((0+0+2)  @x0) *1) U (1)

= £z (((0+2) x2) * 1) U f(D)
= fe((2*2) * 1) U fi(1)
= fz (0 1) U fz(1)
= fz(0) U fg(1)
=7,Ut
.
Karena fz(22+0) =71, fp (((02+2)*(2%0))*1)Ufp() =7 dan
1, € 1,, maka (fE(22 % 0) C f; (((02 2) % (2%0)) * 1) ufE(l))
Untuk x =0,y = 2,z = 2
fe(22%0) = fz(2 % (2+0))
= fz(2+2)
= f(0)

fs (((02+2) (2% 0)) +2) U £(2)

= e (0% 0+2) x @x0) +2) U fs(2)
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= £z (((0+2)+2) x2) U fo(2)

= fe((2+2) +2) U f5(2)

= fe(0%2) U fz(2)

= fe(2) U fe(2)

=1,UT,

Karena fz(22+0) =1, fp (((02 £2)«(250)) * 1)U fy(1) =7, dan

1, € 7,, maka (fE(ZZ x0) S fi (((02 £2) % (2% 0)) * 1) U fE(l))
Untuk x =1,y = 0,z =0
fz(0% + 1) = f(0+ (0+ 1))

= f¢(0+0)

= fz(0)

£ (((1% % 0) (0 1)) 0) U £(0)
= fe (1< 1) x (0= D) x0) U £(0)

= £z (((1+ 1) % 0) x 0) U £(0)
= fe((0%0) * 0) U fz(0)

= £5(0+ 0) U £(0)

= £z(0) U fz(0)

=7, U1,

Karena f;(02 + 1) = 14, f (((12 % 0) + (0 + 1)) = o) U £ (0) = 7, dan
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7, € 7,, maka (fE(02 x1) C f; (((12 £0) % (0% 1)) * 0) U fE(O))
Untukx =1,y =0,z =1
fz(0% 1) = f(0+ (0% 1))
= fg(0+0)
= f¢(0)

fs (1% 0) x (0 1)) + 1) U f(1)
= fe (1< @ 0) « @+ D) x1) U £z(1)

= £ (((1* D %0) x 1) U fz(D)
= f((00) 1) U f(1)

= fe(0* 1) U fe(1)

= fe(0) U fz(1)

=7, U1y

Karena fy(02+1) =15, f5 (((12%0)* (0+1)) » 1) Ufy(1) =17, dan

7, € 14, maka (£5(0% « 1) € fi (12 0) % 0+ 1)) + 1) U (1))
Untukx = 1,y = 0,2z = 2
fe(0* 1) = fz(0+ (0% 1))

= fe(0%0)

= fz(0)

fe (12 % 0) x (0% 1) *2) U £(2)
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= e (((1x @+ 0) x 0+ D) +2) U fo(2)

= £ (1 + D %0) x2) U f(2)
= fz((0%0) *2) U f(2)

= fe(0*2) U f¢(2)

= fe(2) U f£(2)

=1,UT,

=T,
Karena fz(0%+1) =1, fp (((12 £0) % (0% 1)) * 2) Ufp(2) =17, dan

7, € 1,, maka (fE(02 x1) C f; (((12 £0) % (0% 1)) * 2) U fE(Z))
Untukx =1,y =1,z =0
fe(1?*1) = fg(1+ (1% 1)

= Je(1%0)

= fz(1)

f5 (1% + 1)+ (1% 1)) 0) U £(0)
= fe (1< 1 D) « @+ D) x0) U £(0)

= £ (((1%0) % 0) *0) U f(0)
= fe((1 % 0) % 0) U fz(0)

= fe(1%0) U f£(0)

= fe(1) U fz(0)

=7,UTy
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Karena fy(12+1) =14, fy (((12 £1) % (1% 1)) * 0) Ufe(0) =1, dan
7, € 7,, maka (fE(12 x1) C f; (((12 £1) % (1%1)) * 0) U fE(O))
Untukx =1,y=1,z=1

fe(12%1) = fp(1 % (1 1))

= fp(1%0)
= fe (D)

fo (1% D)« 1+ D) +1) U f(1)
= fe (1< D) « @+ D) x1) U £e1)

= £z (1 0) x0) x 1) U f(1)
= fp((1x0) * 1) U fp(1)
=fe(1*1D U fz(1)

= fe(0) U fz(1)

=7, U7,

Karena fp(12+1) =15, fi ((12+1)* (1 1)) 1) Ufp(1) =17, dan

7, € 1y, maka (f(12 « 1) € fi (12 + D+ (1 1) + 1) U f(1D))
Untukx =1,y =1,z =2
fe(12 % 1) = fz(1+ (1 1))

= fe(1%0)

= fe(1)
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fo (12 D) (15 1)) +2) U f(2)
= (1= @x D)= 1+ D) +2) U fr(2)

= £z ((1+0)x0) +2) U f(2)
= fz((1%0) * 2) U fz(2)

= fo(1x2) U fz(2)

= fz(2) U fz(2)

=7, U715

=1,
Karena fy(12+1) =1, f& (((12 £1)* (1%1)) = z) Ufe(2) =7, dan
1, € 7y, maka (f (17 1) € £ (((12 5 D) (15 D) 2) U f(2))
Untukx =1,y =2,z=0
fe(22 1) = fz(2+ (2% 1))

= fg(2%2)

= fz(0)

.
fe (1% +2) 2+ 1)) 0) U £(0)

= e (((1x @+ 2) x @x D) +0) U £(0)
= fe (((1 *2) x2) 0) U f£(0)

= fz((2%2) * 0) U fz(0)
= fg(0x0) U fz(0)
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= £z(0) U £(0)
=7, U1y
— 1,
Karena fy(2* + ) =11, fp ((12+2) % @+ D) *0) Ufp(0) =7, dan
7, € 7,, maka (fE(22 x1) C f; (((12 £2) % (2%1)) * o) U fE(O))
Untukx = 1,y =2,z =1
fe(22+1) = fp(2% (2 1)
= fz(2%2)
= £z(0)

fo (((12+2) « 2+ 1) + 1) U £p(1)
= fe (1< @ 2) « @+ D) x1) U fe1)

= £ ((1+2)+2) « 1) U fr(D)
= fp((2*2) 1) U fz(1)

= fz(0% D) U f(1)

= fz(0) U f(1)

=7, U7

Karena f; (22 1) = 7;, fs (((12 £2) % (2% 1)) 1) Ufy(D) =1, dan
r vy maka (f(22 + ) € fp (12 2) * @+ D) * 1) U fo(D)
Untukx =1,y =2,z=2

fe(22 % 1) = fz(2 % (2% 1))
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fe (17 +2) x 2+ 1)) +2) U f(2)
= (1= +2) s @* D) +2) U f(2)

= £z (1 +2)%2) *2) U £(2)
= fe((2%2)*2) U fz(2)
= fg(0 % 2) U fz(2)
=fe(2) U fe(2)
=T5:U T,
=
Karena f(22 1) = 7,, [y (((12 £2) % (2% 1)) * 2) Ufe(2)=1, dan
7, € 7,, maka (fE(z2 = WG £ (((12 £2) % (2% 1)) * 2) U fE(Z))
Untuk x =2,y = 0,z =0
fs(0% 2) = f(0+ (0+2))
= fg(0%2)
= fe(2)

fe (22 % 0) * (0+2)) £ 0) U £;(0)
= e ((@+ @+ 0) + ©+2) +0) U £z0)

= £z (((2+2)+2) x0) U f(0)
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= f((0%2) x 0) U fz(0)
= fz(2 % 0) U fz(0)
= fz(2) U fz(0)
=7,UT,

Karena f; (0% *2) =75, f5 (((22 £ 0) % (0%2)) * 0) Uf(0)=1, dan

7, € 7, maka (£a(02 5 2) € fi (22 £0) x (0%2)) < 0) U £(0))
Untuk x = 2,y = 0,z = 1
fz(02%2) = f(0+ (0% 2))

= fe(02)

= fe(2)

fs (@2 % 0) x (0 2)) ¥ 1) U f(1)
= fe (2 @x0) « (0= 2) x1) U (1)

= £z ((@*2)+2) x1) U fo (D)
= f5((0%2) x1) U fz (1)
=fe(2* 1) U fp(1)

= fe(2) U fe(1)

=7,U1n

Karena f; (0% * 2) = 75, f (((2% + 0) * (0 2)) * 1) U fz(1) = 7, dan
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7, C 7,, maka (fE(o2 x2) C fi (((22 £0) * (0%2)) 1) U fE(l))
Untuk x = 2,y = 0,z = 2
fe(0% % 2) = fz(0 * (0 % 2))

= fg(0+2)

= fe(2)

fi (2% % 0) x (0 2)) +2) U f(2)
= o ((@* @+ 0)x 0+2) +2) U ()

= £z ((@*2)2) *2) U f(2)
= fz((0+2) * 2) U f5(2)

= fe(2*2) U fg(2)

= fe(0) U fz(2)

=7, UT,

Karena fz (0%  2) = 75, f; (((2% * 0) * (0 + 2)) * 2) U f3(2) = 7, dan

7, € 15, maka (£ (02 + 2) € f (((22 + 0) + (0% 2)) + 2) U f(2))
Untukx =2,y =1,z=0
fe(1%2%2) = fp(1+ (1% 2))

= fo(1+2)

= fe(2)

£ (2% % 1)+ (1+2)) +0) U £(0)
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= e ((@*@x 1) x (1) +0) U fs(0)

= fs (@ 2) +2) x0) U f(0)
= f5((0%2) » 0) U £5(0)

= fe(2 % 0) U f¢(0)

= fe(2) U f£(0)

=1,UT,

Karena f;(12 % 2) = 1,, f; (((22 1) * (1%2)) * 0) U f(0) = 7, dan

7, € 1 maka (fp(122) € f (22« 1)+ (1x2)) * 0) U £(0))
Untukx =2,y =1,z=1
fe(1?*2) = fp(1+ (1%2))

= fe(1%2)

= fe(2)

fo (@ D)« 1+ 2) +1) U fr(1)
= e ((@+ @+ 1)+ 1+ D) *1) 1)

= fi ((@*2)%2) * 1) U fr(D)
= fe((0%2) * 1) U fp(1)
=fe2* 1D U fr(1)

= fe(2) U fe(1)

=7,UT
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Karena fz (12 * 2) = 15, f; (((22 £ 1) (1%2)) * 1) U fz(1) = 7, dan

7, C 1,, maka (fE(12 £2) C f; (((22 1) % (1%2)) * 1) U fE(l))
Untukx = 2,y = 1,z = 2
feQ?%2) = fg(1+ (1%2))

= fp(1%2)

= fe(2)

fo (@2 + D)+ (15 2)) +2) U f(2)
- = ((@x @+ 1)+ 1+ D) +2) U ()

= £z ((@*2)*2) *2) U f(2)
= fe((0%2)*2) U fz(2)
=fe(2+2) U fp(2)

= fe(0) U fz(2)

=7,UT,

=T,
Karena fz(12 * 2) = 15, f (((22 £1) * (1%2)) 2) U f(2) = 7, dan

T, C 7,, maka (fE(12 x2) C fy (((22 1) % (1% 2)) * 2) U fE(Z))
Untukx =2,y =2,z =0
fe(22%2) = fz(2 % (2% 2))

= fe(2%0)

= fe(2)
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fe (2% +2) (2% 2)) + 0) U £(0)
= e ((@+@+2) @+ ) +0) U fz(0)

= £z (((2x0)%0) x 0) U £(0)
= f((2+ 0) * 0) U fz(0)
= fo(20) U f(0)
= fe(2) U f¢(0)
=47 i)
A5
Karena fz(2% * 2) = 1, f» (((22 £ 2) % (2% 2)) * o) U f(0) = 7, dan
7, € 1, maka (f(2% + 2) € £ (((22 + 2) * (2% 2)) *0) U £(0) )
Untukx =2,y =2,z =1
f2(22%2) = fp(2 (2% 2))
= fe(2+0)
= fe(2)

fe (@2 +2) x 2+ 2)) ¥ 1) U f(1)
= fe (2 @+ D)« @+ 2) x1) U 1)

= f& (((2 % 0) % 0) * 1) U fe(1)

= fp((2%0) * 1) U fp(1)
=fp2*1) U fz(1)
= fr(2) U fp(1)
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Karena f; (2% «2) = 73, fz (((22 * 2) (2% 2)) * 1) U f(1) = 7 dan

T, C 7,, maka (fE(z2 £2) C fy (((22 £2) % (2%2)) * 1) U fE(l))
Untuk x = 2,y = 2,z = 2
fe(2% % 2) = fp(2+ (2% 2))

= fz(2%0)

= fe(2)

fe (22 %2) x (2% 2)) x2) U ()
= 1z (@ @*2) <@+ 2) x2) U £:@)

= f, (((2 £ 0) % 0) * 2) U f:(2)
= fe((2%0) *2) U fz(2)
=fe(2%2) U f¢(2)

= fe(0) U fz(2)

=171 U1,

=1,
Karena f (22 * 2) = 15, f (((22 £2) * (2%2)) * 2) U fz(2) = 7, dan
7, € 1y maka (f5(22%2) € f (((22+2) % (2+2)) +2) U f(2))

Karena persamaan (2.16) dan (2.17) terpenuhi untuk Fg, maka Fy adalah U-

soft sub-implicative ideal atas U.
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2.12 Konsep Himpunan dalam Al-Quran

Himpunan adalah salah satu istilah dasar yang dipelajari dalam
matematika, terutama pada bidang aljabar. Abdussakir (2009) menyebutkan
bahwa Himpunan (set) didefinisikan sebagai kumpulan atau koleksi objek-objek
yang terdefinisi dengan jelas (well defined). Benda atau objek yang termasuk di
dalam himpunan disebut anggota himpunan.

Konsep himpunan juga dijelaskan dalam al-Quran surat al-An’am ayat

141, yaitu:

/‘}} é 2P =R TN - 2> - 4 = >« [ S £ b .7,4 2
A= LG.L_;/" tj)‘j L}r_‘.‘ ‘j//g",\_w"'j(/u ﬂ&j//g",‘_w"'j’u //g“~_>-". Lzal Lg:‘\“ Y
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b
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) T pedl SN 2] 3808 N coolax S
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(@

(1

Artinya: “Dan Dialah yang menciptakan kebun-kebun yang berjunjung dan yang tidak
berjunjung, pohon kurma, tanam-tanaman yang bermacam-macam buahnya,
zaitun dan delima yang serupa dan tidak serupa. Makanlah dari buahnya ketika
ia berbuah, dan tunaikanlah haknya pada hari panennya. Dan janganlah kamu
berlebih-lebihan, karena sesungguhnya Allah tidak menyukai orang-orang yang
berlebih-lebihan” (QS. Al-An’am (6):141).

Menurut Tafsir Jalalayn makna dari ayat tersebut adalah:

(Dan Dialah yang menumbuhkan) menciptakan (surga-surga) maksudnya
kebun-kebun (yang berjunjung) maksudnya yang membentang di atas tanah,
seperti semangka (dan yang tidak berjunjung) maksudnya batangnya menjulang
ke atas, seperti kurma (dan) menciptakan (pohon kurma dan tanaman-tanaman
yang bermacam-macam makanannya) maksudnya bermacam-macam buah dan

bijinya dalam hal bentuk dan rasanya (zaitun dan delima yang serupa) daunnya,

sehingga haal (dan tidak serupa) rasanya (makanlah dari buahnya ketika ia
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berbuah) sebelum matang, (dan tunaikanlah haknya) yakni zakatnya (pada hari
panennya). Dibaca dengan fathah dan kasrah, yaitu sebesar 10% atau 5% (dan
janganlah kamu berlebih-lebihan) dengan memberikan seluruhnya sehingga tidak
ada yang tersisa untuk keluargamu, (karena sesungguhnya Allah tidak menyukai
orang-orang yang berlebih-lebihan) melampaui batas yang telah ditentukan bagi
mereka.

Berdasarkan tafsir tersebut dapat disimpulkan bahwa tumbuhan di bumi
dapat diklasifikasikan menjadi beberapa kelompok, berdasarkan dengan ciri-ciri
tertentu, yaitu:

1. Kelompok tumbuhan yang batangnya menjalar di tanah,

2. Kelompok tumbuhan yang batangnya berdiri tegak di atas tanah,
3. Kelompok tumbuhan yang berbuah,

4. Kelompok tumbuhan yang tidak berbuah.

Indonesia sebagai negara terbesar di dunia dikenal memiliki potensi
kekayaan alam yang luar biasa, dengan adanya pengelompokan tumbuhan maka
manusia dapat memanfaatkan potensi yang dimiliki tumbuhan tersebut. Manusia
bisa membandingkan atau memisahkan tumbuhan yang bermanfaat dan tidak
bermanfaat. Dalam manfaatnya tumbuhan dapat dijadikan bahan bangunan,
pangan, sandang dan obat-obatan. Oleh karena itu penting untuk mengenal
pengelompokan tumbuhan. Dalam kehidupan sosial tentu saja tumbuhan sangat
bermanfaat bagi manusia terutama yang mata pencahariannya berdagang, karena
bagian-bagian tumbuhan dapat diperjualbelikan.

Jika di dalam al-Quran terdapat pengelompokan objek-objek dengan ciri-

ciri tertentu maka di dalam matematika juga demikian, terdapat himpunan yang
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dapat dinyatakan berdasarkan ciri-ciri anggota himpunan tersebut, salah satunya
adalah himpunan aljabar BCI.

Aljabar BCI adalah salah satu himpunan yang anggota himpunannya harus
memenuhi suatu kondisi atau ciri. Definisi Aljabar BCI adalah suatu himpunan
tak kosong X dengan x sebagai operasi biner dan konstanta 0 sebagai elemen
identitas terhadap operasi *, secara matematis ditulis (X, *, 0) yang memenubhi
kondisi berikut:

a ((x*y)*(x*2))*(zxy) =0,

b. (xx(x*y))*xy =0,

C. xxx =0,

d x*y=0dany *x =0makax =y,

untuk setiap x,y,z € X.

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa di dalam al-Quran juga terdapat konsep
yang menyerupai konsep himpunan di dalam matematika dan aljabar BCI

merupakan salah satu dari himpunan tersebut.



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab Il telah dijelaskan bahwa, struktur aljabar merupakan himpunan
yvang tidak kosong dengan paling sedikit satu atau lebih operasi biner dan
aksioma-aksioma yang berlaku (Kamil, 2016). Untuk mempelajari struktur
aljabar, paling dasar yang harus dipahami adalah himpunan. Salah satu yang
termasuk himpunan adalah aljabar BCI.

Pada pembahasan aljabar BCI, terdapat beberapa istilah yang harus
dipelajari, seperti sub-aljabar, ideal pada aljabar BCI dan himpunan halus pada
aljabar BCI. Misalkan U adalah himpunan semesta awal dan E adalah himpunan
parameter. Jika x adalah elemen dari E maka pasangan dari (x fA(x)) disebut
himpunan halus atas U jika f, adalah pemetaan dari E ke koleksi semua sub-
himpunan dari U.

Pemahaman mengenai himpunan halus adalah awal untuk memahami
tentang ideal halus pada aljabar BCI dan ideal sub-implikatif halus pada aljabar
BCI. Di bawah ini penulis menjelaskan tentang teorema, dalil dan contoh dari
gabungan ideal sub-implikatif halus pada aljabar BCl yang merupakan inti dari

penelitian ini.

3.1 Sifat-sifat Gabungan Ideal Sub-implikatif Halus
Berdasarkan definisi gabungan ideal sub-implikatif halus yang telah
dibahas pada bab Il, kemudian dibuktikan beberapa teorema yang merupakan

sifat-sifat dari gabungan ideal sub-implikatif halus. Teorema-teorema tersebut
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adalah sebagai berikut:

Teorema 1

Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI, maka setiap U-soft
sub-implicative ideal adalah U-soft ideal (Ahn, dkk, 2017:160).

Bukti:

Misalkan F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U. Berdasarkan

persamaan (2.17) V x,y,z € E dan y = x maka berlaku
faG20) € 3 (G2 #2) * (2 0)) *2) U fy(2)

fa(x) = falx = 0)

= fo(x*(x * x)) (Definisi aljabar BCI)
= fu(x? % x) (Definisi x™ * y)

fa (G2 xx) * (2 x2)) % 2) U fa(2)

= fa (((x * (x x x)) * (x * x)) * z) U fa(2) (Definisi x™ * y)

= ((xx0)x0) x2) U fu(2) (Definisi aljabar BCI)
= fa((x ¥ 0) x2) U f4(2) (Sifat aljabar BCI b1)
= falx x 2) U f4(2) (Sifat aljabar BCI b1)

Karena f,(x) = f(x? = x) dan

fa((G2 5 2) « (e x20) £ 2) U fa(2) = falx * 2) U fa() maka

fal? 5 x) € fa (2 v x) + (e x 2)) +2) U ful2) =
fa(x) € falx x 2) U f4(2)

Artinya untuk semua x,z € A maka f;(x) € f,(x *z) U f4(2) sehingga

dapat dikatakan bahwa f, adalah U-soft ideal atas U.
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Di bawah ini penulis memberikan contoh bahwa kebalikan teorema belum
tentu benar. Artinya U-soft ideal belum tentu U-soft sub-implicative ideal.
Contoh 1
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X = {0,a,b,c} adalah aljabar BCI dan
operasi * didefinisikan mengikuti Tabel 3.1:

Tabel 3.1 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b, c}
* 0 a b G

0 0 0 0 c

a a 0 0 c

b b b 0 c

@ 6 c c 0

(Ahn, dkk, 2017:160)

Misalkan 7, dan 7, adalah subset dari U sedemikian sehingga 7, S t,.
Didefinisikan suatu himpunan halus F5 atas U sebagai berikut:

Fg = {(0,71), (a,72), (b, 72), (¢, 72)}

Berdasarkan (2.6) akan ditunjukkan (Vx € E)(fz(0) < fz(x), perlu diingat
fe(0) =14

Untuk x = 0,

fe(x) = fz(0) = 7., karena fz(0) = 7, dan 7; € 7,, maka fz(0) S fz(x)
Untuk x = a,

fe(x) = fg(a) = 7, karena fz(0) = 7, dan t; € 7, maka fz(0) < fz(x)
Untuk x = b,

fe(x) = fg(b) = 14, karena fz(0) = 7, dan 7, S 7, maka fz(0) S fz(x)

Untuk x = ¢,



83
fe(x) = fg(c) = 72, karena f¢(0) = 7, dan 7; S 7, maka fz(0) &S fz(x).
Berdasarkan (2.7) akan ditunjukkan (vx,y € E)(fy(x) € fa(x * ¥) U £())
maka:

Untukx =0,y =0
fe(0) =74
fe(0 % 0) U f¢(0) = fg(0) U f¢(0)
=7,UT1,
e
Karena f(0) = 7, f(0 * 0) U fz(0) = 7, dan 7, S 7, maka
fa(0) € f4(0 % a) U fu(a).
Untukx =0,y = a
fe(0) =74
fe(0*a) U fg(a) = fz(0) U fz(a)
: o d
e
Karena f;(0) = 7,, f3(0 * @) U fz(a) dan 7, € 7, maka
fa(0) € f4(0 xa) U fy(a).
Untukx =0,y = b
fe(0) =1
fe(0+b) U fg(b) = fe(0) U f(b)
=17,UT,
_1,
Karena f;(0) = 7, f3(0 * b) U fz(b) = 7, dan 7, € 7, maka

fa(0) € f4(0 % b) U fa(b)



Untukx =0,y = ¢
fa(0) =14
fe(0x ) U fe(c) = fz(0) U fz(c)
=7, UT,
=1,
Karena £;(0) = 7; fz(0 * ¢) U fz(c) = , dan 7, 7, maka
fa(0) € fa(0*c) U fu(c)
Untukx =a,y = 0
fe(@) =1,
fe(a*0) U fz(0) = fz(a) U fz(0)
=T, Uty
=1,
Karena fz(a) = 7, fz(a * 0) U f(0) = 7, dan 7, < 7, maka
fa(a) € fa(a*0) U £,(0)
Untukx =a,y = b
fe(@) =1,
fela*b) U fz(b) = fz(0) U fz(b)
=1, UT,
=1,
Karena fy(a) = 1, fz(a * b) U fp(b) = 7, dan 7, < 7, maka
fa(a) € fa(a* b) U f,4(b)
Untukx =a,y =c
fe(a) =1,
felaxc) U fp(c) = fe(c) U fi (o)

84

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



=T,UT,
=1,
Karena fz(a) =1, fg(a*c) U fg(c) = 1, dan t, S 7, maka
fa(@) € falaxc) U fu(c)
Untukx = b,y =0
fe(b) =1,
fe(b*0) U fg(0) = fe(b) U fz(0)
= HYUT,
=1,
Karena fy(h) = 7, fy(h * 0) U fz(0) = 7, dan 7, C 7, maka
fa(b) € fa(b *0) U f(0)
Untukx =b,y =a
fe(b) =1,
fe(b*a) U fg(a) = fe(b) U fr(a)
=T,UT,
=1,
Karena fz(b) = 7, fy (b * @) U f;(a) = 7, dan 7, < 7, maka
fa(b) € fa(b x a) U fy(a)
Untukx=b,y =c
fe(b) =1,
fe(bxc) U fp(c) = fg(c) U fe(c)
=7,UT,
=1,

Karena fz(b) = 14, fg(b * c) U fr(c) = 175, dan 7, S 7, maka

85

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



fa(b) € fa(b *c) U f4(c)
Untukx =c,y =0
fe(e) =1,
fe(e*0) U f(0) = fz(c) U f(0)
=1,UT,
=1,
Karena fz(c) = 75, fs(c * 0) U fz(0) = 1, dan 7, C 7, maka
fa(c) € fale * 0) U £4(0).
Untukx =c,y = a
fe(e) = 7,
felexa) U fg(a) = fe(c) U fe(a)
=1,Ur,
=1,
Karena fz(c) = 15, fs(c * a) U fz(a) = 7, dan 7, C 7, maka
fa(©) € falc * a) U fa(a).
Untukx =c,y = b
fe(©) = 7,
fe(e xb) U fe(b) = fz(c) U fz(b)
=1,UT,
=1,
Karena f;(c) = 5, fs(c * b) U f(b) = 1, dan 7, € 7, maka
fa(€) € falc *b) U fa(b).
Untukx =c,y =c

fe(c) =1,
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fe(c*xc) U fg(c) = fz(0) U fz(D)

=7,UT,

=1,
Karena fz(c) = 14, fg(c * c) U fg(c) = 1, dan 7, S 7, maka
fa(©) € felc* ) U fz (o).
Dengan demikian persamaan (2.16) dan (2.17) terpenuhi untuk Fg, maka
terbukti bahwa Fy adalah U-soft ideal atas U. Tetapi Fy bukan U-soft sub-
implicative ideal atas U karena berdasarkan (2.17) untuk x = b,y = a,z=10

diperoleh:
fe(@®+b) & f (b2 x@) * (@ b)) * 0) U £(0)
fs(@® * b) = fg(a * (a*b))

= fe(a+0)

= fe(@)

_4

fi (0% @) * (@ + b)) +0) U £(0)
= i (b + 0+ @) * (@) x0) U £(0)

= fs (((* ) x0) * 0) U £z(0)
= fe((0%0) *0) U f(0)

= fg(0 % 0) U f¢(0)

= fe(0) U fz(0)

=7, UTy
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Karena f;(a? + b) = 7, fz (((b? * @) * (@ * b)) *0) U fz(0) =,

dan T, &y maka  fp(a? ¢ b) € fi (02 <@+ @)+ 0) U £(0))

tidak sesuai dengan persamaan (2.17) yaitu (Vx,y,z € E)

(fE(yZ *x) C fr (((x2 xy) * (y *x)) * z) U fE(z)>, Jadi Fy bukan U-soft

sub-implicative ideal atas U.

Dalil 1
Misalkan (U, E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. A adalah sub-aljabar
dari E. Misalkan F, € S(U) jika F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas

U, maka fungsi aproksimasi f, dari F, memenuhi kondisi berikut:

v,y € A) (fay? ¥ x) € fa((? ) * (v + ) (31)
(Ahn, dkk, 2017:161)

Bukti:
Misalkan F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U. Berdasarkan (2.17)
berlaku: (Vx,y,z € A) (fA(y2 *x) © (((x2 xy) * (y * x)) * z) U fA(Z)>.

Misalkan z = 0 maka (Vx,y, 0 € A) berlaku:

fa?x %) € fa (G2 % )+ (7 +x)) % 0) U £4(0)

c f, (((x2 £y) % (y *x)) U fA(O)) (Sifat Aljabar BCI b1)
2 xx) Cf (((x2 xy)* (yxx)) U fA(O)) (Berdasarkan 2.16)
= fa((x? *y) * (y ¥ x))

sehingga Vx,y € A berlaku f,(y% *x) € fu((x? * y) * (y * x)).

Berikut ini penulis akan memberikan contoh U-soft sub-implicative ideal
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yang memenubhi dalil 1 yang telah disebutkan sebelumnya.
Contoh 2
Misal (U, E) = (U,X) dengan X = {0, 1,2} adalah aljabar BCI dan operasi *
didefinisikan mengikuti Tabel 3.2:

Tabel 3.2 Definisi Operasi * pada X = {0, 1, 2}
* 0 1 2

0| 0 0 | 2

1 1 O A 2

2 2 2 || O

(Ahn, dkk, 2017: 9)

Didefinisikan himpunan halus F; = {(0,1,),(1,7,),(2,7,)} adalah U-soft
sub-implicative ideals atas U, dengan 7; € 7.

Akan ditunjukkan bahwa f; memenuhi kondisi

vx,y € B) (fr(7?+ ) € fo((x% + ) + (v + 1))
Jawab:
Untukx =0,y =0
fz(0? % 0) = f(0+ (0%0))
= fz(0 % 0)
= fz(0)
— 1,
f5((0% % 0) + (0% 0)) = fz ((0+(00))+0)

= fz((0 % 0) x 0)
= fE(O * 0)
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= f&(0)
=1,
Karena fz(0%%0) =1y, fz((02%0)*(0x0)) =1, dan 7, S7; maka
f£(02 % 0) < fz((02 % 0) * (0 % 0))
Untukx =0,y =1
fe(12 % 0) = fg(1 % (1% 0))
=fe(1+1)
= f£(0)
=1,
£o((0% 1)+ (1% 0)) = f5 ((0% (0% 1)) x 1)
= fz((0x0) * 1)
= fe(0+1)
= f&(0)
=1,
Karena fz(12%0) =1, fz((0?x1)*(1%0)) =7, dan 7, S7; maka
fe(12 % 0) € fz((02 x 1) * (1% 0))
Untukx =0,y = 2
fe(22%0) = fg(2* (2+0))
= f5(2%2)
= f£(0)
=1,
£((0% % 2) x 2% 0)) = f; ((0 £ (0% 2)) * 2)
= fz((0+2) *2)
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= fe(2+2)
= f&(0)
=1,
Karena fz(22+0) =1y, fz((0?%2)*(2%x0)) =1, dan 7, S 7, maka
fe(22 % 0) € fz((02 % 2) (2% 0))
Untukx =1,y =0
fe(02 x1) = fz(0+ (0% 1))
= fg(0+0)
= f&(0)
=1,
fe((1% % 0) x 0+ 1) = f5 (1 + (1 0)) *0)

= fp((1* 1) * 0)
= fe(0%0)
= f£(0)
=1,
Karena fz(0%2+1) =1y, fz((12%0)*(0x1)) =17, dan 7; €7, maka
fe(02 x 1) € fz((12 x0) * (0 % 1))
Untukx =1,y =1
fe(1? 1) = fg(1+(1+1))
= fr(1%0)
= fe(D)

fo((12x D)« (15 1) = £, ((1 £ (1%1)) * 0)
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= f5((1%0) x0)
= fe(1%0)
= fe(D)
=1,
Karena fz(12+1) =1, fp((12%x1)x(1+1)) =1, dan 7, S 7, maka
fe(12x1) € fr((12 1) = (1 % 1))
Untuk x = 1,y = 2
fe(22x1) = fe(2%(2+ D))
= fe(2%2)
= fz(0)
_
(% x2) x 2+ 1) = f (1 (1+2)) 2)
= fe((1+2)+2)
= fe(2%2)
= fz(0)
—
Karena fz(22%1) =1, fe((12%2)*(2%1)) =7, dan 7, S7; maka
fe(2?%1) € fp((12 x2) * (2 + 1))
Untuk x =2,y = 0
fe(0%+2) = f(0* (0+2))
= fe(0%2)
= fe(2)
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fe((22%0)x (0%2)) = f5 (2% (2% 0)) +2)
= fz((2+2) *2)
= fe(0+2)
= f£(2)
—
Karena f;(0%22) =1, fz((22%0)*(0%2)) =1, dan 7, S 7, maka
fe(02 % 2) € fz((22 % 0) * (0 % 2))
Untukx = 2,y = 1
fe(1?%2) = fe(1+(1+2))
= fe(1*2)
= fe(2)

f(@2 1)« (1%2)) = f; ((2 £ (2% 1)) * 2)

= fx((2+2) «2)

= fe(0x2)

= fz(2)

=1,
Karena fz(12%2) =1, , fp((22*1)*(1x2)) =7, dan 7, S 7, maka
fe(12%2) € fz((22 x 1) = (1 % 2))
Untukx =2,y = 2
fe(2?%2) = fp(2+(2+2))

= fz(2+0)
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= fe(2)

fi(@ 52+ @2+ 2) = fo ((2+ 2+ 2) +0)

= f((2+0) x 0)
= f¢(2+0)
= ()
=1,
Karena fz(22x2) =1, , fz((22%2)*(2%2)) =1, dan 7, S 7, maka
fe(22%2) € fz((22 % 2) x (2 % 2))
Dengan demikian Fp adalah U-soft sub-implicative ideal atas U, dan fungsi
aproksimasi fz memenuhi kondisi fz(y? * x) S fp((x? * y) * (y *x)) untuk
setiap x,y € E.
Teorema 2
Misalkan (U, E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI. A adalah sub-aljabar
dari E, misalkan F, € S(U). Jika F, adalah U-soft ideal atas U memenuhi
kondisi (3.1), maka F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U (Ahn, dkKk,
2017:161).
Bukti:
Misalkan F, adalah U-soft ideal yang memenuhi (3.1) maka Vx,y € A fungsi

aproksimasi f, dari £, memenuhi kondisi berikut:
fay? *x) € fa((x® *y) = (y * x))

< fu (((? + y) * (7 x 1)) % 0) (Sifat aljabar BCI b1)
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Berdasarkan (2.6) £,(0) < f(x) maka £;(0) € fu (((x? xy) * (y %)) + 0)

sehingga
£+ 0 € £ (G2 ) = (7 +0) < 0)

= 2 (@2 + ) * (7 ¥ x))  0) U £4(0)

Misalkan z = 0 maka berlaku

a2 ) € fo (2 +3) * (7 £ 0) ¥ 2) U fu(2) dengan x,, 7 € A,
Berikut ini penulis memberikan contoh kebalikan dari teorema 2 yang
telah dibuktikan sebelumnya, bahwa U-soft ideal yang tidak memenuhi kondisi
(3.1) bukan U-soft sub-implicative ideal.
Contoh 3
Misalkan (U, E) = (U, X) dengan X = {0, a, b, ¢} adalah aljabar BCI dan

operasi * didefinisikan mengikui Tabel 3.3:

Tabel 3.3 Definisi Operasi * pada X = {0, a, b, c}
* 0 a b c

0 0 0 0 c

a a 0 0 c

b b b 0 c

c c c c 0

(Ahn, dkk, 2017: 160)

Didefinisikan himpunan halus F = {(0,1,),(a,t,),(b,15),(c,1,)}.
Berdasarkan contoh 1, Fr adalah U-soft ideal.

Pertama, akan ditunjukkan bahwa fungsi aproksimasi f; memenuhi kondisi

fe(¥? xx) € fe((x? xy) = (y xx)) untuk setiap x ,y € E
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Untukx =b,y = a
fs(a® +b) = fg(ax(a b))
= fz(a*0)
= fo(a)
=1,
fo(®? x @)+ (@ b)) = fz ((b* (b a)) < 0)

= fz((b * b) * 0)

= fg(0*0)

= f&(0)

=1,
Karena fz(a? * b) = T, dan fz((b? x a) * (a * b)) = 7, maka
fe(a? « b) & fz((b? » a) * (a= b)) dengan demikian fungsi aproksimasi fz
tidak memenuhi kondisi fz(y? * x) € fz((x? *y) x (y xx)) untuk x = b
dany = a.
Kedua, akan ditunjukkan bahwa F; adalah U-soft sub-implicative ideal. Maka

fungsi aproksimasi f harus memenuhi

fe? ) € fp (2 + ) % (7 + 1)) % 2) U f(2) dengan x,, 7 € .
Untukx = b,y =a,z=0
fe(a® x b) = fe(a* (a*b))

= fz(a x0)

= fe(@)

fs (0% @) * (@ * b)) +0) U £(0)
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= e (((b+ (@) x (@x 1)) x0) U £(O)

= fe (((0 + )+ 0)  0) U £(0)
= fe((00) x 0) U f(0)

= fz(0 % 0) U f(0)

= fz(0) U f(0)

=7,UT

Karena fz(a? * b) = 1, dan fz (((b2 xa) * (axb))* 0) Uf(0) =1

maka  fo(a®*b) & fs ((((b2 «a) * (@ b)) *0) U fE(O)), dengan
demikian F5 bukan U-soft sub-implicative ideal, karena fungsi aproksimasi fz

tidak memenuhi kondisi fz(y? * x) C f5 (((x2 *y) x (y * x)) * Z) U fa(2)

untuk x = b,y = a dan z = 0. Sehingga dapat disimpulkan bahwa U-soft

ideal yang tidak memenuhi kondisi (3.1) bukan U-soft sub-implicative ideal.
Teorema 3

Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah p-semisimple pada aljabar BCI

untuk A sub-aljabar dari E. Misalkan F, € S(U) maka U-soft ideal atas U

sama dengan U-soft sub-implicative ideal atas U (Ahn, dkk, 2017:161).
Bukti:

Diketahui X adalah p-semisimple maka berlaku 0 = (0 * x) = x untuk setiap

x € X. Sehingga untuk setiap

(xy€X) (x**y) =y (3.2)

Menggunakan sifat aljabar BCI:
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((x*y)*(x*2))*(zxy) =0

(xxy)x (xxz) =(z*y)

x?xy =x*(x*y)

xx(xxy)=(x*0)*(x*y)
=yx%0

=y
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(3.3)
(Definisi x™ * y)
(Sifat aljabar BCI b1)
(Persamaan 3.3)

(Sifat aljabar BCI b1)

Asumsikan bahwa F, adalah U-soft ideal atas U maka untuk setiap x,y,z € A

berlaku
fa?xx) = f(x)
€ fu(x*2) U f1(2)
= fa((? *x) x 2) U fu(2)

= fa (7> G x0) +2) U fa(2)

= fu (2 + )+ 7+ 2)) *2) U fu(2)

(Persamaan 3.2)
(DefinisiU-soft ideal )

(Persamaan 3.2)
(Definisi x™ * y)

(Persamaan 3.2)

Dengan demikian F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U.

Teorema 4

Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Maka setiap U-soft

p-ideal adalah U-soft sub-implicative ideal (Ahn, dkk, 2017: 162).

Bukti:

Misalkan F, adalah U-soft p -ideal atas U, dengan A adalah sub-aljabar dari

E. Maka F, adalah U-soft ideal atas U. Fungsi approksimasi f, memenuhi:

12+ 0 € o (02 220 5 (2 +9) * 3+ 0)) U fu(G2 % 9) 5 (v * )

= /i (o (04 (02 e 0+ (620 + O+ x>)))) WAEES)
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* (y * x)) (Persamaan 2.15)
= (05 (623 0+20)) £ (0 &7 x 1) ) U fal @ *9)
* (y * x)) (Sifat-sifat aljabar BCI b8)

= £a ([0 &2+ 3)) % (0 (y x 0))] * (0% (¥? + x)))

U fa((x? xy) * (y *x)) (Sifat-sifat aljabar BCI b3)
A([(0+ G o) @x G (0 0+ 0+ )
U fa((x% ) * (y *x)) (Definisi x™ * y)

= £a[(C02) % (0% 1)) * (0% v+ 2))| + (O (v + (v *

x) U fu((x? *y) * (y xx)) (Sifat-sifat aljabar BCI b3)
:fA([((O*x)*(0*(x*y)))*(0*(y*x))]*[(O*y)*

(0% *0)]) U fa((x2 ) = (& * )
(Sifat-sifat aljabar BCI b3)
< fa ([0 %) + (0 Ge ¥ )]+ (0 %)) U fa((x? 5 y) * (v * 2))
(Sifat-sifat aljabar BCI b6)
= fal (0 2) x (0% 3)) + (0 (x ¥ )] U fu((x? * 3) * (y % %))
(Sifat-sifat aljabar BCI b2)
= fa (0% G 3)) (0% (e x ) ) U fa( (6% + ) + (v 2))
(Sifat-sifat aljabar BCI b3)
= f2(0) U fo((x% % y) * (¥ * X)) (Sifat-sifat aljabar BCI a3)

= fa((x? *y) * (y * x))
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Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.1) F, adalah U-soft sub-
implicative ideal atas U.
Berikut ini penulis memberikan contoh bahwa kebalikan dari teorema 4
yang telah dibuktikan sebelumnya belum tentu benar.
Contoh 4
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X = {0,1,2} adalah aljabar BCI dan
operasi * didefinisikan mengikuti Tabel 3.4:

Tabel 3.4 Definisi Operasi * pada X = {0, 1, 2}
* 0 1 2

0 0 0 2

1 il 0 Z

2 2 2 0

(Ahn, dkk, 2017: 9)

Misalkan 7, dan 7, adalah himpunan bagian dari U sedemikian sehingga
T, € 1,. Didefinisikan himpunan halus Fy atas U sebagai berikut:
Fg ={(0,71), (1, 72), (a,72)}
Berdasarkan penjelasan pada contoh 19, F; adalah U-soft sub-implicative
ideal. Maka akan ditunjukkan bahwa Fy adalah U-soft p-ideal, sehingga
fungsi aproksimasi fz harus memenuhi
fe(x) € fE((x *7) * (y * z)) Ufg(y)untukx,y,z€E
Untuk x =2,y =0,z =2
fe(2) =1,
fe(@%0) % (0% 2)) U fz(0) = f(2%2) U f(0)
= fe(0) U fz(2)
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Karena fz(2) = 7, dan fz((2 * 0) = (0 * 2)) U fz(0) = 7, maka
f2(2) € fz((2%0) = (0 2)) U fz(0) , dengan demikian Fy bukan U-soft p-
ideal karena fungsi aproksimasi fg tidak memenuhi fz(x) S fE((x * Z) *
(y *Z)) Ufg(y)untukx =2,y =0danz = 2.

Teorema 5
Misalkan (U, E) = (U, X) dengan X adalah aljabar BCI, diberikan sub-aljabar
A dari E. Misalkan F, € S(U) maka berikut ini adalah ekuivalen:
I. F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U
ii. Himpunan t-exclusive dari F, adalah ideal sub-implikatif atas A untuk

setiap T € U.

(Ahn, dkk, 2017:162).

Bukti:
Dari (i) ke (ii)
Andaikan F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U maka F, adalah U-
soft ideal atas U. Menggunakan lemma 3 maka e(Fy; t) adalah ideal dari A
untuk setiap t € U.
Misalkan V x,y,z € A ((x2 *y) * (y * x)) xz € e(Fy;7) dan z € e(Fy; 7).

Berdasarkan definisi T-exclusive maka
fa((@Py) «(y*x)) v z) S rdan fu(z) € T

fa (((x2 xy) * (y *x)) * z) Ufaz) St

Berdasarkan definisi U-soft sub-implicative ideal atas U diperoleh
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1020 € i (e« 0) sz) U@ €

2+ 2) € (2 +y) « (7 + 1)) +2) U (2) € e(Fyi 1)
(y? xx) € e(Fy; 1)
Maka e(F,; T) adalah ideal sub-implikatif dari A.
Dari (ii) ke (i)
Andaikan himpunan tak kosong z-exclusive e(F,; ) dari F, adalah ideal sub-
implikatif dari A untuk setiap T € U. Karena e(F,; ) adalah ideal sub-
implikatif dari A maka e(F,; ) adalah ideal dari A. Dengan lemma 3 maka F,
adalah U-soft ideal dari A.
Misalkan V x,y € A ,]’A((x2 *y) x (y * x)) C 7 maka
((x% *y) * (y *x)) € e(Fy; 7). Berdasarkan teorema 3 pada bab 2
(v? * x) € e(F,;7) Dengan menggunakan teorema 2
fa?xx) € f1((x? *y) * (y * x)) € e(F,; 7) . Dengan demikian F, adalah
U-soft sub-implicative ideal atas U.
Ideal sub-implikatif dari e(F4; t) di dalam teorema tersebut disebut ideal
sub-implikatif exclusive atas F,.
Teorema 6
Misalkan (U,E) = (U,X) dan F, € S(U) dengan X adalah aljabar BCI
dan A adalah sub-aljabar dari E. Untuk = subset U, didefinisikan himpunan
halus F, atas U sebagai berikut:
fax)  jikax € e(Fy;7)

fiiE - PWU),x l—>{

U untuk lainnya

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jika F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U maka F; juga U-soft sub-
implicative ideal atas U. (Ahn, dkk, 2017:163).
Bukti:
Misalkan F, adalah U-soft sub-implicative ideal atas U. Maka e(F,; t) adalah

ideal sub-implikatif sehingga ada 0 € e(F,; ) berartivx € A

fa(0) = f4(0) & fa(x) € fi (x) Jadi f4(0) & i (x).

Untuk setiap x,y, z € A jika
(((x2 *y) * (y * x)) * Z) € e(F,; 1) dan z € e(F,; ) maka

(y? * x) € e(Fy; 7).

(v? x x) € e(F,;7) berarti
fi®2x) = f1(? % x)
< f2 (@2 +3) @+ 00) +2) U fu(2)
= £ (@2 +y) « @+ 1)) *2) U £ (2)
Jad £ (v2 x %) € i (2 9) x G+ 0)) * 2) U £ (2)
Misalkan ((x2 = y) = (y * x)) * z & e(F,; 7) atau z ¢ e(Fy; 7). Maka
fi (@2 y) « (y ¥ x)) *z) = U atau £ (2) = U
fi (@) G+ 0) x2) U fi (@) = U

Karena f; (x) € U maka
fi@ U =f (23« @ +0) «2) U fi (@)

0 € £ (025 y) + v+ 20) x2) U £1(2)

Dengan demikian F; juga merupakan U-soft sub-implicative ideal atas U.
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Teorema 7
Misalkan (U,E) = (U,X) dengan X adalah aljabar BCI. Maka setiap ideal
sub-implikatif dari E dapat dinyatakan sebagai ideal sub-implikatif exclusive
dari beberapa U-soft sub-implicative ideal atas U.
Bukti:
Misalkan A adalah ideal sub-implikatif dari E. Untuk setiap 7 € U, misalkan
F, adalah himpunan halus dari U yang didefinisikan dengan
{T jikax € A
fa:E - P(U),x -
U jikax & A
Misalkan 0 € A maka f,(0) =1
fa(0) S f4(x) S tjadi f4,(0) S f4(x) untuk setiap x € E

Untuk setiap x,y,z € E jika

((x?xy)*(y*x))*z€A dan z € A maka y% »x € A dengan demikian
fa (@2 +y)  (y %)) + z) = 7 dan fy(2) = T maka

£ (G2 * y) * ( * 0))  2) U f4(2) = 7 karena f,(y* * x) = T maka
f15?+0) € i (2 *9) * 72 20) ¥ 2) U fu(2)

Jika ((x? xy) » (y *x)) *z & A atau z ¢ A maka

fa (62 )+ (7= 0) *2) = U atau f,(2) = U maka berdasarkan (2.17)
diperoleh f4(y? xx) € U

= (@)« @+ 0) ¥ 2) U fa(2)

Terbukti bahwa F, adalah U-soft sub-implicative ideal dan e(F,; t) = A.
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3.2 Kajian Agama Islam tentang Operasi Gabungan
Keluarga adalah susunan orang-orang yang disatukan oleh ikatan-ikatan
perkawinan, darah atau adopsi (Mufidah, 2013:34). Di dalam al-Quran terdapat
beberapa kata yang mengarah kepada keluarga yaitu ahlul bait disebut keluarga
rumah tangga Rasulullah Saw.
Dalam keluarga itu ada mawaddah dan rahmah, yang dijelaskan dalam

QS. Ar-rum ayat 21:

\
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Z“g;wdvjw Iz léjjlv&mlwﬁ@;blLM\;yJ
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Artinya: “Dan diantara tanda-tanda kekuasaan-Nya ialah Dia menciptakan untukmu
isteri-isteri dari jenismu sendiri, supaya kamu cenderung dan merasa tentram
kepadanya, dan dijadikannya diantaramu rasa kasih dan sayang.
Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-benar terdapat tanda-tanda bagi
kaum yang berpikir (QS. Ar-Rum/30:21).

Dalam masyarakat tersusun dari beberapa keluarga, Islam sangat menganjurkan
untuk menjalankan hubungan baik dengan sesama keluarga atau bisa dikatakan
sebagai hubungan beretangga. Di dalam al-Quran anjuran untuk berhubungan baik

dalam bertetangga dijelaskan dalam QS. an-Nisa’ ayat 36, yaitu:

P
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LTy Gl s Gl il Bh w1555 N @
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123 b YE2 Hles 0 E N AT ) R KASTEL

Artinya: “Mengabdilah kepada Allah dan jangan mempersekutukan sesuatu dengan Dia,
dan berbuat baiklah kepada ibu bapak, kerabat, anak-anak yatim, orang-orang
miskin, tetangga-tetangga dekat, tetangga-tetangga orang yang asing, teman
yang di sampingmu, dan orang dalam perjalanan, dan yang menjadi milik
tangan kananmu. Allah tidak menyukai orang yang congkak, membanggakan
diri (QS. An-Nisa’/30:36).
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Dikaitkan dengan ayat-ayat yang telah disebutkan sebelumnya, istilah
gabungan dalam matematika merujuk pada suatu operasi dasar yang mengenai
dua himpunan atau lebih, sehingga dengan menggunakan operasi tersebut akan
menghasilkan suatu himpunan yang lain. Jika keluarga dianggap sebagai suatu
himpunan dan hubungan antar keluarga dianggap sebagai gabungan, maka
hubungan atau gabungan dari keluarga adalah suatu institusi terkecil dalam
masyarakat yang berfungsi sebagai wahana untuk mewujudkan kehidupan yang
tentram, aman dan damai. Dengan demikian, dapat disimpulkan hubungan antar
keluarga yang membentuk masyarakat, mirip dengan teori gabungan dalam
matematika yaitu, jika dua atau lebih himpunan dikenai operasi gabungan akan

menghasilkan himpunan yang lain.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan vyang telah dijelaskan, diperoleh suatu

kesimpulan bahwa sifat-sifat gabungan ideal sub-implikatif halus dalam aljabar

BCI adalah sebagai berikut:

o

o

Setiap gabungan ideal sub-implikatif halus adalah gabungan ideal halus.

Jika F, adalah gabungan ideal sub-implikatif halus atas U, fungsi aproksimasi
fa memenuhi:

(Vx,y € A)(fa(y? *x) € fa((x? x y) * (v * x)) .

Jika F, adalah gabungan ideal halus yang memenuhi

fa?xx) € fo((x? *y) * (y *x)) untuk setiap x,y € A maka F, adalah
gabungan ideal sub-implikatif halus atas U.

Jika X adalah aljabar BCI yang p-semisimple, maka gabungan ideal halus atas
U sama dengan gabungan ideal sub-implikatif halus atas U.

Setiap gabungan ideal-p halus adalah gabungan ideal sub-implikatif halus.
Untuk (U, E) = (U, X) dan A sub-aljabar dari E, maka berikut ini ekuivalen:
(i) F, adalah gabungan ideal sub-implikatif halus atas U

(if) Himpunan t-exclusive dari F, adalah ideal sub-implikatif atas A untuk

setiap 7 € U.

g. Jika (U,E) = (U,X), setiap A sub-aljabar dari E dan jika F, adalah

gabungan ideal sub-implikatif halus atas U maka F, juga gabungan ideal

sub-implikatif halus.

107
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h. Setiap ideal sub-implikatif bisa direalisir sebagai ideal sub-implikatif

exclusive dari beberapa gabungan ideal sub-implikatif halus.

4.2 Saran

Berdasarkan penelitian ini, maka bagi peneliti selanjutnya diharapkan
dapat melakukan penelitian yang serupa, yaitu menjelaskan sifat-sifat ideal halus
pada grup atau semi grup yang berbeda dalam aljabar BCI, misalkan pada ideal

sub-komutatif.
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