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ABSTRAK

Husna, Miratul. 2018. Spektrum Laplace dari Komplemen Graf Invers dari
Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lIbrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I1) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd.

Kata Kunci: spektrum Laplace, matriks Laplace, nilai eigen, algebraic
multiplicity, komplemen graf invers, grup dihedral.

Misal (G,*) adalah grup berhingga dan S himpunan bagian dari G yang
memuat semua anggota G yang tidak invers ke dirinya sendiri. Graf invers [x(G)
yang dibangun dari G adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota
di G sedemikian sehingga setiap dua titik yang berbeda u dan v adalah terhubung
langsung jika dan hanya jika u * v € S atau v * u € S. Misal G adalah graf dengan
himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). Graf G dapat dipresentasikan dalam
bentuk diagram, salah satunya yaitu dalam bentuk matriks. Matriks Laplace
dinotasikan dengan L(G) didapatkan dari operasi pengurangan matriks derajat
titik yang dinotasikan dengan D(G) dan matriks adjacency dinotasikan dengan
A(G) yang ditunjukkan oleh L(G) = D(G) — A(G). Ketika graf sudah dinyatakan
dalam bentuk matriks, maka dapat dicari nilai eigen dan algebraic multiplicity-
nya. Matriks baru yang memuat nilai eigen pada baris pertama dan nilai algebraic
multiplicity pada baris kedua disebut spektrum. Spektrum yang diperoleh dari
matriks L(G) disebut spektrum Laplace.

Tujuan penelitian ini adalah mencari pola umum spektrum Laplace dari
komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral dan dirumuskan menjadi
suatu teorema. Hasil penelitian ini adalah:

1. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,, untuk n

ganjil dan n > 3 adalah
23t 2 n 0

SpecL(Fs(DZn)) = 1 n—1 3n-3
2 2
2. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n
genap dann = 4k + 2,Vk € N adalah
2n n+4 n+2 n 0
SpecL(Fs(DZn)) = 1 n—2 3n—6

4 - 4

3. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n
genap dan n = 4(k + 1), Vk € N adalah
2n n+4 n+2 n 0
SpeCL(Fs(DZn)) = 1 n—4 3n—4

4 n 4

Bagi penelitian selanjutnya, diharapkan dapat menemukan bermacam-macam
teorema tentang spektrum Laplace dari graf lainnya yang dibangun dari grup
dihedral.
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ABSTRACT

Husna, Miratul. 2018. Laplacian Spectrum of Complement of Inverse Graph
of Dihedral Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Dr. H. Imam
Sujarwo, M.Pd.

Keyword: Laplacian spectrum, Laplacian matrix, eigen value, algebraic
multiplicity, complement of inverse graph, dihedral group.

Let (G,*) be a finite group and S a possibly empty subset of G containing
its non-invertible elements. The inverse graph Ix(G) associated with G is the
graph whose set of vertices coincides with G such that two distinct vertices u and
v are adjacent if and only if either u x v € Sorv*u € S. Let G be a graph with a
set of vertices VV(G) and a set of edges E(G). Graph can be represented in the
matrix form, for example Laplacian matrix denoted by L(G) derived from a
degree matrix reduction operation denoted by D (G) and the adjacency matrix
denoted by A(G) indicated by L(G) = D(G) — A(G). When the graph has been
represented in matrix form, then the eigen values and algebraic multiplicity can be
determined. The new matrix which containing all of eigen values in the first row
and the algebraic multiplicity in the second row is called the spectrum. The
spectrum obtained from the matrix L(G) is called the Laplacian spectrum.

The purpose of this research is to find Laplacian spectrum pattern of
complement of inverse graph obtained from dihedral group and formulated into
theorems. The results of this research are:

1. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group D5,
foroddnandn > 3is
Py S 2 n 0

specy(Ts(D2)) = > 1 3n-3
2 2

2. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group D,

forevennanddann = 4k + 2,Vk € N is
2n n+4 n+2 n 0

specy(Ts(Dzy)) = B2 3 6

1
4 4

3. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group D,,,
foroddnandn =4(k+1),Vk €N is
2n n+4 n+2 n 0
SpecL(Fs(DZn)) = 1 n—4 3In—4

4 n 4

For further research, it is desirable to find various theorems about the Laplacian
spectrum from other graphs of dihedral group.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran merupakan kitab suci bagi umat Islam. Selain sebagai kitab suci,
al-Quran juga merupakan sumber hukum utama dalam ajaran agama Islam. Al-
Quran merupakan sumber dari berbagai macam ilmu pengetahuan. Ilmu
pengetahuan memberikan penjelasan untuk mendorong manusia mengembangkan
dan memperluas wawasan sesuai dengan perkembangan zaman. Salah satunya
yaitu ilmu matematika. Sebagaimana firman Allah Swt dalam surat al-Mujadilah

ayat 11, yaitu:

AR PR g | PEO A rij Ja 13 550 Ll ¢l
Go 30 7 =

el 1,54) 2l "Kes 1221 Gl 40 & 193200 Ty52T L3 135 7T

Artinya: “Hai orang-orang beriman apabila dikatakan kepadamu: "Berlapang-
lapanglah dalam majlis”, maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan
untukmu. Dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", maka berdirilah, niscaya Allah
akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi
ilmu pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah Maha Mengetahui apa yang kamu
kerjakan”(QS. al-Mujadilah:11).

Menurut tafsir Jalalain (Hai orang-orang yang beriman, apabila dikatakan
kepada kalian, "Berlapang-lapanglah) berluas-luaslah (dalam majelis”) yaitu
majelis tempat Nabi Saw berada, dan majelis dzikir sehingga orang-orang yang
datang kepada kalian dapat tempat duduk. Menurut suatu giraat lafal al-majaalis
dibaca al-majlis dalam bentuk mufrad (maka lapangkanlah, niscaya Allah akan

memberi kelapangan untuk kalian) di surga nanti. (Dan apabila dikatakan,
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"Berdirilah kalian™) untuk melakukan salat dan hal-hal lainnya yang termasuk
amal-amal kebaikan (maka berdirilan) menurut giraat lainnya kedua-duanya
dibaca fansyuzuu dengan memakai harakat damah pada huruf Syinnya (niscaya
Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antara kalian) karena
ketaatannya dalam hal tersebut (dan) Allah meninggikan pula (orang-orang yang
diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat) di surga nanti. (Dan Allah Maha
Mengetahui apa yang kalian kerjakan).

Avyat tersebut menjelaskan tentang seorang yang akan diangkat derajatnya
olen Allah, yaitu orang-orang yang beriman dan orang-orang yang berilmu
pengetahuan, dengan beberapa derajat. Orang yang beriman dan berilmu
pengetahuan akan menunjukkan sikap yang arif dan bijaksana. Iman dan ilmu
tersebut akan membuat orang mantap dan agung. Tentu saja yang dimaksud
dengan yang berilmu itu artinya yang diberi pengetahuan. Ini berarti pada ayat
tersebut membagi kaum beriman kepada dua kelompok besar, yang pertama
sekedar beriman dan beramal saleh, dan yang kedua beriman dan beramal saleh
serta memiliki pengetahuan. Derajat kelompok kedua ini menjadi lebih tinggi,
bukan saja karena nilai ilmu yang disandangnya, tetapi juga amal dan
pengajarannya kepada pihak lain baik secara lisan, tulisan maupun dengan
keteladanan (Shihab, 2004). Salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai
macam ilmu lainnya yaitu matematika, khususnya teori graf.

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di

V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
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dilambangkan dengan n(G), dan banyaknya unsur di E'(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan m(G).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik « dan v, ditulis e = uv.
Jika e = uv adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u
dan v disebut ujung dari e (Chartrand, dkk, 2016).

Teori graf juga membahas tentang suatu graf yang dibangun dari grup,
misalnya graf invers dan komplemen graf invers. Misalkan (G,*) adalah grup
berhingga dan S = {u € Glu # u~1}. Didefinisikan graf invers yang terkait
dengan G, yaitu I';(G) adalah graf yang himpunan titiknya anggota dengan G
sedemikian sehingga dua titik yang berbeda u dan v adalah terhubung langsung
jika dan hanya jika uxv €S atau v*u € S (Alfuraida dan Zakariya, 2017).
Sedangkan komplemen G (ditulis G) dari graf G adalah graf dengan himpunan
titik V(G) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di G jika dan hanya
jika titik tersebut tidak terhubung langsung di G (Chartrand, dkk, 2016). Graf
invers dapat dibangun dari grup dihedral. Grup dihedral adalah grup dari
himpunan simetri-simetri dari segi-n beraturan, dinotasikan D,,,, untuk setiap n
bilangan bulat positif dan n = 3 (Dummit dan Foote, 2004).

Graf tidak hanya disajikan dalam bentuk gambar, tetapi juga dapat
disajikan dalam bentuk matriks. Misalkan G suatu graf dengan V(G) =
{vi, (U, ..., v, }. Matriks keterhubungan titik (vertex adjacency matrix) graf G
adalah matriks bujur sangkar, dinotasikan dengan A(G) = (a;;) adalah matriks
berordo n x n dengan a;; = 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v;

dan a;; = 0 untuk lainnya. Dengan demikian, maka matriks keterhubungan titik
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graf G adalah matriks simetri dengan entri O dan 1 dan bernilai 0 untuk semua
entri pada diagonal utamanya (Abdussakir, dkk, 2016).

Matriks derajat dari graf G, dinotasikan dengan D(G) adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-j adalah derajat dari v;, i =
1,2,3,..,n. Matriks L(G) = D(G)-A(G) disebut matriks Laplace dari graf G
(Brouwer dan Haemers, 2010).

Seiring berkembangnya teknologi, teori graf juga semakin berkembang.
Banyak orang melakukan berbagai penelitian salah satunya adalah spektrum pada
suatu graf. Penelitian mengenai spektrum suatu graf merupakan hal yang relatif
baru dan banyak dilakukan. Spektrum suatu graf G, dinotasikan dengan spec(G)
dihasilkan dari matriks keterhubungan suatu graf yang dapat dikaitkan dengan
konsep nilai eigen dan vektor eigen pada topik aljabar linier. Spektrum yang
diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum keterhubungan sedangkan matriks
L(G) disebut spektrum Laplace (Abdussakir, dkk, 2009).

Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf yang sudah pernah
dilakukan antara lain Shuhua Yin (2008) meneliti spektrum Adjacency dan
spektrum Laplace pada graf G, yang diperoleh dari graf komplit K; dengan
menambahkan pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di K;.
Abdussakir, dkk (2012) meneliti spektrum Adjacency, Laplace, Singless Laplace,
dan Detour graf multipartisi komplit K (a4, ay, as, ..., a,). Abdussakir, dkk (2013)
meneliti spektrum Adjacency, Laplace, Singless Laplace, dan Detour graf
commuting dari grup dihedral.

Berdasarkan uraian di atas, maka belum ada penelitian tentang spektrum

komplemen graf invers dari grup dihedral. Dengan demikian maka penulis tertarik
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untuk melakukan penelitian dengan judul “Spektrum Laplace dari Komplemen

Graf Invers dari Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana pola umum spektrum Laplace dari komplemen

graf invers dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah
untuk mengetahui pola umum spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral.

1.4 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah dapat memberikan informasi
mengenai spektrum suatu komplemen graf invers yang diperoleh dari suatu grup
dan menambah pemahaman tentang konsep dalam matematika khususnya pada

bidang strukur aljabar yakni teori graf.

1.5 Batasan Masalah
Untuk lebih memfokuskan penelitian, maka grup dihedral yang dibahas

untuk pencarian pola umum dibatasi pada D¢ hingga Ds.,.

1.6 Metode Penelitian
Dalam penelitian ini metode yang digunakan penulis adalah studi literatur
dengan mempelajari dan menelaah beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang

mendukung penelitian ini.
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Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menghitung spektrum Laplace komplemen graf invers dari grup dihedral

Dy,,n=23,4,..,10,12, 14, 16.

a.

b.

Mengidentifikasi semua anggota dari grup dihedral D,,,.

Membuat tabel Cayley dengan operasi komposisi " o " pada grup dihedral
D,,..

Mencari invers dari setiap anggota pada grup dihedral D,,,.

Membentuk himpunan bagian S dari grup dihedral D,,, yang inversnya
bukan dirinya sendiri.

Menggambar graf invers dari grup dihedral D,,,.

Menggambar komplemen graf invers dari grup dihedral D,,,.

Menentukan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) dan matriks
derajat dari komplemen graf invers dari grup dihedral D,,,.

Menghitung matriks Laplace dari matriks keterhubungan titik (adjacency
matrix) dan matriks derajat.

Menghitung polinomial karakteristik dari matriks Laplace komplemen
graf invers dari grup dihedral D,,,.

Menghitung nilai eigen dan algebraic multiplicity dari matriks Laplace

komplemen graf invers dari grup dihedral D,,,.

2. Menghitung pola spektrum Laplace dari kompilemen graf invers dari grup

dihedral D,, dan dirumuskan menjadi suatu teorema serta dibuktikan

kebenarannya secara umum.
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1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah dalam menelaah dan memahami skripsi ini, maka

penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-

masing
berikut:

Bab |

Bab Il

Bab Il

Bab IV

bab dibagi ke dalam beberapa sub bab dengan rumusannya sebagai

Pendahuluan

Bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab ini, diberikan kajian-kajian yang menjadi landasan masalah
yang dibahas, antara lain himpunan, pengertian grup, grup dihedral,
definisi graf, graf terhubung, graf invers, komplemen graf invers, definisi
matriks, matriks keterhubungan titik (vertex adjacency matrix), derajat
titik, matriks Laplace, nilai eigen dan algebraic multiplicity, eliminasi
gauss, spektrum Laplace.

Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas mengenai pola umum dari spektrum Laplace
pada komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral D,,,.
Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dilakukan dan

saran bagi pembaca yang akan melanjutkan penelitian dalam skripsi ini.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
2.1.1 Definisi Grup
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan

G tidak sama dengan himpunan kosong (G # 0) dan = adalah operasi biner pada

G yang memenuhi sifat-sifat berikut:

1. (a*b) xc =a=(b=*c),untuk semua a, b, c € G (yaitu = asosiatif).

2. Ada suatu elemen e di G sehingga a *xe = e *a = a, untuk semua a € G (e
disebut identitas di G).

3. Untuk setiap a € G ada suatu elemen a™* di G sehinggaa*a ' =al*a=
e (a1 disebut invers dari a).

Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika a *

b = b * a untuk semua a, b € G (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh:

Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat, maka (Z,+) adalah grup karena

berlaku:

i. Operasi penjumlahan (+) pada Z merupakan operasi biner yang terdefinisi di Z
sebab operasi biner merupakan pemetaan Z X Z — Z. Uniuk setiap a,b € Z
maka a + b € Z. Sehingga Z tertutup terhadap operasi +.

ii. Untuk setiap a,b,c € Z maka a+ (b+c) = (a+b) +c. Jadi operasi +

bersifat asosiatif di Z.
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Iii. Terdapat anggota identitas yaitu O terhadap operasi * di Z sedemikian sehingga
a+ 0 =0+ a = a, untuk setiap a € Z.
iv.Untuk a € Z terdapat a~! yaitu (—a) € Z sedemikian sehingga a + (—a) =
(—a)+a=0.
Berdasarkan i, ii, iii, dan iv di atas Z memenuhi aksioma grup maka terbukti

bahwa (Z, +) adalah grup.

2.1.2 Grup Dihedral

Grup dihedral adalah himpunan simetri-simetri dari segi n beraturan
(poligon-n), disebut dihedral-2n D,,, untuk setiap n € Z*, dan n = 3.
Dimisalkan D,,, adalah suatu grup yang didefinisikan dengan s dan t untuk s, t €
D,, yang didapatkan dari penerapan pertama t kemudian s dalam segi-n dari
simetri (simetri sebagai fungsi segi—n, jadi st merupakan fungsi komposisi). Jika
s, t merupakan akibat permutasi dari titik-titik yang berturut-turut yaitu o, 7 maka
st merupakan akibat ¢ ° . Operasi biner di D,, adalah asosiatif karena fungsi
komposisi adalah asosiatif. Identitas dari D,, merupakan dihedral dari simetri
yang dinotasikan dengan 1, dan invers dari s € D,,, merupakan kebalikan semua
putaran dari simetri s (jadi jika s merupakan efek permutasi pada titik-titik o,
maka s~ akibat dari o71).

Grup dihedral akan digunakan secara luas dalam seluruh teks maka perlu
beberapa notasi dan hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan
selanjutnya, serta membantu mengamati D,,, sebagai grup dihedral, yaitu :

1. 1,772, ..., v 1 adalah unsur berbeda dan r™ = 1, sehingga [r| = n,n € N

2. |s| =2
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3. s # r, untuk sebarang i, Vi € Z*
4. srt # sr/untuk semua 0 < i,j <n — 1 dengan i # j, jadi

n=1 g sr,sr?, .., sr" 1},

D,, = {1,172 ..,r
yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r! untuk
suatuk =0atauldan0<i<n-—1

5. rs =sr 1,

6. r's = sr™7¢, untuk semua 0 < i < n. Hal ini menunjukkan cara bagaimana
mengubah s dengan r (Dummit dan Foote, 2004:25).

Contoh:

Misalkan grup dihedral-6 adalah D, = {1,r,72,s,sr,sr?}. Jika dioperasikan

dengan operasi " o " maka didapatkan tabel Cayley berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (Dg)

° 1 r o 3 STy S
1 1 r - s sr | sr?
r r r? D &4 T 3 ST
N 1 r sr | sr? | s
s 3 sr | sr? i) T b2
S | cad s i ! T
gra™iesr? | s ST r e 1

Dari Tabel 2.1 sr dikomposisikan dengan s akan menghasilkan 2 dengan
perhitungan sebagai berikut:
sros=r"1sos
=721

=T2
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2.2 Graf
2.2.1 Definisi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G),E(G)) dimana
V(@) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan
E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (w,v) dari titik-titik u« dan v
yang berbeda di V(G) disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi e = (u, v) pada graf G
ditulis e = uv (Chartrand, dkk, 2016).

Sisi e = uv dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = uv adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut titik-titik yang terhubung langsung (adjacent
vertices), sedangkan u dan e disebut terkait langsung (incident), begitu juga
dengan v dan e. Selanjutnya, jika e; dan e, adalah sisi-sisi berbeda di G yang
terkait langsung (incident) dengan titik, maka e; dan e, adalah sisi-sisi yang
terhubung langsung (adjacent edges) (Chartrand, dkk, 2016).

Suatu graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya
harus ada minimal satu. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi disebut
graf trivial.

Banyaknya titik di graf G disebut order dari G yang dilambangkan dengan
n(G), sedangkan banyaknya sisi disebut ukuran (size) dari G yang dilambangkan
dengan m(G). Graf G(n, m) memiliki order n dan size Z# (Chartrand, dkk, 2016).

Graf G dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram (gambar) yang setiap
titik G digambarkan dengan suatu noktah dan setiap sisi yang menghubungkan
dua titik di G digambarkan dengan kurva sederhana (ruas garis) dengan titik-titik

akhir di kedua titik tersebut. Ada tiga cara untuk menggambarkan suatu graf, yaitu
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dalam bentuk diagram secara geometri, matriks, dan dengan menggunakan
himpunan pasangan berurutan (Budayasa, 2007).

Misalnya diberikan graf G dengan V(G) = {u,v,w,x} dan E(G) =
{eq, e, e3,64,€5} dimana e; = uv, e, = vw,e;3 = wx, e, = ux,es = uw. Maka G

dapat digambarkan sebagai berikut:

u €1 v
L
€s
G 84 ez
@
X €3 w

Gambar 2.1 Graf G

Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai 4 titik dan 5 sisi sehingga n(G) = 4

dan m(G) = 5 (Budayasa, 2007:2).

2.2.2 Graf Terhubung

Misalkan G adalah graf. Jalan (walk) di G adalah suatu barisan berhingga
(tak kososng) W = (vg, ey, vy, €1, Vs, ..., €, Vp) Yang suku-sukunya bergantian
titik dan sisi, sedemikian hingga v;_; dan v; adalah titik-titik akhir sisi e;, untuk
1 <i < k. Dikatakan W adalah suatu jalan dari titik v, ke titik v,, atau jalan-
(vo, vi). Titik v, dan titik v, berturut-turut disebut titik awal dan titik akhir W.
Sedangkan titik-titik vy, v, ..., v,_; disebut titik-titik internal W dan k disebut

panjang jalan W. Perhatikan bahwa panjang jalan W adalah banyaknya sisi dalam
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W. Suatu titik di G, mungkin saja muncul lebih dari satu kali dalam jalan W,
begitu juga dengan suatu sisi di G, boleh muncul lebih dari satu kali pada jalan W.
Jika semua sisi ey, e,, ..., e, dalam jalan W berbeda, maka W disebut jejak (trail).
Jika semua titik vy, v4, v, ..., v, dalam jalan W juga berbeda, maka W disebut
lintasan (path). Suatu jalan yang titik awal dan titik akhirnya berbeda adalah jalan
terbuka, sebaliknya merupakan jalan tertutup.

Suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua titik di
G yang berbeda terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut,
sebaliknya graf G disebut tidak terhubung (disconnected) (Budayasa, 2007).
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi

E(G) = {v,v,, v,v3,v,1,}. Maka G dapat digambarkan sebagai berikut:

v3 1]4-
®
G:
®
%1 %)

Gambar 2.2 Graf Terhubung

Graf G pada Gambar 2.2 merupakan graf terhubung karena setiap dua titik

yang berbeda di G dihubungkan oleh lintasan.
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2.2.3 Komplemen Graf
Komplemen G (ditulis G) dari graf G adalah graf dengan himpunan titik
V(G) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di G jika dan hanya jika
titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Jika graf G berorde n dan berukuran

m, maka G berorde n memiliki ukuran (@) — m (Chartrand, dkk, 2016).

Contoh komplemen graf G pada Gambar 2.2 adalah

U3 U4

o €]
G:

o [

%1 U,

Gambar 2.3 Komplemen Graf G

Dua titik berbeda v, dan v,, v; dan v, pada Gambar 2.2 tidak terhubung

langsung sehingga komplemen garf G pada Gambar 2.3 terhubung langsung di G.

2.2.4 Derajat Titik

Derajat titik v dari graf G merupakan banyaknya titik di G yang terhubung
langsung dengan v. Derajat dari titik v pada graf G dinotasikan dengan deg; v
atau deg v.

Suatu titik yang berderajat 0 disebut titik terasing dan titik yang berderajat

1 disebut titik ujung atau titik akhir. Derajat terbesar dari semua titik di G disebut
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derajat maksimum dari G dan dinotasikan dengan A(G). Derajat minimum dari
dinotasikan dengan &(G). Oleh karena itu, jika v merupakan titik dari graf G
dengan orde n, maka 0 < §(G) < degv < A(G) < n — 1 (Chartrand, dkk, 2016).

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan

banyak sisi, yaitu m adalah

Zdegv =2m

disebut sebagai “Teorema Pertama dalam Teori Graf” yang dinyatakan dalam
teorema berikut.
Teorema 1

Jika G adalah graf dengan ukuran m, maka

degv = 2m
veV(G)

Bukti
Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika
menghitung derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan
demikian diperoleh bahwa jumlah semua derajat titik di ¢ sama dengan 2

kali jJumlah sisi di G. Terbukti bahwa

Z degv = 2m
veV(G)

Teorema 2

Banyaknya titik berderajat ganjil pada suatu graf adalah genap.
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Bukti
Pandang sembarang graf G. Misalkan A dan B berturut-turut adalah
himpunan semua titik G yang berderajat genap dan ganjil. Jelas bahwa

V(G) = A U B, sehingga

Zdegv+2degv = Z degv =2m

VEA VEB VeV (G)
Selanjutnya, karena untuk setiap € A , degv genap, maka Y.,c,degv
genap. Akibatnya, ).,z degv genap. Padahal, untuk setiap titik v € B,

deg v ganjil. Akibatnya, banyaknya titik di B harus genap. Terbukti.

2.2.5 Graf Invers dari Grup
Misalkan (G,x) adalah grup berhingga dan S = {u € Glu # u~1}.
Didefinisikan graf invers yang terkait dengan G, yaitu I'c(G) adalah graf yang
himpunan titiknya anggota dengan G sedemikian sehingga dua titik yang berbeda
u dan v adalah terhubung langsung jika dan hanya jikauxv € S atau v *u € §
(Alfuraidan dan Zakariya, 2017).
Catatan
1. Jelas, identitas e adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri
dalam grup berhingga G. Maka e ¢ S. Sehingga menyebabkan kardinalitas
dari S kurang dari kardinalitas dari G. Khususnya, jika G tidak memuat
anggota yang invers terhadap dirinya sendiri selain identitas maka |S| = |G| —
1.
2. Banyaknya anggota S selalu genap, maka |S| = |G| —1 jika banyaknya

anggota G ganjil.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



17
3. Untuk sebarang graf invers dege = |S| (Monther dan Yusuf, 2017).
Sebagai contoh pada grup dihedral-6 vyaitu D, = {1,7,72,s,sr, sr?}

terhadap operasi fungsi komposisi. Maka invers dari masing-masing anggota Dg

adalah
171 =1 ) t=r st~ =sr
r~l=r2 = (sr?)~t =512

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1,s, sr,sr? invers
terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian
S dari Dy yang tidak memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri,
sehingga diperoleh S = {r, r?}.

Maka terbentuklah graf invers sebagai berikut:

Gambar 2.4 Graf Invers Grup Dihedral-6 (Dg)

Dari Gambar 2.4 dapat diketahui bahwa
lor=r Sosr=r ST Se=S " srlos=r
2 2

lor?=r sosr:=r? srosré=r sréosr =r?

dengan r, 72 € S maka ada sisi sehingga titik-titik tersebut terhubung langsung.
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2.3 Matriks
2.3.1 Definisi Matriks
Suatu matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan matriks dinamakan entri. Matriks terdiri dari
entri-entri yang disusun menurut baris dan kolom sehingga berbentuk persegi
panjang dengan panjang dan lebar menunjukkan banyak baris dan banyak kolom.
Matriks yang memiliki m baris dan n kolom disebut matriks berukuran m X n.

Bentuk umum dari matriks adalah sebagai berikut:

ayp Qg2 0 Qqq
a1 Az -+ dap
A= atau [aij]an
Am1 Amz " Amn
(Anton dan Rorres, 2004).

Contoh:
1 2

1
3 o], 2 10, [3 M
-1 4

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom, sehingga
ukurannya adalah 3 x 2. Angka pertama selalu menunjukkan banyaknya baris dan
angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam
contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1 X 3,2 X 2,2 x 1,1 x 1 (Anton

dan Rorres, 2004).

2.3.2 Operasi Matriks
a. Penjumlahan matriks
Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka

jumlah A 4+ B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-
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sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang

ukurannya berbeda tidak bisa ditambahkan (Anton dan Rorres, 2004).

Contoh:
2 1 0 —4 3 5
A=|-1 0 2 B=|(2 2 0
4 -2 7 3 2 -4
Maka
A+ (A 4S 0+5 AoWd 5
A+B=| —-1+4+2 0+ 2 2+0 =[1 2 2]
4+ 3 —24+2 74+ (—4) 7 0 3

b. Pengurangan matriks

Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka
selisih A — B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang

ukurannya berbeda tidak bisa dikurangikan.

Contoh:
=[5 % 4 B=; ¥ i
a-e=[g 5 - ¥ =[5 5 3]

c. Perkalian matriks

Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriks r X n, maka hasil kali
AB adalah matriks m x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut, untuk
mencari entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilihlah baris i dari matriks
A dan kolom j dari matriks B, kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris

dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang
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dihasilkan. Perkalian A dan B terdefinisi jika dan hanya jika banyak kolom
matriks A sama dengan banyak baris matriks B.

Contoh:

Matriks A = [g _12] dan B = [ 1 4]

-3 2

dengan mengalikannya, maka menghasilkan
AB:E —12”—13 ;:[791 1(2)]
Ba=[2, 5l Sl=[5 I

Jadi AB # BA (Anton dan Rorres, 2004).

2.3.3 Representasi Graf dalam Matriks

Misalkan G graf dengan order n (n = 1) dan ukuran m serta himpunan
tititk V(G) = {vq, vy, ..., v, }. Matriks keterhubungan langsung titik atau matriks
keterhubungan langsung dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks
berordo n X n dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v;

terhubung langsung dengan titik v; dan 0 untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks
keterhubungan langsung dapat ditulis A(G) = [al-j], 1 <1i,j <n,dengan
1 ,jikavyv; € E(G)
aij =
0 jikavv; € E(G)
Matriks keterhubungan langsung suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur

0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak

memuat loop dan tidak memuat sisi paralel.
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Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v, v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v,, 114, V513, V514, V3V, }. Maka diagram dan matriks keterhubungan

langsung graf G sebagai berikut:

2 v,
U1 Uy V3 Ty
V1101 0 1
G AG)=7v2 11 0 1 1
V3|0 1 0 1
Uy 11 1 1 0
Uy V3

Gambar 2.5 Graf G dan Matriks Keterhubungan Titik

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan sisi
E(G) ={ey, ey, ...,e;,}. Matriks keterhubungan langsung sisi dari graf G,
dinotasikan dengan B(G), adalah matriks berordo m x m dengan unsur pada baris
ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika sisi e; terhubung langsung dengan sisi e;, dan 0
untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks keterhubungan langsung sisi dapat ditulis
B(G) = [by],1 < i,j < m, dengan

1 ,jika e; dan e; terhubung langsung
b= 0 ,jikae; dan e; tidak terhubung langsung

Matriks keterhubungan langsung sisi suatu graf G juga merupakan matriks simetri
dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai O pada diagonal utamanya.
Contoh:
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v,, vV, V513, V514, V31, }. Maka diagram dan matriks keterhubungan

langsung sisi graf G sebagai berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



22

V1 eq (%)
? €1 €; €3 €4 €5
0 e 6’1[0 1 1 1 0]

) 2

G: es B(G)=ez 1 0 0 1 1
es 11 0 0 1 1
e4l1 11 0 1J
° eslp 1 1 1 0

A €s V3

Gambar 2.6 Graf G dan Matriks Keterhubungan Sisi

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan
titik V(G) = {vy, vy, ..., v,} dan himpunan sisi E(G) = {ey, e,, ..., e,;,}. Matriks
keterkaitan dari graf G, dinotasikan dengan I(G), adalah matriks berordo n x m
dengan unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang menyatakan berapa

kali titik v; terkait langsung dengan sisi e;. Dengan kata lain, matriks keterkaitan
dapat ditulis I(G) = [c;j],1 <i<n,1 < j <m, dengan

1 ,jika v; terkait langsung dengan e;

Ci: =
! 0 ,jika v; tidak terkait langsung dengan /' )

Matriks keterkaitan suatu graf G adalah matriks dengan unsur O dan 1
(Abdussakir, dkk, 2016).

Contoh:

Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, 14, v5} dan himpunan
sisi E(G) = {v vy, v Vs, V5V, V5V, UoVs, U, Us}. Maka diagram dan matriks

keterkaitan dari graf G sebagai berikut:
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121 e, (%)
’ €1 € €3 €4 €5 €g
. v1[110000
5 e 2110 1. 1 1 0
G: e = 4
g es =410 010 0 o0
10 0 01 0 1
i vslo 1.0 0 1 1
v5 e6 U4 v3

Gambar 2.7 Graf G dan Matriks Keterkaitannya

2.3.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Kata “vektor eigen” adalah ramuan bahasa Jerman dan Inggris. Dalam
bahasa Jerman “eigen” dapat diterjemahkan sebagai “sebenarnya” atau
“karakteristik”. Oleh Karena itu, nilai eigen dapat juga dinamakan nilai
sebenarnya atau nilai karakteristik. Dalam literatur lama kadang-kadang
dinamakan akar-akar latent.

Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol x di dalam R™
dinamakan vektor eigen (eigenvector) dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari
x; yakni, Ax = Ax untuk suatu skalar A. Skalar A dinamakan nilai eigen
(eigenvalue) dari A dan x dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A
(Anton dan Rorres, 2004).

Teorema

Misalkan A matriks n X n. Bilangan A adalah nilai eigen jika dan hanya
jika det(A — AI) = 0, dimana I notasi dari matriks n x n (Jain dan Gunawardena,
2004).

Nilai eigen dan vektor eigen mempunyai tafsiran geometrik yang

bermanfaat dalam R? dan R3. Jika A adalah nilai eigen dari A yang bersesuaian
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dengan x, maka Ax = Ax, sehingga perkalian oleh A akan memperbesar x, atau
membalik arah x, yang bergantung pada nilai A. Untuk mencari nilai eigen matriks
A yang berukuran n X n maka dituliskan kembali Ax = Ax sebagai Ax = Alx
atau secara ekivalen (AI-A)x = 0.

Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari
persamaan ini. Akan tetapi persamaan ini akan mempunyai pemecahan tak nol
jika dan hanya jika det(AI-A) = 0 ini dinamakan persamaan Kkarakteristik A,
skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Bila diperluas,
maka determinan det(AI-A) adalah polinom Ayang dinamakan polinom
karakteristik dari A (Anton dan Rorres, 2004).

Jika A adalah matriks n x n, maka polinom karakteristik A harus
terpenuhi sebanyak n dan koefisien A™ adalah 1. Jadi, polinom karakteristik dari
matriks n X n mempunyai bentuk det(AI-A) = A" + ¢, A" + -+ + ..

Jika A matriks n x n, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu
sama lain:

1. A adalah nilai eigen dari A.

2. Sistem persamaan (AI- A)x = 0 mempunyai pemecahan yang taktrivial.
3. Ada vektor tak nol x di dalam R™ sehingga Ax = Ax.

4. ) adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik det(1I- A) = 0.

Vektor eigen A yang bersesuaian dengan nilai eigen A adalah vektor tak
nol x yang memenuhi Ax = Ax. Secara ekivalen, vektor eigen yang bersesuaian
dengan A adalah vektor tak nol dalam ruang pemecahan dari (AI- A)x = 0. Ruang
pemecahan ini dinamakan sebagai ruang eigen (eigenspace) dari A yang

bersesuaian dengan A.
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2.3.5 Eliminasi Gauss
Dalam Anton dan Rorres (2004), suatu matriks dikatakan dalam bentuk
eselon baris tereduksi (reduced row-echelon form) jika mempunyai sifat-sifat
berikut:
1. Jika baris tidak terdiri seluruhnya dari nol, maka bilangan tak nol pertama
dalam baris tersebut adalah 1 (dinamakan 1 utama).
2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka semua baris seperti
itu dikelompokkan bersama-sama di bawah matriks.
3. Dalam sebarang dua baris yang berurutan yang seluruhnya tidak terdiri dari nol,
maka 1 utama dalam baris yang lebih rendah terdapat lebih jauh ke kanan dari
1 utama dalam baris yang lebih tinggi.
4. Masing-masing kolom yang memuat 1 utama mempunyai nol di tempat lain.
Contoh:
Tentukan nilai x, y, dan z dari tiga sistem persamaan linear berikut ini!
x+y+2z=8
—x—2y+3z=1
3x+7y+4z=10
Penyelesaian:

1. Ubah SPL tersebut menjadi matriks augmentasi

1 1 2|8
A=|-1 -2 3|1
3 7 4110

2. Pilihlah elemen yang lebih mudah dihitung dengan mengubah baris ketiga

kolom pertama menjadi 0 dengan perhitungan R3 + 3R2
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1 1 2] 8
A=|-1 -2 3|1
0 1 13113
. Ubah baris kedua kolom pertama menjadi 0 dengan perhitungan R2 + R1
1 1 2] 8
A=|0 -1 5|9
0 1 13113

. Ubah baris ketiga kolom kedua menjadi 0 dengan perhitungan R3 + R2

1 1 2|8
A=|0 -1 51|09
0 0 18122

. Ubah baris kedua kolom kedua dan baris ketiga kolom ketiga menjadi 1 dengan

perhitungan R2:—1 dan R3:18 sehingga memuat nilai 1 pada diagonal

utamanya
Ml VR B 171 =2] 8
7101 il =5 I5° | EhaN I
00 112 00 1l%

sehingga z = %

. Subtitusikan nilai z ke persamaan 2 (baris kedua)

i 57 — it
5(11)— 9
y 9 5
55 _
=
_ 4,55 _81+55_ 26
Y= 9- " 9 7

7. Subtitusikan nilai y dan z ke persamaan 1 (baris pertama)

x+y+2z=8
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() -

26 22
9 9
_8+26 22 724+26—22 76
XY=t "9 T 9 79
Jadix=—,y=—29—6,Z=19—1

2.4 Matriks Laplace

Misalkan G (V, E') adalah graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi
E, dengan |V| = ndan |E| = m. Jadi G adalah graf dengan n titik dan m sisi.

Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G), dengan
D(G) adalah diagonal matriks dimana entrinya adalah derajat titik dari G dan
A(G) adalah matriks Adjacency graf G (Biyikoglu, dkk, 2009).

Matriks derajat dari graf G, dinotasikan dengan D(G) adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-j derajat dari v;,i = 1,2,3, ..., n.

Jadi, matriks derajat dari graf G dapat ditulis D(G) = [d;;],1 < i,j < n, dengan

d.. = {deg(vi) =
i 0 i)

(Abdussakir, dkk, 2016).

2.5 Spektrum Laplace
Spektrum Laplace dari graf berhingga G didefinisikan dengan spektrum
dari matriks Laplace yang merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan

dengan multiplisitas dari nilai eigen tersebut.
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Misalkan 44, @,,...,4, adalah nilai eigen berbeda dari L, dengan A, >
Ay >+ > A, dan misalkan m(4;),m(1,), ..., m(4,) adalah banyaknya basis
untuk ruang vektor eigen masing-masing A;, maka matriks berordo (2 X n) yang
memuat A, Z,, ..., A, pada baris pertama dan m(1,), m(4,), ..., m(A,,) pada baris
kedua disebut spektrum graf G. Spektrum yang diperoleh dari matriks L(G)
disebut spektrum Laplace dan dinotasikan dengan spec;(G). Jadi, spektrum

Laplace dari graf G dapat ditulis dengan

A Ay A,
spec,(G) =
mA) m;) - miy)
(Abdussakir, dkk, 2009).
Contoh:

Untuk menentukan spektrum Laplace suatu graf, perhatikan graf komplit K;

beserta matriks keterhubungan titik dan matriks derajatnya berikut ini:

) | S | 2 0 0
A=11 0 1 D=0 2 0
1 1 0 0 0 2

Pertama menghitung matriks Laplace dengan rumus
L=D-A

2 0 0 01 1
=10 2 O|—|1 0 1

0 0 2 1 1 0
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2 -1 -1
=|-1 2 -1
-1 -1 2
Kemudian menentukan nilai eigen dari matriks Laplace menggunakan persamaan

det(L — AI ) = 0. Diperoleh

2 -1 -1 1 0 O
det(—l 2 —1|/—1|0 1 0>=0
] = 0 0 1
Ay =
det( =1 g2=7 -1 >=0
= SF 2t 2
—3+4+31+2=0
AB-31-2=0

B-2)A+1)%=0
Jadi, diperoleh nilai eigen 1; = 2dan 4, = —1.
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity, m(1,) = 1 dan m(1,) = 2.

Dengan demikian, spektrum Laplace graf K5 adalah

specy (k) = [ 7]

2.6 Kajian Agama Terkait dengan Silaturrahim

Agama Islam adalah agama rahmat, sebagaimana al-Quran menyatakan
bahwa Nabi Saw diutus sebagai rahmatan lil ‘alamin. Untuk mewujudkannya
diperlukan kerjasama antara umat manusia tidak terbatas antar intern umat Islam
saja, tetapi dengan non muslim juga perlu dijalin. Untuk mewujudkan

persaudaraan antar sesama manusia ini, al-Quran telah memperkenalkan sebuah
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konsep vyaitu fa’aruf yang telah disebutkan dalam al-Quran surat al-Hujurat ayat

13, yaitu:

. Gt £ g 2 > £

pripmm\ rg.astfwt S
Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki
dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara
kamu di sisi Allah ialah orang yang paling takwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah
Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat:13).

M. Quraih Shihab menyatakan bahwa ayat tersebut memberikan uraian
tentang prinsip dasar hubungan manusia, karena pada ayat ini seruan tidak lagi
ditujukan secara khusus kepada orang-orang beriman, akan tetapi kepada seluruh
jenis manusia yaitu “Wahai sekalian manusia” (Shihab, 2004). Sebagaimana telah

dijelaskan dalam hadits yang berbunyi:

O ¢ J\.:ij\ & & B L c.xfé- 2o A s :ig.l»}“d\ (S jj\ JG

&L:’és}ﬁ‘/'/‘%’ﬂd‘u‘ I 3 4 32 E‘w&dw‘“

2 o9 il 56 Sl 4 Oolat b St \}JN :J6 VJM <o
JA!\ 3 il cJLJ\ L; 5l cJJﬁY\ 5]

Artinya: “Abu Isa At-Turmuzi mengatakan, telah menceritakan kepada kami Ahmad
ibnu Muhammad, telah menceritakan kepada kami Abdullah ibnul Mubarak, dari Abdul
Malik ibnu Isa As-Saqafi, dari Yazid Mula Al-Munba'is, dari Abu Hurairah r.a., dari
Nabi Saw. yang telah bersabda: Pelajarilah nasab-nasab kalian untuk mempererat
silaturrahim (hubungan keluarga) kalian, karena sesungguhnya silaturrahim itu
menanamkan rasa cinta kepada kekeluargaan, memperbanyak harta, dan
memperpanjang usia’’.

Agama Islam di samping mengatur hubungan antar manusia (hablum min
an Nas), juga menitikberatkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah

(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt. berfirman surat ali Imran ayat 112:
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P AT Fed w - w w g . X8 //"/’i{"‘} . s 2

- })i// [hed o - 2 L A Z }{E _— /ti//,/"’} 5// 9/}./1"/»'
O gy &\wbu)j&ljbgr@b_ﬁﬂ‘s ‘V.T-LQ&:A./\& Al e

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka
kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian
itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan
yang benar. Demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(0S. ali
Imran:112).
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PEMBAHASAN

Pada pembahasan ini, spektrum Laplace komplemen graf invers dari grup
dihedral (D,,,) dibahas secara terpisah antara n ganjil dengan n genap.

3.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D5;)
untuk n Ganjil

Langkah-langkah menentukan spektrum Laplace komplemen graf invers
dari grup dihedral D,,, untuk n ganjil adalah sebagai berikut:
3.1.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D)
Himpunan anggota dari grup dihedral-6 adalah Dy = {1,7,72,s, sr,sr?}.

Dengan operasi komposisi "o " pada setiap anggota D, diperoleh tabel Cayley
sebagai berikut:

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (Dg)

o 1 g e 3 sr | sr?
1 1 r e s sr | sr?
r r r? 1 St s sr
e - 2 1 r sr | sr? s
s s sr | sr? 1 i r?
s | psrl sr2 | s 72 1 r
sr? [ si&_ I Sk T r? 1

Berdasarkan Tabel 3.1 dapat diketahui invers dari setiap anggota Dg

sebagai berikut:

lol=1makalt=1 sos=1makas l=s
ror?=r2or=1makar ! =12 srosr =1makasr-! = sr
rlor=ror?=1maka(r?)t=r sr?osr? =1maka (sr?)"! = sr?
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Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1,s, sr,sr? invers
terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian
S dari D yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh S = {r,r2}.

Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (FS(DG)) sebagai berikut:

11 @ SS STes

Gambar 3.1 Graf Invers Grup Dihedral-6 (I3 (Ds))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (Ix(Dg))

sebagai berikut:

sr2 §

Sr

Gambar 3.2 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-6 (I (D))

Pada Gambar 3.2 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:
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3 0 0 -1 -1 -1 2.0 0 0 0 0
/04—1—1—1—1 0/10000\
gt |0 -1 4 -1 -1 =1f o 0o 2 0 0 0f|_,
1 -1 -1 3 0 o|l flooo 200
1 -1 -1 0 3 0| looo o0 10
1 -1 -1 0 o 3!/ 1loo0o o000 2
3-1 0 o -1 -1 -1
/o 4—-2 -1 -1 -1 —1\

il o -1 4-2 -1 -1 -1]|_
det] | | o i S, o |17°
\—1 SNy, ) 0/

-1 -1 -1 0 0 3-2

Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination

yang terdapat pada software Maple, maka akan diperoleh sebagai berikut:

3—1 0 0 —1 —1 —1
0 4—2 —1 —1 —1 —1
0 A2 —81+15 -5+ -5+ 1 -5+
—4+2 —4+2 —4+2 —4+2
S~ 0 8 2 —61+6 3 3 0
-3+ -3+ -3+ i
B =922 +211-9 3(=3+2)
0 0 0 0 -~
A2 —61+6 A2 —61+6
- - g : 5 (22 =91+ 18)1
A2 —61+3

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka

diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

PQA) =3B-DA-2) (_ /12—8/1+15) (_ /12—6/1+6) (_ /13—9/12+21/1—9) (_ (/12—9/1+18)A) —0

-3+

-4+

A2-61+6

A%2-61+3

= 15— 20215 + 1561* — 59423 + 110712 — 8101 =0

=11-5A-6)1—-3)%*=0

Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu:

M=61,=521;=3,1,=0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:

m(d) =1,m(4z) = 1, m(43) = 3,m(4y) = 1
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Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-6 sebagai berikut:

spec,(GO) =0 3 3 7

3.1.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D4g)
Himpunan anggota dari grup dihedral-10 adalah D,, = {1,7,72%,73,7%,s,
sr?,sr3,sr*}. Dengan operasi komposisi " o " pada setiap anggota D,, diperoleh

tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral-10 (D;,)

o INFIS 7 2 3 et s Sl <G R [ o
1 (N (50 7 | SRS R e
1 ad N TR i HJEAL A
I T o | el o stilsnt N s | seses T2
e ™ A F S B o | s
| il | 7 il SO N
s B T Lo ok W TP A r | r2 | r3 | rt
A A i (- 2 s B S A r | r2 | r3
STEMIST RNl STRNT” | SEP SRl r | r?
sroyspl,| srt | Swsr [sr2 | 2 | @K\t | 1 ¥ F
st st I s Pysie | sre [ seianh I | 72 [ o 1

Berdasarkan Tabel 3.2 didapatkan bahwa 1,s,sr,sr?, sr3 sr* adalah
invers terhadap dirinya sendiri. Oleh Karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D,, yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
S = {r,72,73,r*}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Ty(Dy,))

sebagai berikut:
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ST
r
| @ TZ | @ Srz
4 3
r* T'3 ST ST

Gambar 3.3 Graf Invers Grup Dihedral-10 (I3 (D))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (FS(Dlo))

sebagai berikut:

Gambar 3.4 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-10 (I;(Dy,))
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0 0 0 -1 -1-1-1-17
0 0 -1-1-1-1-1-1
6 -1 0 -1-1-1-1-1
-16 0 -1-1-1-1-1
-10 0 6 -1-1-1-1-1
-1-1-1-1-1
-1-1-1-1-1
-1-1-1-1-1
-1-1-1-1-1
-1 -1 -1 -1 -1

oS O OO

5
0
0
0
0

oo oo u
O O O U1 o
O O U1 o O
O U1 o O O
U1 o © O O

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:

det(L — AI) = 0
sehingga diperoleh matriks tereduksi menggunakan metode Gaussian Elimination
yang terdapat pada software Maple sebagai berikut:

5-12 0
0 6

0 0 =1 =il =il =il -1

0 il -1 b1l =il =1l -1

) -1 0 =14 2 =il =il E-1
A2—122+435 3 <7 i -7+ =7+2 A =742

~
o

—6+1 —6+1 —6+1 —6+1 —6+1 —6+1
o A2—124+35 —7+2 —7+2 —7+2 —7+2 —7+2
—6+1 —6+21 —6+1 —6+2 —6+1 —6+1
0 A2 — 102+ 20 5 5 5 5
—5+2 B i —5+1 —5+1 -5+1 =0

22— 1522+ 654 — 75 5(=5+4) 5(=5+4) 5(=5+4)
T 2—102+20 22102 + 20 22102+ 20 22104+ 20
2% — 1542 + 604 — 50 5(=5+4) 5(=5+A)

0

S T A2-10A+15 A2—101+ 15 A2—101+ 15

A% —151% + 554 — 25 5(=5+2)
A2—101+ 10 A2 —101+ 10
(2* =151 + 50)4
A2 —101+5

0
0
0
0
0
0
0
0
0

© © © © ©o o o o
© © © © o o o ol

0
0 0
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 =

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

12—1zx+35)2( AZ—1OA+20)( A3—15A2+65k—75)

—6+A —5+A AZ—10A+20

PQ) =(5-0(6-1?(

(_7\3 — 152% + 60A — 50) (_ A3 — 15A2 + 55 — 25) <_ (A% — 151 + 50)7\> _
A2 — 101 + 15 A2 — 101+ 10 A2 — 101+ 5
= 210 — 5429 + 128428 — 1766017 + 154950A° — 90000025
+ 34625000* — 851250003 + 12140625)2 — 76562501 = 0
=2\ —10)(A—7)*(A=5)6 = 0

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:

)\.1 = 10,)\.2 = 7,)\3 = 5,A4 =0
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Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m,) =1,mA,) =2,mA3) =6,m(A,) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-10 sebagai berikut:

10750]
) NG 1

SpeCL(Fs(Dw)) = [

3.1.3 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (Dq4)
Himpunan anggota dari grup dihedral-14 adalah Dy, = {1,7,72%,73,7%,75,
r8,s,s7,s12, 513, 517% 515 57}, Dengan operasi komposisi "o" pada setiap

anggota D, , diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral-14 (D, ,)

o 1 7Rl o | P el @ | #F 5 U ARG | 57 || 57 || o e
1 1 7 w2 | P | B sl 572 | 57 | 7 | g Bl
7 7 || 72 | T 19" st | SB I(WSINS2 28 BBl <5t | 515
| 72| 72| 7| 7| 1 r |sr3|sr®| s | sr |sr?®|srd| srt
- 7R e (o 1 r | r? | sr*|sr®|sr®| s | sr | sr? | srd
ra (Wl RREE 1 7 |2 | & e | 57 | s | 9 || g sr | sr?
r° 1 T 2 e A (s 2N RN N el W (#5176 | s | sr
ré | r® 1 ro | r?2 | 3| rt | S | osro | sr? | sr3|srt|srS|sr®| s
s s STalglesT | STl ST Gz | 1o ] ro | r2 | |t | 5| r®
sr | sr | sr? | srd|sr*|sr®|sr®| s | r® 1 ro|r2 | rd | rt |’
sr? | sr? | sr3 | srt|sr5|sr®| s | sr |5 | r® | 1 r | r2 | | rt
sr3 | srd3 | srt | srd | sr® | s | sro| st | > | r® | 1 r | r? | rd
st | srt | sr3 | sr® | s | sr|sr?sr3 | rd |t | S| e | 1 r | r?
sr> | s | sr® | s | sr | sr? | sr3|srt | r?2 | 3| r* | S| r® 1 r
sr® | sr® | s | sr | sr?|srd3|srt s | r | r2 | 3 |t | S| r® 1
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Berdasarkan Tabel 3.3 didapatkan bahwa 1,s,sr,sr?,sr3,sr*, sr> sr®

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D,, yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
S ={r,r%r3r%r>r°}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers

(Ts(D14)) sebagai berikut:

Gambar 3.5 Graf Invers Grup Dihedral-14 (I5(D;4))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (T(Dy,))

sebagai berikut:
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Gambar 3.6 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-14 (I3 (D,,))
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r7 0 0 0 0 0 0 -1-1-1-1-1-1-1
o 8 0 0 00 -1-1-1-1-1-1-1-1
o o 8 0 0-10-1-1-1-1-1-1-1
o 0o 0 8-10 0 -1-1-1-1-1-1-1
o 0o 0-18 0 0 -1-1-1-1-1-1-1
o 0 -10 0 8 0 -1-1-1-1-1-1-1
0 -10 0 0 0 8-1-1-1-1-1-1-1
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:
det(L—AI) =0

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

P(1) = A* — 104213 + 4968412 — 1443907 + 284972111° — 403435621°
+ 42160188018 — 329370140417 + 192401998111°
—830164285721° + 2572089497601* — 5419720012143
+ 6962207815711? — 4118489130421 = 0

=A1-14)A-931-7)°=0

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:

A =142,=92;=7,2,=0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
md) =1,m,) =3, mA3) =9,m(A,) =1

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-14 sebagai berikut:

specL(M)=[114 2 g (1)]
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3.1.4 Spektrum Laplace Komplemen graf invers dari Grup Dihedral (D4g)

Himpunan anggota dari grup dihedral-18 adalah D;g = {1,7,72,73,7%,75,

8 s,sr,sr2,sr3,sr%, 515, 57%, 517,578} Dengan operasi komposisi " o

re,r’,r
pada setiap anggota D, g diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.4 Tabel Cayley Grup Dihedral-18 (D, g)

° 1| r | r2 3| r* | rS|re | v7 | #8 | s | sr | sr?| sr3| sr*| sr3| sro| sr7| srd
1| 1| r | r2 |3 r* | > | r8 |77 | 18| s | sr| sr?| sr3| srt| srd| sré| sr’| srd
rlor |23t S 7 | B | 1 | srB| s | sr | sr?| sr3| sr| sr8| sré| sr?
r2 |2 3t S e |7 [ 8| 1| r |sr?| sr®| s | sr | sr2| sr3| sr*| sré| sré
B3t | 3|8 |7 |8 1| r | r? | sre| sr7| sr8| s | sr | sr?| sr3| sr*| sr®
1 | BRI IS 72 N2 Sz W s 7zad WSl (WS 728 B aEl NI (WShe. (W2 | sr3| srt
7 I E I (R e 20 2 (RSO 7 7 20 -S| 2 (W72 2ol (B2 6 IS 7 S 2SR e W 5772 [ 573
ol G R - T (2 ™ - 2| 2l 22l 7258 (Ws7sl Wl NG28) Wszel s WS 78l NG S | 572
i I 7= ST (72 =l el | 720 (R 5722l Wsaal WSz el Nsvel NG s el <l | s
N IR7ZE0 (T v [ 200 - S - < (M -2 [ G 2 (s ¥ s 22l S e s vl WS el sl si@° | s
s & | g7 | &2 &2 sz || A&7 || & B | 7 B2 | & | & #2 || 7° | BEs
g7 | &7 | 72| | Gl || sk 577 G2 Pl @& Wi | & A 72 || 7 | 7 | 7° I
72| 72| 572 | sidlmiilesBAFSF | G || I dF saads il | 7 | B | 7 | 72 || #° || 7 ¥ S
sr3| sr3| sr*| sro| sr®| sr7| sr8| s | sr|sr¥| o |7 || 1 | v | v2 |3 |t | S
i | & &2 || 52| S ARSRAT SN || culhcaal e (7Y 77 || 7@ | || 7 || o [
sl NsrelNsne] B A NsrEl s T (s R (Bs 2 | _sz2l|¥srAll w8l 28 REN R BRIy =& | 2 | 3
St ¢ WSSl Wsdl STl IS Wsza [Ws 2 (WS7S(Ws 74 ) SP9I1%73 Rl Nl BrCR BN e (& | r | 12
sT@l sEdNsne| PSRN s Nz (Nt msnd(Nsne NS rE N2 RN Rt e (Ro8 (7 #ff 78 | 1 | r
Nadh k| 5 | &7 | &2 2| o 72| &2 &7 7 | 2 | 7 || 7 || 7 | AR !

Berdasarkan Tabel 3.4 didapatkan bahwa 1,s,sr,sr?,sr3, sr4, sr>,
sr% sr7,sr® invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun
suatu himpunan bagian S dari D;g yang tidak invers dengan dirinya sendiri,
sehingga diperoleh S = {r,r2,r3,r* 75 r%r7,r8}. Dengan demikian dapat

dibentuk suatu graf invers (FS(Dls)) sebagai berikut:
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Gambar 3.7 Graf Invers Grup Dihedral-18 (I3 (D;g) )

1
S

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (

sebagai berikut:

Gambar 3.8 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-18 (I3 (D;g))

Pada Gambar 3.8 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:
det(L—AI) =0
maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
PO =2A-18)1—-1D*(1 =92 =0
Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A, =181, =11,13=9,1, =0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(d) =1, md,) =4,m(A;3) =12,m(A,) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-18 sebagai berikut:

[ 11 90
1 4

SpeCL(Fs(Dm)) 12 1
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3.1.5 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari D,,,

dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n

Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik

(Ts(D4y)) yang ditunjukkan pada Tabel 3.5 sebagai berikut:

Tabel 3.5 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup

48

Dihedral
Dzn, Polinomial Karakteriktik P(4) Spektrum
==\ _[6 5 3 0
Dy AA—-5)(A-6)(2—3)° specy(Ts(De) = [1 1 3 1]
Dy AG = 10)(A = 24 - 5)° spee,OW) = [} 5 ¢ 3
D14 A(A - 14_)(1 il 9)3(/1 R 7)9 speCL(FS(D14)) = [114 g ; 2]
Dyg A1 —18)(A — 11)*(1 — 9)*? spec,(T;(Dyp)) = [118 141 192 2
SpecL(Fs(DZn))
-1 3n-3
Dy, AA-2m)(A-m+2) 2 A-n) z 2n n+2 n 0
= i n—1 3n-3 1
2 2

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut:

Teorema 1l

Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,

untuk n ganjil dan n > 3 adalah

2n n+2 n 0
n—1 3n—3

spec;, (FS(DZH)) =

2

2
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Bukti

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72, ..,r" L s,s1,s1?%, ..., sr""1}
dengan n ganjil. Jika dioperasikan dengan operasi komposisi "o " di D,,, maka
diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah
(MH1t=1
) =l vi=123,.,n—1
() t=s
(sri)_l =srt ¥i=123, ..,n—1
Maka diperoleh unsur-unsur S = {r|i = 1,2,3,..,n — 1} yang tidak memuat
anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |S| = n — 1.

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

10 23 . v is| sr sr?2 srivi
1 0 0 0 nMNS i
r 0 0 0 JONTN il 1
72 il O 4 0 1 1 1 1
Dy il o 41 L0 0 1 1 1 1
ADz)="5 |1 1 1 100 0 0
sr 1 1 1 1 0 0 0 0
T ™ 1 1 0 0 0 0
el L | ANE=0 0 0
dan matriks derajat
n 0 0 0 0 0 0 0
0 i) 0 0 0 0 0
0 0 n+1 0 0 0 O 0
lo o 0 n+1 0 0 0 0
D(DZ")_O 0 0 0 n 0 O 0
0 0 0 0 0 n O 0
0 0 0 0 0 0 n 0
0 0 0 0 0 0 O n
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Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

n 0 0 0 -1 -1 -1 -1
0 n+1 0 -1 -1 -1 -1 -1

0 0 n+1 0 -1 -1 -1 -1

1o -1 0 w n+1 -1 -1 -1 -1
L(Dzn) = -1 -1 -1 .. -1 n 0 0 0
-1 -1 -1 -1 0 n 0 0

-1 -1 gl -1 0 0 n 0

— 171 -1 -1 0 0 0 n

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic
multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (L(D,,) — AI)

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh

n—2 0 0 0 =il =i =i -1
0 (m+1-2 0 =i =il =i =il by
0 0 m+1) -1 .. 0 =) =i =i =
0 5 0 (A-m+2)@A-n) A-(+2) A-(+2) A-(+2) A-(n+2)
A-(n+1) A-(n+1) A-(m+1) A-(+1) A-(n+1)
o 0 o o 22 = 2nd + (n? —n) n n n
A-n A-n A-n A-n
0 0 0 0 o (A —n)(A* — 2n2 + 3n) n(A—n) n(A—n)
A2 —2nA+ (n? —n) A2 —2nA+ n? —n) T2 -2ni+(m2-n)
(4 —n)(2%2 — 2nd + 2n) n(A—n)
0 9 0 0 X ¢ T X-2ni+3n 2 —2ni+3n
i i i ) ] ; i A - m)(A - 2m)
0 0 0 0 ’ ¥ 0 Y T 2 -2nd+n

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

=3
2

P(D) =22 -2n)(1— (n+ 2))n7_1(/1 —n)
Jika P(4) = 0 maka diperoleh nilai eigen
A =2n1, =n+2,1;=n1,=0
dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu

n—1 3n—3
m(k) = 1,m(A) = ——,m(ks) = —

ym(4y) =1

Dengan demikian, maka diperoleh

2n n+2 n 0
specy(Ts(Dsy)) = , n-1 3n-3
2 2
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3.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D,,,)
untuk n Genap

Langkah-langkah menentukan spektrum Laplace komplemen graf invers
dari grup dihedral D,,, untuk n genap adalah sebagai berikut:
3.2.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (Dg)
Himpunan anggota dari grup dihedral-8 adalah Dg = {1,7,7%,73,s, sr,
sr2,sr3}. Dengan operasi komposisi " o " pada setiap anggota Dg diperoleh tabel

Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.6 Tabel Cayley Grup Dihedral-8 (Dg)

° 1 r | 72 | ¥ | SN s (s
1 1 v WaZ0 s St s =
r | BECRI I | ST RS S
IR AT il ST ST et (s
= I - & BN 8 et
s s Nall B S R - I
sy Lok mE r | r?
A e 1A e Fahd T
o e o T TR |

Berdasarkan Tabel 3.6 dapat diketahui invers dari setiap anggota Dg

sebagai berikut:

lol=1makalt=1 sos=1makas !t =s
rord3=r3cr=1makar=! =13 srosr =1makasr—! = sr
r2or?2 =1maka (r?)1 =r2 sr?osr? =1maka (sr?)"! = sr?
r3or=ror3=1makar=3 =r! sr3osrd3 =1maka (sr3)~! = sr3

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1,72,s, sr, sr?2,sr3
invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan

bagian S dari Dg yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
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S = {r,r3}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (FS(Dg)) sebagai

berikut:

sre

Gambar 3.9 Graf Invers Grup Dihedral-8 (I;(Dg))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (Ts(Dg))

sebagai berikut:

ST S

Sr Sr

Gambar 3.10 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-8 (I3(Dg))

Pada Gambar 3.10 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers

5 0 0 0 0 0 0 O

0=5 050 0 0 OO

070 1590 054050 O

0 0,0 5 019L.0 0
OINJ OO OfeS , 0 “0 /0
0 00 0O0O 500

0 000 0O 0S5O0

0 0 0 0 0 0 O 5

D=

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

LU 00 12U 18 IR

o4y 0w

(U (I ORISR

N gy 0 0l

iy 16 SIS ARG
1" 41N AN
4 1 e SN 00
‘1 1.1 1 0 1 0 O

5 0 0 0 0 0 0 O

05000 00O

0 0500000

0 0050000

0 0005000

0 000 OS5 00

0 000 0O 0S5 0

0 0 0 0 0 0 0 5

—17
—1
—il
=

o
=1
—il
Sl

!
-
-1
el

s
=1
-1
i |

0
el

0

5
sl
-1
-1
-1

—l

0

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

~1
~1
~1
L1

-1

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut

det(L—AI) =0



det

det

50-10-1-1-1-1
050-1-1-1-1-1
-105 0-1-1-1-1
0-10 5-1-1-1-1
—-1-1-1-15 0-10
-1-1-1-10 5 0 -1
-1-1-1-1-10 5 0
-1-1-1-10-10 5
5 0-10-1-1-1-1
0 5 (1 _Jde=i=
— 14" Sl ==
U470 5 1111
1114 SC0 —#10
—1 —d= —HINONE" () S
SIS T-—1-1L % § 0
18] — T SO IHORSS
S =/ 0 =i 0
0 5-1 0 =1l
il 0 oA 0
0 =ik 0 5 =
=1l =1 =l !
=1 =1 =1 !
=1 =l ! -1
=1 -1 =1 il

1000000
0100000
0010000
_4lo001000
0000100
0000010
0000001
1000000
2000000
0200000
00420000
loooz2000
0000100
00000210
0000002
0000000
=1l =il =il
=1l =1l =1l
-1 =1l =1l
=l =1l -1
ooy AT
b " 452
A T -
JyM Y,

k===

> O OO OO OO

~N
Il
o
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Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination

yang terdapat pada software Maple, maka akan diperoleh sebagai berikut:

5-1 0 =il
0 5-1

¢ —5+
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0
A2 —101+ 24

0

7 0

A2 —101+ 24

—
0
0
0

0

=il

=il =i

-6+
—5+1
—6+1

—5+1
A2 —-91+16

A—-4

+1

0

0

0

-4

23— 142 + 571 — 60

-1
-1
-6+ 1
—5+41
-6+ 1
—5+41
A-8
=4
4(—6+2)

A2—91+16
0

0

A2 —-91+16
A —192° + 1222% — 2881 + 144

T2 —91+16
4(=6+8)?

A3 —142% + 571 — 60
0

23— 1422 + 571 — 60
(A° — 1822 + 1042 — 192)4

23— 138 + 441 — 24

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka

diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

PO = (5- D2 (-

—5+1

ﬂ—wua?zt_ﬂ

A2-92+16

—9A+16) (__13—14AZ+57A—60)
A-4

A* — 1923 + 1222% — 2881 + 144
A3 — 1442 + 571 - 60

)

(A — 1827 + 1042 — 192)2
A3 — 1322 4+ 44) — 24 N
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= 18 — 4017 + 6801° — 636815 + 354721* — 11750413 + 21427222
— 1658884 =0

=1(1-8)(1—-4)?(1-6)*=0

Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu:
2 =81=61=41,=0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(1y) = 1,m(A,) = 4,mAs) = 2,m(1,) =1

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-8 sebagai berikut:

spec,(TOD) =7 © 5 1

3.2.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D3)

Himpunan anggota dari grup dihedral-12 adalah D;, = {1,7,72%,73,74,75,
s, sr,sr?,sr3,sr*, sr°}). Dengan operasi komposisi " o " pada setiap anggota D,
diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.7 Tabel Cayley Grup Dihedral-12 (D;,)

° 1 7 7 7 7 7 S, sr | sr? | sr® | srt | sr®
1 i 7 77 7 T r> S, sr | sr? | sr3 | srt | sr®
r T r? e 7 77 1 S s sr| sr? | srd® | srt
r? r? r3 ik rs 1 r sr* | sr’ s sr | sr? | sr3
r3 r3 r# r> 1 r r? | sr3 | sr* | sr® s sr | sr?
rt rt rs 1 r r? r3 | sr? | sr3 | srt | sr® s ST
rs rs 1 r r? r3 r# sr | sr? | sr3 | sr* | sr® s
s s sr | sr? | srd® | sr* | sr® 1 r? r3 r# r>
sr sr| sr? | sr3 | sr* | sr® s rs 1 r r? r3 r#
sr? | sr? | sr3 | sr* | sr® s sr r* rs 1 T r? r3
srd | srd | sr* | sr’ s sro| sr? | 3 r# r® 1 r r?
sr* | sr* | sr’ s sr | sr? | srd® | r? r3 r# rs 1 r
sr3 | sr’ s sr | sr? | sr3 | srt r r? r3 rt r> 1
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Berdasarkan Tabel 3.7 didapatkan bahwa 1,73,s,sr,sr?,sr3,sr*, sr’

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan
bagian S dari D,, yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh
S = {r,r%,r* r°}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Is(D;2))

sebagai berikut:

r r ST sr?

Gambar 3.11 Graf Invers Grup Dihedral-12 (I;(Dy5))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (Tg(D;2))

sebagai berikut:
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Gambar 3.12 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-12 (I3 (D,))
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Pada Gambar 3.12 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:

1 1 1 1 17

r sr sr2sri3srisr®
0
0O 01 00 1 1 111 1 1

51

010010111111
10 0 00 0111111
001001111111

— O

— O

—

— O

— O

w G

O

i

O

O

A

O

1111110000 1O0
T 101 1K1 F1T O 0 On Un0 1
Tpohn=T 1 ™{E 1A A0 0 Oy Gy O
1 1,18 d 51,1 OFGF 0. 0 "4 0
I WAL 0, 0 AF 0 0 N

1
T

r
r
r

SiF
ST
ST
ST
Sis

2
3
4
'5)

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers

7 0 0 0 0O OO O O 0 0 O

098Gl 08 ROR 1O 0RO A0S EEsNt)

U "UEEL SUN MU0 (050 () O3 ORI

UF 0 O B 10N (G OSEOSE O RS

GEmeh UF R (S8 U 400 RO HORUE

Ust” 0 W Uy SaR0F U0l (R
0 0000 O 7 0O0O0O0TO
0 0 00O OO 7 0 O0O0O0

0 0 000 O OOT7 0O0O0

0 0000 O 0 OO 7 0O

0 0000 O O0OO0OOO0OT7O0

SURRR 050 08 0 _OSSUSS0ENORSURS7

D

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

00010011111 17

001001111111

010010111111

100000111111

001001111111

111111000010
111111000001
111111100000
111111010000
11111100100 0

7000000000 0 07

080000000000
008000000000

000700000000
000080000000

000008000000

000000700000

000000070000

000000007000
000000000700

000000000070
0 00000000O00O0 7
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[ 7 0 0 -1 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 8 -1 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 8 o -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 0 7 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 -1 0 8 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
|10 -1 0 o -1.8 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 7 0 0 -1 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 O 7 0 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 7 0 0o -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 O 0 7 0 0
—1 -1 -1 SI* Sl =S, 0 0 7 0
-1 -1 g3 -1 —1 0 U, =y, O 0 7 -

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:
det(L—AI) =0
maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
P(1) = 212 — 884! + 350411° — 833441° + 131588818 — 1448198417
+ 1133731841° — 6313861121° + 24515051521*
— 632055398443 + 97391738884% — 67947724801 = 0
=21(1—-10)1—-12)(1—6)3(1—8)¢ =0
Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A =12,1, = 10,23 = 8,1, = 6,15 = 0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(1y) = 1,m(A,) = 1, m(A3) = 6,m(Ay) = 3,m(As) = 1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-12 sebagai berikut:

- 12 10 8 6 0
SpeCL(Fs(Du)): 1 1 6 3 1
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3.2.3 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D5q)

Himpunan anggota dari grup dihedral-20 adalah D, = {1,7,72,73,7%,75,

8,17, 18,1%, s, 51,512,573, 514, 575,51, 577, 578, 5r°}. Dengan operasi komposisi " o

" pada setiap anggota D, diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.8 Tabel Cayley Grup Dihedral-20 (D,,)

o |l 1| r |t o | T | B | 2 | s | st | sr?| sr3| srt| srP| sr®| sr7| sr8| sr®
1 Tl r |23 S| re |7 | 8| 7| s | sr| sr?| sr3| sr*| srd| sre| sr?| sr®| sr®
r|r |2t S e 7 | | 1| sr®| s | sr | sr?| srd| srt| srd| sr®| sr?| sr®
12 | 24P 4Rl o 7Ol 7 |7 72 (1 R B s v S 7l NS O (WSl BSR2 | S| st | sr°| sr®| sr?
387 3 e G 7 0 |7 S [ R R (2 (7 M 57 2 | s 7 [ WS 7l (RS W7l WS 7| S| st | sro| sr®
[ 2 I OO 2 70 72 72 | T 7 7228 | 2= B | W 721 5 7 (W28 S 722l WS B (WSl WS TR | S | s | sr5
@ 2 | 7|2 72| e A IR | 2 57 &7 &7 s 2 e || 57 || sk
7ol B RGN NSOl BT N2l 7l 72 | 72 | Ysrd s szl s Ws sl Wi s WSl <@ | sr3
7 BN s 1 (7 | 720 2l Gl 7l SIS s i WS el s s WS T WS SRl st | s
ol N o BT (B2l 72 (Nl 2l 22N Vs Al (s NSl sl WsadiwsuelNsTd| 5 | sr
7 | 7| | 7 LR | 7 | & || sl || 5| o kst 577 579 577 SRR cad
g || 5 || a7 | 572 S o] 5| ol g 2aF B 7| 7l 2 R | R el
g7 | &7 || 72| 57°| s\l sl Crdms | 7 ((Resllh A 2 | 7 | 7 | 7 || &
st s sz s Tl s 7l Saslis A sl &7 SElGT =R SR & | 76 | 7
5> RSl NSl szl W78 (Ws7d | “sudlll szl(MsIRIFsT | GudlWr” | 0[R2l TN N7 (72N N W | 5 | 6
srl slNszE NsrE NSl NS NS 72 W Sulms7 (Wsndl s RRSR (R0 (RaE R S N N Y 2| 3 | »* | 5
st | 6 ° snal sz Ws7E (s 7 S RSzl (Ws 7 Nsrs s el Rreml RS (N NN Nl N 7 | r2 | 2 | r*
sro| sr®| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| sr3| srt| srS| vt | S| |7 ||| 1| r | 2|3
sr7| sr7| sr®| sr®| s | sr | sr?| sr3| sr*| sr3| sr| 3 | vt | S| |7 ||| 1| r | r?
sr8| sr8| sr| s | sr| sr?| sr3| sr*| sr®| sro| sr7| 2 |3 |t | S e 7 1|
sr?| sr®| s | sr | sr?| srd| sr*| sr3| sré| sr7| sr®| r | 2|3 |t | S |7 |1

Berdasarkan Tabel 3.8 didapatkan bahwa 1,75,s,sr,sr?,sr3,sr4, sr>,

sr®, sr7,sr8, sr invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun

suatu himpunan bagian S dari D,, yang tidak invers dengan dirinya sendiri,
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sehingga diperoleh S = {r,r%,r3,r%,7r%,r7,r8,1r°}. Dengan demikian dapat

dibentuk suatu graf invers (Ts(Ds,)) sebagai berikut:

Gambar 3.13 Graf Invers Grup Dihedral-20 (I3(D,,))

)
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Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (

sebagai berikut:
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Gambar 3.14 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-20 (I3 (D))
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Pada Gambar 3.14 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:
det(L—AI) =0
maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
PA) =21-2001—14)*(A—10)°(1—12)1°=0
Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A =204, = 14,13 = 12,1, = 10,15 = 0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(d) = 1, m(,) = 2,m(A;3) = 10,m(4,) = 6,m(s) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-20 sebagai berikut:

- 20 14 12 10 O
SpeCL(Fs(Dzo))= 2 10 6 1
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3.2.4 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D,g)

Himpunan anggota dari grup dihedral-28 adalah D,g = {1,7,7%,73,7%,75,

re,r7,r8,ro,rt

sr12,sr13}. Dengan operasi komposisi

0

,Tll,le,T13 3 5 6

,s,sr,sr2,sr3, sr4 sr5 sré sr’, sr

tabel Cayley pada Tabel 3.9 dapat dilihat pada Lampiran.

8

s, srl

0

11

, ST

o " pada setiap anggota D,g diperoleh

Berdasarkan Tabel 3.9 didapatkan bahwa 1,77,s,sr,sr?,sr3,sr, sr5,

sr8, sr7,sr8,s1%, 5110 sr11, 5112 sr13 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh

karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D,g yang tidak invers

dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh S = {r,72,73,r% 15 1%,r8 1% r10,

r11,712 713} Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Ts(Dsg))

sebagai berikut:
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ST

ST

ST
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Gambar 3.15 Graf Invers Grup Dihedral-28 (I;(D,g))
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Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (FS(DZS))

sebagai berikut:

)
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Gambar 3.16 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-28 (I (Dsg))

Pada Gambar 3.16 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

sebagai berikut:
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan
cara yang sama yaitu:
det(L—AI) =0
maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
P(A)=2(1-28)1—-18)3(1—14)°(1 —16)* =0
Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A =281,=181;=16,1, =14,1; =0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
m(d) =1, m(4,) =3, m(A;3) = 14,m(A,) =9,m(4s) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-28 sebagai berikut:

W 2848 118, ¥all6 WilIEm(
specL(Fs(ng))z 3 149 1

3.2.5 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari D5,
Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik
dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n

(Ts(D,n)) yang ditunjukkan pada Tabel 3.10 sebagai berikut:

Tabel 3.10 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari
Grup Dihedral

Dy, Polinomial Karakteriktik P (1) Spektrum

Dy, | 2(A—10)(A —12)(2 — 6)3(A— 8)¢ | spec,(To(D1y)) = [112 110 2 2 i

Dyo | A =20)(A — 14’ (X - 10)°(A—12)%° | spec,(TD0) = [ 5 12 0 7]

Dyg | A —28)(A —18)° A - 149°(A—16)"* | spec,(TD0) = [ & 10 U 7]

14 9 1
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n-2 SPECL(FS(DZn))
A — Zn)(l —(n+ 4)) 4
2n n+4 n+2 n 0
3n—6
A-n) 7 (A-@m+2)" p =2, 3o
4 4

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut:
Teorema 2
Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,
untuk n genap dan n = 4k + 2,k € N adalah
2n n+4 n+?2 n 0
specy(Ts(Dyy)) = ] n—2 3n—6

4 " 4

Bukti

Misalkan grup dihedral D,, = {1,772, ..,r" L s,s1,s72, ..., 57" 1}
dengan n genap dan n =4k + 2,Vk € N. Jika dioperasikan dengan operasi
komposisi " o " di D,,,, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah
W7t=1
(r) =1t Vi=123,.,n— 1dani %2
() '=s
(sri)_1 =srl Vi=1,23,..,n—1
Maka diperoleh unsur-unsur S = {r"|i * %,i =123, .., n— 1} yang tidak

memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |S| = n — 2.

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic
multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (L(D,,) — AI)

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh

m+1)-12 0 .. 0 -1 -1 -1
0 (m+1)—1.. -1 -1 -1 -1
o o o A-n(-m+2) _l—(n+2) _l—(n+2) _l—(n+2) _/1—(71+2)
A-(n+1) A-(m+1) A-(m+1) A-(m+1) A-(m+1)
22— (2n+ DA +n? n A-2n
0 0 0 B A-n A-n “A-n 1-n
0 0 ) . _(A-@+D)*-@Ent+ DA+ 0 -n) n(A—(n+2)) _@-m@-@n+1)
22— (2n+ DA +n? 22— (2n+ 1A +n? 22— (2n+1A+n?
, , , . , (- -0 +2)0-2m)
B — Bn+DA2+nn2—n—-1)A—-6n

Karena det(L — AI') adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

P =2 —-2n)(A— (n+ 4))n4;2(,1 - n)#(l - (m+2)"
Jika P(4) = 0 maka diperoleh nilai eigen
M=2nl =n+4,A;=n+2,1,=n1;=0
dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu
nl 3n—6
m(Al) = 1' m(AZ) = TI m(AS) =n, m(lll-) = T' m(ls) B 1

Dengan demikian, maka diperoleh

2n n+4 n+2 n 0

specy(Ts(Dzy)) = , n=2 3n-6
4 4

3.2.6 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D¢)
Himpunan anggota dari grup dihedral-16 adalah D;¢ = {1,7,72%,73,7%,75,

r,17,5,sr,512, 513,514, 515,515 517}, Dengan operasi komposisi "o " pada

setiap anggota D, diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:
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Tabel 3.11 Tabel Cayley Grup Dihedral-16 (D;¢)
° 1| r |72 || r* | 3| v |77 | s | sr|sr?|srd|srt|srd|sre|sr’
1|1 | r |r2 |3 |r* |5 |r®|v7 | s | sr|sr?|srd|srt|sr’|sre|sr’
r|lr 2|3t | S e |7 |1 | sr7| s | sr|sr?|sr3| srt| srd| sr®
22| 3t | S e |71 r | sr|sr?| s | sr|sr?|srd| srt|sr®
it S| 7| 1| r | r? | srd|sr®|sr7| s | sr|sr?|srd|srt
Yt S e T 1 | r |2 rd | st srd | st st s | sr | sr?|srd
ol re 7| 1| r | P3|t | srd| srt|srd | sr® | sr7| s | sr | sr?
el re | 71| r |23t S | sr? | sr3| st srS | sr®|sr7| s | sr
771 2t S | v | st | sr? | sr3 | srt| srd | sr® | sr7| s
s | s | sr|sr®|srd3|srt|srd|sr|sr7| 1 | r [ 2|3 |t |5 || 7
st | sr|sr?|sr3|srt|sr5|srélsr’| s |7 | 1 | r |2 |3 |0t | 5|
sr? | sr? | sr3|srt|srd|srl|sr’| s | sr| v |7 | 1 | r | r?2 |3 |t | S
Ll 40 || 572 | 2| s7 | s || s b 2] 72| A2 | #2 |L ro|r2 | 3| rt
srt iPsrNsrEl NSl NSl RS I NSyl s 7220 W7z N va i (Sl (B -cl (W AT R, » | 2 | 3
ol 572 | 57| 77 8 || s | 572 | &2 s | 72 | 7 72 70 | 7 T
g | 52| 77| s | &7 | 2| &2 | g7 | e 2 | A 7L A2 7P | G e RS
sit | s | & | &7 | g2 | o2 i | S WA 7| 2 A A LA | 7 TR

Berdasarkan Tabel 3.11 didapatkan bahwa 1,7%s,sr,sr?,sr3,sr, sr5,
sr®, sr” invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu
himpunan bagian S dari D;¢ yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga
diperoleh S = {r,r2,73,75r% r”}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf

invers (T(Dy¢)) sebagai berikut:

Gambar 3.17 Graf Invers Grup Dihedral-16 (I3(Dy5))
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers

ErEEEEEEEEEEEEEE
Y=l =f=Y=f=f=R=R=leleRR=T=le N}
[Si=f=f=Y=f=R=f=R=R=R=R ==l =)
OO0 OO
Sl=f=f=Y=f=f=R=R=foRoloN=R=R=R=}
[Sl=f=f=Y=f=f=Y=R=foloN==R=R=N=}
Sl=f=f=Y=f=f=Y=R=loNeR=leN=R=R=}

cCoocococOoO00C0Oo000OOoO
coococococoSococococococoo
coocoocococ0O0O0000O0O
cocoococoSocococococococococo
coocoocococOCOo0O000O0O
cocoocoSfococoocococococococococo
coocoocococ0cOocOo0000OO
cSococococococococococococoo

NOOO0OOOOCOOO0DO0O0O0 OO

I
Q

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

L=D-A

A —
T e | @@ e

A —
Ll Toolocoocooo

A A A A AAAAA
R T | @e@en@ @

A
1l 1l loocooocoooco

A —
1 el | Sk © Slicler @S |
R R R R —
|l el e e i | M W EW O © =) RS
A —

FF I 1 iyl @i S =lany =
o —

11111l Toooo | ooo

— A oA
o locco loga !l I I L1 I 1 |

— A
00_00090________

A o T A A AA A A
coco lowo | I I 1 1 1 11

— A A
RErO SIHIS-SISN | TN |

— o A A A
oloqo loco | I I I I | I 1

A AdA A A A A
009000_0________

o - A A A A A
oO+qHo looco | I I [ 1 1 1 11

— o
oococo looco | I I I I I |1

I

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan

cara yang sama yaitu:

det(L—AI) =0

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:

P =21-12)(1—-16)(1—8)°(1—10)8=0

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:

=0

8, As

Al = 16,/12 =12 23 = 10,2,4
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Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
md) =1,mA,) =1, mA3) =8mA,) =5mds) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-16 sebagai berikut:

16 12 10 8 0
SpeCL(Fs(Dm)) =
IO 1
3.2.7 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D,4)
Himpunan anggota dari grup dihedral-24 adalah
DN e e O I, S T S STis Sk ST st s NsT7,

sr8,sr? sr19 sr11}. Dengan operasi komposisi "o " pada setiap anggota D,,

diperoleh tabel Cayley pada Tabel 3.12 dapat dilihat pada Lampiran.

Berdasarkan Tabel 3.12 didapatkan bahwa 1,79, s,sr,sr?,sr3,sr*, sr>,
sr®,sr7,sr8, sr% sr1% sr1! invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu,
dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D,, yang tidak invers dengan

dirinya sendiri, sehingga diperoleh S = {r,v%,r3,r*r5r7,r8 v 10 ri1}.

Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (FS(D24)) sebagai berikut:

sr ST
4
sr NS
“\"\. 4".‘.-‘-;7 N
(IRTHFSESIRSAN
rs s ,‘i‘;vi',,ﬂ; RETISHINN (5
K W NF
W %
LB
) QN
7"6 11 ;!!A ST'6
sr Av“‘f'/
[ XH
A.'.:‘:«‘"/
7
sr1o sr
r? r8 sr? sr8

Gambar 3.19 Graf Invers Grup Dihedral-24 (I3(D,,))
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers
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OOOOOOOM_OOOOOOOOOOOOOOOO
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I
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:

=111l =l =A== 11=1l=il=1l7

ri130 0 0 0 0-10 0 0 0 O

0140 0 Oy © O J0H =iF=ilahl—il—pl—=al=i—1E-18=1l—il=il

0 0140-10 0 0 0 0-10

=1 =Tl =1l =1l =1E=1l=1l=1l=1l
i il=il=ll= e 1 =11l =1=1l=1l
- T L =Tl == LA h—= 1= 1| =1l =1l=1l
=1 Gl Bl =TS 1B 1=l =1l=1l=il

000130 00 00-100

=i =11 =10 | Il =1l =g =il =1l =1l=]l=1l

0
0
0

—1 —1-1-1-1-1-1-1-1-1-1=1-1
1
1

O e

0-100 000-1006014 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1

-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1 130 0 0 0 0-10 0 0 O O
b | —il=il=i =il ==l =il=1 0 13 O © 0 0 0=l 0 O O
-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1 0 013 0 0 0 0 0-10 0 O
-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1 0 0 0130 0 0 0 0-10 O
-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1 0 0 0 013 0 0 0 0 0-10
-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1 0 0 0 0 013 0 0 0 O 0 -1

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan

cara yang sama yaitu:

det(L—AI) =0
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maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
P =21 —-24)(A1—16)2(1 —12)8(1 — 14)12 =0
Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu:
A =242, =161 =141, =12,1 =0
Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic
multiplicity sebagai berikut:
md,) =1, mA,) = 2,m(A;3) = 12,m(A,) =8, m(4s) =1
Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral-24 sebagai berikut:

- 24 16 14 12 O
SPeCL(Fs(D24)) =
17 | 2RISR
3.2.8 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (D3,)
Himpunan anggota dari grup dihedral-32 adalah D, = {1,7,72%,73,74,75,

6 BRSSOV TRpesi2aper] Jgpe1 4% .. 115
2k

R L T T ST LN | S SIps 0T SERRSEENCHONCT oF S, sT°,

sr10, 5711 sr12 5113 sr14 sr15). Dengan operasi komposisi "o " pada setiap
anggota D5, diperoleh tabel Cayley pada Tabel 3.13 dapat dilihat pada Lampiran.
Berdasarkan Tabel 3.13 didapatkan bahwa 1,78, s,sr,sr?,sr3,sr*, sr>,
sr8, sr7,sr8, 512, 5110, 5111 5112, 5113, sr1*, sr!> invers terhadap dirinya sendiri.
Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian S dari D;, yang tidak
invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh S = {r,r%,r3 1% 57",

7,1, r10, r11 12 113 114 1151 Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf

invers (Ty(Ds,)) sebagai berikut:
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Gambar 3.21 Graf Invers Grup Dihedral-32 (I;(D35))

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers (FS(D32))

sebagai berikut:

N §r 9
1 r
6 10
P11
|
F12
o
3 AN,
O
2
i P14
/!
7 F15
\
\
\ |
il i\ S
0
\
srid SVTT®  sr
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i VAN |
A VAN 2
srl4 sr
3
or13 sr
4
ST
orl2
srit sr5
6
10 ST
ST 9
ST ST8 s T7

Gambar 3.22 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-32 (T (Ds;))
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Pada Gambar 3.22 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
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Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic

multiplicity sebagai berikut:

m(1,) = 1, m(1y) = 3,m(1s) = 16,m(A,) = 11, m(As) = 1
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Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari

grup dihedral-32 sebagai berikut:

32 20 18 16 O

spec;(Ts(D3z)) = L3 16 11 1

3.2.9 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari D,,,
Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik
dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n

(I‘S(DZH)) yang ditunjukkan pada Tabel 3.14 sebagai berikut:

Tabel 3.14 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari
Grup Dihedral

D3y Polinomial Karakteriktik P (1) Spektrum
Dy | A2 —12)(A—16)(A —8)°(A —10)8 | spec,(Ts(Dyq)) = [116 112 180 g (1)

Dyy | 2 —24)(A—16)2(2 —12)3(1 — 14)*2 spec,(To(D0)) = [214 126 1;} 182 (1)]
Ds, | A1 -32)A-202(A—16)"' (1 - 18)'¢ | spec,(T;(Dsy)) = [312 230 12 12 (1)

n-—4 speCL(Fs(DZn))
A — Zn)(/l —(n+ 4)) e
Zifh i arAh fer 2 n 0
n—4 3n—4

4 y 4

3n—4 n
1- n)T(/l —(n+ 2))

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut:
Teorema 5
Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral D,,
untuk n genap dan n = 4(k + 1), Vk € N adalah
2n n+4 n+2 n 0
SpecL(Fs(DZn)) = 1 n—4 3n—4

4 n 4
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Bukti

Misalkan grup dihedral D,, = {1,7,72, ..,r" L s,s1,s1?%, ..., sr""1}
dengan n genap dan n =4(k + 1),Vk € N. Jika dioperasikan dengan operasi
komposisi " o " di D,,,, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah
MW1t=1
(r) =1t vi=123,.,n—1dani %"
() '=s
(sri)_l =srl Vi=123,..,n—1
Maka diperoleh unsur-unsur S = {ri|i * %,i = B2,388 1 — 1} yang tidak
memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |S| = n — 2.

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)

1 r 2 3 . r*ls sr srisrd3..sr*?
1 0 0 0 1 /8N 1 Vi 5
- 0 010 11 1 1 1 1
r2 BENO b O A0 011 1 1 1
r3 190/ 0 %0 it § L 1
AD,) )=471 |0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1
s T 1 207 400 0
sr 1 -1 gl 1 0 0%8=0 0
st2 111 1 1 1 0 0 0 0 1
st 111 1 1 Lnddsd 0 0 0
st 1 101 1 1.0 01 0 0

dan matriks derajat

n+l1 0 0 0 0 0 0 0 0 .. 0
0 n+2 0 0 0 0 0 0 0 .. 0
0 0 n+2 0 0 0 0 0 0 .. 0
0 0 0 n+1 0 0 0 0 0 .. 0
1o o o 0 .nm+20 0 0 O 0
D(Dzn) = 0 0 0 o0 0 n+1 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0 n+1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 n+l1 0 .. O
0 0 0 0 0 0 0 0 n+l.. 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 .n+1
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Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:
m+1 0 0O -1 .. 0 -1 -1 -1 -1 .. —1 7
0O n+2 -1 0 .. -1 0 0 0 0 -1
0 -1n+2 0 .. O 0O 0 0 0 -1
-1 0 0 n+1.. O 0O 0 0 0 -1
1 0 0 o0 0 ..n+2 0 0 O 0o .. -1
L) =1 3 4 1 4 i ni10 0 -1 . 0
-1 -1 41, "l 0 n+1 0 0O .. O
-1 3 _d" 1 .=l 0 0O n+1 0 .. —1
— 1 — | 0 0O n+1.. O
L1 L 1% 1) S 0 0O -1 0 ..n+1-

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic
multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (L(D,,) — AI)

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh

m+D-12 0 .. 0 -1 -1 -1
0 (+D—-21.. -1 -1 -1 -1
('] 0 0 (A—n)(i—(mz)) A—'(n+z) z—in+z) A-(+2) A—&n+z)
RECED) S A-@m+1) TA—(+D) TA-(+1D -+ D
N N 0 A2—(@2n+ 1DA+n? n A-2n n
7 A-n A-n " 2-n A-n
0 0 2 7 _(A-@+D)(#-@nt DA+ (02 -n) n(A-(n+2) _@-m@-@nt+1)
22— (2n+ 1)A +n? 22— (2n+1)A+n? A2 —(2n+1)21+n?
1(@-mA-@+2)a - 2m)
0 0o . 0 0 0 - . -
2B —(Bn+ DA% +nn?—n—1)1—6nl

Karena det(L — AI) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut

P() =22 —2n)(A— (n + 4))nT_4(,1 — n)#(l —(+2)"
Jika P(4) = 0 maka diperoleh nilai eigen
MA=2nl, =n+4A;=n+2,1,=n1;=0
dan diperolen nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu

n—4 3n
m(ll) = 1!m(12) = T:m(l3) = nlm()ﬂ-) = Tim(AS) =1
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Dengan demikian, maka diperoleh

2n n+4 n+2 n 0

specy(Ts(Dyy)) = L no4 o 3n—4
4 4

3.3 Konsep Graf dalam Kajian Silaturrahim

Graf dalam bahasa adalah himpunan dari objek-objek yang dinamakan
titik, simpul, atau sudut yang dihubungkan oleh garis atau sisi sehingga titik-titik
tersebut terhubung langsung. Sama halnya dengan ta’aruf yang telah
diperkenalkan dalam al-Quran. Secara bahasa istilah ta’aruf berasal dari bahasa
Arab yang artinya saling mengenal atau berkenalan. Ta’aruf sangat dianjurkan
dalam agama Islam agar saling mengenal antara satu sama lain. Salah satu cara
agar saling mengenal sesama manusia Yaitu dengan bersilaturrahim yang

disebutkan dalam surat al-Hujurat ayat 13 yang berbunyi:

7~
WS e ey .
- . =4 " e =4
N . ) ;
D> (\19"/ al ol rg-ﬂﬂ bl e "G

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki
dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara
kamu disisi Allah ialah orang yang paling tagwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah
Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat:13).

- £
|

Ayat tersebut menjelaskan bahwa terjalinnya hubungan satu sama lain di
antara sesama manusia merupakan suatu ketetapan dari Allah, dan hubungan ini
berawal dari berbeda-bedanya penciptaan manusia (Zulheldi, 2009). Hubungan
antar manusia adalah kemampuan mengenali sifat, tingkah laku, pribadi
seseorang. Ruang lingkup hubungan antar manusia dalam arti luas adalah interaksi

antar seseorang dengan orang lain dalam suatu kehidupan untuk memperoleh
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kepuasan hati. Sedangkan menurut Hugo Cabot dan Joseph A Kahl (1967),
hubungan antar manusia adalah suatu sosiologi konkret karena meneliti situasi
kehidupan, khususnya masalah “interaksi”” dengan pengaruh psikologisnya.
Di samping menjalin hubungan antar sesama manusia (hablum min an-
Nds), juga menitik beratkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah
(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt. berfirman surat ali Imran ayat 112:

9;}»«»«

Mjcbij|uﬁdA>)&TuA}}~4 Y\ \)_uu Lagy\du\]\m.l.cud»«.a

Qj.t.a_: fb‘c,\‘_:\_:d)).&.) bJK('-GJ; _.UJ M\m.i}u.gj\o f&)“’&.;

2> ~ f;’-‘

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecualz ﬂka mereka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka
kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian
itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh Para Nabi tanpa alasan
vang benar. yang demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(QS.
ali Imran:112).

Adapun yang dimaksud dengan hubungan antar manusia di dalam al-
Quran adalah adanya ciptaan Allah yang berbeda-beda dalam kehidupan manusia
seperti laki-laki dan perempuan, suku-suku yang banyak, berbangsa-bangsa,
bahasa yang berbeda-beda, serta warna kulit yang tidak sama dan berbagai
keanekaragaman lainnya agar manusia tersebut saling mengenal satu sama lainnya
dan bukan untuk menjelekkan perbedaan tersebut. Namun, bagaimana mereka
bisa bersatu dengan segala perbedaan tersebut untuk menciptakan sebuah
kehidupan yang harmonis yang penuh dengan kedamaian, karena manusia adalah
makhluk sosial yang saling membutuhkan satu sama lainnya dan mereka tidak
akan bisa hidup dengan individu mereka sendiri. Hal ini untuk saling mengisi

sehingga terbentuk manusia terbaik.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang sudah diperoleh, maka dapat diambil
kesimpulan bahwa pola umum spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari
grup dihedral dapat diklasifikasikan sebagai berikut:
a. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n

ganjil dan n > 3 adalah

2n n+2 n 0
SpecL(Fs(DZn)) = 1 n—1 3n-3
2 2

b. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n

genap dan n = 4k + 2,Vk € N adalah

n

2n n+4 n+2 n 0]
4 4

SpauﬂquJ)=l] n—2 3n—6

c. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral D,,, untuk n

genap dan n = 4(k + 1), Vk € N adalah

specy(Ts(Dyy,)) = n—4 3n—4

4 = 4

2n n+4 n+2 n 0}

4.2 Saran
Bagi peneliti selanjutnya, disarankan untuk mengkaji spektrum Adjacency,
spektrum signless Laplace dan spektrum detour dari komplemen graf invers atau

berbagai macam graf lainnya dari grup dihedral D,,,.
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