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MOTO 

 

تِكَ  تَظِرِ الْمَسَاءَ وَخُذْ مِنْ صِحَّ بَاحَ وَإِذَا أَصْبَحْتَ فَلاَ تَ ن ْ تَظِرِ الصَّ إِذَا أمَْسَيْتَ فَلاَ تَ ن ْ
 لِمَرَضِكَ وَمِنْ حَيَاتِكَ لِمَوْتِكَ 

 
 “Apabila kamu berada di sore hari janganlah kamu menunggu (melakukan 

sesuatu) hingga pagi hari (datang). Apabila kamu berada di pagi hari janganlah 

menunggu (melakukan sesuatu) hingga sore (datang). Gunakan waktu sehatmu 

untuk menghadapi sakitmu, dan waktu hidupmu untuk menghadapi matimu”. 

(HR.Bukhari). 
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ABSTRAK 

Husna, Miratul. 2018. Spektrum Laplace dari Komplemen Graf Invers dari 

Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd. 

 

Kata Kunci: spektrum Laplace, matriks Laplace, nilai eigen, algebraic 

multiplicity, komplemen graf invers, grup dihedral. 

 

Misal (G,∗) adalah grup berhingga dan 𝑆 himpunan bagian dari 𝐺 yang 

memuat semua anggota 𝐺 yang tidak invers ke dirinya sendiri. Graf invers Γ𝑆(𝐺) 

yang dibangun dari G adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota 

di G sedemikian sehingga setiap dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 adalah terhubung 

langsung jika dan hanya jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆. Misal 𝐺 adalah graf dengan 

himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Graf 𝐺 dapat dipresentasikan dalam 

bentuk diagram, salah satunya yaitu dalam bentuk matriks. Matriks Laplace 

dinotasikan dengan 𝑳(𝐺) didapatkan dari operasi pengurangan matriks derajat 

titik yang dinotasikan dengan 𝑫(𝐺) dan matriks adjacency dinotasikan dengan 

𝑨(𝐺) yang ditunjukkan oleh 𝑳(𝐺) = 𝑫(𝐺) − 𝑨(𝐺). Ketika graf sudah dinyatakan 

dalam bentuk matriks, maka dapat dicari nilai eigen dan algebraic multiplicity-

nya. Matriks baru yang memuat nilai eigen pada baris pertama dan nilai algebraic 

multiplicity pada baris kedua disebut spektrum. Spektrum yang diperoleh dari 

matriks 𝑳(𝐺) disebut spektrum Laplace.  

Tujuan penelitian ini adalah mencari pola umum spektrum Laplace dari 

komplemen graf invers yang dibangun dari grup dihedral dan dirumuskan menjadi 

suatu teorema. Hasil penelitian ini adalah: 

1. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 

2. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

3. Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

genap dan 𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

Bagi penelitian selanjutnya, diharapkan dapat menemukan bermacam-macam 

teorema tentang spektrum Laplace dari graf lainnya yang dibangun dari grup 

dihedral. 
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ABSTRACT 

Husna, Miratul. 2018. Laplacian Spectrum of Complement of Inverse Graph 

of Dihedral Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of 

Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Dr. H. Imam 

Sujarwo, M.Pd. 

 

Keyword: Laplacian spectrum, Laplacian matrix, eigen value, algebraic 

multiplicity, complement of inverse graph, dihedral group. 

 

Let (G,∗) be a finite group and 𝑆 a possibly empty subset of G containing 

its non-invertible elements. The inverse graph Γ𝑆(𝐺) associated with G is the 

graph whose set of vertices coincides with G such that two distinct vertices 𝑢 and 

𝑣 are adjacent if and only if either 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 or 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆. Let 𝐺 be a graph with a 

set of vertices 𝑉(𝐺) and a set of edges 𝐸(𝐺). Graph can be represented in the 

matrix form, for example Laplacian matrix denoted by 𝑳(𝐺) derived from a 

degree matrix reduction operation denoted by 𝑫 (𝐺) and the adjacency matrix 

denoted by 𝑨(𝐺) indicated by 𝑳(𝐺) = 𝑫(𝐺) − 𝑨(𝐺). When the graph has been 

represented in matrix form, then the eigen values and algebraic multiplicity can be 

determined. The new matrix which containing all of eigen values in the first row 

and the algebraic multiplicity in the second row is called the spectrum. The 

spectrum obtained from the matrix 𝑳(𝐺) is called the Laplacian spectrum.  

The purpose of this research is to find Laplacian spectrum pattern of 

complement of inverse graph obtained from dihedral group and formulated into 

theorems. The results of this research are: 

1. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group 𝐷2𝑛 

for odd 𝑛 and 𝑛 ≥  3 is 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 

 

2. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group 𝐷2𝑛 

for even 𝑛 and dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ is 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

 

3. The Laplacian spectrum of complement of inverse graph of dihedral group 𝐷2𝑛 

for odd 𝑛 and 𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ  is 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

For further research, it is desirable to find various theorems about the Laplacian 

spectrum from other graphs of dihedral group.  
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 ملخص

 .مكلملات المخطط المعكوس من زمرة زوجيةمن  Laplacian spectrum. 2018. مرأة، الحسنى

الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية  شعبة البحث الجامعي.
، امام سوجروو( الدكتور 2ر، الماجستيرة التربوية )كالدكتور عبد الشا ( 1المشرف: ) الحكومية مالانج.

 الماجستيرة التربوية.
 

تعدد جبري، مكلملات ، القيم الذاتية ، مصفوفة  Laplacian spectrum ،Laplacian: الكلمات الرئيسية

 .زمرة زوجيةالمخطط المعكوس، 

 
تحتوي على جميع الأعضاء غير  𝐺 هي مجموعة محدودة ومجموعة فرعية من (∗,𝐺) المثال

هو مخطط التى كانت مجموعة رؤوسها هي جميع  𝐺 تم إنشاؤه من 𝛤𝑆(𝐺) المعكوس .العكسيين لأنفسهم

𝑢 كانتا متجاورين إذا 𝑣 و 𝑢 بحيث يتم توصيل كل أسين 𝐺  الأعضاء في ∗ 𝑣 أو  𝑣 ∗ 𝑢 في . 𝑆  المثال 

𝐺سعبارة عن مخطط يحتوي على مجموعة من رؤو 𝑉(𝐺) ومجموعة أضلاء  . 𝐸(𝐺)  يمكن التعبير

مصفوفة  تم الحصول عليها من 𝑳(𝐺) بواسطة Laplacianعنها في شكل مصفوفة، سبيل المثال مصفوفة 

 ، والذي دل عليه𝑨(𝐺)ومصفوفة الجوار التي كتبها  𝑫 (𝐺) درجة رؤوس عملية تخفيض بواسطة

. 𝑳(𝐺) = 𝑫(𝐺) − 𝑨(𝐺) عن مخطط في شكل مصفوفة، يمكن البحث عن التعدد عندما يتم التعبير

وتسمى مصفوفة جديدة تحتوي على القيم الذاتية في الصف الأول وتعدد جبري من أعلى رتبة في  .الجبري

  𝑳(𝐺)المتحصل عليه من المصفوفة spectrumويسمى  spectrum. الصف الثاني

.Laplacian spectrum 

مكلملات المخطط من  Laplacian spectrumعلى نمط والغرض من هذا البحث هو العثور  

  :وكانت نتيجة هذا البحث هي. وصياغته في نظريةزمرة زوجية من المعكوس 

1. Laplacian spectrum  زمرة زوجيةمن مكلملات المخطط المعكوس من  𝐷2𝑛ل 𝑛  فردي و  

𝑛 ≥   هو  3

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 

 

2. Laplacian spectrum  زمرة زوجيةمن مكلملات المخطط المعكوس من  𝐷2𝑛ل 𝑛 حتى و 

𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ هو  

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

 

3. Laplacian spectrum  زمرة زوجيةمن مكلملات المخطط المعكوس من  𝐷2𝑛ل 𝑛 حتى و 

𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ هو  

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

   

 من مخطط Laplacian spectrumلمزيد من البحث، فمن المستحسن أن تجد مختلف النظريات حول 

الأخرى من زمرة زوجية.
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Al-Quran merupakan kitab suci bagi umat Islam. Selain sebagai kitab suci, 

al-Quran juga merupakan sumber hukum utama dalam ajaran agama Islam. Al-

Quran merupakan sumber dari berbagai macam ilmu pengetahuan. Ilmu 

pengetahuan memberikan penjelasan untuk mendorong manusia mengembangkan 

dan memperluas wawasan sesuai dengan perkembangan zaman. Salah satunya 

yaitu ilmu matematika. Sebagaimana firman Allah Swt dalam surat al-Mujadilah 

ayat 11, yaitu:  

                        

                         

              

Artinya: “Hai orang-orang beriman apabila dikatakan kepadamu: "Berlapang-

lapanglah dalam majlis", maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan 

untukmu. Dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", maka berdirilah, niscaya Allah 

akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi 

ilmu pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah Maha Mengetahui apa yang kamu 

kerjakan”(QS. al-Mujadilah:11). 

 

Menurut tafsir Jalalain (Hai orang-orang yang beriman, apabila dikatakan 

kepada kalian, "Berlapang-lapanglah) berluas-luaslah (dalam majelis") yaitu 

majelis tempat Nabi Saw berada, dan majelis dzikir sehingga orang-orang yang 

datang kepada kalian dapat tempat duduk. Menurut suatu qiraat lafal al-majaalis 

dibaca al-majlis dalam bentuk mufrad (maka lapangkanlah, niscaya Allah akan 

memberi kelapangan untuk kalian) di surga nanti. (Dan apabila dikatakan, 
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"Berdirilah kalian") untuk melakukan salat dan hal-hal lainnya yang termasuk 

amal-amal kebaikan (maka berdirilah) menurut qiraat lainnya kedua-duanya 

dibaca fansyuzuu dengan memakai harakat damah pada huruf Syinnya (niscaya 

Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antara kalian) karena 

ketaatannya dalam hal tersebut (dan) Allah meninggikan pula (orang-orang yang 

diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat) di surga nanti. (Dan Allah Maha 

Mengetahui apa yang kalian kerjakan).  

Ayat tersebut menjelaskan tentang seorang yang akan diangkat derajatnya 

oleh Allah, yaitu orang-orang yang beriman dan orang-orang yang berilmu 

pengetahuan, dengan beberapa derajat.  Orang yang beriman dan berilmu 

pengetahuan akan menunjukkan sikap yang arif dan bijaksana. Iman dan ilmu 

tersebut akan membuat orang mantap dan agung. Tentu saja yang dimaksud 

dengan yang berilmu itu artinya yang diberi pengetahuan. Ini berarti pada ayat 

tersebut membagi kaum beriman kepada dua kelompok besar, yang pertama 

sekedar beriman dan beramal saleh, dan yang kedua beriman dan beramal saleh 

serta memiliki pengetahuan. Derajat kelompok kedua ini menjadi lebih tinggi, 

bukan saja karena nilai ilmu yang disandangnya, tetapi juga amal dan 

pengajarannya kepada pihak lain baik secara lisan, tulisan maupun dengan 

keteladanan (Shihab, 2004). Salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai 

macam ilmu lainnya yaitu matematika, khususnya teori graf. 

Graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan 

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 

𝑉(𝐺) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan 
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dilambangkan dengan 𝑛(𝐺), dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 

dan dilambangkan dengan 𝑚(𝐺).  

Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣, ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣. 

Jika 𝑒 = 𝑢𝑣 adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung 

(adjacent), 𝑣 dan 𝑒 serta 𝑢 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), dan titik 𝑢 

dan 𝑣 disebut ujung dari 𝑒 (Chartrand, dkk, 2016). 

Teori graf juga membahas tentang suatu graf yang dibangun dari grup, 

misalnya graf invers dan komplemen graf invers. Misalkan (G,∗) adalah grup 

berhingga dan 𝑆 = {𝑢 ∈ G|𝑢 ≠ 𝑢−1}. Didefinisikan graf invers yang terkait 

dengan G, yaitu Γ𝑆(G) adalah graf yang himpunan titiknya anggota dengan G 

sedemikian sehingga dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 adalah terhubung langsung 

jika dan hanya jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆 (Alfuraida dan Zakariya, 2017). 

Sedangkan komplemen 𝐺 (ditulis 𝐺̅) dari graf 𝐺 adalah graf dengan himpunan 

titik 𝑉(𝐺) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di 𝐺̅ jika dan hanya 

jika titik tersebut tidak terhubung langsung di 𝐺 (Chartrand, dkk, 2016). Graf 

invers dapat dibangun dari grup dihedral. Grup dihedral adalah grup dari 

himpunan simetri-simetri dari segi-𝑛 beraturan, dinotasikan 𝐷2𝑛, untuk setiap 𝑛 

bilangan bulat positif dan 𝑛 ≥ 3 (Dummit dan Foote, 2004). 

Graf tidak hanya disajikan dalam bentuk gambar, tetapi juga dapat 

disajikan dalam bentuk matriks. Misalkan 𝐺 suatu graf dengan 𝑉(𝐺) =

{𝑣1,വ2, … , 𝑣𝑛}. Matriks keterhubungan titik (vertex adjacency matrix) graf 𝐺 

adalah matriks bujur sangkar, dinotasikan dengan 𝑨(𝐺) = (𝑎𝑖𝑗) adalah matriks 

berordo 𝑛 ×  𝑛 dengan 𝑎𝑖𝑗 = 1 jika titik 𝑣𝑖 terhubung langsung dengan titik 𝑣𝑗  

dan 𝑎𝑖𝑗 = 0 untuk lainnya. Dengan demikian, maka matriks keterhubungan titik 
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graf 𝐺 adalah matriks simetri dengan entri 0 dan 1 dan bernilai 0 untuk semua 

entri pada diagonal utamanya (Abdussakir, dkk, 2016). 

Matriks derajat dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑫(𝐺) adalah matriks 

diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-j adalah derajat dari 𝑣𝑖 , 𝑖 =

1, 2, 3, … , 𝑛. Matriks 𝑳(𝐺) = 𝑫(𝐺)–𝑨(𝐺) disebut matriks Laplace dari graf 𝐺 

(Brouwer dan Haemers, 2010). 

Seiring berkembangnya teknologi, teori graf juga semakin berkembang. 

Banyak orang melakukan berbagai penelitian salah satunya adalah spektrum pada 

suatu graf. Penelitian mengenai spektrum suatu graf merupakan hal yang relatif 

baru dan banyak dilakukan. Spektrum suatu graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐺) 

dihasilkan dari  matriks keterhubungan suatu graf yang dapat dikaitkan dengan 

konsep nilai eigen dan vektor eigen pada topik aljabar linier. Spektrum yang 

diperoleh dari matriks 𝑨(𝐺) disebut spektrum keterhubungan sedangkan matriks 

𝑳(𝐺) disebut spektrum Laplace (Abdussakir, dkk, 2009). 

Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf yang sudah pernah 

dilakukan antara lain Shuhua Yin (2008) meneliti spektrum Adjacency dan 

spektrum Laplace pada graf 𝐺𝑙 yang diperoleh dari graf komplit 𝐾𝑙 dengan 

menambahkan pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di 𝐾𝑙. 

Abdussakir, dkk (2012) meneliti spektrum Adjacency, Laplace, Singless Laplace, 

dan Detour graf multipartisi komplit 𝐾(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, … , 𝛼𝑛). Abdussakir, dkk (2013) 

meneliti spektrum Adjacency, Laplace, Singless Laplace, dan Detour graf 

commuting dari grup dihedral.  

Berdasarkan uraian di atas, maka belum ada penelitian tentang spektrum 

komplemen graf invers dari grup dihedral. Dengan demikian maka penulis tertarik 
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untuk melakukan penelitian dengan judul “Spektrum Laplace dari Komplemen 

Graf Invers dari Grup Dihedral”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah bagaimana pola umum spektrum Laplace dari komplemen 

graf invers dari grup dihedral? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah 

untuk mengetahui pola umum spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini adalah dapat memberikan informasi 

mengenai spektrum suatu komplemen graf invers yang diperoleh dari suatu grup 

dan menambah pemahaman tentang konsep dalam matematika khususnya pada 

bidang strukur aljabar yakni teori graf. 

1.5 Batasan Masalah 

Untuk lebih memfokuskan penelitian, maka grup dihedral yang dibahas 

untuk pencarian pola umum dibatasi pada 𝐷6 hingga 𝐷32. 

1.6 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini metode yang digunakan penulis adalah studi literatur 

dengan mempelajari dan menelaah beberapa buku, jurnal, dan referensi lain yang 

mendukung penelitian ini.  
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Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menghitung spektrum Laplace komplemen graf invers  dari grup dihedral 

𝐷2𝑛, 𝑛 = 3, 4, … , 10, 12, 14, 16. 

a. Mengidentifikasi semua anggota dari grup dihedral 𝐷2𝑛.  

b. Membuat tabel Cayley dengan operasi komposisi " ∘ " pada grup dihedral 

𝐷2𝑛. 

c. Mencari invers dari setiap anggota pada grup dihedral 𝐷2𝑛. 

d. Membentuk himpunan bagian 𝑆 dari grup dihedral 𝐷2𝑛 yang inversnya 

bukan dirinya sendiri. 

e. Menggambar graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 

f. Menggambar komplemen graf invers  dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 

g. Menentukan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) dan matriks 

derajat dari komplemen graf invers  dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 

h. Menghitung matriks Laplace dari matriks keterhubungan titik (adjacency 

matrix) dan matriks derajat. 

i. Menghitung polinomial karakteristik dari matriks Laplace komplemen 

graf invers  dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 

j. Menghitung nilai eigen dan algebraic multiplicity dari matriks Laplace 

komplemen graf invers  dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 

2. Menghitung pola spektrum Laplace dari komplemen graf invers  dari grup 

dihedral 𝐷2𝑛 dan dirumuskan menjadi suatu teorema serta dibuktikan 

kebenarannya secara umum. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

Untuk mempermudah dalam menelaah dan memahami skripsi ini, maka 

penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-

masing bab dibagi ke dalam beberapa sub bab dengan rumusannya sebagai 

berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Bab ini meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini, diberikan kajian-kajian yang menjadi landasan masalah 

yang dibahas, antara lain himpunan, pengertian grup, grup dihedral, 

definisi graf, graf terhubung, graf invers, komplemen graf invers, definisi 

matriks, matriks keterhubungan titik (vertex adjacency matrix), derajat 

titik, matriks Laplace, nilai eigen dan algebraic multiplicity, eliminasi 

gauss, spektrum Laplace. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini akan dibahas mengenai pola umum dari spektrum Laplace 

pada komplemen graf invers  yang dibangun dari grup dihedral 𝐷2𝑛.  

Bab IV Penutup 

Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dilakukan dan 

saran bagi pembaca yang akan melanjutkan penelitian dalam skripsi ini.
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Grup 

2.1.1 Definisi Grup 

 Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (𝐺,∗) dengan 

𝐺 tidak sama dengan himpunan kosong (𝐺 ≠ 0) dan ∗ adalah operasi biner pada 

𝐺 yang memenuhi sifat-sifat berikut: 

1. (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 (yaitu ∗ asosiatif). 

2. Ada suatu elemen 𝑒 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎, untuk semua 𝑎 ∈ 𝐺 (𝑒 

disebut identitas di 𝐺). 

3. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 ada suatu elemen 𝑎−1 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 =

𝑒 (𝑎−1 disebut invers dari 𝑎). 

Sebagai tambahan, grup (𝐺,∗) disebut abelian (grup komutatif) jika 𝑎 ∗

𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 (Dummit dan Foote, 2004).  

Contoh: 

Misalkan ℤ adalah himpunan bilangan bulat, maka (ℤ,+) adalah grup karena 

berlaku: 

i. Operasi penjumlahan (+) pada ℤ merupakan operasi biner yang terdefinisi di ℤ 

sebab operasi biner merupakan pemetaan ℤ × ℤ → ℤ. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ  

maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. Sehingga ℤ tertutup terhadap operasi +. 

ii. Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ maka 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. Jadi operasi + 

bersifat asosiatif di ℤ. 
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iii. Terdapat anggota identitas yaitu 0 terhadap operasi ∗ di ℤ sedemikian sehingga 

𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎, untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ. 

iv. Untuk 𝑎 ∈ ℤ terdapat 𝑎−1 yaitu (−𝑎) ∈ ℤ sedemikian sehingga 𝑎 + (−𝑎) =

(−𝑎) + 𝑎 = 0.  

Berdasarkan i, ii, iii, dan iv di atas ℤ memenuhi aksioma grup maka terbukti 

bahwa (ℤ,+) adalah grup. 

 

2.1.2 Grup Dihedral 

Grup dihedral adalah himpunan simetri-simetri dari segi 𝑛 beraturan 

(poligon-n), disebut dihedral-2𝑛 𝐷2𝑛, untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑍+, dan 𝑛 ≥ 3. 

Dimisalkan 𝐷2𝑛 adalah suatu grup yang didefinisikan dengan 𝑠 dan 𝑡 untuk 𝑠, 𝑡 ∈

𝐷2𝑛 yang didapatkan dari penerapan pertama 𝑡 kemudian 𝑠 dalam segi-n dari 

simetri (simetri sebagai fungsi segi−𝑛, jadi 𝑠𝑡 merupakan fungsi komposisi). Jika 

𝑠, 𝑡 merupakan akibat permutasi dari titik-titik yang berturut-turut yaitu 𝜎, 𝜏 maka 

𝑠𝑡 merupakan akibat 𝜎 ° 𝜏. Operasi biner di 𝐷2𝑛 adalah asosiatif karena fungsi 

komposisi adalah asosiatif. Identitas dari 𝐷2𝑛 merupakan dihedral dari simetri 

yang dinotasikan dengan 1, dan invers dari 𝑠 ∈ 𝐷2𝑛 merupakan kebalikan semua 

putaran dari simetri 𝑠 (jadi jika 𝑠 merupakan efek permutasi pada titik-titik 𝜎, 

maka 𝑠−1 akibat dari 𝜎−1). 

Grup dihedral akan digunakan secara luas dalam seluruh teks maka perlu 

beberapa notasi dan hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan 

selanjutnya, serta membantu mengamati 𝐷2𝑛 sebagai grup dihedral, yaitu : 

1. 1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1 adalah unsur berbeda dan 𝑟𝑛 = 1, sehingga |𝑟| = 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

2. |𝑠| = 2 
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3. 𝑠 ≠ 𝑟𝑖, untuk sebarang 𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑍+ 

4. 𝑠𝑟𝑖 ≠ 𝑠𝑟𝑗 untuk semua 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, jadi 

𝐷2𝑛 = {1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1}, 

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk 𝑠𝑘𝑟𝑖 untuk 

suatu 𝑘 = 0 atau 1 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1   

5. 𝑟𝑠 = 𝑠𝑟−1.  

6. 𝑟𝑖𝑠 = 𝑠𝑟𝑛−𝑖, untuk semua 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Hal ini menunjukkan cara bagaimana 

mengubah 𝑠 dengan 𝑟 (Dummit dan Foote, 2004:25). 

Contoh: 

Misalkan grup dihedral-6 adalah 𝐷6 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑠 , 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2}. Jika dioperasikan 

dengan operasi " ∘ " maka didapatkan tabel Cayley berikut: 

Tabel 2.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (𝐷6) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟 𝑟 𝑟2 1 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟2 𝑟2 1 𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 𝑟2 1 𝑟 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑟 𝑟2 1 

 

Dari Tabel 2.1 𝑠𝑟 dikomposisikan dengan 𝑠 akan menghasilkan 𝑟2 dengan 

perhitungan sebagai berikut: 

𝑠𝑟 ∘ 𝑠 = 𝑟−1𝑠 ∘ 𝑠 

= 𝑟21 

= 𝑟2 
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2.2 Graf 

2.2.1 Definisi Graf 

Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dimana 

𝑉(𝐺) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan 

𝐸(𝐺) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (𝑢, 𝑣) dari titik-titik 𝑢 dan 𝑣 

yang berbeda di 𝑉(𝐺) disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) pada graf 𝐺 

ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣 (Chartrand, dkk, 2016). 

Sisi 𝑒 = 𝑢𝑣 dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣. Jika 𝑒 = 𝑢𝑣 adalah 

sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut titik-titik yang terhubung langsung (adjacent 

vertices), sedangkan 𝑢 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), begitu juga 

dengan 𝑣 dan 𝑒.  Selanjutnya, jika 𝑒1 dan 𝑒2 adalah sisi-sisi berbeda di 𝐺 yang 

terkait langsung (incident) dengan titik, maka 𝑒1 dan 𝑒2 adalah sisi-sisi yang 

terhubung langsung (adjacent edges) (Chartrand, dkk, 2016).  

Suatu graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya 

harus ada minimal satu. Graf dengan satu titik dan tidak mempunyai sisi disebut 

graf trivial. 

Banyaknya titik di graf 𝐺 disebut order dari 𝐺 yang dilambangkan dengan 

𝑛(𝐺), sedangkan banyaknya sisi disebut ukuran (size) dari 𝐺 yang dilambangkan 

dengan 𝑚(𝐺). Graf 𝐺(𝑛,𝑚) memiliki order 𝑛 dan size 瑵 (Chartrand, dkk, 2016).  

Graf 𝐺 dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram (gambar) yang setiap 

titik 𝐺 digambarkan dengan suatu noktah dan setiap sisi yang menghubungkan 

dua titik di 𝐺 digambarkan dengan kurva sederhana (ruas garis) dengan titik-titik 

akhir di kedua titik tersebut. Ada tiga cara untuk menggambarkan suatu graf, yaitu 
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dalam bentuk diagram secara geometri, matriks, dan dengan menggunakan 

himpunan pasangan berurutan (Budayasa, 2007).  

Misalnya diberikan graf 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥} dan 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} dimana 𝑒1 = 𝑢𝑣, 𝑒2 = 𝑣𝑤, 𝑒3 = 𝑤𝑥, 𝑒4 = 𝑢𝑥, 𝑒5 = 𝑢𝑤. Maka 𝐺 

dapat digambarkan sebagai berikut: 

  

Gambar 2.1 Graf 𝐺 

 

Graf 𝐺 pada Gambar 2.1 mempunyai 4 titik dan 5 sisi sehingga 𝑛(𝐺) = 4 

dan 𝑚(𝐺) = 5 (Budayasa, 2007:2). 

 

2.2.2 Graf Terhubung 

Misalkan 𝐺 adalah graf. Jalan (walk) di 𝐺 adalah suatu barisan berhingga 

(tak kososng) 𝑊 = (𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, … , 𝑒𝑘 , 𝑣𝐹) yang suku-sukunya bergantian 

titik dan sisi, sedemikian hingga 𝑣𝑖−1 dan 𝑣𝑖 adalah titik-titik akhir sisi 𝑒𝑖 , untuk 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Dikatakan 𝑊 adalah suatu jalan dari titik 𝑣0 ke titik 𝑣𝑘, atau jalan-

(𝑣0, 𝑣𝑘). Titik 𝑣0 dan titik 𝑣𝑘 berturut-turut disebut titik awal dan titik akhir 𝑊. 

Sedangkan titik-titik 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘−1 disebut titik-titik internal 𝑊 dan 𝑘 disebut 

panjang jalan 𝑊. Perhatikan bahwa panjang jalan 𝑊 adalah banyaknya sisi dalam 

𝑢 𝑣

 

𝑥 𝑤 

𝑒1 

𝑒2 

𝑒3 

𝑒4 

𝑒5 

𝐺: 
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𝑊. Suatu titik di 𝐺, mungkin saja muncul lebih dari satu kali dalam jalan 𝑊, 

begitu juga dengan suatu sisi di 𝐺, boleh muncul lebih dari satu kali pada jalan 𝑊. 

Jika semua sisi 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑘 dalam jalan 𝑊 berbeda, maka 𝑊 disebut jejak (trail). 

Jika semua titik 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 dalam jalan 𝑊 juga berbeda, maka 𝑊 disebut 

lintasan (path). Suatu jalan yang titik awal dan titik akhirnya berbeda adalah jalan 

terbuka, sebaliknya merupakan jalan tertutup. 

Suatu graf 𝐺 dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua titik di  

𝐺 yang berbeda terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut, 

sebaliknya graf 𝐺 disebut tidak terhubung (disconnected) (Budayasa, 2007). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣3, 𝑣1𝑣4}. Maka 𝐺 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 2.2 Graf Terhubung 

 

Graf 𝐺 pada Gambar 2.2 merupakan graf terhubung karena setiap dua titik 

yang berbeda di 𝐺 dihubungkan oleh lintasan. 

 

𝑣3 𝑣4

 

𝑣1 𝑣2 

𝐺: 
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2.2.3 Komplemen Graf 

Komplemen 𝐺 (ditulis 𝐺̅) dari graf 𝐺 adalah graf dengan himpunan titik 

𝑉(𝐺) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di 𝐺̅ jika dan hanya jika 

titik tersebut tidak terhubung langsung di 𝐺. Jika graf 𝐺 berorde 𝑛 dan berukuran 

𝑚, maka 𝐺̅  berorde 𝑛 memiliki ukuran (
𝑛(𝑛−1)

2
) − 𝑚 (Chartrand, dkk, 2016). 

Contoh komplemen graf 𝐺 pada Gambar 2.2 adalah 

 

Gambar 2.3 Komplemen Graf 𝐺 

 

Dua titik berbeda 𝑣2 dan 𝑣4, 𝑣3 dan 𝑣4 pada Gambar 2.2 tidak terhubung 

langsung sehingga komplemen garf 𝐺 pada Gambar 2.3 terhubung langsung di  𝐺̅. 

 

2.2.4 Derajat Titik 

Derajat titik 𝑣 dari graf 𝐺 merupakan banyaknya titik di 𝐺 yang terhubung 

langsung dengan 𝑣. Derajat dari titik 𝑣 pada graf 𝐺 dinotasikan dengan deg𝐺 𝑣 

atau deg 𝑣. 

Suatu titik yang berderajat 0 disebut titik terasing dan titik yang berderajat 

1 disebut titik ujung atau titik akhir. Derajat terbesar dari semua titik di 𝐺 disebut 

𝑣3 𝑣4

 

𝑣1 𝑣2 

𝐺: 
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derajat maksimum dari 𝐺 dan dinotasikan dengan Δ(𝐺). Derajat minimum dari 

dinotasikan dengan 𝛿(𝐺). Oleh karena itu, jika 𝑣 merupakan titik dari graf 𝐺 

dengan orde 𝑛, maka 0 ≤ 𝛿(𝐺) ≤ deg 𝑣 ≤ Δ(𝐺) ≤ 𝑛 − 1 (Chartrand, dkk, 2016). 

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf 𝐺 dengan 

banyak sisi, yaitu 𝑚 adalah 

∑ deg𝑣

𝑣∈𝐺

= 2𝑚 

disebut sebagai “Teorema Pertama dalam Teori Graf” yang dinyatakan dalam 

teorema berikut. 

Teorema 1 

Jika 𝐺 adalah graf dengan ukuran 𝑚, maka 

∑ deg𝑣

𝑣∈𝑉(𝐺)

= 2𝑚 

Bukti 

Setiap menghitung derajat suatu titik di 𝐺, maka suatu sisi dihitung 1 kali. 

Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika 

menghitung derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan 

demikian diperoleh bahwa jumlah semua derajat titik di 𝐺 sama dengan 2 

kali jumlah sisi di 𝐺. Terbukti bahwa 

∑ deg𝑣

𝑣∈𝑉(𝐺)

= 2𝑚 

Teorema 2 

Banyaknya titik berderajat ganjil pada suatu graf adalah genap. 
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Bukti 

Pandang sembarang graf 𝐺. Misalkan 𝐴 dan 𝐵 berturut-turut adalah 

himpunan semua titik 𝐺 yang berderajat genap dan ganjil. Jelas bahwa 

𝑉(𝐺) = 𝐴 ∪ 𝐵, sehingga 

∑deg 𝑣

𝑣∈𝐴

+ ∑ deg 𝑣

𝑣∈𝐵

 = ∑ deg 𝑣

𝑣∈𝑉(𝐺)

 = 2𝑚 

Selanjutnya, karena untuk setiap ∈ 𝐴 , deg 𝑣 genap, maka ∑ deg 𝑣𝑣∈𝐴  

genap. Akibatnya, ∑ deg 𝑣𝑣∈𝐵  genap. Padahal, untuk setiap titik 𝑣 ∈ 𝐵, 

deg 𝑣 ganjil. Akibatnya, banyaknya titik di 𝐵 harus genap. Terbukti. 

 

2.2.5 Graf Invers dari Grup 

Misalkan (G,∗) adalah grup berhingga dan 𝑆 = {𝑢 ∈ G|𝑢 ≠ 𝑢−1}. 

Didefinisikan graf invers yang terkait dengan G, yaitu Γ𝑆(𝐺) adalah graf yang 

himpunan titiknya anggota dengan G sedemikian sehingga dua titik yang berbeda 

𝑢 dan 𝑣 adalah terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆 

(Alfuraidan dan Zakariya, 2017). 

Catatan 

1. Jelas, identitas 𝑒 adalah anggota trivial yang invers terhadap dirinya sendiri 

dalam grup berhingga G. Maka 𝑒 ∉ 𝑆. Sehingga menyebabkan kardinalitas 

dari 𝑆 kurang dari kardinalitas dari G. Khususnya, jika G tidak memuat 

anggota yang invers terhadap dirinya sendiri selain identitas maka |𝑆| = |G| −

1. 

2. Banyaknya anggota 𝑆 selalu genap, maka |𝑆| = |G| − 1 jika banyaknya 

anggota G ganjil. 
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3. Untuk sebarang graf invers deg 𝑒 = |𝑆| (Monther dan Yusuf, 2017). 

Sebagai contoh pada grup dihedral-6 yaitu 𝐷6 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2} 

terhadap operasi fungsi komposisi. Maka invers dari masing-masing anggota 𝐷6 

adalah  

1−1 = 1   (𝑟2)−1 = 𝑟   𝑠𝑟−1 = 𝑠𝑟             

𝑟−1 = 𝑟2         𝑠−1 = 𝑠                       (𝑠𝑟2)−1 = 𝑠𝑟2 

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 invers 

terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian 

𝑆 dari 𝐷6 yang tidak memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri, 

sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2}. 

Maka terbentuklah graf invers sebagai berikut: 

 

Gambar 2.4 Graf Invers Grup Dihedral-6 (𝐷6) 

 

Dari Gambar 2.4 dapat diketahui bahwa 

1 ∘ 𝑟 = 𝑟  𝑠 ∘ 𝑠𝑟 = 𝑟  𝑠𝑟 ∘ 𝑠 = 𝑟2  𝑠𝑟2 ∘ 𝑠 = 𝑟 

1 ∘ 𝑟2 = 𝑟2  𝑠 ∘ 𝑠𝑟2 = 𝑟2  𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟2 = 𝑟  𝑠𝑟2 ∘ 𝑠𝑟 = 𝑟2 

dengan 𝑟, 𝑟2 ∈ 𝑆 maka ada sisi sehingga titik-titik tersebut terhubung langsung. 
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2.3 Matriks 

2.3.1 Definisi Matriks 

Suatu matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam susunan matriks dinamakan entri. Matriks terdiri dari 

entri-entri yang disusun menurut baris dan kolom sehingga berbentuk persegi 

panjang dengan panjang dan lebar menunjukkan banyak baris dan banyak kolom. 

Matriks yang memiliki 𝑚 baris dan 𝑛 kolom disebut matriks berukuran 𝑚 × 𝑛. 

Bentuk umum dari matriks adalah sebagai berikut: 

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] atau [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 

(Anton dan Rorres, 2004). 

Contoh: 

[
1 2
3 0

−1 4
], [2 1 0], [

1
3
], [4] 

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom, sehingga 

ukurannya adalah 3 × 2. Angka pertama selalu menunjukkan banyaknya baris dan 

angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam 

contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1 × 3, 2 × 2, 2 × 1, 1 × 1 (Anton 

dan Rorres, 2004).  

   

2.3.2 Operasi Matriks 

a. Penjumlahan matriks 

Jika 𝑨 dan 𝑩 adalah sebarang dua matriks yang  ukurannya sama, maka 

jumlah 𝑨 + 𝑩 adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-
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sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang 

ukurannya berbeda tidak bisa ditambahkan (Anton dan Rorres, 2004). 

Contoh: 

𝑨 = [
2 1 0

−1 0 2
4 −2 7

]  𝑩 = [
−4 3 5
2 2 0
3 2 −4

] 

 

Maka 

𝑨 + 𝑩 = [
2 + (−4) 1 + 3 0 + 5
−1 + 2 0 + 2 2 + 0
4 + 3 −2 + 2 7 + (−4)

] = [
−2 4 5
1 2 2
7 0 3

] 

b. Pengurangan matriks 

Jika 𝑨 dan 𝑩 adalah sebarang dua matriks yang  ukurannya sama, maka 

selisih 𝑨 − 𝑩 adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama 

entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang 

ukurannya berbeda tidak bisa dikurangikan. 

Contoh: 

 𝑨 = [
5 2 3
9 −4 6

]  𝑩 = [
8 −2 4
3 5 1

] 

𝑨 − 𝑩 = [
5 2 3
9 −4 6

] − [
8 −2 4
3 5 1

] = [
−3 4 −1
6 −9 5

] 

c. Perkalian matriks 

 Jika 𝑨 adalah matriks 𝑚 × 𝑟 dan 𝑩 adalah matriks 𝑟 × 𝑛, maka hasil kali 

𝑨𝑩 adalah matriks 𝑚 × 𝑛 yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut, untuk 

mencari entri dalam baris i dan kolom j dari 𝑨𝑩, pilihlah baris i dari matriks 

𝑨 dan kolom j dari matriks 𝑩, kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris 

dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang 
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dihasilkan. Perkalian 𝑨 dan 𝑩 terdefinisi jika dan hanya jika banyak kolom 

matriks 𝑨 sama dengan banyak baris matriks 𝑩. 

Contoh: 

Matriks 𝑨 = [
2 1
3 −2

] dan 𝑩 = [
1 4

−3 2
] 

dengan mengalikannya, maka menghasilkan 

𝑨𝑩 = [
2 1
3 −2

] [
1 4

−3 2
] = [

−1 10
9 12

] 

𝑩𝑨 = [
1 4

−3 2
] [

2 1
3 −2

] = [
14 −7
0 −7

] 

Jadi 𝑨𝑩 ≠ 𝑩𝑨 (Anton dan Rorres, 2004). 

 

2.3.3 Representasi Graf dalam Matriks  

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛 (𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan 

tititk 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}. Matriks keterhubungan langsung titik atau matriks 

keterhubungan langsung dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑨(𝐺), adalah matriks 

berordo 𝑛 × 𝑛 dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 

terhubung langsung dengan titik 𝑣𝑗  dan 0 untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks 

keterhubungan langsung dapat ditulis 𝑨(𝐺) = [𝑎𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, dengan 

𝑎𝑖𝑗 = {

1 , jika 𝑣㠹𝑣𝑗 ∈ 𝑬(𝐺)

0 , jika 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∉ 𝑬(𝐺)
 

Matriks keterhubungan langsung suatu graf 𝐺 adalah matriks simetri dengan unsur 

0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak 

memuat loop dan tidak memuat sisi paralel. 
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Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣4, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣3𝑣4}. Maka diagram dan matriks keterhubungan 

langsung graf 𝐺 sebagai berikut: 

                

Gambar 2.5 Graf 𝐺 dan Matriks Keterhubungan Titik 

 

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛(𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks keterhubungan langsung sisi dari graf 𝐺, 

dinotasikan dengan 𝑩(𝐺), adalah matriks berordo 𝑚 × 𝑚 dengan unsur pada baris 

ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika sisi 𝑒𝑖 terhubung langsung dengan sisi 𝑒𝑗, dan 0 

untuk lainnya. Dengan kata lain, matriks keterhubungan langsung sisi dapat ditulis 

𝑩(𝐺) = [𝑏𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑚, dengan 

𝑏𝑖𝑗 = {

1 , jika 𝑒𝑖 dan 𝑒𝑗  terhubung langsung

0 , jika 𝑒𝑖 dan 𝑒𝑗  tidak terhubung langsung
 

Matriks keterhubungan langsung sisi suatu graf 𝐺 juga merupakan matriks simetri 

dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣4, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣3𝑣4}. Maka diagram dan matriks keterhubungan 

langsung sisi graf 𝐺 sebagai berikut: 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑨(𝐺) =

       𝑣1   𝑣2  𝑣3   𝑣4
𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

[

0 1 0
1 0 1
0 1 0

1
1
1

1 1 1 0

] 
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Gambar 2.6 Graf 𝐺 dan Matriks Keterhubungan Sisi 

 

Misalkan 𝐺 graf dengan order 𝑛(𝑛 ≥ 1) dan ukuran 𝑚 serta himpunan 

titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks 

keterkaitan dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑰(𝐺), adalah matriks berordo 𝑛 × 𝑚 

dengan unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang menyatakan berapa 

kali titik 𝑣𝑖 terkait langsung dengan sisi 𝑒𝑗. Dengan kata lain, matriks keterkaitan 

dapat ditulis 𝑰(𝐺) = [𝑐𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤  𝑗 ≤ 𝑚, dengan 

𝑐𝑖𝑗 = {

1 , jika 𝑣𝑖 terkait langsung dengan 𝑒𝑗  

0 , jika 𝑣𝑖 tidak terkait langsung dengan 〴𝑗

 

Matriks keterkaitan suatu graf 𝐺 adalah matriks dengan unsur 0 dan 1 

(Abdussakir, dkk, 2016). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan 

sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣5, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣2𝑣5, 𝑣4𝑣5}. Maka diagram dan matriks 

keterkaitan dari graf 𝐺 sebagai berikut: 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑩(𝐺) =

       𝑒1   𝑒2   𝑒3   𝑒4   𝑒5
𝑒1

𝑒2

𝑒3
𝑒4

𝑒5 [
 
 
 
 
0 1 1
1 0 0
1 0 0

1 0
1 1
1 1

1 1 1
0 1 1

0 1
1 0]

 
 
 
 
 

 

𝑒1 

𝑒3 
𝑒2 𝑒4 

𝑒5 
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Gambar 2.7 Graf 𝐺 dan Matriks Keterkaitannya 

 

2.3.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Kata “vektor eigen” adalah ramuan bahasa Jerman dan Inggris. Dalam 

bahasa Jerman “eigen” dapat diterjemahkan sebagai “sebenarnya” atau 

“karakteristik”. Oleh Karena itu, nilai eigen dapat juga dinamakan nilai 

sebenarnya atau nilai karakteristik. Dalam literatur lama kadang-kadang 

dinamakan akar-akar latent.  

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑛 ×  𝑛, maka vektor tak nol 𝒙 di dalam 𝑅𝑛 

dinamakan vektor eigen (eigenvector) dari 𝑨 jika 𝑨𝒙 adalah kelipatan skalar dari 

𝒙; yakni, 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 𝜆 dinamakan nilai eigen 

(eigenvalue) dari 𝑨 dan 𝒙 dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 

(Anton dan Rorres, 2004). 

Teorema 

Misalkan 𝑨 matriks 𝑛 × 𝑛. Bilangan 𝜆 adalah nilai eigen jika dan hanya 

jika det(𝑨 − 𝜆𝑰) = 0, dimana 𝑰 notasi dari matriks 𝑛 × 𝑛 (Jain dan Gunawardena, 

2004). 

Nilai eigen dan vektor eigen mempunyai tafsiran geometrik yang 

bermanfaat dalam 𝑅2 dan 𝑅3. Jika 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑨 yang bersesuaian 

𝑣1 𝑣2

 

𝑣4 𝑣3 

𝐺: 𝑰(𝐺) =

        𝑒1   𝑒2   𝑒3   𝑒4   𝑒5   𝑒6
𝑣1

𝑣2

𝑣3
𝑣4

𝑣5 [
 
 
 
 
1 1 0
1 0 1
0 0 1

0 0 0
1 1 0
0 0 0

0 0 0
0 1 0

1 0 1
0 1 1]

 
 
 
 
 

 

𝑒3 
𝑒2 

𝑒4 

𝑒6 

𝑒1 

𝑣5 

𝑒5 
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dengan 𝒙, maka 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙, sehingga perkalian oleh 𝑨 akan memperbesar 𝒙, atau 

membalik arah 𝒙, yang bergantung pada nilai 𝜆. Untuk mencari nilai eigen matriks 

𝑨 yang berukuran 𝑛 ×  𝑛 maka dituliskan kembali 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 sebagai 𝑨𝒙 =  𝜆𝑰𝒙 

atau secara ekivalen (𝜆𝑰–𝑨)𝒙 =  0.  

Supaya 𝜆 menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari 

persamaan ini. Akan tetapi persamaan ini akan mempunyai pemecahan tak nol 

jika dan hanya jika 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨)  =  0 ini dinamakan persamaan karakteristik 𝑨, 

skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari 𝑨. Bila diperluas, 

maka determinan 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) adalah polinom 𝜆 yang dinamakan polinom 

karakteristik dari 𝑨 (Anton dan Rorres, 2004).  

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑛 ×  𝑛, maka polinom karakteristik 𝑨 harus 

terpenuhi sebanyak 𝑛 dan koefisien 𝜆𝑛  adalah 1. Jadi, polinom karakteristik dari 

matriks 𝑛 ×  𝑛 mempunyai bentuk 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 + ⋯+ 𝑐𝑛. 

Jika 𝑨 matriks 𝑛 × 𝑛, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen satu 

sama lain:  

1. 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑨.  

2. Sistem persamaan  (𝜆𝑰–𝑨)𝒙 = 0 mempunyai pemecahan yang taktrivial.  

3. Ada vektor tak nol 𝒙 di dalam 𝑅𝑛  sehingga 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙.  

4. 𝜆 adalah pemecahan riil dari persamaan karakteristik 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝑰–𝑨) = 0. 

Vektor eigen 𝑨 yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 adalah vektor tak 

nol 𝒙 yang memenuhi 𝑨𝒙 = 𝜆𝒙. Secara ekivalen, vektor eigen yang bersesuaian 

dengan 𝜆 adalah vektor tak nol dalam ruang pemecahan dari (𝜆𝑰–𝑨)𝒙 = 0. Ruang 

pemecahan ini dinamakan sebagai ruang eigen (eigenspace) dari 𝑨 yang 

bersesuaian dengan 𝜆. 
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2.3.5 Eliminasi Gauss 

 Dalam Anton dan Rorres (2004), suatu matriks dikatakan dalam bentuk 

eselon baris tereduksi (reduced row-echelon form) jika mempunyai sifat-sifat 

berikut: 

1. Jika baris tidak terdiri seluruhnya dari nol, maka bilangan tak nol pertama 

dalam baris tersebut adalah 1 (dinamakan 1 utama). 

2.  Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka semua baris seperti 

itu dikelompokkan bersama-sama di bawah matriks. 

3. Dalam sebarang dua baris yang berurutan yang seluruhnya tidak terdiri dari nol, 

maka 1 utama dalam baris yang lebih rendah terdapat lebih jauh ke kanan dari 

1 utama dalam baris yang lebih tinggi. 

4. Masing-masing kolom yang memuat 1 utama mempunyai nol di tempat lain. 

Contoh: 

Tentukan nilai 𝑥, 𝑦, dan 𝑧 dari tiga sistem persamaan linear berikut ini! 

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8 

−𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 1 

3𝑥 + 7𝑦 + 4𝑧 = 10 

Penyelesaian: 

1. Ubah SPL tersebut menjadi matriks augmentasi 

𝑨 = [
1 1 2

−1 −2 3
3 7 4

|
8
1
10

] 

2. Pilihlah elemen yang lebih mudah dihitung dengan mengubah baris ketiga 

kolom pertama menjadi 0 dengan perhitungan 𝑅3 + 3𝑅2 
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𝑨 = [
1 1 2

−1 −2 3
0 1 13

|
8
1
13

] 

3. Ubah baris kedua kolom pertama menjadi 0 dengan perhitungan 𝑅2 + 𝑅1 

𝑨 = [
1 1 2
0 −1 5
0 1 13

|
8
9
13

] 

4. Ubah baris ketiga kolom kedua menjadi 0 dengan perhitungan 𝑅3 + 𝑅2 

𝑨 = [
1 1 2
0 −1 5
0 0 18

|
8
9
22

] 

5. Ubah baris kedua kolom kedua dan baris ketiga kolom ketiga menjadi 1 dengan 

perhitungan 𝑅2:−1 dan 𝑅3: 18 sehingga memuat nilai 1 pada diagonal 

utamanya 

𝑨 = [

1 1 2

0 1 −5

0 0 1

|

8

−9

22

18

] = [

1 1 2

0 1 −5

0 0 1

|

8

−9

11

9

] 

sehingga 𝑧 =
11

9
 

6. Subtitusikan nilai 𝑧 ke persamaan 2 (baris kedua) 

𝑦 − 5𝑧 = −9 

𝑦 − 5 (
11

9
) = −9 

𝑦 −
55

9
= −9 

𝑦 = −9 +
55

9
=

−81 + 55

9
= −

26

9
 

 

7. Subtitusikan nilai 𝑦 dan 𝑧 ke persamaan 1 (baris pertama) 

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8 
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𝑥 + (−
26

9
) + 2 (

11

9
) = 8 

〰−
26

9
+

22

9
= 8 

𝑥 = 8 +
26

9
−

22

9
=

72 + 26 − 22

9
=

76

9
 

Jadi 𝑥 =
76

9
, 𝑦 = −

26

9
, 𝑧 =

11

9
 

 

2.4 Matriks Laplace 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah graf dengan himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 

𝐸, dengan |𝑉| = 𝑛 dan |𝐸| = 𝑚. Jadi 𝐺 adalah graf dengan 𝑛 titik dan 𝑚 sisi. 

Matriks Laplace dari 𝐺 adalah matriks 𝑳(𝐺) = 𝑫(𝐺) − 𝑨(𝐺), dengan 

𝑫(𝐺) adalah diagonal matriks dimana entrinya adalah derajat titik dari 𝐺 dan 

𝑨(𝐺) adalah matriks Adjacency graf 𝐺 (Biyikoglu, dkk, 2009). 

Matriks derajat dari graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑫(𝐺) adalah matriks 

diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-j  derajat dari 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. 

Jadi, matriks derajat dari graf 𝐺 dapat ditulis 𝑫(𝐺) = [𝑑𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, dengan 

𝑑𝑖𝑗 = {
deg (𝑣𝑖) , 𝑖 = 𝑗

0 , 𝑖 ≠ 𝑗
 

 (Abdussakir, dkk, 2016). 

 

2.5 Spektrum Laplace 

Spektrum Laplace dari graf berhingga G didefinisikan dengan spektrum 

dari matriks Laplace yang merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan 

dengan multiplisitas dari nilai eigen tersebut. 
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Misalkan 𝜆1, ㄰2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen berbeda dari 𝐿, dengan 𝜆1 >

𝜆2 > ⋯ > 𝜆𝑛, dan misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) adalah banyaknya basis 

untuk ruang vektor eigen masing-masing 𝜆𝑖, maka matriks berordo (2 × 𝑛) yang 

memuat 𝜆1,㠰2, … , 𝜆𝑛 pada baris pertama dan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) pada baris 

kedua disebut spektrum graf 𝐺. Spektrum yang diperoleh dari matriks 𝑳(𝐺)   

disebut spektrum Laplace dan dinotasikan dengan 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿(𝐺). Jadi, spektrum 

Laplace dari graf 𝐺 dapat ditulis dengan 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(𝐺) = [
𝜆1 𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛

𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆2) ⋯ 𝑚(𝜆𝑛)
] 

(Abdussakir, dkk, 2009). 

Contoh:  

Untuk menentukan spektrum Laplace suatu graf, perhatikan graf komplit 𝐾3 

beserta matriks keterhubungan titik dan matriks derajatnya berikut ini: 

 

𝑨 = [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]  𝑫 = [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

] 

 

Pertama menghitung matriks Laplace dengan rumus 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

= [
2 0 0
0 2 0
0 0 2

] − [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] 

𝐾3: 
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= [
2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2

] 

Kemudian menentukan nilai eigen dari matriks Laplace menggunakan persamaan 

det (𝑳 − 𝜆𝑰 ) = 0. Diperoleh 

det (|
2 −1 −1

−1 2 −1
−1 −1 2

| − 𝜆 |
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|) = 0 

det (|
2 − 𝜆 −1 −1
−1 2 − 𝜆 −1
−1 −1 2 − 𝜆

|) = 0 

−𝜆3 + 3𝜆 + 2 = 0 

𝜆3 − 3𝜆 − 2 = 0 

(𝜆3 − 2)(𝜆 + 1)2 = 0 

Jadi, diperoleh nilai eigen 𝜆1 = 2 dan 𝜆2 = −1. 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity,  𝑚(𝜆1) = 1 dan 𝑚(𝜆2) = 2. 

Dengan demikian, spektrum Laplace graf 𝐾3 adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(𝐾3) = [
2 −1
1 2

] 

 

2.6 Kajian Agama Terkait dengan Silaturrahim 

Agama Islam adalah agama rahmat, sebagaimana al-Quran menyatakan 

bahwa Nabi Saw diutus sebagai rahmatan lil ‘alamin. Untuk mewujudkannya 

diperlukan kerjasama antara umat manusia tidak terbatas antar intern umat Islam 

saja, tetapi dengan non muslim juga perlu dijalin. Untuk mewujudkan 

persaudaraan antar sesama manusia ini, al-Quran telah memperkenalkan sebuah 
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konsep yaitu ta’aruf yang telah disebutkan dalam al-Quran surat al-Hujurat ayat 

13, yaitu:  

                            

                   

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki 

dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku 

supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara 

kamu di sisi Allah ialah orang yang paling takwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah 

Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat:13). 

  

M. Quraih Shihab menyatakan bahwa ayat tersebut memberikan uraian 

tentang prinsip dasar hubungan manusia, karena pada ayat ini seruan tidak lagi 

ditujukan secara khusus kepada orang-orang beriman, akan tetapi kepada seluruh 

jenis manusia yaitu “Wahai sekalian manusia” (Shihab, 2004). Sebagaimana telah 

dijelaskan dalam hadits yang berbunyi: 

ث َ  : حَدَّ مِْذِيُّ ثَ نَا عَبْدُ اللََِّّ بْنُ الْمُبَارَكِ، عَنْ قاَلَ أبَوُ عِيسَى الترِِ دٍ، حَدَّ نَا أَحَْْدُ بْنُ مَُُمَّ
، عَنْ يزَيِدَ  عَبْدِ  بَعِثِ  الْمَلِكِ بْنِ عِيسَى الث َّقَفِيِِ عَنْ أَبِ هُرَيْ رَةَ، عَنِ النَّبِِِ صَلَّى  مَوْلََ الْمُن ْ

أنَْسَابِكُمْ مَا تَصِلُونَ بهِِ أرَْحَامَكُمْ؛ فإَِنَّ صِلَةَ الرَّحِمِ مََُبَّةٌ اللََُّّ عَلَيْهِ وَسَلَّمَ قاَلَ: "تَ عَلَّمُوا مِنْ 
 فِ الَْْهْلِ، مَثْ راَةٌ فِ الْمَالِ، مَنْسَأَةٌ فِ الْْثَرَ

 
Artinya: “Abu Isa At-Turmuzi mengatakan, telah menceritakan kepada kami Ahmad 

ibnu Muhammad, telah menceritakan kepada kami Abdullah ibnul Mubarak, dari Abdul 

Malik ibnu Isa As-Saqafi, dari Yazid Mula Al-Munba'is, dari Abu Hurairah r.a., dari 

Nabi Saw. yang telah bersabda: Pelajarilah nasab-nasab kalian untuk mempererat 

silaturrahim (hubungan keluarga) kalian, karena sesungguhnya silaturrahim itu 

menanamkan rasa cinta kepada kekeluargaan, memperbanyak harta, dan 

memperpanjang usia”.   

 

Agama Islam di samping mengatur hubungan antar manusia (hablum min 

an Nȃs), juga menitikberatkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah 

(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt. berfirman surat ali Imran ayat 112: 
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                                  

                             

                       

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka 

berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka 

kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian 

itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan 

yang benar. Demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(QS. ali 

Imran:112).
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BAB III  

PEMBAHASAN 

Pada pembahasan ini, spektrum Laplace komplemen graf invers dari grup 

dihedral (𝐷2𝑛) dibahas secara terpisah antara n ganjil dengan n genap. 

3.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟐𝒏) 

untuk n Ganjil 

 

Langkah-langkah menentukan spektrum Laplace komplemen graf invers 

dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 ganjil adalah sebagai berikut: 

3.1.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟔)  

Himpunan anggota dari grup dihedral-6 adalah 𝐷6 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2}. 

Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷6 diperoleh tabel Cayley 

sebagai berikut: 

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral-6 (𝐷6) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟 𝑟 𝑟2 1 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟2 𝑟2 1 𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 𝑟2 1 𝑟 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑟 𝑟2 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.1 dapat diketahui invers dari setiap anggota 𝐷6 

sebagai berikut: 

1 ∘ 1 = 1 maka 1−1 = 1   𝑠 ∘ 𝑠 = 1 maka 𝑠−1 = 𝑠   

𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟 = 1 maka 𝑟−1 = 𝑟2  𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟 = 1 maka 𝑠𝑟−1 = 𝑠𝑟  

𝑟2 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 𝑟2 = 1 maka (𝑟2)−1 = 𝑟 𝑠𝑟2 ∘ 𝑠𝑟2 = 1 maka (𝑠𝑟2)−1 = 𝑠𝑟2 
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Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 invers 

terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian 

𝑆 dari 𝐷6 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2}. 

Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷6)) sebagai berikut: 

 

Gambar 3.1 Graf Invers Grup Dihedral-6 (𝛤𝑠(𝐷6)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.2 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-6 (𝛤𝑠(𝐷6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

Pada Gambar 3.2 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

11 

𝑟𝑟 

𝑟2𝑟2 𝑠𝑠 

𝑠𝑟𝑠𝑟 

𝑠𝑟2𝑠𝑟2 
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𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2  𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2

1
𝑟
𝑟2

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2 [

 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 1
0 1 0

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf inversnya 

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
3 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3]

 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
3 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3]

 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0]

 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
 

3 0 0 −1 −1 −1
0 4 −1 −1 −1 −1
0 −1 4 −1 −1 −1

−1 −1 −1 3 0 0
−1 −1 −1 0 3 0
−1 −1 −1 0 0 3 ]

 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen sebagai 

berikut: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

det

(

  
 

|

|

3 0 0 −1 −1 −1
0 4 −1 −1 −1 −1
0 −1 4 −1 −1 −1

−1 −1 −1 3 0 0
−1 −1 −1 0 3 0
−1 −1 −1 0 0 3

|

|
− 𝜆

|

|

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

|

|

)

  
 

= 0 
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det

(

 
 
 

|

|

3 0 0 −1 −1 −1
0 4 −1 −1 −1 −1
0 −1 4 −1 −1 −1

−1 −1 −1 3 0 0
−1 −1 −1 0 3 0
−1 −1 −1 0 0 3

|

|
−

|

|

𝜆 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆

|

|

)

 
 
 

= 0 

det

(

 
 
 

|

|

3 − 𝜆 0 0 −1 −1 −1
0 4 − 𝜆 −1 −1 −1 −1
0 −1 4 − 𝜆 −1 −1 −1

−1 −1 −1 3 − 𝜆 0 0
−1 −1 −1 0 3 − 𝜆 0
−1 −1 −1 0 0 3 − 𝜆

|

|

)

 
 
 

= 0 

Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination 

yang terdapat pada software Maple, maka akan diperoleh sebagai berikut: 

|

|

|

3 − 𝜆 0 0 −1 −1 −1
0 4 − 𝜆 −1 −1 −1 −1

0 0 −
𝜆2 − 8𝜆 + 15

−4 + 𝜆
−

−5 + 𝜆

−4 + 𝜆
−

−5 + 𝜆

−4 + 𝜆
−

−5 + 𝜆

−4 + 𝜆

0 0 0 −
𝜆2 − 6𝜆 + 6

−3 + 𝜆

3

−3 + 𝜆

3

−3 + 𝜆

0 0 0 0 −
𝜆3 − 9𝜆2 + 21𝜆 − 9

𝜆2 − 6𝜆 + 6

3(−3 + 𝜆)

𝜆2 − 6𝜆 + 6

0 0 0 0 0 −
(𝜆2 − 9𝜆 + 18)𝜆

𝜆2 − 6𝜆 + 3

|

|

|

= 0 

Karena det(𝑳 − 𝜆𝑰) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka 

diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

P(λ)  = (3 − 𝜆)(4 − 𝜆) (−
𝜆2−8𝜆+15

−4+𝜆
) (−

𝜆2−6𝜆+6

−3+𝜆
) (−

𝜆3−9𝜆2+21𝜆−9

𝜆2−6𝜆+6
) (−

(𝜆2−9𝜆+18)𝜆

𝜆2−6𝜆+3
) = 0 

= 𝜆6 − 20𝜆5 + 156𝜆4 − 594𝜆3 + 1107𝜆2 − 810𝜆 = 0 

= 𝜆(𝜆 − 5)(𝜆 − 6)(𝜆 − 3)3 = 0 

Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 6, 𝜆2 = 5, 𝜆3 = 3, 𝜆4 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 1,𝑚(𝜆3) = 3,𝑚(𝜆4) = 1 
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Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-6 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
6 5 3 0
1 1 3 1

] 

 

3.1.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟏𝟎) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-10 adalah 𝐷10 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑠, 

𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷10 diperoleh 

tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral-10 (𝐷10) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 1 𝑠𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 1 𝑟 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟4 𝑟4 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 s 𝑟4 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠 𝑠𝑟 𝑟3 𝑟4 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 S 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 1 𝑟 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 s 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.2 didapatkan bahwa 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4 adalah 

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan 

bagian 𝑆 dari 𝐷10 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 

𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷10)) 

sebagai berikut:  
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Gambar 3.3 Graf Invers Grup Dihedral-10 (𝛤𝑠(𝐷10)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.4 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-10 (𝛤𝑠(𝐷10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 

𝑟4 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 𝑟4 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 
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Pada Gambar 3.4 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3   𝑟4  𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 𝑠𝑟3𝑠𝑟4

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 6 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 6 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 5]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 6 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 6 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 5]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]
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=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1
0 6 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 6 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 −1 6 0 −1 −1 −1 −1 −1
0 −1 0 0 6 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 5 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 0 5 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 0 0 5 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 5 0
−1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 5 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

sehingga diperoleh matriks tereduksi menggunakan metode Gaussian Elimination 

yang terdapat pada software Maple sebagai berikut: 

|

|

|

|

|

5 − 𝜆 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1
0 6 − 𝜆 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 6 − 𝜆 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1

0 0 0 −
𝜆2 − 12𝜆 + 35

−6 + 𝜆
0 −

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆

0 0 0 0 −
𝜆2 − 12𝜆 + 35

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆
−

−7 + 𝜆

−6 + 𝜆

0 0 0 0 0 −
𝜆2 − 10𝜆 + 20

−5 + 𝜆

5

−5 + 𝜆

5

−5 + 𝜆

5

−5 + 𝜆

5

−5 + 𝜆

0 0 0 0 0 0 −
𝜆3 − 15𝜆2 + 65𝜆 − 75

𝜆2 − 10𝜆 + 20

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 20

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 20

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 20

0 0 0 0 0 0 0 −
𝜆3 − 15𝜆2 + 60𝜆 − 50

𝜆2 − 10𝜆 + 15

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 15

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 15

0 0 0 0 0 0 0 0 −
𝜆3 − 15𝜆2 + 55𝜆 − 25

𝜆2 − 10𝜆 + 10

5(−5 + 𝜆)

𝜆2 − 10𝜆 + 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −
(𝜆2 − 15𝜆 + 50)𝜆

𝜆2 − 10𝜆 + 5

|

|

|

|

|

= 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

P(λ)    = (5 − λ)(6 − λ)2 (−
λ2−12λ+35

−6+λ
)
2

(−
λ2−10λ+20

−5+λ
) (−

λ3−15λ2+65λ−75

λ2−10λ+20
)  

              (−
λ3 − 15λ2 + 60λ − 50

λ2 − 10λ + 15
)(−

λ3 − 15λ2 + 55λ − 25

λ2 − 10λ + 10
) (−

(λ2 − 15λ + 50)λ

λ2 − 10λ + 5
) = 0 

       = λ10 − 54λ9 + 1284λ8 − 17660λ7 + 154950λ6 − 900000λ5

+ 3462500λ4 − 8512500λ3 + 12140625λ2 − 7656250λ = 0 

 = λ(λ − 10)(λ − 7)2(λ − 5)6 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

λ1 = 10, λ2 = 7, λ3 = 5, λ4 = 0 
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Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(λ1) = 1,𝑚(λ2) = 2,𝑚(λ3) = 6,𝑚(λ4) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-10 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
10 7 5 0
1 2 6 1

] 

 

3.1.3 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟏𝟒) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-14 adalah 𝐷14 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap 

anggota 𝐷14 diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral-14 (𝐷14) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟6 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 
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Berdasarkan Tabel 3.3 didapatkan bahwa 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6 

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan 

bagian 𝑆 dari 𝐷14 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 

𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers 

(Γ𝑠(𝐷14)) sebagai berikut: 

 

Gambar 3.5 Graf Invers Grup Dihedral-14 (𝛤𝑠(𝐷14)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.6 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-14 (𝛤𝑠(𝐷14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

1 

𝑟 

𝑟2 
𝑟3 

𝑟4 

𝑟5 

𝑟6 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 
𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

𝑠𝑟6 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 

𝑟4 𝑟5 

𝑟6 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑠𝑟6 
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Pada Gambar 3.6 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3   𝑟4  𝑟5   𝑟6  𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 𝑠𝑟3𝑠𝑟4𝑠𝑟5𝑠𝑟6

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0]
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=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 0 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 8 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 8 0 0 −1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 0 8 −1 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 0 −1 8 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 0 −1 0 0 8 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
0 −1 0 0 0 0 8 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 7 0 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 7 0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 7 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 7 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 7 0 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 7 0
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 7 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆14 − 104𝜆13 + 4968𝜆12 − 144390𝜆11 + 2849721𝜆10 − 40343562𝜆9

+ 421601880𝜆8 − 3293701404𝜆7 + 19240199811𝜆6

− 83016428572𝜆5 + 257208949760𝜆4 − 541972001214𝜆3

+ 696220781571𝜆2 − 411848913042𝜆 = 0 

          = 𝜆(𝜆 − 14)(𝜆 − 9)3(𝜆 − 7)9 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 14, 𝜆2 = 9, 𝜆3 = 7, 𝜆4 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 3,𝑚(𝜆3) = 9,𝑚(𝜆4) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-14 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
14 9 7 0
1 3 9 1

] 
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3.1.4 Spektrum Laplace Komplemen graf invers  dari Grup Dihedral (𝑫𝟏𝟖) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-18 adalah 𝐷18 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8}. Dengan operasi komposisi " ∘ " 

pada setiap anggota 𝐷18 diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.4 Tabel Cayley Grup Dihedral-18 (𝐷18) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟7 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟8 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 𝑟 

𝑠𝑟8 𝑠𝑟8 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.4 didapatkan bahwa 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun 

suatu himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷18 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, 

sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7, 𝑟8}. Dengan demikian dapat 

dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷18)) sebagai berikut: 
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Gambar 3.7 Graf Invers Grup Dihedral-18 (𝛤𝑠(𝐷18)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷18)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.8 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-18 (𝛤𝑠(𝐷18)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 

Pada Gambar 3.8 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut:  

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 

𝑟4 
𝑟5 

𝑟6 

𝑟7 

𝑟8 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 
𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

𝑠𝑟6 

𝑠𝑟7 

𝑠𝑟8 

𝑟2 

𝑟 
𝑟3 

1 𝑟4 

𝑟8 

𝑟7 

𝑟5 

 𝑟6 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟 𝑠𝑟3 

𝑠 𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑠𝑟8 
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𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3   𝑟4  𝑟5  𝑟6   𝑟7   𝑟8   𝑠   𝑠𝑟  𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5𝑠𝑟6𝑠𝑟7𝑠𝑟8

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑟8

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7

𝑠𝑟8 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9

=

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑫 
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9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 10 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 10 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 10 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 10 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 10 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

− − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

=

1

0 0 1 0 0 0 0 10 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 10 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 9 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 9 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 9 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 9 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 9 0 0 0 0

1 1

−

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − −1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 9 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 9 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 9 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 9

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 − − − − − −
 
− − − − − − − − − 
− − − − − − − − − 
 − − − − − − − − − 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu:  

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 18)(𝜆 − 11)4(𝜆 − 9)12 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 18, 𝜆2 = 11, 𝜆3 = 9, 𝜆4 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 4,𝑚(𝜆3) = 12,𝑚(𝜆4) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-18 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D18)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
18 11 9 0
1 4 12 1

] 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 
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3.1.5 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari 𝑫𝟐𝒏 

Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik 

dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n 

(Γs(D2n)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) yang ditunjukkan pada Tabel 3.5 sebagai berikut:    

Tabel 3.5 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup 

Dihedral 

𝐷2𝑛 Polinomial Karakteriktik 𝑃(𝜆) Spektrum 

𝐷6 𝜆(𝜆 − 5)(𝜆 − 6)(𝜆 − 3)3 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = [
6 5 3 0
1 1 3 1

] 

𝐷10 𝜆(𝜆 − 10)(𝜆 − 7)2(𝜆 − 5)6 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
10 7 5 0
1 2 6 1

] 

𝐷14 𝜆(𝜆 − 14)(𝜆 − 9)3(𝜆 − 7)9 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
14 9 7 0
1 3 9 1

] 

𝐷18 𝜆(𝜆 − 18)(𝜆 − 11)4(𝜆 − 9)12 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D18)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
18 11 9 0
1 4 12 1

] 

⋮ ⋮ ⋮ 

𝐷2𝑛 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))
𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛)

3𝑛−3
2  

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  

= [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 

 

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut: 

Teorema 1 

Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 

untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 
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Bukti 

Misalkan grup dihedral 𝐷2𝑛 = {1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1} 

dengan 𝑛 ganjil. Jika dioperasikan dengan operasi komposisi " ∘ " di 𝐷2𝑛, maka 

diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah 

(1)−1 = 1  

(𝑟𝑖)
−1

= 𝑟𝑛−𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1  

(𝑠)−1 = 𝑠  

(𝑠𝑟𝑖)
−1

= 𝑠𝑟𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛 − 1 

Maka diperoleh unsur-unsur 𝑆 = {𝑟𝑖|𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1} yang tidak memuat 

anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |𝑆| = 𝑛 − 1. 

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix)  

                                     1     𝑟     𝑟2  …  𝑟𝑛−1 𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 …   𝑠𝑟𝑛−1

𝑨(𝐷2𝑛) =

1
𝑟
𝑟2

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

⋮
𝑠𝑟𝑛−1 [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 … 0
0 0 0 … 1
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 0 … 0

1 1 1 … 1
1 1 1 … 1
1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 … 1

1 1 1 … 1
1 1 1 … 1
1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 … 1

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dan matriks derajat  

𝑫(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 0 0 … 0 0 0 0 … 0
0 𝑛 + 1 0 … 0 0 0 0 … 0
0 0 𝑛 + 1 … 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 𝑛 + 1 0 0 0 … 0
0 0 0 … 0 𝑛 0 0 … 0
0 0 0 … 0 0 𝑛 0 … 0
0 0 0 … 0 0 0 𝑛 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 0 0 0 0 … 𝑛]
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Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 0 0 … 0 −1 −1 −1 … −1
0 𝑛 + 1 0 … −1 −1 −1 −1 … −1
0 0 𝑛 + 1 … 0 −1 −1 −1 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 −1 0 … 𝑛 + 1 −1 −1 −1 … −1

−1 −1 −1 … −1 𝑛 0 0 … 0
−1 −1 −1 … −1 0 𝑛 0 … 0
−1 −1 −1 … −1 0 0 𝑛 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 … −1 0 0 0 … 𝑛 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic 

multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (𝑳(𝐷2𝑛) − 𝜆𝑰) 

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh 

|

|

|

|

|

𝑛 − 𝜆 0 0 … 0 −1 −1 −1 … −1
0 (𝑛 + 1) − 𝜆 0 … −1 −1 −1 −1 … −1
0 0 (𝑛 + 1) − 𝜆 … 0 −1 −1 −1 … −1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 …    −
(𝜆 − (𝑛 + 2))(𝜆 − 𝑛)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
… −

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)

0 0 0 … 0 −
𝜆2 − 2𝑛𝜆 + (𝑛2 − 𝑛)

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛
…

𝑛

𝜆 − 𝑛

0 0 0 … 0 0 −
(𝜆 − 𝑛)(𝜆2 − 2𝑛𝜆 + 3𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + (𝑛2 − 𝑛)

𝑛(𝜆 − 𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + (𝑛2 − 𝑛)
…  

𝑛(𝜆 − 𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + (𝑛2 − 𝑛)

0 0 0 … 0 0 0 −
(𝜆 − 𝑛)(𝜆2 − 2𝑛𝜆 + 2𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + 3𝑛
  …   

𝑛(𝜆 − 𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + 3𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 0 0 0 0 … −
𝜆(𝜆 − 𝑛)(𝜆 − 2𝑛)

𝜆2 − 2𝑛𝜆 + 𝑛

|

|

|

|

|

 

Karena det(𝑳 − 𝜆𝑰) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga 

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))
𝑛−1
2 (𝜆 − 𝑛)

3𝑛−3
2  

Jika 𝑃(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai eigen 

𝜆1 = 2𝑛, 𝜆2 = 𝑛 + 2, 𝜆3 = 𝑛, 𝜆4 = 0 

dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial 

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) =
𝑛 − 1

2
,𝑚(𝜆3) =

3𝑛 − 3

2
,𝑚(𝜆4) = 1 

Dengan demikian, maka diperoleh  

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 
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3.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟐𝒏) 

untuk n Genap 

 

Langkah-langkah menentukan spektrum Laplace komplemen graf invers 

dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 genap adalah sebagai berikut: 

3.2.1 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers  dari Grup Dihedral (𝑫𝟖)  

Himpunan anggota dari grup dihedral-8 adalah 𝐷8 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑠, 𝑠𝑟,  

𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷8 diperoleh tabel 

Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.6 Tabel Cayley Grup Dihedral-8 (𝐷8) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 1 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 1 𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟3 𝑟3 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑟3 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑟2 𝑟3 1 𝑟 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟 𝑟2 𝑟3 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.6 dapat diketahui invers dari setiap anggota 𝐷8 

sebagai berikut: 

1 ∘ 1 = 1 maka 1−1 = 1   𝑠 ∘ 𝑠 = 1 maka 𝑠−1 = 𝑠 

𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟 = 1 maka 𝑟−1 = 𝑟3  𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟 = 1 maka 𝑠𝑟−1 = 𝑠𝑟 

𝑟2 ∘ 𝑟2 = 1 maka (𝑟2)−1 = 𝑟2  𝑠𝑟2 ∘ 𝑠𝑟2 = 1 maka (𝑠𝑟2)−1 = 𝑠𝑟2 

𝑟3 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 𝑟3 = 1 maka 𝑟−3 = 𝑟1  𝑠𝑟3 ∘ 𝑠𝑟3 = 1 maka (𝑠𝑟3)−1 = 𝑠𝑟3 

Berdasarkan uraian invers tersebut, didapatkan bahwa 1, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3 

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan 

bagian 𝑆 dari 𝐷8 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh  
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𝑆 = {𝑟, 𝑟3}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷8)) sebagai 

berikut: 

 

Gambar 3.9 Graf Invers Grup Dihedral-8 (𝛤𝑠(𝐷8)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷8)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.10 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-8 (𝛤𝑠(𝐷8)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

Pada Gambar 3.10 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

1 

𝑟 𝑟2 

𝑟3 

𝑠 

𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑟 

𝑟2 1 

𝑟3 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑠 
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𝑨 =

          1   𝑟  𝑟2 𝑟3  𝑠  𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3 [
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
 
5 0 0 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 5]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
5 0 0 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 5]

 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

5 0 −1 0 −1 −1 −1 −1
0 5 0 −1 −1 −1 −1 −1

−1 0 5 0 −1 −1 −1 −1
0 −1 0 5 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 5 0 −1 0
−1 −1 −1 −1 0 5 0 −1
−1 −1 −1 −1 −1 0 5 0
−1 −1 −1 −1 0 −1 0 5 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan 

vektor eigen dari matriks tersebut 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 
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det

(

 
 
 
 
 

|

|

|

5 0 −1 0 −1−1−1−1
0 5 0 −1−1−1−1−1

−1 0 5 0 −1−1−1−1
0 −1 0 5 −1−1−1−1

−1−1−1−1 5 0 −1 0
−1−1−1−1 0 5 0 −1
−1−1−1−1−1 0 5 0
−1−1−1−1 0 −1 0 5

|

|

|

− 𝜆

|

|

|

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1

|

|

|

)

 
 
 
 
 

= 0 

det

(

 
 
 
 
 

|

|

|

5 0 −1 0 −1−1−1−1
0 5 0 −1−1−1−1−1

−1 0 5 0 −1−1−1−1
0 −1 0 5 −1−1−1−1

−1−1−1−1 5 0 −1 0
−1−1−1−1 0 5 0 −1
−1−1−1−1−1 0 5 0
−1−1−1−1 0 −1 0 5

|

|

|

−

|

|

|

𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 ㌳ 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆

|

|

|

)

 
 
 
 
 

= 0 

det

(

 
 
 
 
 

|

|

|

5 − 𝜆 0 −1 0 −1 −1 −1 −1
0 5 − 𝜆 0 −1 −1 −1 −1 −1

−1 0 5 − 𝜆 0 −1 −1 −1 −1
0 −1 0 5 − 𝜆 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 5 − 𝜆 0 −1 0
−1 −1 −1 −1 0 5 − 𝜆 0 −1
−1 −1 −1 −1 −1 0 5 − 𝜆 0
−1 −1 −1 −1 0 −1 0 5 − 𝜆

|

|

|

)

 
 
 
 
 

= 0 

Dengan mereduksi matriks tersebut menggunakan metode Gaussian Elimination 

yang terdapat pada software Maple, maka akan diperoleh sebagai berikut: 

|

|

|

|

5 − 𝜆 0 −1 0 −1 −1 −1 −1
0 5 − 𝜆 0 −1 −1 −1 −1 −1

0 0 −
𝜆2 − 10𝜆 + 24

−5 + 𝜆
0 −

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆

0 0 0 −
𝜆2 − 10𝜆 + 24

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆
−

−6 + 𝜆

−5 + 𝜆

0 0 0 0 −
𝜆2 − 9𝜆 + 16

𝜆 − 4

4

𝜆 − 4
−

𝜆 − 8

𝜆 − 4

4

𝜆 − 4

0 0 0 0 0 −
𝜆3 − 14𝜆2 + 57𝜆 − 60

𝜆2 − 9𝜆 + 16

4(−6 + 𝜆)

𝜆2 − 9𝜆 + 16
−

𝜆2 − 13𝜆 + 36

𝜆2 − 9𝜆 + 16

0 0 0 0 0 0 −
𝜆4 − 19𝜆3 + 122𝜆2 − 288𝜆 + 144

𝜆3 − 14𝜆2 + 57𝜆 − 60

4(−6 + ë)2

𝜆3 − 14𝜆2 + 57𝜆 − 60

0 0 0 0 0 0 0 −
(𝜆3 − 18𝜆2 + 104𝜆 − 192)𝜆

𝜆3 − 13ë2 + 44𝜆 − 24

|

|

|

|

= 0 

Karena det(𝑳 − 𝜆𝑰) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga, maka 

diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

P(λ)  = (5 − 𝜆)2 (−
𝜆2−10𝜆+24

−5+𝜆
)
2

(−
𝜆2−9𝜆+16

𝜆−4
) (−

𝜆3−14𝜆2+57𝜆−60

𝜆2−9𝜆+16
)  

     (−
𝜆4 − 19𝜆3 + 122𝜆2 − 288𝜆 + 144

𝜆3 − 14𝜆2 + 57𝜆 − 60
) (−

(𝜆3 − 18𝜆2 + 104𝜆 − 192)𝜆

𝜆3 − 13𝜆2 + 44𝜆 − 24
) = 0 
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= 𝜆8 − 40𝜆7 + 680𝜆6 − 6368𝜆5 + 35472𝜆4 − 117504𝜆3 + 214272𝜆2

− 165888𝜆 = 0 

= 𝜆(𝜆 − 8)(𝜆 − 4)2(𝜆 − 6)4 = 0 

Sehingga diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 8, 𝜆2 = 6, 𝜆3 = 4, 𝜆4 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 4,𝑚(𝜆3) = 2,𝑚(𝜆4) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-8  sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D8)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
8 6 4 0
1 4 2 1

] 

 

3.2.2 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟏𝟐) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-12 adalah 𝐷12 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷12 

diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.7 Tabel Cayley Grup Dihedral-12 (𝐷12) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 𝑟 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟3 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟4 𝑟4 𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 

𝑟5  𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑟4 𝑟5  1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 𝑟 

𝑠𝑟5  𝑠𝑟5  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4  𝑟5  1 
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Berdasarkan Tabel 3.7 didapatkan bahwa 1, 𝑟3, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5 

invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan 

bagian 𝑆 dari 𝐷12 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 

𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟4, 𝑟5}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷12)) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.11 Graf Invers Grup Dihedral-12 (𝛤𝑠(𝐷12)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷12)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.12 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-12 (𝛤𝑠(𝐷12)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

1 

𝑟 

𝑟2 𝑟3 

𝑟4 

𝑟5 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

𝑟 𝑟2 

1 𝑟3 

𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑠 𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 



57 

 

 

 

Pada Gambar 3.12 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3   𝑟4  𝑟5  𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 𝑠𝑟3𝑠𝑟4𝑠𝑟5

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0]
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=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 0 0 −1 0 0
0 8 −1 0 0 −1
0 −1 8 0 −1 0

−1 0 0 7 0 0
0 0 −1 0 8 −1
0 −1 0 0 −1 8

−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1

7 0 0 −1 0 0
0 7 0 0 −1 0
0 0 7 0 0 −1

−1 0 0 7 0 0
0 −1 0 0 7 0
0 0 −1 0 0 7 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆12 − 88𝜆11 + 3504𝜆10 − 83344𝜆9 + 1315888𝜆8 − 14481984𝜆7

+ 113373184𝜆6 − 631386112𝜆5 + 2451505152𝜆4

− 6320553984𝜆3 + 9739173888𝜆2 − 6794772480𝜆 = 0 

= 𝜆(𝜆 − 10)(𝜆 − 12)(𝜆 − 6)3(𝜆 − 8)6 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 12, 𝜆2 = 10, 𝜆3 = 8, 𝜆4 = 6, 𝜆5 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 1,𝑚(𝜆3) = 6,𝑚(𝜆4) = 3,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-12 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D12)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
12 10 8 6 0

1 1 6 3 1
] 
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3.2.3 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟐𝟎) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-20 adalah 𝐷20 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9}. Dengan operasi komposisi " ∘

" pada setiap anggota 𝐷20 diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.8 Tabel Cayley Grup Dihedral-20 (𝐷20) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟7 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟8 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟9 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟9 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟8 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 𝑟 

𝑠𝑟9 𝑠𝑟9 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.8 didapatkan bahwa 1, 𝑟5, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun 

suatu himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷20 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, 
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sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9}. Dengan demikian dapat 

dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷20)) sebagai berikut: 

 

Gambar 3.13 Graf Invers Grup Dihedral-20 (𝛤𝑠(𝐷20)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷20)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.14 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-20 (𝛤𝑠(𝐷20)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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𝑟5 

𝑟6 
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𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 
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𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 
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Pada Gambar 3.14 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3  𝑟4   𝑟5   𝑟6  𝑟7   𝑟8   𝑟9   𝑠   𝑠𝑟  𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5𝑠𝑟6𝑠𝑟7𝑠𝑟8 𝑠𝑟9

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑟8

𝑟9

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7

𝑠𝑟8

𝑠𝑟9 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

=
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑫 



62 

 

 

 

11 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 12 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 12 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 12 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 12 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 11 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0

− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −

=

0 1 0 12 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 12 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 0 1 12 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 11 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1

− − − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − −1 1 1 1 1 1 1 0 0 11 0 0 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 11 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 11 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 11 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 11 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 11 0 0
1 1 1 1 1 1 1

− − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − −
− − − − − − − −1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 11 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 11
− − −

− − − − − − − − − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu:  

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 20)(𝜆 − 14)2(𝜆 − 10)6(𝜆 − 12)10 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 20, 𝜆2 = 14, 𝜆3 = 12, 𝜆4 = 10, 𝜆5 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 2,𝑚(𝜆3) = 10,𝑚(𝜆4) = 6,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-20  sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D20)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
20 14 12 10 0

1 2 10 6 1
] 

 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 
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3.2.4 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟐𝟖) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-28 adalah 𝐷28 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9, 𝑟10, 𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11, 

𝑠𝑟12, 𝑠𝑟13}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷28 diperoleh 

tabel Cayley pada Tabel 3.9 dapat dilihat pada Lampiran. 

Berdasarkan Tabel 3.9 didapatkan bahwa 1, 𝑟7, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11, 𝑠𝑟12, 𝑠𝑟13 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh 

karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷28 yang tidak invers 

dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟8, 𝑟9, 𝑟10, 

𝑟11, 𝑟12, 𝑟13}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷28)) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.15 Graf Invers Grup Dihedral-28 (𝛤𝑠(𝐷28)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷28)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 𝑟4 

𝑟5 

𝑟6 

𝑟7 

𝑟8 

𝑟9 

𝑟10 𝑟11 

𝑟12 

𝑟13 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

𝑠𝑟6 

𝑠𝑟7 

𝑠𝑟8 

𝑠𝑟9 

𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 

𝑠𝑟12 

𝑠𝑟13 
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Gambar 3.16 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-28 (𝛤𝑠(𝐷28)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

Pada Gambar 3.16 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

              1      𝑟    𝑟2   𝑟3  𝑟4  𝑟5   𝑟6   𝑟7  𝑟8   𝑟9   𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑠   𝑠𝑟  𝑠𝑟2 𝑠𝑟3𝑠𝑟4 𝑠𝑟5𝑠𝑟6𝑠𝑟7𝑠𝑟8 𝑠𝑟9𝑠𝑟10𝑠𝑟11𝑠𝑟12𝑠𝑟13

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑟8

𝑟9

𝑟10

𝑟11

𝑟12

𝑟13

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7

𝑠𝑟8

𝑠𝑟9

𝑠𝑟10

𝑠𝑟11

𝑠𝑟12

𝑠𝑟13 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 

𝑟4 
𝑟5 

𝑟6 𝑟7 𝑟8 
𝑟9 

𝑟10 

𝑟11 

𝑟12 

𝑟13 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 
𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑠𝑟9 
𝑠𝑟10 

𝑠𝑟11 

𝑠𝑟12 

𝑠𝑟13 
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 16 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 16 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 16 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 16 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − −

=

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 0 16 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 16 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 16 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 16 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 16 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 16 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 16 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

− −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1

−

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 15 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 15

− − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 15− − − − − − − − − − − − − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

𝑫 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 



66 

 

 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 28)(𝜆 − 18)3(𝜆 − 14)9(𝜆 − 16)14 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 28, 𝜆2 = 18 𝜆3 = 16, 𝜆4 = 14, 𝜆5 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 3,𝑚(𝜆3) = 14,𝑚(𝜆4) = 9,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-28  sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D28)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
28 18 16 14 0

1 3 14 9 1
] 

 

3.2.5 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari 𝑫𝟐𝒏 

Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik 

dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n 

(Γs(D2n)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) yang ditunjukkan pada Tabel 3.10 sebagai berikut: 

Tabel 3.10 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari 

Grup Dihedral 

𝐷2𝑛 Polinomial Karakteriktik 𝑃(𝜆) Spektrum 

𝐷12 𝜆(𝜆 − 10)(𝜆 − 12)(𝜆 − 6)3(𝜆 − 8)6  𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D12)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
12 10 8 6 0
1 1 6 3 1

] 

𝐷20 𝜆(𝜆 − 20)(𝜆 − 14)2(𝜆 − 10)6(𝜆 − 12)10 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D20)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
20 14 12 10 0
1 2 10 6 1

] 

𝐷28 𝜆(𝜆 − 28)(𝜆 − 18)3(𝜆 − 14)9(𝜆 − 16)14 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D28)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
28 18 16 14 0
1 3 14 9 1

] 
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⋮ ⋮ ⋮ 

𝐷2𝑛 

𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 4))
𝑛−2
4  

 (𝜆 − 𝑛)
3𝑛−6

4 (𝜆 − (𝑛 + 2))
𝑛

 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  

= [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

 

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut: 

Teorema 2 

Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 

untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

Bukti 

Misalkan grup dihedral 𝐷2𝑛 = {1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1} 

dengan 𝑛 genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ. Jika dioperasikan dengan operasi 

komposisi " ∘ " di 𝐷2𝑛, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah 

(1)−1 = 1  

(𝑟𝑖)
−1

= 𝑟𝑛−𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑖 ≠
𝑛

2
 

(𝑠)−1 = 𝑠  

(𝑠𝑟𝑖)
−1

= 𝑠𝑟𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛 − 1 

Maka diperoleh unsur-unsur 𝑆 = {𝑟𝑖|𝑖 ≠
𝑛

2
, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1} yang tidak 

memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |𝑆| = 𝑛 − 2. 

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 
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𝑨(𝐷2𝑛) =

                 1     𝑟    𝑟2   𝑟3   …  𝑟𝑛−1 𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 …  𝑠𝑟𝑛−1

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

⋮
𝑠𝑟𝑛−1 [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 1 … 0
0 0 1 0 … 1
0 0 0 0 … 0
1 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 1 … 1

1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 1 … 1

0 0 0 1 … 0
0 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 1
1 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 1 0 … 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dan matriks derajat  

𝑫(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 + 1 0 0 0 … 0 0 0 0 0 … 0

0 𝑛 + 2 0 0 … 0 0 0 0 0 … 0
0 0 𝑛 + 2 0 … 0 0 0 0 0 … 0
0 0 0 𝑛 + 1 … 0 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 𝑛 + 2 0 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 𝑛 + 1 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 𝑛 + 1 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 0 𝑛 + 1 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 0 0 𝑛 + 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 … 𝑛 + 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 + 1 0 0 −1 … 0 −1 −1 −1 −1 … −1

0 𝑛 + 2 −1 0 … −1 0 0 0 0 … −1
0 −1 𝑛 + 2 0 … 0 0 0 0 0 … −1

−1 0 0 𝑛 + 1 … 0 0 0 0 0 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 𝑛 + 2 0 0 0 0 … −1

−1 −1 −1 −1 … −1 𝑛 + 1 0 0 −1 … 0
−1 −1 −1 −1 … −1 0 𝑛 + 1 0 0 … 0
−1 −1 −1 −1 … −1 0 0 𝑛 + 1 0 … −1
−1 −1 −1 −1 … −1 −1 0 0 𝑛 + 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 −1 … −1 0 0 −1 0 … 𝑛 + 1]
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic 

multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (𝑳(𝐷2𝑛) − 𝜆𝑰) 

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh 

|

|

|

|

(𝑛 + 1) − 𝜆 0 … 0 −1 −1 … −1
0 (𝑛 + 1) − 𝜆 … −1 −1 −1 … −1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0   −
(𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))

𝜆 − (𝑛 + 1)
   −

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)

0 0 … 0  −
𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛
−

𝜆 − 2𝑛

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛

0 0 … 0 0 −
(𝜆 − (𝑛 + 1))(𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + (𝑛2 − 𝑛))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2
      

𝑛(𝜆 − (𝑛 + 2))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2
−

(𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (2𝑛 + 1))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 … 0 0 0 … −
ë((𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))(𝜆 − 2𝑛))

灚
3
− (3𝑛 + 1)𝜆2 + 𝑛(𝑛2 − 𝑛 − 1)𝜆 − 6𝑛

|

|

|

|

 

Karena det(𝑳 − 𝜆𝑰) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga 

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 4))
𝑛−2
4 (𝜆 − 𝑛)

3𝑛−6
4 (𝜆 − (𝑛 + 2))

𝑛
 

Jika 𝑃(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai eigen  

𝜆1 = 2𝑛, 𝜆2 = 𝑛 + 4, 𝜆3 = 𝑛 + 2, 𝜆4 = 𝑛, 𝜆5 = 0 

dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial 

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) =
𝑛 − 1

4
,𝑚(𝜆3) = 𝑛,𝑚(𝜆4) =

3𝑛 − 6

4
,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian, maka diperoleh 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

 

3.2.6 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟏𝟔) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-16 adalah 𝐷16 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑟7, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada 

setiap anggota 𝐷16 diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 
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Tabel 3.11 Tabel Cayley Grup Dihedral-16 (𝐷16) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟7 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.11 didapatkan bahwa 1, 𝑟4, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, dapat dibangun suatu 

himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷16 yang tidak invers dengan dirinya sendiri, sehingga 

diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf 

invers (Γ𝑠(𝐷16)) sebagai berikut: 

 

Gambar 3.17 Graf Invers Grup Dihedral-16 (𝛤𝑠(𝐷16)) 
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𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑠𝑟7 
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Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γs(D16)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.18 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-16 (𝛤𝑠(𝐷16)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 

Pada Gambar 3.18 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

             1     𝑟    𝑟2   𝑟3   𝑟4  𝑟5  𝑟6   𝑟7   𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2𝑠𝑟3𝑠𝑟4 𝑠𝑟5𝑠𝑟6𝑠𝑟7

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 𝑟4 

𝑟5 

𝑟6 

𝑟7 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 

𝑠𝑟6 

𝑠𝑟7 
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers  

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut:  

9 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 9 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 10 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 9 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 10 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 9 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 10 1 1 1

− − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −
− − − − − −

=
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 9 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 9 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 9 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 9 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 9 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 9 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 9 0
1 1 1 1 1 1 1 1

− − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − − − − 0 0 0 1 0 0 0 9

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  −

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 12)(𝜆 − 16)(𝜆 − 8)5(𝜆 − 10)8 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 16, 𝜆2 = 12 𝜆3 = 10, 𝜆4 = 8, 𝜆5 = 0 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 
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Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 1,𝑚(𝜆3) = 8,𝑚(𝜆4) = 5,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-16  sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D16)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
16 12 10 8 0

1 1 8 5 1
] 

 

3.2.7 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers  dari Grup Dihedral (𝑫𝟐𝟒) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-24 adalah   

𝐷24 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9, 𝑟10, 𝑟11, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 

𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap anggota 𝐷24 

diperoleh tabel Cayley pada Tabel 3.12 dapat dilihat pada Lampiran. 

Berdasarkan Tabel 3.12 didapatkan bahwa 1, 𝑟6, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11 invers terhadap dirinya sendiri. Oleh karena itu, 

dapat dibangun suatu himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷24 yang tidak invers dengan 

dirinya sendiri, sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9, 𝑟10, 𝑟11}. 

Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf invers (Γ𝑠(𝐷24)) sebagai berikut: 

 

Gambar 3.19 Graf Invers Grup Dihedral-24 (𝛤𝑠(𝐷24))  
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Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷24)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.20 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-24 (𝛤𝑠(𝐷24)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

Pada Gambar 3.20 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut: 

𝑨 =

              1      𝑟    𝑟2   𝑟3  𝑟4  𝑟5   𝑟6  𝑟7   𝑟8   𝑟9  𝑟10 𝑟11  𝑠    𝑠𝑟  𝑠𝑟2𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5𝑠𝑟6𝑠𝑟7𝑠𝑟8 𝑠𝑟9𝑠𝑟10𝑠𝑟11

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑟8

𝑟9

𝑟10

𝑟11

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7

𝑠𝑟8

𝑠𝑟9

𝑠𝑟10

𝑠𝑟11 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 

𝑟 

𝑟2 

𝑟3 

𝑟4 

𝑟5 
𝑟6 𝑟7 

𝑟8 

𝑟9 

𝑟10 

𝑟11 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2 

𝑠𝑟3 

𝑠𝑟4 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 
𝑠𝑟8 

𝑠𝑟9 

𝑠𝑟10 

𝑠𝑟11 
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Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers 

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=

0
0 0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
13 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 14 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1
0 0 14 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 13 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 −1 0 14 0 0 0 −1 0 0 0
0 −1 0 0 0 14 0 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 14 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1 0 0 0 14 0 −1 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 13 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 14 0
0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 14

−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1

−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1

13 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 13 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 13 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 13 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 −1

−1 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 13 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 13 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 13 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 13]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

𝑫 
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maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 24)(𝜆 − 16)2(𝜆 − 12)8(𝜆 − 14)12 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 24, 𝜆2 = 16 𝜆3 = 14, 𝜆4 = 12, 𝜆5 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 2,𝑚(𝜆3) = 12,𝑚(𝜆4) = 8,𝑚(𝜆5) = 1 

Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-24  sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D24)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
24 16 14 12 0

1 2 12 8 1
] 

 

3.2.8 Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari Grup Dihedral (𝑫𝟑𝟐) 

Himpunan anggota dari grup dihedral-32 adalah 𝐷32 = {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 

𝑟6, 𝑟7, 𝑟8, 𝑟9, 𝑟10, 𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14, 𝑟15, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 

𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11, 𝑠𝑟12, 𝑠𝑟13, 𝑠𝑟14, 𝑠𝑟15}. Dengan operasi komposisi " ∘ " pada setiap 

anggota 𝐷32 diperoleh tabel Cayley pada Tabel 3.13 dapat dilihat pada Lampiran. 

Berdasarkan Tabel 3.13 didapatkan bahwa 1, 𝑟8, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 

𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7, 𝑠𝑟8, 𝑠𝑟9, 𝑠𝑟10, 𝑠𝑟11, 𝑠𝑟12, 𝑠𝑟13, 𝑠𝑟14, 𝑠𝑟15 invers terhadap dirinya sendiri. 

Oleh karena itu, dapat dibangun suatu himpunan bagian 𝑆 dari 𝐷32 yang tidak 

invers dengan dirinya sendiri, sehingga diperoleh 𝑆 = {𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 

𝑟7, 𝑟9, 𝑟10, 𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14, 𝑟15}. Dengan demikian dapat dibentuk suatu graf 

invers (Γ𝑠(𝐷32)) sebagai berikut: 
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Gambar 3.21 Graf Invers Grup Dihedral-32 (𝛤𝑠(𝐷32)) 

 

Kemudian dapat digambarkan ke dalam bentuk komplemen graf invers  (Γ𝑠(𝐷32)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

sebagai berikut: 

 

Gambar 3.22 Komplemen Graf Invers Grup Dihedral-32 (𝛤𝑠(𝐷32)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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Pada Gambar 3.22 menghasilkan matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

sebagai berikut:   

       1    𝑟     𝑟2  𝑟3   𝑟4   𝑟5   𝑟6  𝑟7  𝑟8  𝑟9   𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 𝑠   𝑠𝑟  𝑠𝑟2𝑠𝑟3 𝑠𝑟4𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7𝑠𝑟8 𝑠𝑟9𝑠𝑟10𝑠𝑟11𝑠𝑟12𝑠𝑟13𝑠𝑟14𝑠𝑟15 

𝑨 =

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

𝑟4

𝑟5

𝑟6

𝑟7

𝑟8

𝑟9

𝑟10

𝑟11

𝑟12

𝑟13

𝑟14

𝑟15

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

𝑠𝑟4

𝑠𝑟5

𝑠𝑟6

𝑠𝑟7

𝑠𝑟8

𝑠𝑟9

𝑠𝑟10

𝑠𝑟11

𝑠𝑟12

𝑠𝑟13

𝑠𝑟14

𝑠𝑟15 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian dapat ditentukan matriks derajat komplemen graf invers 

𝑫 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 
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𝑳 = 𝑫 − 𝑨 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 18 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 18 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 18 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 18 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 18 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 18 0 −1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 18 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 18 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 18 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 18 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 18 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 18

  

−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1

−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1
−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1−1

17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0 −1

−1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 17 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dengan 

cara yang sama yaitu: 

det(𝑳 − 𝜆𝑰) = 0 

maka akan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 32)(𝜆 − 20)3(𝜆 − 16)11(𝜆 − 18)16 = 0 

Maka diperoleh nilai eigennya, yaitu: 

𝜆1 = 32, 𝜆2 = 20, 𝜆3 = 18, 𝜆4 = 16, 𝜆5 = 0 

Berdasarkan persamaan karakteristik tersebut maka didapatkan nilai algebraic 

multiplicity sebagai berikut: 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) = 3,𝑚(𝜆3) = 16,𝑚(𝜆4) = 11,𝑚(𝜆5) = 1 
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Dengan demikian diperoleh spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral-32 sebagai berikut: 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D32)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
32 20 18 16 0

1 3 16 11 1
] 

 

3.2.9 Pola Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari 𝑫𝟐𝒏 

Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh bentuk polinomial karakteristik 

dan spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral-2n 

(Γs(D2n)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) yang ditunjukkan pada Tabel 3.14 sebagai berikut: 

Tabel 3.14 Pola Polinomial Karakteristik dan Spektrum Laplace Komplemen Graf Invers dari 

Grup Dihedral 

𝐷2𝑛 Polinomial Karakteriktik 𝑃(𝜆) Spektrum 

𝐷16 𝜆(𝜆 − 12)(𝜆 − 16)(𝜆 − 8)5(𝜆 − 10)8 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D16)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
16 12 10 8 0
1 1 8 5 1

] 

𝐷24 𝜆(𝜆 − 24)(𝜆 − 16)2(𝜆 − 12)8(𝜆 − 14)12 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D24)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
24 16 14 12 0
1 2 12 8 1

] 

𝐷32 𝜆(𝜆 − 32)(𝜆 − 20)3(𝜆 − 16)11(𝜆 − 18)16 𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γs(D32)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = [
32 20 18 16 0
1 3 16 11 1

] 

⋮ ⋮ ⋮ 

𝐷2𝑛 

𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 4))
𝑛−4
4  

(𝜆 − 𝑛)
3𝑛−4

4 (𝜆 − (𝑛 + 2))
𝑛

 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  

= [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

Dari tabel di atas dapat dirumuskan teorema sebagai berikut: 

Teorema 5 

Spektrum Laplace pada komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 

untuk 𝑛 genap dan 𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 
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Bukti 

Misalkan grup dihedral 𝐷2𝑛 = {1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1} 

dengan 𝑛 genap dan 𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ. Jika dioperasikan dengan operasi 

komposisi " ∘ " di 𝐷2𝑛, maka diperoleh bahwa invers dari setiap anggota adalah 

(1)−1 = 1  

(𝑟𝑖)
−1

= 𝑟𝑛−𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑖 ≠
𝑛

2
 

(𝑠)−1 = 𝑠  

(𝑠𝑟𝑖)
−1

= 𝑠𝑟𝑖   , ∀𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛 − 1 

Maka diperoleh unsur-unsur 𝑆 = {𝑟𝑖|𝑖 ≠
𝑛

2
, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1} yang tidak 

memuat anggota yang invers terhadap dirinya sendiri sehingga |𝑆| = 𝑛 − 2. 

Maka diperoleh matriks keterhubungan titik (adjacency matrix) 

𝑨(𝐷2𝑛) =

                 1     𝑟    𝑟2   𝑟3   …  𝑟𝑛−1 𝑠    𝑠𝑟   𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 …  𝑠𝑟𝑛−1

1
𝑟
𝑟2

𝑟3

⋮
𝑟𝑛−1

𝑠
𝑠𝑟
𝑠𝑟2

𝑠𝑟3

⋮
𝑠𝑟𝑛−1 [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 1 … 0
0 0 1 0 … 1
0 0 0 0 … 0
1 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 1 … 1

1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
1 1 1 1 … 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 1 … 1

0 0 0 1 … 0
0 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 1
1 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 1 0 … 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dan matriks derajat  

𝑫(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 + 1 0 0 0 … 0 0 0 0 0 … 0

0 𝑛 + 2 0 0 … 0 0 0 0 0 … 0
0 0 𝑛 + 2 0 … 0 0 0 0 0 … 0
0 0 0 𝑛 + 1 … 0 0 0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 …  𝑛 + 2 0 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 𝑛 + 1 0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 𝑛 + 1 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 0 𝑛 + 1 0 … 0
0 0 0 0 … 0 0 0 0 𝑛 + 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 …  𝑛 + 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



82 

 

 

 

Maka diperoleh matriks Laplace sebagai berikut: 

𝑳(𝐷2𝑛) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑛 + 1 0 0 −1 … 0 −1 −1 −1 −1 … −1

0 𝑛 + 2 −1 0 … −1 0 0 0 0 … −1
0 −1 𝑛 + 2 0 … 0 0 0 0 0 … −1

−1 0 0 𝑛 + 1 … 0 0 0 0 0 … −1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 …  𝑛 + 2 0 0 0 0 … −1

−1 −1 −1 −1 … −1 𝑛 + 1 0 0 −1 … 0
−1 −1 −1 −1 … −1 0 𝑛 + 1 0 0 … 0
−1 −1 −1 −1 … −1 0 0 𝑛 + 1 0 … −1
−1 −1 −1 −1 … −1 −1 0 0 𝑛 + 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 −1 −1 −1 … −1 0 0 −1 0 …  𝑛 + 1]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan algebraic 

multiplicity dari matriks tersebut. Dengan mereduksi matriks (𝑳(𝐷2𝑛) − 𝜆𝑰) 

menggunakan metode Gaussian Elimination, maka diperoleh 

|

|

|

|

(𝑛 + 1) − 𝜆 0 … 0 −1 −1 … −1
0 (𝑛 + 1) − 𝜆 … −1 −1 −1 … −1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0   −
(𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))

𝜆 − (𝑛 + 1)
   −

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)
−

𝜆 − (𝑛 + 2)

𝜆 − (𝑛 + 1)

0 0 … 0  −
𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛
−

𝜆 − 2𝑛

𝜆 − 𝑛

𝑛

𝜆 − 𝑛

0 0 … 0 0 −
(𝜆 − (𝑛 + 1))(𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + (𝑛2 − 𝑛))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2
      

𝑛(𝜆 − (𝑛 + 2))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2
−

(𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (2𝑛 + 1))

𝜆2 − (2𝑛 + 1)𝜆 + 𝑛2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 … 0 0 0 … −
𝜆 ((𝜆 − 𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 2))(𝜆 − 2𝑛))

𝜆3 − (3𝑛 + 1)𝜆2 + 𝑛(𝑛2 − 𝑛 − 1)𝜆 − 6𝑛

|

|

|

|

 

Karena det(𝑳 − 𝜆𝑰) adalah hasil perkalian unsur diagonal utama matriks segitiga 

atas, maka diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut 

𝑃(𝜆) = 𝜆(𝜆 − 2𝑛)(𝜆 − (𝑛 + 4))
𝑛−4
4 (𝜆 − 𝑛)

3𝑛−4
4 (𝜆 − (𝑛 + 2))

𝑛
 

Jika 𝑃(𝜆) = 0 maka diperoleh nilai eigen  

𝜆1 = 2𝑛, 𝜆2 = 𝑛 + 4, 𝜆3 = 𝑛 + 2, 𝜆4 = 𝑛, 𝜆5 = 0 

dan diperoleh nilai algebraic multiplicity dari perpangkatan polinomial 

karakteristik untuk masing-masing nilai eigen tersebut yaitu 

𝑚(𝜆1) = 1,𝑚(𝜆2) =
𝑛 − 4

4
,𝑚(𝜆3) = 𝑛,𝑚(𝜆4) =

3𝑛 − 4

4
,𝑚(𝜆5) = 1 
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Dengan demikian, maka diperoleh 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

3.3 Konsep Graf dalam Kajian Silaturrahim 

 Graf dalam bahasa adalah himpunan dari objek-objek yang dinamakan 

titik, simpul, atau sudut yang dihubungkan oleh garis atau sisi sehingga titik-titik 

tersebut terhubung langsung. Sama halnya dengan ta’aruf yang telah 

diperkenalkan dalam al-Quran. Secara bahasa istilah ta’aruf berasal dari bahasa 

Arab yang artinya saling mengenal atau berkenalan. Ta’aruf sangat dianjurkan 

dalam agama Islam agar saling mengenal antara satu sama lain. Salah satu cara 

agar saling mengenal sesama manusia yaitu dengan bersilaturrahim yang 

disebutkan dalam surat al-Hujurat ayat 13 yang berbunyi: 

                               

                   

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki 

dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa dan bersuku-suku 

supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara 

kamu disisi Allah ialah orang yang paling taqwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah 

Maha mengetahui lagi Maha Mengenal” (QS. al-Hujurat:13). 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa terjalinnya hubungan satu sama lain di 

antara sesama manusia merupakan suatu ketetapan dari Allah, dan hubungan ini 

berawal dari berbeda-bedanya penciptaan manusia (Zulheldi, 2009). Hubungan 

antar manusia adalah kemampuan mengenali sifat, tingkah laku, pribadi 

seseorang. Ruang lingkup hubungan antar manusia dalam arti luas adalah interaksi 

antar seseorang dengan orang lain dalam suatu kehidupan untuk memperoleh 
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kepuasan hati. Sedangkan menurut Hugo Cabot dan Joseph A Kahl (1967), 

hubungan antar manusia adalah suatu sosiologi konkret karena meneliti situasi 

kehidupan, khususnya masalah “interaksi” dengan pengaruh psikologisnya. 

Di samping menjalin hubungan antar sesama manusia (hablum min an-

Nȃs), juga menitik beratkan kepada hubungan antar manusia dengan Allah 

(hablum min Allah). Sebagaimana Allah Swt. berfirman surat ali Imran ayat 112: 

                                  

                             

                       

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka 

berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka 

kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. yang demikian 

itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh Para Nabi tanpa alasan 

yang benar. yang demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”(QS. 

ali Imran:112). 

 

Adapun yang dimaksud dengan hubungan antar manusia di dalam al-

Quran adalah adanya ciptaan Allah yang berbeda-beda dalam kehidupan manusia 

seperti laki-laki dan perempuan, suku-suku yang banyak, berbangsa-bangsa, 

bahasa yang berbeda-beda, serta warna kulit yang tidak sama dan berbagai 

keanekaragaman lainnya agar manusia tersebut saling mengenal satu sama lainnya 

dan bukan untuk menjelekkan perbedaan tersebut. Namun, bagaimana mereka 

bisa bersatu dengan segala perbedaan tersebut untuk menciptakan sebuah 

kehidupan yang harmonis yang penuh dengan kedamaian, karena manusia adalah 

makhluk sosial yang saling membutuhkan satu sama lainnya dan mereka tidak 

akan bisa hidup dengan individu mereka sendiri. Hal ini untuk saling mengisi 

sehingga terbentuk manusia terbaik. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang sudah diperoleh, maka dapat diambil 

kesimpulan bahwa pola umum spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari 

grup dihedral dapat diklasifikasikan sebagai berikut:  

a. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

ganjil dan 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 1

2

3𝑛 − 3

2
1
] 

b. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

genap dan 𝑛 = 4𝑘 + 2, ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 2

4
𝑛

3𝑛 − 6

4
1
] 

c. Spektrum Laplace dari komplemen graf invers dari grup dihedral 𝐷2𝑛 untuk 𝑛 

genap dan 𝑛 = 4(𝑘 + 1), ∀𝑘 ∈ ℕ adalah 

𝒔𝒑𝒆𝒄𝑳(Γ𝑠(𝐷2𝑛))  = [

2𝑛 𝑛 + 4 𝑛 + 2 𝑛 0

1
𝑛 − 4

4
𝑛

3𝑛 − 4

4
1
] 

 

4.2 Saran 

Bagi peneliti selanjutnya, disarankan untuk mengkaji spektrum Adjacency, 

spektrum signless Laplace dan spektrum detour dari komplemen graf invers atau 

berbagai macam graf lainnya dari grup dihedral 𝐷2𝑛. 
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LAMPIRAN 

Tabel 3.9 Tabel Cayley Grup Dihedral-28 (D28) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟7 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟8 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟9 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟10 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟11 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟12 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟13 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟8 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟9 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟10 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟11 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟12 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 𝑟 

𝑠𝑟13 𝑠𝑟13 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 1 

 

  



 

 

 

 

Tabel 3.12 Tabel Cayley Grup Dihedral-24 (D24) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟7 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟8 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟9 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟10 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟11 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟8 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟9 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟10 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 𝑟 

𝑠𝑟11 𝑠𝑟11 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 1 

 
 

  



 

 

 

 

Tabel 3.13 Tabel Cayley Grup Dihedral-32 (D32) 

∘ 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 

𝑟7 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 

𝑟8 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟9 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟10 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟11 𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟12 𝑟12 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟13 𝑟13 𝑟14 𝑟15 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑟8 𝑟9 𝑟10 𝑟11 𝑟12 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠𝑟8 𝑠𝑟9 𝑠𝑟10 𝑠𝑟11 𝑠𝑟12 𝑠𝑟13 𝑠𝑟14 𝑠𝑟15 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 
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