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ABSTRAK

Hamidah, Iffah Nur. 201%0la Banyaknya Graf yang Tidak Saling Isomorfik
Menggunakan Teorema Polya Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maalélalik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd, @bdul Aziz, M.Si.

Kata kunci: graf, graf isomorfik, indeks sikel, teorema Polya

Salah satu kajian teori graf yang menarik untuleliditadalah kajian
tentang graf yang tidak saling isomorfik. Tujuameléian ini adalah mencari
pola banyaknya graf yang tidak saling isomorfik ggamakan teorema Polya.

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian adalah studi
kepustakaan dengan tahapan analisis yang diawalgade mengidentifikasi
banyaknya titik pada graf dengan order= 2,3,...,8. Langkah selanjutnya
menentukan banyaknya anggota grup simetri pada ydnhg akan dihitung,
menentukan semua bentuk tipe untai dan banyak #gigwi bentuk tipe untai
tersebut, lalu menentukan bentuk indeks sikelnya manentukan keseluruhan
perubahan indeks sikel dengan cara mencari pembatayk grupS,, (permutasi
titik pada graf) yaitu grug®,, (permutasi sisi pada graf). Akan didapatkan indeks
sikelgrupnya, yaitu:

1
Z(g: X1, X5, X3, Xy, ..., Xp) = ;dec Z(g:%q,X5,X3,X4, ey Xpy)-
Setelah didapatkan indeks sikel grupnya akan diagikan ke dalam teorema
Polya | dan teorema Polya II. Hasil penelitianadalah:
a. Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari §8kanyak: tanpa sisin € N.
b. Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari sebanyak: > 2 dengan sisi
sebanyak 1n € N.
c. Terdapat 2 jenis graf yang tidak saling isomorfdng dapat dibuat dari titik
sebanyak > 4 dengan sisi sebanyak2g N.
d. Terdapat 5 jenis graf yang tidak saling isomorfdng dapat dibuat dari titik
sebanyakn > 6 dengan sisi sebanyakBg N.
e. Terdapat 11 jenis graf yang tidak saling isomoyfikg dapat dibuat dari titik
sebanyak: > 8 dengan sisi sebanyak® € N.
Bagi penelitian selanjutnya dapat dilakukan padasjeraf-graf yang
lainnya.

Xiv
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ABSTRACT

Hamidah, Iffah Nur. 2019The Pattern of the Number of Graphs that are not
Mutually Isomorphic Using the Polya’s Theorem Thesis. Department
of Mathematics, Faculty of Science and Technologhulana Malik
Ibrahim State Islamic University of Malang. Advis¢l) Dr. Abdussakir,
M.Pd, () Abdul Aziz, M.Si.

Keywords: graph, isomorphic graph, cycle index, Polya’s tkeear

One of an interesting study of graph theory is sh&ly of non-mutually
isomorphic graphs. The purpose of this researth determine the pattern of the
number of graphs that are not mutually isomorpkiagithe Polya’s theorem.

The research method used in this research is tiay gif literature in
which the step is begun with identifying the numbéwertices on the graph of
ordern = 2,3, ...,8. The next step is determining the number of memluodr
symmetry group at the vertex to be calculated,rdeteng all forms of cycle type
and the number of members of the cycle type folmantdetermining the cycle
index form and determining the overall cycle indetxange by finding the
generating of groups,, (the vertex permutation of the graph) namely tfteugR,,
(the edge permutations of the graph). Getting cyallex group that is obtained,
namely: Z(g: xq, X3, X3, X4, o, Xp) = %dec Z(g: xq, X5, X3, X4, ..., Xp). After the
new cycle index group obtained, then it is appli@o the Polya | and Polya Il
theorem. The results of this study:

a. There is one graph kind that can be made fromertices without edges,
n € N.

b. There is one graph kind that can be made from 2 vertices with one edge,
n e N.

c. There are two graph kinds that are not mutuatiynisrphic that can be made
fromn > 4 vertices with two edgeg, € N.

d. There are five graph kinds that are not mutuabmorphic that can be made
fromn > 6 vertices with three edges,€ N.

e. There are eleven graph kinds that are not mutusdignorphic that can be
made fromn > 8 vertices with four edges, € N.

The next research can be done on the other tygeaphs.

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagainmdga: yang lain
untuk menghadapi berbagai macam fenomena yang sek@kpleks sehingga
penting untuk dipelajari adalah matematika. Banyaknasalahan di dalam hidup
yang harus diselesaikan dengan menggunakan ilmenmatika, baik disadari
maupun tidak, seperti menghitung dan mengukur. Mati&ka adalah ilmu
universal yang mendasari ilmu pengetahuan lainmysalnya dalam ilmu fisika,
biologi, dan kimia. Peran matematika dewasa ini aeém penting, karena
banyaknya informasi penting yang disampaikan odelgm bahasa matematika
seperti tabel, grafik, dan diagram.

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matkangang banyak
aplikasinya. Teori graf banyak dimanfaatkan dalaehidtupan sehari-hari,
misalnya dalam pembuatan proyek perjalanan angkp&mgaturan jadwal, dan
pengaturan jaringan listrik. Dengan menggunakanusam atau model teori graf
yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelBehingga mudah
menganalisisnya. Permasalahan yang dirumuskan detgari graf dibuat
sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang dipearlden dibuang aspek-aspek
lainnya (Purwanto, 1998).

Graf adalah himpunan tak kosong dan berhingga algek-objek yang
disebut titik {ertey, dan himpunan dari pasangan tak berurutan dadtitik

berbeda yang disebut sisidgg. Dalam al-Quran objek-objek pada graf yaitu titik



dan sisi meliputi Pencipta (Allah) dan hamba-hamlya; sedangkan sisi atau
garis yang menghubungkan elemen-elemen terseblahabagaimana hubungan
antara Allah dengan hamba-Nya dan juga hubungamsekamba yang terjalin,
hablunmin Allah wa hablun min an-nas

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam al-Quranrat al-Hujurat ayat
10 yaitu:

o~ ﬁ/c"a"{///ﬁ"" }4’4/ Gﬂ’a// E/a/” A2 > i/}/‘/a - 2 - 877 /d
P A @ A o . a 2~ = . ., £ .

Artinya:“Orang-orang beriman itu sesungguhnya berdara. Sebab itu damaikanlah
(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu ian dakutlah terhadap
Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (Q.S. Al-HujLir@).

Teori graf sebenarnya sudah ada sejak lebih darralus tahun yang lalu.
Jurnal pertama tentang masalah jembatan Konigsbherggygunakan graf (tahun
1736). Di kota Konigsberg (sebelah timur negaraidvagPrussia, Jerman),
sekarang bernama kota Kaliningrad, terdapat sumigagal yang mengalir
mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi d@mak sungai. Ada tujuh
buah jembatan yang menghubungkan daratan yangatiléh sungai tersebut.
Masalahnya adalah “Apakah mungkin melalui ketujembatan itu masing-
masing tepat satu kali, dan kembali ke tempat s&séorang matematikawan
Swiss, Leonhard Euler, adalah orang pertama yarigabié menemukan jawaban
masalah itu dengan pembuktian yang sederhana. neaodetkan masalah ini ke
dalam graf. Daratan (titik-titik yang dihubungkalelo jembatan) dinyatakannya
sebagai titik (noktah) yang disebut titlkefteX dan jembatan dinyatakan sebagai
garis yang disebut sisedge (Munir, 2007).

Salah satu alasan perkembangan teori graf yangub@gsat adalah

aplikasinya yang sangat luas dalam kehidupan seharmaupun dalam berbagai



bidang ilmu seperti ilmu komputer, teknik, sainahkan bisnis dan ilmu sosial.

Di dalam teori graf terdapat beberapa permasalpbkok salah satunya masalah
enumerasi. Pada umumnya, permasalahan enumeraspakan permasalahan
yang mengandung masalah menghitung berapa banjektebtentu dan masalah

mencacah semua daftar objek-objek. Salah satibatdti yang dapat digunakan
untuk mempermudah menyelesaikan permasalahan easima&dalah dengan

menggunakan teorema Polya (Polydsoren).

Pada awalnya teorema Polya digunakan dalam pegdatumanyaknya
pola molekul yang terbentuk dari gabungan sejunatdm-atom penyusunnya,
yang diperkenalkan oleh seorang matematikawan @deéotya pada tahun 1936.
Teorema Polya terdiri dari teorema Polya | dandewar Polya Il. Teorema Polya |
menjelaskan tentang banyaknya pola molekul yargettuk sedangkan teorema
Polya Il menjelaskan bentuk dari pola-pola yanddatuk tersebut. Teorema
Polya merupakan suatu teknik perhitungan yang mamgggkan struktur aljabar
abstrak dengan kombinatorika. Stuktur aljabar yak@n digunakan adalah
konsep suatu gruf pada himpunan berhingga(Fel, 2009).

Penelitian ini sendiri sebenarnya merupakan pengagdn dari penelitian
tentang graf yang tidak saling isomorfis. Jika padaelitian sebelumnya yang
dikaji oleh Vivy Tri Rosalianti, dkk (2013) adalglenggunaan teorema Polya
dalam menentukan banyaknya graf sederhana yarlg salag isomorfis hanya
dengan 5 titik, maka pada penelitian kali ini aka@mbahas banyaknya graf yang
tidak saling isomorfik yang dapat dibentuk dengadeon = 2,3, ...,8 titik
menggunakan teorema Polya | dan mengetahui bewrtotkdo graf dengan order

n = 2,3,..,8 titik yang tidak saling isomorfik menggunakan toa Polya II



serta terbentuk teorema-teoremanya. Berdasarkaanudh atas maka penulis
tertarik untuk meneliti tentang “Pola Banyaknya Ggang Tidak Saling

Isomorfik Menggunakan Teorema Polya”.

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang masalah di atas rumusan masialam penelitian ini
adalah bagaimana pola banyaknya graf yang tidakgsslomorfik menggunakan

teorema Polya?

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah di atas, maka tujuan daelifen ini adalah
untuk menentukan pola banyaknya graf yang tidakngsaisomorfik

menggunakan teorema Polya.

1.4 Batasan Masalah

Pembatasan masalah diperlukan agar bahasan dalaalitipe tidak
meluas atau melebar terlalu jauh, maka pada pemeiiti masalah dibatasi pada
pola banyaknya graf yang tidak saling isomorfik ggumakan teorema Polya dari
n =2,3,4,..,8 titik. Graf tanpa label pada pasangan titik takubg (artinya

ab = ba) dari himpunarm titik.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dalam penelitian ini ydapat mengetahui pola

banyaknya graf yang tidak saling isomorfik mengdgameteorema Polya.



1.6 Metode Penelitian
Untuk menjelaskan pola banyaknya graf yang tidakngaisomorfik
menggunakan teorema Polya, maka digunakan langkefkéh yang akan
dilakukan dalam penelitian ini adalah:
1. Merumuskan masalah
Sebelum penulis melakukan penelitian, terlebih tdahypenulis
menyusun rencana penelitian dari suatu masalahngola banyaknya graf
yang tidak saling isomorfik menggunakan teoremgaol
2. Mengumpulkan data
Peneliti mengumpulkan data yang berupa data pradaerdata sekunder.
Data primer dalam penelitian ini diperoleh dari ih@agngamatan langsung
yang dilakukan penulis berupa banyak titik, bangék, dan gambar graf.
Sedangkan data sekunder yang digunakan dalam feeeméhi berupa definisi,
teorema, jenis-jenis graf, definisi grup simetrindain-lain, dari beberapa
literatur antara lain buku-buku, jurnal-jurnal, iglsi-skripsi sebelumnya, dan
lain-lain.
3. Menganalisis data
Langkah-langkah yang diambil untuk menganalisia diaiam penulisan
ini adalah:
a. Mengidentifikasi banyaknya titik pada graf dengameon = 2,3,...8
yang akan dihitung.
b. Menentukan banyaknya anggota grup simetri pad& tfng akan

dihitung.



c. Menentukan semua bentuk tipe untai dan banyak aagzoi bentuk tipe
untai tersebut.

d. Menentukan bentuk indeks sikelnya.

e. Menentukan keseluruhan perubahan indeks sikel dewgaa mencari
pembangkit dari grupS, (permutasi titik pada graf) yaitu grug,
(permutasi sisi pada graf).

f. Akan didapatkan indeks sikel grupnya, yaitu:

1
Z(g:xl,xz,x3, X4, ...,xn) = Ez Z(g:xl,XZ,x3, Xy, ...,xn)
geaG

g. Menentukan banyaknya graf yang tidak isomorfik ngemakan teorema
Polya I.

h. Menentukan banyaknya graf yang tidak isomorfik yamgmuat sisi dan
tidak memuat sisi menggunakan teorema Polya .

i. Membentuk teorema-teorema dari pola banyaknya ygaf) tidak saling
isomorfik yang dilengkapi dengan bukti-bukti.

J.  Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian.

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam skripsi ini digunakan sistematika penulisang/terdiri dari empat
bab. Masing-masing bab dibagi kedalam beberapa bsit dengan rumusan
sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan rmhsatujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiatgdagenelitian, dan

sistematika penulisan.



Bab Il  Kajian Pustaka
Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-tegi@dng mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antaramkEmbahas
tentang grafadjacentdanincident derajat titik, graf-graf khusus, graf
isomorfik, grup, grup simetricycle cycle type(tipe untai) dan bobot,
cycle indexindeks sikel), teorema Polya I, teorema Polyadh kajian
graf dalam al-Quran.

Bab Il  Pembahasan
Pada pembahasan ini membahas tentang pola banyakala/ang
tidak saling isomorfik menggunakan teorema Polysaserbentuknya
teorema-teorema dari perhitungan banyaknya graf yatak saling
isomorfik menggunakan teorema Polya.

Bab IV Penutup

Merupakan bab terakhir di skripsi ini yang berissknpulan dan saran.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Suatu grafG didefinisikan sebagai pasangan himpur@nhE), ditulis
dengan notast = (V,E) denganl/ adalah himpunan tak kosong dan berhingga
dari objek-objek yang disebut titikérte®y, danE adalah himpunan dari pasangan
tak berurutan dari titik-titik berbeda Wiyang disebut sisiedgg. Banyak unsur di
V(G) disebut ordets dan banyak unsur @i(G) disebut ukurarz. Himpunan titik
di graf G ditulis V(G) dan himpunan sisi di graf dilambangkan dengaB(G).
(Chartrand dan Lesniak, 1996:1). Gkafdengan ordep dan ukurang ditulis
G(p, ).
Contoh:
Misal grafG = (V,E) dengan
V(G) = {vq1, V5, V3, U4}
E(G) = {(vy,v2), (v1,v3), (V2,V3), (V3,V4)}
Jadi grafG dapat digambarkan sebagai berikut:

Uy

]

12 L)

Gambar 2.1 Grafi (4, 4)
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Dari Gambar 2.1 dapat dilihat bahwa géaimempunyai 4 titik sehingga
orderG adalahp = 4 dan gralz mempunyai 4 sisi sehingga ukuran gra&dalah
q=4

Graf G dengan himpunan titk dan sisi masing-masifigG) =
{v1,V,,v3,1,} danE(G) = (v, v2), (v, v3), (v5,v3), (v3,v,)} dapat juga ditulis

dengarV/ (G) = {vy, V3, v3,v4} danE(G) = {eq, 5, €3, €4, €5, €6}

2.1.2 Adjacent dan Incident
Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik danv jika e = (u,v)
adalah sisi di grafi, makau danv disebut terhubung langsunadfacenj, v dane
sertau dan e disebut terkait langsungng¢iden), dan titiku danv disebut ujung
dari e Dua sisi berbeda,;dan e, disebut terhubung langsung, jika terkait
langsung pada titik yang sama (Abdussakir, dkk 9Z0@®).
Contoh:
Graf graf G = (V, E) dengan
V(G) = {vy, V3, V3, Vs, Us}
E(G) = {eq,e3,€3,€4,€5,€6,€7}

Jadi grafG dapat digambarkan sebagai berikut:

Us 2

. m ”
Vg v

Eg 3

Gambar 2.2 Grafi (5,7)



10

Pada Gambar 2.2 titik-titiladjacent(terhubung langsung) adalat danv,, v,
danvg, v, danvs, v3 danv,, v; danvs, v, danvs, vs danv,. sedangkan sigj
incidentdenganv; danv,, e, incidentdenganv, danvs, e; incidentdenganv,
dan v, e, incident denganv; danvs, danes incident denganv; danv,, ve

incidentdengarv, danvs, dane, incidentdengarvs danv;.

2.1.3 Derajat Titik

Derajat suatu titik div pada suatu graf G, ditulis der;(v), adalah
banyaknya sisi yang terkait langsung pad@®engan kata lain, banyaknya sisi
yang memuav sebagai titik ujung. Titiks dikatakan genap atau ganijil tergantung
dari jumlahder(v) genap atau ganijil.

Jika dalam konteks pembicaraan hanya terdapatgsat&, maka tulisan
ders(v) disingkat menjadder(v). Titik yang berderajat genap sering disebut titik
genap €éven verticesdan titik yang berderajat ganjil disebut titiknga (odd
verticeg. Titik yang berderajat nol disebusolated verticesdan titik yang
berderajat satu disebut titik ujungn@d vertices(Chartrand dan Lesniak, 1996:2).

Contoh:

d C
Gambar 2.3 Grafi (4,5)

Berdasarkan Gambar 2.3 di atas, dapat diperoleh:

der(a) = 3,dern(b) = 2,der(c) = 3, dander(d) = 2
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Karena tidak ada titik yang berderjat satu, makat @grtidak mempunyai titik
ujung. Titik ujung adalah titik yang berderajat tsaHubungan antara jumlah

derajat semua titik dalam suatu géaflengan banyak sisi, yaituadalah:

Z der(v) =2q

veV(G)
Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut:
Teorema 1

JikaG graf dengav (G) = {vy, v, ..., v,} maka

p
Z der(v;) = 2q
i=1

dengamg adalah banyaknya sisi pada graf
Bukti

Setiap sisi adalah terkait langsung dengan dika Jitka setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kalig@rand dan Lesniak, 1996:3).
Akibat 1

Pada sebarang graf, banyak titik ganjil adalah gena
Bukti

Misalkan grafG dengan size. dan misalkarWW himpunan yang memuat
titik ganjil padaG sertal himpunan yang memuat titik genap@iDari teorema

1 maka diperoleh:

Z der(v) = Z der(v) + Z der(v) = 2q

veV(G) vEW veU
Dengan demikian kareng,c; der(v) genap, mak@ ey der(v) juga

genap. Sehinggd/| adalah genap (Chartrand dan Lesniak, 1996:3).
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Contoh:

Gambar 2.4GrafG (4, 5)

Menurut teorema di atas, gr@{4,5) dapat dinyatakan sebagai berikut:
der(1) + der(2) + der(3) + der(4) =2+3+3+2=10=2x5
= 2 X banyak sisi
Barisan bilangan bulat tak negadif, d,, ds, ..., d,, disebut barisan derajat
dari graf G jika titik-titik di G dapat diberi labeb,,v,, v, ..., v, sedemikian
sehinggaier(v;) = d;, i = 1,2,3, ..., p (Chartrand dan Lesniak, 1996:11).
Contoh:

Misal grafG sebagai berikut:

=

Gambar 2.5GrafG (5, 6)

Maka barisan derajat dari gr@fadalah 1, 2, 2, 3, 4 atau 4, 3, 2, 2, 1 atau

1,4,2,3, 2.

2.1.4 Graf-graf Khusus
Berdasarkan titik, sisi dan derajatnya, terdapabelspa graf yang

mempunyai sifat-sifat khusus. Gra@fdikatakan komplit jika setiap dua titik yang

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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berbeda saling terhubung langsung. Graf komplitgdenordern dinyatakan

dengank,. Dengan demikian, maka gr&f, merupakan graf beraturgin — 1)

dengan banyaknya titikofder) V(G) =n dan ukuranE(G) = "("2_1) = (721)

(Abdussakir, dkk, 2009:21).

Berikut ini adalah gambar gré&f, K,, K5, dank,

K, K, K, K,

Gambar 2.6 Graf komplk, K,, K5, dank,

2.1.5 Graf Isomorfik (1somorphic Graph)

Dalam geometri, dua gambar disebut kongruen jikluieya mempunyai
sifat-sifat geometri yang sama. Dengan cara yangasadua graf disebut
isomorfik jika keduanya menunjukkan “bentuk” yangma. Kedua graf hanya
berbeda dalam hal pemberian label simpul dan sissaja. Secara metematis,
isomorfik dua graf didefinisikan sebagai berikut:

Diberikan dua graf dengafi = (V(G),E(G)) danG’ = (V(G"),E(G")).
Graf ¢ dikatakan isomorfik dengan gréf jika dan hanya jika ada korespondensi
satu-satu dari himpunan titik(G) ke V(G") dan himpunan sist(G) ke E(G")
sehingga derajat satu titik di sama dengan derajat titik korespondensiny&'di
(Siang, 2002).

Contoh:

Akan ditunjukkan bahwa gr&f danG’ gambar di bawah ini adalah isomorfik.



14

vl

ed el
e5

Xf -

v3
Gambar 2.7 Contoh Graf yang Isomorfik

GrafG Giaf

Untuk menunjukkan bahwiG isomorfik denganG’, harus berusat
menentukan korespondensi «-satu titik dan sisi kedua graf.

Dalam@G, v, berhubunga dengarvs; danv,, sedangkan dalagi, v, behubungan
dengan v, dan v;. Maka fungsig: V(G) —» V(G didefinisikan denga
g1) =vy; gw,) = v3; g(vs) = vs; g(vs) = vy g(vs) = v,.

Hingga saat ini belum ada teori yang dapat dipakduk menentuka
apakah dua graf danG’ isomorfik. Akan tetapi, jikaG danG’ isomorfik, maka
terdapat beberapa hal yang pasti dipel
a. Jumlah titik pada graG sama dengan jumlah titik pada géaf
b. Jumlah sispada graG sama dengan jumlah sisi pada dgraf
c. Jumlah sisi dengan derajat tertentu dalam G danG’ sama.

(Siang, 2002).

Masalahnya, implikasi tersebut tidak berlaku dwhaAda dua graf yar

memenuhi ketiga syarat terseltetapi keduanya tidak isomorfik. Sebagai cor

adalah grat; danG’ di bawal

v
G £ o

Gambar 2.8 Contoh Graf yang Tidak Isomorfik
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Dalam G, satu-satunya titik yang berderajad 3 adalah tiikTitik x
dihubungkan dengan 2 titik lainnya yang berderdjdtitik y danz). Sebaliknya,
dalam graf G’, satu-satunya titik berderajad 3 adalah Satu-satunya titik
berderajad 1 yang dihubungkan dengahanyalah simpulv, sehinggaG tidak
mungkin isomorfik dengag’.

Meskipun implikasi syarat isomorfik hanya berladatu arah, paling tidak
kontraposisi dari implikasi tersebut dapat dipakaiuk menentukan bahwa dua
graf tidak isomorfik. Jika salah satu dari ketigarat tidak terpenuhi, maka graf

G danG’ tidak isomorfik.

2.2 Grup
2.2.1 Definisi Grup
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyataebagai(G,*) dengan
G tidak sama dengan himpunan kos@Gg+ @ ) dan* adalah operasi biner pada
G yang memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut:
1. Va,b,c € G berlaku a = (b * c) = (a = b) * ¢ (sifat asosiatif terhadap operasi
* padaG)
2. Jde € G (e elemen identitias) sedemikian sehing@ae G berlaku
axe =e*a=a, (ada elemen identitasdi ¢).
3. Va€G, d3a !t € G sedemikian sehingga berlakuaxa™* =a txa=e
(setiap elemen di mempunyai invers).
Suatu grugG,* ) yang untuk setiap, b € G berlakua * b = b * a disebut
grup komutatifatau grup abelian (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31 dan

Dummit dan Foote, 1991:13-14).
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Contoh:
Selidiki apakah(Z, +) adalah grup abelian.
Jawab:
Misalkana, b, c € Z dan+ adalah operasi binefZ, +) adalah grup abelian jika
memenuhi:
1. (a+ b) + c =a + (b + c¢),untuk semua, b, c € Z (yaitu + assosiatif ).
2. Untuk semuar € Z ada suatu element O disehinggaz + 0 = 0 + a =
a (O disebut identitas d).
3. Untuk setiapa € Z ada suatu eleme(— a) di Z sehinggaa + (—a) =
(—=a) + a = 0 ((— a) di sebut invers dart).
4. Untuk semuar, b € G makaa + b = b + a (komutatif).
Jadi(Z, +) adalah grup abelian.
Contoh:
Selidiki apakah(Z,0) grup, dengano didefinisikanaob = a- 2ab + 1,
a,b € Z.
Jawab:
1. Untuk setiap, b € Z makaaab=a—-2ab+4Z
2. Untuk setiam, b, c € Z maka
Untuk(aob)oc = (a- 2ab + 1)Oc
= (a-2ab + 1)- 2(a- 2ab + 1)c + 1
= a- 2ac - 2ab + 4abc- 2c + 2
Untukao (boc) = ao(b- 2bc + 1)
=a— 2a(b-2bc +1) +1

= a-2ab + 4abc- 2a + 1
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Karena(ao b)oc # aoO (bOc), maka(Z, o) bukan grup.

2.2.2 Grup Simetri

Misal Q adalah sebarang himpunan tak kosong dan nSigahdalah
himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijek@fri 2 ke Q (atau
himpunanyang memuat semua permutasi QyriHimpunanS, dengan operasi
komposisi ¢” atau (S, ,o) adalah grup. Perhatikan bahwé &dalah operasi biner
padaS, karena jikao: Q — Q dant:Q — Q adalah fungsi-fungsi bijektif maka

oot juga fungsi bijektif. Selanjutnya operasi’“yang merupakan komposisi
fungsi adalah bersifat assosiatif. Identitas d&i adalah permutasi 1 yang
didefinisikan oleh1(a) = a,Va € Q. Untuk setiapo: Q — Q maka ada fungsi
invers yaitu ¢71:Q - Q yang memenuhicoo ! =0"100 =1. Dengan
demikian semua aksioma grup telah dipenuhi dlghdengan operasi. Grup
(Sq ,°) disebut sebagagrup simetripada himpuna (Dummit dan Foote, 1991,
28).

JikaQ = {1, 2,3, ...,n} maka grup yang memuat semua permutasi @ari
dinamakan grup simetri padaunsur dan disimbolkan deng&p. Grup simetri
S,, memuat elemen sebanyak(Dummit dan Foote, 1991).

Perhatikan bahwa&,, mempunyai orden!, denganS, = {1,2,3,...,n}.
Untuk menggambarkan suatu permutasy — S adan macam-macam pilihan
untuk (1) . Untuk menentukan bahwa fungsi satu-satu, ditunjukkan bahwa
0(2) # 0(1) sehingga hanya ada- 1 macam-macam pilihan untu&(2).
Selanjutnya dari analisis ini terlihat bahwa adaltdarin - (n — 1) - (2) - (1) =

n! kemungkinan permutasi yang berbeda SgBeachy dan Blair, 1990: 93).



Contoh:

Akan dibuktikan bahwa himpunaiy terhadap operasi komposisi merupakan grup

simetri.

Bukti:

Unsur-unsur dalam grup simetri g, yaitu:

=tlc

B )l

~<
Il Il
W= A

™
Il

7 N

W R

=

o=

: 2)=@G)
2 S)=me 3
> J=@a 3
2 9-a 2o
P45 T HE

g 3)=(1 2 3)

1
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Jadi grup simetis; = {a,B,v,¢,6,0} ={1,(23),(13),(12),(132),(123)}.

Operasi yang didefinisikan pada adalah komposisi.

Hasil operasi keenam permutasi tersebut dapaildisaglalam tabel berikut:

Tabel 2.1Komposisi Grup Simeti§,

(DR)(B)

M 3)

(21 3)

1 3 2)

1 2)®)

(1 2 3)

(DR)(B)

(MR)(B)

M 3)

21 3)

1 3 2)

1 2@

(1 2 3)

M 3)

M 3)

(1R)(B)

1 2 3)

1 203

1 3 2)

(21 3)

@1 3)

@1 3)

1 3 2)

(DR)(B)

M 3)

1 2 3)

a 2@

1 3 2

1 3 2

@@ 3)

1 2)3)

1 2 3)

e 3)

@)

1 2)B)

1 2)3)

1 2 3)

1 3 2

@@ 3)

@)

e 3)

1 2 3)

1 2 3)

1 203

M 3)

(DR)(B)

@@ 3)

1 3 2)
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1. Dari Tabel 2.1 terlihat untuk sebarang € S; mengakibatkaw o y € S5
Jadi sifat tertutup terpenuhi.

2. Dari Tabel 2.1 terlihat untuk sebarang, z € S5 berlaku
(xey)oz=1xo(yeoz).
Jadi sifat assosiatif terpenuhi.

3. Ambil sebarang € S;. Jelasx € S;.
Dari Tabel 2.1 terlihat c ¢ = a o x = x.
Jadia merupakan elemen identitasSgi

4. Dari Tabel 2.1 jelas terlihat

aoea=a
BoB=a
yey=a
Boe=a
goo0=a
cof =«

Jelasvx € S; terdapatc™! € S; sehinggacox ! =x"lox = a.

Jadivx € S5 punya invers db.

2.3 Cycle
2.3.1 Definisi Cycle

Permutasif € S,, disebutcycle jika memiliki sebanyak-banyaknya satu
orbit yang berisikan lebih dari satu elemen. Panjaeycle adalah banyaknya
elemen pada orbit terbesaCycle dengan panjang satu, diselisted point

(Ni'mah, 2013).
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Berdasarkan Definisi, suatu permutAst S,, dinamakarcycleapabila :

f tidak mempunyai orbit yang memuat lebih dari sd&men, atau

f hanya mempunyai satu orbit yang memuat lebihs#du elemen.

Contoh:

/1 2 3 4 5 6\ o
“—(3 6 4 1 5 2) di S¢ mempunyai orbif1, 3, 4}, {5}, {2, 6}.

a bukan cycle karena terdapat dua orbit yang memuat lebih datxi s
elemen yait1, 3,4} dan{2, 6}.

(1 2 3 4 5
ﬁ_(42135

) di S mempunyai orbif1, 4, 3}, {2}, {5}.
B merupakarcyclekarena tepat mempunyai satu orbit yang memuat lebih
dari satu elemen yaitd, 4, 3}.

:(1234
B Bah,

) di S, mempunyai orbif1}, {2}, {3}, {4}.
y merupakarcyclekarena tidak mempunyai orbit yang memuat lebih dari
satu elemen.

Suatu cycle disimbolkan dengan(a,, a,,..,a,) yang berartia; —»

a,,a, - as, ..., d,_; = Ay, a, = a,;. Pada contoh di atas bagian (@ycleg € Ss

disimbolkan dengag = (1, 4,3) yang berartil - 4,4 - 3,3 - 1,2 —-2,5 > 5.

Cycley € S, pada contoh diatas bagian (iii), disimbolkan denga= (1) atau

vy = (2) atauy = (3) atau= (4) .

Cycle dalam suatu permutasi terbentuk dari orbit yartgasllkan dari

permutasi tersebut. Karena di dalaycle urutan diperhatikan sedangkan pada

orbit urutan tidak diperhatikan, maka pada contoatad bagian (ii) orbit

{1,4,3} ={1,3,4} = {4,1,3} dan seterusnya, tetapycle yang terbentuk dari
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permutasi tersebut adaldl, 4,3). Cycle (1,4,3) mempunyai arti yang sama

dengan(4, 3,1) dan(3, 1, 4) tetapi tidak dapat disimbolkan dengdn3, 4).

2.3.2 Definisi Cycle Type (tipe untai) dan Bobot

Diberikan penyaji untai dayi (permutasi suatu himpunan dengan banyak
anggotanyan) yang memuat sebanyak untai dengan panjang 1, sebanygk
untai dengan panjang 2, sebanygkuntai dengan panjang 3, ..., sebanyak
untai dengan panjang dani = 1,2,3,...,n, maka tipe untaif disimbolkan
dengan vektor[a,, a,,as, ...,a,] dan bobotf adalah bilangan positii¥ =
19129239 _ n% (Ni'mah, 2013).
Contoh :
X ={1,23,...,8}
f = (1354)(2)(687)
Dalam hal ini a; =1,a3= 1,a, = 1, dan lainnya nol. Jadi, tipe untai

f = [10110000] dan bobof = 1341

2.3.3 Definisi Cycle Index (Indeks Siklik)

Diberikan G adalah grup permutasi dengan ordedari suatu himpunan
yang banyak anggotanya dan g € G bertipe untai[ay,a,, as, ..., a,]. Indeks
siklik g didefinisikan sebagai:

Z(g: X1, Xg,X3, X4, o) Xp) = X1 x,%2x3% ... x,% dan indeks siklik grup
G didefinisikan sebagai:

1 "
Z(g: X1, X, X3, Xgy o) Xp) = ;dea Z(g: xq, X5, X3, X4, ..., Xp) (N'mah, 2013).



22

Contoh:
DimisalkanG = {a, B, y} grup permutasi dari himpunan= {1, 2, 3}.

1 2 3

Jelasa = (1 5 3

). Cyclea = (1)(2)(3) dengam; = 3, a, = 0,a3; = 0.
Tipe untaia = [3,0, 0] dan bobotr = 13 =1

_(1 23 B B -
p=(1 2 3).cycep =(1,23) dengars, =0, @, = 0,0, = 1.

Tipe untaif = [0, 0, 1] dan bobof3 = 3! =3

p v » B o
y=(} 2 3).cycley = (1)(2,3) dengam, = 1, a, = 1,4, = 0.

Tipe untaiy = [1,1,0] dan boboy = 1121 =2
Sehingga Indeks sikliky: Z(a; xq, x5, x3) = x,3,
Indeks siklik,B: Z(B; xq,x5,%x3) = x3, dan

|ndekS S|k||k,)/ Z()/, X1, X7, X3) = xllle.

Jadi indeks siklilG: Z(G; x1, x5, X3) = %(xlg' + x5 + x,1x,0).

2.4 Teorema Polya
2.4.1 Teorema Polya |

Diberikan himpunan tidak kosong = {f|f:x — y} dengan|x| =n = 2
dan |y| = r. Jika G merupakan grup permutasi yang beraksi pAdaengan
indeks siklikZ(G: x4, x3, x5, ..., x,) maka banyaknya pola diterhadap; adalah
Z(G; r,1,71, ..., T).
Bukti:

Jikag suatu sikel-sikel dari suatu grup permutgsg G, maka di dalany
terdapat sikel-sikel dengan pola yang sama misglkdirmanaf € E,.(g) dengan

E.(g) adalah himpunan dari sikel-sikel yang polanyaptedgka dan hanya jika
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tetap oleh tiap-tiap sikel dagi adalaha, + a, + --- + a,,. Dari definisi tipe sikel

dan indeks sikel, dengan beranggapan bahwea x, = :-- =x, =r maka

an

— ~01.-03 an —
= r&rf ron

banyaknya permutasi yang tetap ojgradalahx;*x;? ...x
rditdzt+an iadi didapat|F.(g) | = r@1t%**an denganfa, + a, + -+ a,]
adalah tipe permutagj. Berdasarkan Teorema Burnside, banyaknya sikel yan

berbeda adalah

1
n =1z ) IEQ)

gea

— i Z ra1+a2+-~-+an
1G]

geaG

1
= mz réirdz  rin

geaG

1
= mz 2l gt 7. 35 )

geaG
=Z(G; r,7,71,...,T7)

(Santosa, 2002:5-6)

2.4.2 Teorema Polya Il

Persediaan pola warn&P(G;w(y,),w(y3),w(ys3),...,w(y,)) adalah
merupakan indeks siklik darZ(G: xq, x5, %3, ...,x,) padax; = [w(y,)]* +
W)l + [wy)] + -+ [w(y,)] dengan = 1,2,3, ..., n.
Bukti:
Penurunan rumus untuk Teorema Polya Il menggundlesrema Burnside-

Frobenius juga dan hampir sama dengan Teorema PoBada intinya fungsi
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bobot w(f) memiliki sifat konstan yang diperlukan oleh Teogemurnside-
Frobenius untuk orbit-orbit terhadap permutasi dajfoupG'.

Jelas
1
k= ) IFG)|
|G| ! ’
T'eG

Sehingga

PP(GF w(y), w(yz), w(ys), ...,W(yr)) —

|;,| > w)

TIEG’

di mana

W)= ) wif) (i)
fer(@’)

Jika bentukC danG’ dikembalikan ke bentuk danG, maka:

1
PP E—Z
|G

{ [w(f CerDIw (f Ce )W (f (x3))] - [W(f(xn))]}
me€G \ feC:f(n(x))=f(x), Vx

Hasil penjumlahan pada persamaan (ii) dapat diaateg seluruh fungsfi(x)
yang konstan atas tiap untai. Misalkan = bertipe [a,,a,,as, ..., a,] dan

didefinisikan multinomialv(y;) sebagai berikut:

1S
e\ N
Q=[wy) +twhz)+ --+w@)l..wh) +wk,) + - +wi,)l
a, faktor
(W) +wy)? + -+ w®)?] .. wy)? + wy)? + -+ wn)?]
as faktor

wy)? +w2)? + -+ w®)®] .. wy)® + w()? + -+ win)?]
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a,, faktor
A~

— T~

W)™ +w(y)" + -+ wy)"] . wly)™ + wly)™ + -+ w(y)"]

O =aaya3...a,

dimanai = 1,2, 3, ...,n berlaku

a; = [w) +w@)' + -+ w)] - W)+ w() + -+ w(y)]

EkspansiQ memuatr®1*22t+an hentuk yang jumlahnya juga merupakan fungsi
f(x) yang konstan atas tiap untaiSelanjutnya dapat ditunjukkan bahwa bentuk-
bentuk dalam ekspansi tersebut sama dengan lkodati fungsif (x). Misalkan
bahwa untai dalam penyajialn mempunyai korespondensi satu-satu dengan
faktor-faktor dari Q, dengan cara yang biasa: untai dengan panjang 1
berkorespondensi satu-satu denggnfaktor pertama, untai dengan panjang 2
dengam, faktor kedua, dan seterusnya.

Jika f(x) memetakan untai dengan panjgngang diketahui (sebut saja
himpunan T) di dalamy,, maka w(y,)’ = [{yer w(f(x)). Bentuk ekspansi
seluruhnya diberikan dengan perkalian semua urdagyakan sama dengan
[TUlxerw(f(x)) di manaU adalah semua untat. Tapi untai-untai ini
mempunyai pengaruh pada partiskdsehingga ekspansi hanyg.cr w(f(x)) =
u'(f). Akhirnya telah dibuktikan bahwa seluruh hasil jperlahan pada
persamaan (ii) mempunyai nilai yang sama derfggelas terlihat bahwa:
Q=7(x1,%5,X3, e, Xp)
dengan
x; = W)+ W) + W) + -+ [wOr)] untuk i = 1,2,3, ..., 7.

(Santosa, 2002:6-7).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.5 Kajian Graf dalam Al-Quran

Secara umum beberapa konsep dari disiplin iimin teii@laskan dalam al-
Quran, salah satunya adalah matematika. Konsepddapiin ilmu matematika
serta berbagai cabangnya yang ada dalam al-Qurantalianya adalah masalah
statistik, logika, pemodelan, teori graf, teoriteem grup dan lain-lain. Teori
tentang graf, dimana definisi dari graf sendirilalahimpunan yang tidak kosong
yang memuat elemen-elemen yang disebut titik, dausdaftar pasangan tidak
terurut elemen itu yang disebut sisi. Dalam al-Quelemen-elemen yang
dimaksud meliputi Pencipta (Allah) dan hamba-hamf@zNedangkan sisi atau
garis yang menghubungkan elemen-elemen terseblahabagaimana hubungan
antara Allah dengan hambanya dan juga hubungamaelsamba yang terjalin,
Hablun min Allah wa Hablun min An-Nas

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam al-Quraarat Ali-Imran ayat

112 yaitu:

“ o e e w - [id w A "’,‘ //’/}4","’} - = . 2

25 o5 T o Jimy & 53 7 sl G Gl 00T e S0
cary 921y Ll G b A G SN 5285 Ll A Al o e oo o
£E P

///}’q,/"ﬁ/ fc’://’/,“ﬂc// ‘5/}/ P
culsy 094 158 b = PO S oy 4l O

I3
-

ﬁ»ﬂ

N

P }/9/] }K/{] - - L ‘1 l,,/ o /-»L:'gi’*"/ }}i//

(D) 0gtm 1569 I 5ae Lo S 3> s 20N 05kxdy)
~

Artinya: "Mereka diliputikehinaan di mana saja mereka berada, kecuali filexeka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (pgji@an) dengan manusia, dan
mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah danrekee diliputi
kerendahan. yang demikian itu Karena mereka k&jpakia ayat-ayat Allah dan
membunuh para nabi tanpa alasan yang benar. yamgildan itu disebabkan
mereka durhaka dan melampaui bat4€).S. Ali-Imran:112)

Dalam ayat lain disebutkan bahwa umat manusia )a@gman itu
bersaudara. Sehingga mereka harus menjalin hubueagamn baik, rukun antara

sesama umat. Ayat tersebut yaitu:
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- S g g T A . o Eew o L s gme T
RIS AP ANt E e FER A TS A ST SN ]

Artinya:"Orang-orang beriman itu sesungguhnya bardara. Sebab itu damaikanlah
(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itun dakutlah terhadap
Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (Q.S. al-Hujul®).

Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan aalawatu hubungan
atau keterkaitan antara titik yang satu dengak tiing lain. Jika dikaitkan
dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yarfqubung dalam suatu graf
dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian terteyang selanjutnya
kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan ghem titik lainnya yang
merupakan kejadian sesudahnya.

Allah

Manusia

Gambar 2.9 Hubungan antara Allah dengan Hamba-Blya Sesama Hamba

Representasi yang lain dari suatu graf adalah tshaddiap orang Islam
yang sudah baligh dan berakal diwajibkan untuk ksalaakan shalat lima waktu,
yaitu shalat Dhuhur, Ashar, Maghrib, Isya’ dan SkubShalat berada pada
urutan kedua dalam rukun Islam setelah syahadatndashalat mempunyai
kedudukan yang penting, bahkan ibadah yang utantamdajaran Islam.
Ungkapan hadist “shalat adalah tiang agama” melkdrensyarat bahwa shalat
merupakan ukuran kualitas Islam seseorang, bahkarkeislaman seseorang
adalah shalatnya. Kualitas Islam seseorang dali@dtdilari sikap mereka tentang

shalat. Hal yang membedakan antara orang kafirngaslim adalah shalat. Hal
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yang membedakan antara orang munafik dan mukmaii sgjalah shalat juga.
Oleh karena itu, Islam memposisikan shalat sebagsailatu yang khusus dan
fundamental, yaitu shalat menjadi salah satu ruklam yang harus ditegakkan,
sesuai dengan waktunya-waktunya, kecuali ketikamdakeadaan khusus dan
tidak aman. Hal ini telah diisyaratkan dalam swaNisa ayat 103 (Murtadho,

2008:173):

-

. . C A - z A z P A 9..4./‘/{,.4 9/: 1./
BB e Joh 155a85 L Al 153625 splall Anas 136

T z £
- {/:{ Z - _— o JRTD - G2 > - >\ 7 Pt 07 &2 5T _ 8 £ o

S

Artinya: “Maka apabila kamu telah menyelesaikan lg@u), ingatlah Allah di waktu
berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Ketiran apabila kamu telah
merasa aman, maka dirikanlah shalat itu (sebaga@nbiasa). Sesungguhnya
shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunyasaorang-orang yang
beriman” (QS. an-Nisa:103).

Maksud ayat tersebut di atas adalah anjuran untellaksanakan shalat
sesuai dengan waktunya. Dan dari sudut figih wasthalat fardlu seperti
dinyatakan di dalam kitab-kitab figih adalah selbhdgaikut:

a. Waktu Shubuh: waktunya bermula dari terbit fajardish sehingga terbit
matahari. Fajar shidig adalah cahaya putih yangntaelg mengikuti garis
lintang ufuk di sebelah timur.

b. Waktu Dhuhur: Waktunya bermula apabila gelincir ahati, dan berakhir
apabila bayang-bayang benda sesuatu itu sama pdrgadanya.

c. Waktu Ashar: waktunya bermula jika bayang-bayansuael benda lebih
panjang dari bendanya sampai berakhirnya waktur asdet beberapa saat
sebelum matahari terbenam.

d. Waktu Maghrib: waktunya bermula apabila mataharbéeram sampai

hilangnya cahaya merah di langit barat.
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e. Waktu Isya’: waktunya bermula apabila hilang cahanaah di barat hingga
terbit fajar shidiq di timur (Aziz, 2007:77-78).

Sehingga dapat digambarkan dalam bentuk graf sgaeld gambar berikut:

Dzhur

Shubul Ashar

Isya’ Maghrib

Gambar 2.10 Graf Shalat Lima Waktu

Demikianlah lima waktu pelaksanaan shalat fardiongytelah diatur oleh
agama. Apabila waktu-waktu shalat digambarkan daimai sikel, maka graf
sikel Cs dapat menggambarkan waktu-waktu dalam shalatufalidhana titik-titik
dalam graf menggambarkan pelaksanaan shalat lirkugahari semalam yaitu,
shalat shubuh, dhuhur, ashar, maghrib, dan isyglaggkan sisi atau garis yang
berbentuk lingkaran yang menghubungkan titik-titdesebut adalah putaran
matahari sehari semalam.

Selain teori graf, ilmu lain yang merupakan bagian matematika yaitu
teori tentang grup. Di mana definisi dari grup seratlalah suatu struktur aljabar
yang dinyatakan sebag@éf,*) denganG tidak sama dengan himpunan kosong
(G # @) dan* adalah operasi biner padayang memenuhi sifat-sifat assosiatif,
ada identitas, dan ada invers dalam grup tersetwmpunan tidak kosong berarti
terdiri dari himpunan-himpunan. Seperti halnya itepaf himpunan-himpunan
dalam grup mempunyai elemen atau anggota tersaebatmerupakan makhluk
dari ciptaan-Nya, dan operasi biner merupakan akser antara makhluk-

makhluk-Nya, dan sifat-sifat yang harus dipenuhrupekan aturan-aturan yang
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telah ditetapkan oleh Allah artinya sekalipun makhlya berinteraksi dengan
sesama makhluk ia harus tetap berada dalam koyaiay telah ditetapkan Allah
Swit.

Kajian mengenai grup sudah ada dalam al-Quran,Imysakehidupan
manusia yang terdiri dari berbagai macam golonGatongan merupakan bagian
dari himpunan karena himpunan sendiri merupakanpkien objek-objek yang

terdefinisi. Dalam al-Quran surat al-Fatihah aydtsébutkan.

G -

?;&L\a.” MQ‘JWJ‘J«; r.@.,.l.cg,\;;‘;yw\“.jaﬂo

Artinya: "(yaitu) Jalan orang-orang yang telah Ergk beri nikmat kepada mereka;
bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pjd&n) mereka yang
sesat” (Q. S. Al-Fatihah: 7).

Yang dimaksud ayat tersebut yaitu manusia terbagijaali tiga kelompok, yaitu
(1) kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWZ) kelompok yang

dilaknat, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussaki06:47).
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PEMBAHASAN

3.1 Penerapan Teorema Polya pada Graf

Dalam bagian ini penulis akan membahas uraian aeoan menentukan
banyaknya graf dan jenis-jenis graf yang tidaknsplisomorfik menggunakan
teorema Polya serta terbentuknya teorema-teoremgoeiitungan banyaknya
graf dan jenis-jenis graf yang tidak saling isonkodengan orden = 2,3, ...,8
titik. Apabila n titik pada grafG dikenai permutasi, maka pasangan titik tak
berurut (artinyarb = ba) dari graf tersebut juga mengalami permutasi. Ddial
ini pasangan titik tak berurut pada suatu himpuda@pat dipandang sebagai sisi,
yang ujung-ujungnya adalah pasangan titik terselibb himpunan permutasi
pada titik-titik suatu graf membentuk suatu gruperi yaituS,,, maka permutasi
dari pasangan titik-titik (sisi-sisi) tersebut jugeembentuk suatu grup simetri
yaitu R,,. Jadi akan dibentuk indeks sikk), (permutasi sisi pada graf) dengan

membangkitkan indeks sikel pasla (permutasi titik pada graf).

3.1.1 Penerapan Teorema Polya pada Graf dengan ZiK

Diberikan graf G dengan himpunan titikk = {1,2} yang merupakan
himpunan titik suatu graf dengam= 2. Misal 5, adalah grup simetri yang
terbentuk dari himpunarX, maka banyaknya anggota dari gr§p adalah
n! = 2! = 2. Seluruh bentuk hasil perkaliamycle yang saling asing dari gru

sebagai berikut:

31
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g1 = M2
g2=(@1Q 2)
Tipe untai dan indeks sikel dari bentuk hasil pkakecycledi atas ada 2,
yaitu:
1. Tipe untai[2, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelmy/

2. Tipe untai[0, 1] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelrmya

Pasangan titik yang mungkin terbentuk dari himpukiayaitu 12. Akan
dibentuk indeks sikek, (permutasi sisi pada graf) dengan membangkitkdekis
sikel padas, yang sudah diperoleh.

Pembangkit dari setiap indeks sikelnyaRgj yaitu:
L g=@=(; 57)-g1=0) =2
Bentukx? akan membangkitkan indeks sikgl
2 =01 2=(; 1)-9,=() =(H=012
Bentukx, akan membangkitkan indeks sikgl
Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfgpmenjadi R, adalah sebagai
berikut:
x? > xq;
Xy = Xq;
Sehingga indeks sikel datydiperolen:
Z(Ry; x1) = %[xl + x4] ..(3.1)
Selanjutnya, indeks sik@, akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan temrem

Polya Il
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Aplikasi Teorema Polya I:
Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara liogpuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
1. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
2. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahilugunan titik maka,
r = 2. Dari persamaan (3.1) diperoleh = 2, dan berdasarkan teorema Polya |

diperoleh:

1
Z(Ry; x1) = 5 [l o1 ]

N =

Z(Ry; 2) =5[2+72]

Jadi, untuk graf yang memuat 2 titik akan terdapagraf yang tidak saling
isomorfik.
Aplikasi Teorema Polya II:
Jika keadaan-keadaan diantara dua himpunan tiigridbobotw, maka
1. w(y,) = keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
2. w(y,) = keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Misalw(y,) = T dan w(y,) = A.
Berdasarkan teorema Polya I, indeks sikel dgridengan mensubstitusikan
x1 = (WDl + wy)D = (T + A).

pada persamaan (3.1) sehingga diperoleh:
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1
Z(Ry; x1) = > [x1 + x4]

Z(Ry; x) = 5 [T+ 4) + (T + A)]

dilakukan perkalian pada tiap suku ruas kanan kemudian sederhan:
sehingoa diperoleh:

Z(Ry x,) =T+A
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri an = 2 himpunan titik akan terdap
graf-graf yang tidak saling isomorfik yang memenuhi iancsebagai beriku
1 graf tanpa sisi, danl graf dengan 1

Tabel 3.1Graf yang Tidak Saling Isomorfik dengan= 2

Gambar

1 graf tanpa si o .

1 grafdengan 1s r—e

3.1.2 Penerapan TeoremePolya pada Graf dengan 3 Titik

Diberikan graf G dengan himpunan titik = {1, 2,3} yang merupaka
himpunan titik suatu graf dengen = 3. Misal S; adalah grup simetri yar
terbentuk dari himpunarX, maka banyaknyaanggota dari grugS; adalah
n! = 3! = 6. Seluruh bentuk hasil perkaliicycleyang saling asing dari griSs
sebagai berikut:

91 = D(2)B3) 9:=M2 3)

g93=(1 3)(2) g9.=(1 2)(3)

gs=@1 2 3) g9¢=(1 3 2)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tipe untai dan indeks sikel dari bentuk hasil pkakecycledi atas ada 3,
yaitu:
1. Tipe untai[3, 0, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelma
2. Tipe untai[1, 1, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelmyac,
3. Tipe untai[0, 0, 1] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelra

Pasangan titik yang mungkin terbentuk dari himpukiaraitu 12,13, 23.
Akan dibentuk indeks siket; (permutasi sisi pada graf) dengan membangkitkan
indeks sikel pad&; yang sudah diperoleh.
Pembangkit dari setiap indeks sikelnyakglj yaitu:

| - 3) / (12 18 23

123 7997 55 6=
Bentukx] akan membangkitkan indeks sikgl.

1. g, =M@EG) = (

(12 il 3o

. Y71l W E W 4

al )=(12 13)(23)

Bentukx,x, akan membangkitkan indeks sikgk,.

1 2 3)_)9,6_(12 13 23

3. g6=01 2 3):(2 3 1 =23 12 13

)=@z 23 13)
Bentukx; akan membangkitkan indeks sikel
Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfypmenjadi R; adalah sebagai
berikut:
x3 - x3;
X1Xy = X1 Xy;
X3 = X3;
Sehingga indeks sikel daki, diperoleh:

Z(Rg, X1, X3, X3) = [x13 + 3xle + 2x3] (32)

[N
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Selanjutnya, indeks sik@,; akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan temrem
Polya Il.
Aplikasi Teorema Polya I:
Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara liongpuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
a. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahilmpunan titik maka,
r = 2. Dari persamaan (3.2) diperolely = x, = x3 = 2, dan berdasarkan

teorema Polya | diperoleh:

il
Z(Rg; xl, Xz, x3) - g [xf + 3x1x2 + ZX3]

[224+3-2:2+2-2]

1
Z(R3; 2) 21 2) = g

N =

==[8+12 +4]

[24]

| =

=4
Jadi, untuk graf yang memuat 3 titik akan terdapagraf yang tidak saling
isomorfik.
Aplikasi Teorema Polya ll:
Jika keadaan-keadaan di antara dua himpunan ifitdcidoobotw, maka
1. w(y,) = keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
2. w(y,) = keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.

Misalw(y,) = T dan w(y,) = A.
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Berdasarkan teorema Polya Il, indeks sikeli R; dengan mensubstitusiki
x = (W)l + w(y2)D) = (T + 4),

x, = (WD + w)]?) = (T? + 4%), dan

xz3 = (WP + wB)P) = (T° + 4%);

pada persamaan (3.2) sehingga diper

1
Z(R3; xq1,%5,X3) = —6-[x13 + 3x,x, + 2x3]

Z(R3; xq,%2,%x3) = =[(T + A)3 + 3(T + A)(T? + A?) + 2(T3 + A3)]

N~

dilakukan perkalian pada tiap suku ruas kanan kemudian sederhana
sehingga diperoleh:

Z(Rs; %1, %5,%3) =T +T?A+TA* + A3
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri atas 3guman titik akan terdapat g-
graf yang tidak saling isomorfik yang memenrincian sebagai berikut: 1 gr

tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 1 graf dengasi2dan 1 graf dengan 3 s

Tabel 3.2 Greyang Tidak Saling Isomorfik dengan= 3

Gambar

1 graf tanpa si

1 grafdengan1s /
®

1 graf dengan 2 s {

1 grafdengan 3 si A
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3.1.3 Penerapan Teorema Polya pada Graf dengan 4tiK

Diberikan grafG dengan himpunan titik = {1, 2, 3, 4} yang merupakan
himpunan titik suatu graf dengam= 4. Misal S, adalah grup simetri yang
terbentuk dari himpunark, maka banyaknya anggota dari grdp adalah
n! = 4! = 24, Seluruh bentuk hasil perkaliagcleyang saling asing dari grufa

sebagai berikut:

g1=D@B@D g:=(1 9B
g3 =MD HB) 9. =(D2)3 4)
gs =01 2)3)4) gs=1 2 H(3)
g-=010 4 2)(3) gs =1 2)3 4)
go=01 324 go=010 4 3)(2)
gu=00 3 42 g12=0 3)2 4
g13= 12 3)@4) g1a=0 D2 3)
gis=02 3 (D) gis =2 4 3)()
gi7=00 2 3)4) gis=1 2 3 4)
gi9=(1 2 4 3) go=00 4 2 3)
g1=01 3 2)@) g2=(00 4 3 2)
g3=1 3 4 2) gae=(1 3 2 4)

Tipe untai dan indeks sikel dari bentuk hasil pkakecycledi atas ada 5,
yaitu:
1. Tipe untai[4, 0,0, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelngfa
2. Tipe untai[2, 1,0, 0] ada sebanyaf anggota dengan indeks sikelnsfac,
3. Tipe untai[1, 0,1, 0] ada sebanya& anggota dengan indeks sikelmyac;

4. Tipe untai[0, 2,0, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelnya
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5. Tipe untai[0, 0,0, 1] ada sebanyaf anggota dengan indeks sikelnya
Pasangan titikk yang mungkin terbentuk dari himpunan yaitu

12,13,14,23,24,34. Akan dibentuk indeks siket, (permutasi sisi pada graf)

dengan membangkitkan indeks sikel p&ggang sudah diperoleh.

Pembangkit dari setiap indeks sikelnya, yaitu:

1 g =m@e@=(0 22 9

,_(12 13 14 23 24 34)
12 13 14 23 24 34

| =
= (12)
Bentukx; akan membangkitkan indeks sikdl.

2 g =0 @@=} 2 3 4~

/ _(12 13 14 23 24 34)
12 23 24 13 14 34

9gs =
= (12)(13 23)(14 24)(34)
Bentukx?x, akan membangkitkan indeks sikgh3.

3. g1 =1 2 3)(4):(% g i i)"

, _(12 13 14 23 24 34)
917=\23 12 24 13 34 14

= (12 23 13)(14 24 34)
Bentukx,x; akan membangkitkan indeks sikél

4.95=0 26 D=(; ;> N~

o= (12 13 1% 23 24 34y
87 \12 24 23 14 13 34

= (12)(13 24)(14 23)(34)

BentukxZ akan membangkitkan indeks sikgtZ.
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1 2 3 4

, _(12 13 14 23 24 34)
9207 \23 24 12 34 13 14

= (12 23 34 14)(13 24)
Bentukx, akan membangkitkan indeks siksglx,.

Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfypmenjadi R, adalah sebagai
berikut:

xt - x5

x2x, — x2x32;

KNG X3

Xom—> Xlpes;

Xg ™ XpXy.
Sehingga indeks sikel datij, diperoleh:
IR 55, 3,5 i) = i [x$ + 6x7x% + 8x3 + 3x7x% + 6x,x4] ...(3.3)
Selanjutnya, indeks sikél, akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan te@rem
Polya II.

Aplikasi Teorema Polya I:

Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara linapuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
a. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahdu@unan titik maka,
r=2. Dari persamaan (3.3) diperolelx; = x, = x3= x, = 2, dan

berdasarkan teorema Polya | diperoleh:
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1
Z(Ry; Xq1,%p,X3,X4) = ﬁ[xf + 6x2x3 + 8x% + 3x2x3 + 6x,x,]

1
Z(Ry; 2,2,2,2)=ﬁ[26+6-22-22+8-22+3-22-22+6-2-2]
1
=ﬁ[64++96+32+48+24]

_ ! [264]
T 24

=11

Jadi, untuk graf yang memuat 4 titik akan terdaphtgraf yang tidak saling
isomorfik.
Aplikasi Teorema Polya Il:

Jika keadaan-keadaan di antara dua himpunan ifitdcidoobotw, maka
a. w(y;) = keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. w(y,) = keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Misalw(y,) = T dan w(y,) = A.

Berdasarkan teorema Polya Il, indeks sikel d&yidengan mensubstitusikan

x; = (wy)] + [wy)D) = (T + A)
x; = ((wWy)? + [w)]?) = (T? + 42);
x3 = (WD + [w(,)]®) = (T® + 4%); dan

X = (wDI* + w)l) = (77 + 4Y).

pada persamaan (3.3) sehingga diperoleh:

— [x® + 6x2x3 + 8x3 + 3xZx3 + 6x,%4]

Z(R4,' xl,xz,x3,x4) = 24

(T + A)°® + 6(T + A)?(T? + A?)?
Z(Rs; x1,%3,X3,X,) = 22 +8(T3 + A3)% + 3(T + A)*(T? + A%)?
+6(T?% + A%)(T* + A%)



42

dilakukan perkalian pada tiap suku ruas kanan kemudian sederhana
sehingga diperoleh:

Z(Rs; X1,%5, %3, %y) =T+ T A+ 2T*A* + 37343 + 2T?A* + TA® + A°
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri atas 4guman titik akan terdapat g-
graf yang tidak saling isomorfik yang memenuhi mnc sebagai berikut:
graftanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 2 graf der@aisi, 3 graf dengan 3 sisi,
graf dengan 4 si, 1 graf dengan 5 sisi, dan 1 graf dengan

Tabel 3.3 Greyang Tidak Saling Isomorfik dengan= 4

Gambar

® L]
1 graf tanpa si

@ L ]

1 grafdengan 1s

2 graf dengan 2 s

. ]
3 graf dengan 3 s I V
L]

I
AN
N L

1 graf dengan 5s|

1 graf dengan 6s
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3.1.4 Penerapan Teorema Polya pada Graf dengan ik

Diberikan graf ¢ dengan himpunan titikX = {1,2,3,4,5} yang
merupakan himpunan titik suatu graf dengas 5. Misal S5 adalah grup simetri
yang terbentuk dari himpunat, maka banyaknya anggota dari gigpadalah
n! = 5! = 120. Dengan bantuan programaple diperoleh bentuk-bentuk hasil
kali cycle yang saling asing dari gruf, beserta banyak anggota yang sejenis,

yaitu:

=

Bentuk(1)(2)(3)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 1.
2. Bentuk(1 2)(3)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 10.
3. Bentuk(1 2 3)(4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 20.
4. Bentuk(1 2 3 4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 30.
5. Bentuk(1 2 3 4 5)dengan banyak anggota yang sejenis ada 24.
6. Bentuk(1 2)(3 4)(5) dengan banyak anggota yang sejenis ada 15.
7. Bentuk(1 2)(3 4 5)dengan banyak anggota yang sejenis ada 20.
Sehingga tipe untai dan indeks sikel dari bentukil h@erkaliancycle di
atas ada 7, yaitu:

1. Tipe untai[5, 0,0, 0, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelnsa

2. Tipe untai[3,1,0,0,0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelngax,
3. Tipe untai[2,0, 1,0, 0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelnx,
4. Tipe untai[1,0,0,1,0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelmyec,
5. Tipe untai[0, 0, 0,0, 1] ada sebanyak4 anggota dengan indeks sikelnya
6. Tipe untai[1,2,0,0,0] ada sebanyak5 anggota dengan indeks sikelrya?

7. Tipe untai[0,1,1,0,0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelrmyac;
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Pasangan titikk yang mungkin terbentuk dari himpunan yaitu
12,13, 14,15, 23, 24, 25, 34, 35,45. Akan dibentuk indeks sikeRs (permutasi
sisi pada graf) dengan membangkitkan indeks sikéaf; yang sudah diperoleh.

Pembangkit dari setiap indeks sikelnya, yaitu:

12345)_)

1, (1)(2)(3)(4)(5):(1 20T s

_(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
~\12 13 14 15 23 24 25 34 35 45

= (12)
Bentukx? akan membangkitkan indeks sikgP.

12345)_)

2. (1 =283 4)(5)=(2 B

_(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
~\23 24 12 25 34 13 35 14 45 15

= (12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)
Bentukx;x, akan membangkitkan indeks sikgh3.

12345)_)

3. (1 2 3)(4)(5):(2 3 1 4 5

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
23 24 12 25 34 13 35 14 45 15

=(12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)
Bentukx?x; akan membangkitkan indeks silkgks.

12345)_)

4.0 20@WS=(G 1 5 4+

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
12 23 24 25 13 14 15 34 35 45

= (12)(13 23)(14 24)(15 25)(34)(35)(45)

Bentukx3x, akan membangkitkan indeks sikgb;.
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5.1 2 ¢4 D=(, 3 > ¢ %)~

_(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
“\23 12 25 24 13 35 34 15 14 45

=(12 23 13)(14 25 34 15 24 35)(45)

Bentukx,x; akan membangkitkan indeks sikghsx,.

o 0 ve am-( 219

(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
12 24 23 25 14 13 15 34 45 35

= (12)(13 24)(14 23)(15 25)(34)(35 45)
Bentukx;x2 akan membangkitkan indeks sikeélx;.

12345)_)

7.(12345)=(23451

_(12 13 14 15 23 24 25 34 35 45)
~\23 24 25 12 34 35 13 45 14 15

=(12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)
Bentukxs akan membangkitkan indeks sikgl.
Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfgpmenjadi R; adalah sebagai
berikut:
x; - X%
NS X5,
x2x3 = x,x3;
x3x, - xfx3;
XpX3 = X1X3Xg;
x1X2 > x2x3;

X5 = XZ.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Sehingga indeks sikel daki diperoleh:

1 [x1% + 30x,x2 + 20x,x35 + 10x7x3 +

— ...(3.4
120 20x,x3%¢ + 15x2x5 + 24x2 (34)

Z(RS; X1, X2, X3, X4, xS) =

Selanjutnya, indeks sik&: akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan tearem
Polya II.
Aplikasi Teorema Polya I:

Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara liuapuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
a. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahidmgunan titik maka,
r = 2. Dari persamaan (3.4) diperolely = x, = x3 = x4, = x5 =2, dan
berdasarkan teorema Polya | diperoleh:

1 [x1® + 30x,xZ + 20x,x3 + 10x}x3
Z(RS: x1,x2,X3,x4,x5) = 1 274 1X3 1%5

120|  +20x,x3%6 + 15x2x% + 24x2

1 [2“%+30-2-224—20-2-234-10-24-21

Z(Rc; 2,2,2,2,2) = —
(5: 1;11) 120 +20222+152224—+2422

=120 [1024 + 1280 + 320 + 240 + 960 + 160 + 96]

il
=—[4
5 [4080]

= 34
Jadi, untuk graf yang memuat 5 titik akan terdapétgraf yang tidak saling
isomorfik.

Aplikasi Teorema Polya ll:

Jika keadaan-keadaan di antara dua himpunan ifitécidbobotw, maka
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a. w(y;) = keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.

b. w(y,) = keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.

Misalw(y,) = T dan w(y,) = A.

Berdasarkan teorema Polya I, indeks sikel d&yidengan mensubstitusikan
xp = (WDl + wy)D = (T + 4);

xy = (W) + w(@2)]?) = (T? + 4%);

x3 = (WP + w@)P) = (T° + 4%);

xy = (w)I* + wy)]®) = (T* + A%); dan

x5 = (WP + wi)l®) = (T° + 4°).

pada persamaan (3.4) sehingga diperoleh:

1 lxllo + 30x,x7 + 20x, x5 + 10xfx23]

Z(Rc; Xq1,%X9,X3,X4,Xc) = ——
(Rs; x1, %2 X3, X4 X5) 120| +20x,x3x¢ + 15x7x5 + 24xZ

[ (T + A)'° + 30(T? + A%)(T* + A*)? 1
nmnd -l A D
(T? + A*)* + 24(T> + 4°)
dilakukan perkalian pada tiap suku di ruas kanamudkan sederhanakan
sehingga diperoleh:
Z(Rs; X1, %, X3, %, xs) =T +TOA+ 2T8A% + 4T A% + 6T®A* + 6T°A°
+6T*A® + 4T3 A7 + 2T?A% + TA® + A™°
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri atas 5gunman titik akan terdapat graf-
graf yang tidak saling isomorfik yang memenuhi iamcsebagai berikut: 1 graf
tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 2 graf dengaisi24 graf dengan 3 sisi, 6 graf

dengan 4 sisi, 6 graf dengan 5 sisi, 6 graf der@arsi, 4 graf dengan 7 sisi, 2

graf dengan 8 sisi, 1 graf dengan 9 sisi, dan fldgmagan 10 sisi.
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Gambar
[ ]
1 graf tanpa si ¢ ¢
L ] e
1 graf dengan &isi / ¢
® L]

2 graf dengan 2 s

4 graf dengan 3 s

6 graf dengan 4 s

6 graf dengan 5 s

3D

6 graf dengan 6 s

N < W




4 graf dengan 7 s @

1 graf dengan 9 s

1 graf dengan 10 s

W
&
W

3.1.5 Penerapan TeoremePolya pada Graf dengan 6 Titik

Diberikan graf ¢ dengan himpunan titikX = {1,2,3,4,5,6} yang
merupakan himpunan titik suatu graf denm = 6. Misal S¢ adalah grup simet
yang terbentuk dari himpuneX, maka banyaknyanggota dari grujS, adalah
n! = 6! = 720. Dengan bantuan programaple diperoleh benti-bentuk hasil
kali cycle yang saling asing dari gruS, beserta banyak anggota yang seje
yaitu:
a. Bentuk(1)(2)(3)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis &
b. Bentuk(1 2)(3)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ac
c. Bentuk(1 2 3)(4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ac

d. Bentuk(1 2 3 4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ac
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Bentuk(1 2 3 4 5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 144.
Bentuk(1 2 3 4 5 6)dengan banyak anggota yang sejenis ada 120.

Bentuk(1 2)(3 4)(5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 45.

. Bentuk(1 2)(3 4)(5 6)dengan banyak anggota yang sejenis ada 15.

Bentuk(1 2)(3 4 5)(6) dengan banyak anggota yang sejenis ada 120.
Bentuk(1 2)(3 4 5 6)dengan banyak anggota yang sejenis ada 90.
Bentuk(1 2 3)(4 5 6)dengan banyak anggota yang sejenis ada 40.

Sehingga tipe untai dan indeks sikel dari bentukil h@erkaliancycle di

atas ada 11, yaitu:

4

2.

Tipe untai[6, 0, 0,0, 0, 0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelmya
Tipe untai[4,1,0 0,0,0] ada sebanyalt5 anggota dengan indeks sikelnya
X1,

Tipe untai[3,0,1,0,0,0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelnya
7%

Tipe untai[2,0,0 1,0,0] ada sebanyaR0 anggota dengan indeks sikelnya
XX,

Tipe untai[1,0,0 0,1,0] ada sebanyak44 anggota dengan indeks sikelnya
X1 X5

Tipe untai[0,0,00,0,1] ada sebanyak20 anggota dengan indeks sikelnya
X6

Tipe untai[2,2,0 0,0,0] ada sebanyak5 anggota dengan indeks sikelnya
x2x2

Tipe untai[0, 3,0 0, 0, 0] ada sebanyak5 anggota dengan indeks sikelmyi
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9. Tipe untai[1,1,1,0,0,0] ada sebanyak20 anggota dengan indeks sikelnya
X1X2X3

10.Tipe untai[0,1,0 1,0,0] ada sebanyaR0 anggota dengan indeks sikelnya
XyXy

11. Tipe untai[0, 0,2, 0, 0, 0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelnséa

Pasangan tittk yang mungkin terbentuk dari himpuman yaitu

12,13,14,15,16, 23, 24,25, 26,34, 35,36,45,46,56. Akan dibentuk indeks

sikel Ry (permutasi sisi pada graf) dengan membangkitkdeks sikel pada,

yang sudah diperoleh.

Pembangkit dari setiap indeks sikelnya, yaitu:

L OEE®WEO®O=(; 5 3 5 > 9-

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56

= (12)

Bentukx? akan membangkitkan indeks sikgP.

2 3 4 5§ 6)_)

1 3 4 5 6

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 23 24 25 26 13 14 15 16 34 35 36 45 46 56

2. (1 DRWEE) =,

= (12)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(34)(35)(36)(45)(46)(56)
Bentukxtx, akan membangkitkan indeks sikgl;.

123456)_)

3.1 2 HDEE =, 31 4 5 6

<12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
23 12 24 25 26 13 34 35 36 14 15 16 45 46 56

=(12 23 13)(14 24 34)(15 25 35)(16 26 36)(45)(46)(56)
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Bentukxix; akan membangkitkan indeks sibghcs.

. (1 2 3 4)(5)(6)=(; Z‘, i 41} 2 2)_’

<12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
23 24 12 25 26 34 13 35 36 14 45 46 15 16 56

=(12 23 34 14)(13 24)(15 25 35 45)(16 26 36 46)(56)

Bentukx?x, akan membangkitkan indeks sikghk,x}.

1 23 4 5 ¢
'(12345)(6):(234516)_)

<12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
23 24 25 12 26 34 35 13 36 45 14 46 15 56 16

=(12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56)

Bentukx, x;akan membangkitkan indeks sikel.
1 Vi S A P50
s s Seiay | el

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
23 24 25 26 12 34 35 36 13 45 46 14 56 15 16

=(12 23 34 45 56 16)(13 24 35 46 15 26)(14 25 36)

Bentukx, akan membangkitkan indeks sikghZ.

35 ¢

L1 2@ 4)(5>(6>=(§ f 6

3
4
(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 24 23 25 26 14 13 15 16 34 45 46 35 36 56

= (12)(13 24)(15 25)(16 26)(14 23)(34)(35 45)(36 46)(56)

Bentukx?x? akan membangkitkan indeks sikébcs.

DB A6 0=(, 1 43 g 5"

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 24 23 26 25 14 13 16 15 34 46 45 36 35 56
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= (12)(13 24)(14 23)(15 26)(16 25)(34)(35 46)(36 45)(56)
Bentukx; akan membangkitkan indeks sikgh$.

123456)_)

9. 1 2)3 4 5)(6)=(2 1 45 3 6

<12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 24 25 23 26 14 15 13 16 45 34 46 35 56 36

=(12)(13 24 15 23 14 25)(16 26)(34 45 35)(36 46 56)
Bentukx,x,x; akan membangkitkan indeks sikgh,x3x;.

123456)_)

10.(1 2)3 4 5 6):(2 1 45 6 3

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
12 24 25 26 23 14 15 16 13 45 46 34 56 35 36

=(12)(13 24 15 26)(14 25 16 23)(34 45 56 36)(35 46)

Bentukx,x, akan membangkitkan indeks sikgh,x;.
oL S8 BYE
1.0 2 ¢4 5 0=(, 3 ;7 2 2 4~

(12 13 14 15 16 23 24 25 26 34 35 36 45 46 56)
23 12 25 26 24 13 35 36 34 15 16 14 56 45 46

=(12 23 13)(14 24 36)(15 26 34)(16 24 35)(45 56 46)
Bentukx? akan membangkitkan indeks sikgl.
Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfypmenjadi R, adalah sebagai
berikut:
xf - x1°;
xtx, > x]x3;
i, > xixds
XPXy > X1XpX3;

X125 > X3;

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Xg = X3XZ;
x}x% - x3x8;
x5 - x3x8;
X1XX3 = X1X2X5Xe;
x,%, = X1X,X5; dan
x% > x3.
Sehingga indeks sikel datj, diperoleh:
[x%s + 15x] x5 + 40x3 x5 + 90x;x,x3 ]
Z(Rg; X1, X, X3, X4, X5, Xg) = == ..(3.5)

1| 41443 + 120x5%2 + 45x3x§ + |
[15x13x§’ + 120x; x,x2 x4 + 90x1x2x2J '
+40x3
Selanjutnya, indeks sik&, akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan te@arem
Polya Il.
Aplikasi Teorema Polya I:
Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara kingpuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
a. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahilmpunan titik maka,
r = 2. Dari persamaan (3.5) diperoleh= x, = x; = x, = xz = x4 = 2, dan
berdasarkan teorema Polya | diperoleh:

x1° + 15x] x5 + 40x3 x5 + 90x,x,x3
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, Xg) = =0 +144x3 + 120x3x2 + 45x3x5 + 15x3 x5
+120x,x,x2x¢ + 90x; X5 + 40x3

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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1 (215 +15-27-2% +40-23-2*+90-2-2-23 4]
.23 .9 .92 .73 .96
Z(Rg; 2,2,2,2,2,2) _ 144 -2°+120-2-2+4+45-2°-2°+

~ 720 15-23.26+120-2-2-22-2 +
90-2-2-22440-25

_ 1 1 32768 +30.720 + 5.120 + 2.880 + 1.152 + |
720 1960 + 23.040 + 7.680 + 3.840 + 2.880 + 1.280]

1
=—1112.32
720[ oadl

= 156
Jadi, untuk graf yang memuat 6 titik akan terdal&G graf yang tidak saling
isomorfik.
Aplikasi Teorema Polya II:
Jika keadaan-keadaan di antara dua himpunan iftécidoobotw, maka
a. w(y;) = keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. w(y,) = keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Misalw(y,) = T dan w(y,) = A.
Berdasarkan teorema Polya I, indeks sikel d&jidengan mensubstitusikan
x = (WDl + wy)]) = (T + A);
xy = (w)? + w)]?) = (T? + 4%);
x3 = (WP + w@)P) = (T° + 4%);
xy = (w)I* + w)]") = (T* + 4%);
x5 = (wy)]® + w(y)]®) = (T° + 4°);dan
x6 = (w(y)]°® + [w(y)]®) = (T® + A°).
pada persamaan (3.5) sehingga diperoleh:

x15 + 15x7 x5 + 40x3 x5 + 90x,x,x3
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, Xg) = 70 +144x3 + 120x3x2 + 45x3 x5 + 15x3x$
+120x,x,x2x¢ + 90x,x,x5 + 40x3
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(T + A +15(T + A)"(T? + A2)* +
40(T + A)3(T3 + A3)* +
90(T + A)(T? + A*)(T* + A%)3 +
1 5 53 3 3\(T6 62
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, Xg) =5 L44(T 1;45()T-4|—_jl§30((7?2 _I-_I_:z))(,(f_ A
120(T + A)(T? + A?)(T3 + A3)?(T® + A®)
+90(T + A)(T? + A?)(T* + A*)3 +
A40(T3 + A%)® + 15(T + A)3(T? + A%)°

dilakukan perkalian pada tiap suku di ruas kanamudkan sederhanakan
sehingga diperoleh:
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, Xg) =TS + T™A 4+ 2T13A2 + 5T1243 + 9T114* +

15T1045 + 21T%A° + 24T8A” + 24T7 A% +

21TCA% + 15T°A + 9T*A + 573412 +

2T2A™3 + TAM + A
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri atas 6guman titik akan terdapat graf-
graf yang tidak saling isomorfik yang memenuhi iamcsebagai berikut: 1 graf
tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 2 graf dengaisi2s graf dengan 3 sisi, 9 graf
dengan 4 sisi, 15 graf dengan 5 sisi, 21 graf dergsisi, 24 graf dengan 7 sisi,
24 graf dengan 8 sisi, 21 graf dengan 9 sisi, &5 dgngan 10 sisi, 9 graf dengan
11 sisi, 5 graf dengan 12 sisi, 2 graf dengan 48 sigraf dengan 14 sisi, dan 1

graf dengan 15 sisi.

3.1.6 Penerapan Teorema Polya pada Graf dengan K
Diberikan graf G dengan himpunan titik¥ = {1,2,3,4,5,6,7} yang
merupakan himpunan titik suatu graf dengas 7. Misal S; adalah grup simetri

yang terbentuk dari himpunaf, maka banyaknya anggota dari gigypadalah
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n! = 7! = 5040. Dengan bantuan programaplediperoleh bentuk-bentuk hasil

kali cycleyang saling asing dari grfy beserta banyak anggota yang sejenis.

Sehingga tipe untai dan indeks sikel dari bentudl lpeerkaliancycledi atas ada

15, yaitu:

1.

Tipe untai[7,0,0,0,0,0,0] ada sebanyak anggota dengan indeks sikelnya
Xy

Tipe untai[5,1,0,0,0,0,0]ada sebanyak1 anggota dengan indeks sikelnya
X2 3

Tipe untai[4,0,1,0,0,0,0] ada sebanyak0 anggota dengan indeks sikelnya
X1 X3

Tipe untai[3,0,0 1, 0,0, 0] ada sebanyak10 anggota dengan indeks sikelnya
X3 x4

Tipe untai[2,0,0,0, 1,0, 0] ada sebanyak04 anggota dengan indeks sikelnya

xZxs

. Tipe untai[1, 0,0, 0,0, 1,0] ada sebanyaB40 anggota dengan indeks sikelnya

X1Xe

. Tipe untai [0,0,0,0,0,0,1] ada sebanyak’20 anggota dengan indeks

sikelnyax.,

Tipe untai [3,2,0,0,0,0,0] ada sebanyakl05 anggota dengan indeks
sikelnyauxs x2

Tipe untai [1,3,0,0,0,0,0] ada sebanyakl05 anggota dengan indeks

sikelnyax; x5

10.Tipe untai [0,2,1,0,0,0,0] ada sebanyak210 anggota dengan indeks

sikelnyax? x;



11.Tipe untai [2,1,1,0,0,0,0]
sikelnyax?x,x;

12.Tipe untai [1,1,0,1,0,0,0]
sikelnyax; x,x,

13.Tipe untai [0,1,0,0,1,0,0]
sikelnyax,xs

14.Tipe untai [1,0,2,0,0,0,0]
sikelnyax; x2

15.Tipe untai [0,0,1,1,0,0,0]

sikelnyaxsx,

Pasangan tittkk yang mungkin

12,13,14,15,16,17,23, 24,25, 26,27,34,35,36,37,45,46,47,56,57, 67.

ada

ada

ada

ada

ada

sebanyakd20

sebanyak630

sebanyaks04

sebanyak280

sebanyakd20

terbentuk dari

anggota

anggota

anggota

anggota

anggota

dengan

dengan

dengan

dengan

dengan
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indeks

indeks

indeks

indeks

indeks

himpunan yaitu

Akan dibentuk indeks siket, (permutasi sisi pada graf) dengan membangkitkan

indeks sikel pad&, yang sudah diperoleh. Cara menentukan pembangkit d

setiap indeks sikelnya sama seperti dilakukanadi. at

Keseluruhan perubahan indeks sikel dari gfdpmenjadi R, adalah sebagai

berikut:
x] - x%
x2x, = xilxd
xtxz = x8x3
x3xy = x3x,x4
Xixs > X Xe
X1Xg = X3X3

X; > X3
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xix - xix]

x1%3 - x3x5
x3x3 - XZxZx3%¢
xZx,x3 = x2x2x3xg
X1 XpXs = X X2X5
X2X5 = X1X5X1g
x1x2 > x3
X3Xq = XpX3X4X12
Sehingga indeks sikel daki, diperoleh:

[ x21 + 21x %3 + 70x5x3 + 210x§x2x1 1
+504x,x2 + 840x3x5 + 720x5 + 105x5x5
+105x3x) + 210x3x3x3x%

+420x%x%x§x6 IF 630x1x%xi

| +504x,x2x,0 + 280x3 + 420x,x3%,%1, |

1

Z(R7; xl,XZ,X3,X4,x5’x6,x7) — m

Selanjutnya, indeks siké, akan diaplikasikan pada teorema Polya | dan te@rem
Polya II.
Aplikasi Teorema Polya I:
Ada dua keadaan yang mungkin terjadi di antara linapuan titik.
Keadaan tersebut adalah:
a. keadaan tidak ada sisi antara dua himpunan titik.
b. keadaan ada sisi antara dua himpunan titik.
Jikar adalah keadaan yang mungkin terjadi di antarahimgunan titik maka,
r = 2. Dari persamaan (3.6) diperoleh = x, = x3 = x, = x5 = x4 = x; =

2, dan berdasarkan teorema Polya | diperoleh:
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[ xl21 + 21x1‘1x§ + 70x?x53-’ + Zloxfxzxi 1
+504x,x2 + 840x3x3 + 720x5 + 105x7x5
+105x3x5 + 210x3x5x5x2
+420x%x%x§x6 + 630x1x%xﬁ
| +504x1x§x10 + 280x% + 420x,X3X4X7, |

1

Z(R7; X1,X2,X3, Xy, x5’x6rx7) = M

221 4 21-2M1.25470-2%-2°
+210-23-2-2% + 504224
1 |+840-2-2° +720-2° +105-2° - x§
Z(R7; x1, X2, X3, X4, X5, X X7) =Toap| +105-2°-2°+210-2%-2%-2-2?
+420-2%-2%2-23.2
+630-2-22-2*+504-2-22-2
+280-27 +420:2-2-2-2

= 1044
Jadi, untuk graf yang memuat 7 titik akan terde@a4 graf yang tidak saling
isomorfik.
Aplikasi Teorema Polya Il:
Pada perhitungan menggunakan teorema Polya I, inaisama halnya
seperti di atas, sehingga diperoleh:
Z(R7; X1, X3, X3, X4, X5, Xg, X7) = T?1 + T204 + 2T19A% 4+ 5T1843 + 10T A*
+21TCA5 + 41T15A® + 65T A7 + 97T1348
+131T*2 A% + 148T11A10 + 148710411
+131T°%A'2 + 97T8A3 + 65T7 A1* + 41T°A
+21T5A + 10T*AY7 + 5T3A48 + 2T24%°
+TA? + A1
Dengan kata lain untuk graf yang terdiri atas 7 guman titik akan
terdapat graf-graf yang tidak saling isomorfik yamgmenuhi rincian sebagai
berikut: 1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sigiy& dengan 2 sisi, 5 graf dengan
3 sisi, 10 graf dengan 4 sisi, 21 graf dengan i5 4lisgraf dengan 6 sisi, 65 graf

dengan 7 sisi, 97 graf dengan 8 sisi, 131 graf aergysisi, 148 graf dengan 10
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sisi, 148 graf dengan 11 sisi, 131 graf denganidi2 %/ graf dengan 13 sisi, 65
graf dengan 14 sisi, 41 graf dengan 15 sisi, 2ldgagan 16 sisi, 10 graf dengan
17 sisi, 5 graf dengan 18 sisi, 2 graf denganidi9 = graf dengan 20 sisi, dan 1

graf dengan 21 sisi.

3.1.7 Penerapan Teorema Polya pada Graf dengan &iK
Dengan cara yang sama seperti di atas, pada pegaitumenggunakan
teorema Polya | untuk graf yang memuat 8 himpuitédnakan terdapat 12346
graf yang tidak saling isomorfik dan pada perhimmgnenggunakan teorema
Polya Il dapat diperoleh:
Z(Rg; X1, X3, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg) = T?8 + T27A + 2T?6A% + 5T2543 + 11T?**A*
+24T?3A5 + 56T?2A% + 115T%1A”
+221T?°A8 + 402T12A° + 66318410
+980T17 A + 1312T1°A'? + 1557715413
+1646T*A™ + 1557T13 A% + 131271246
+980T*1AY + 663T10A® + 402T°A°
+221T8A%° + 115T7 A% + 56T°A%?
+24T5A%3 + 11T*A?* + 5T342°
+2T2A% + TA?7 + A%8
Dengan kata iain untuk graf yang terdiri atas 8 guman titik akan
terdapat graf-graf yang tidak saling isomorfik yamgmenuhi rincian sebagai
berikut: 1 graf tanpa sisi,1 graf dengan 1 sigjr&f dengan 2 sisi, 5 graf dengan 3
sisi, 11 graf dengan 4 sisi, 24 graf dengan 5 S&igraf dengan 6 sisi, 115 graf

dengan 7 sisi, 221 graf dengan 8 sisi, 402 grafaler® sisi, 663 graf dengan 10
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sisi, 980 graf dengan 11 sisi, 1312 graf dengasidi2 1557 graf dengan 13 sisi,
1646 graf dengan 14 sisi, 1557 graf dengan 15X34i2 graf dengan 16 sisi, 980
graf dengan 17 sisi, 663 graf dengan 18 sisi, gf@2 dengan 19 sisi, 221 graf
dengan 20 sisi, 115 graf dengan 21 sisi, 56 gnafjale 22 sisi, 24 graf dengan 23
sisi, 11 graf dengan 24 sisi, 5 graf dengan 25 Rigjraf dengan 26 sisi, 1 graf

dengan 27 sisi, dan 1 graf dengan 28 sisi.

3.2 Teorema-teorema dari Pola Banyaknya Graf yang Tidak Saling
Isomorfik
Berdasarkan beberapa perhitungan banyaknya grafjesasijenis graf
yang tidak saling isomorfik menggunakan teoremaydalengan orden =
2,3,...,8 seperti di atas, kemudian dapat dibuat tabel patayaknya graf yang

tidak saling isomorfik seperti di bawah ini:

Tabel 3.5 Banyak Graf yang Tidak Saling Isomorfédndam = 1,2,3, ..., 8

n(nz—l)
Gol G| G| G4 G, | Gs | Go | G, | Gg | Go | Gyo | Gy | o | 2 G,
i=0
1§, 18 1
2111 2
3]1 (11|11 4
41 |11| 2| 3| 2 1 1 11
5|11 2| 4] 6 6 6 4 2 1 L 34
6|1 |1 2| 5| 9| 15 213 24 24 21 15 q .. 156
7/1 1| 2| 5| 10| 21 41 65 97 131 148 148 |.. |.. 1044
81| 1| 2| 5| 11| 24 56 115 221 402 663 980 |[... |... 12346

Dari Tabel 3.5 di atas didapatkan teorema-teoreaia panyaknya graf

yang tidak saling isomorfik, sebagai berikut:
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Teorema 1

Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari s@banyakn tanpa sisi,
n €N.

Bukti:

Ambil n titik yang tidak saling terhubung satu sama lawotasikan
sebagaix,, x,, ..., x,, n € N, maka jelas bahwa berdasarkan definisi gratfitik
tersebut membentuk suatu g@fdengan himpunan titik (G) = {xy, x5, ..., X}
dan himpunan sidi (G) = 0.

Selanjutnya misal terdapat graf laH = ¢ sedemikian sehingga/
memiliki n titik yang dinotasikan sebaggj, y-, ..., ¥, dan tanpa sisi, maka dapat
dibentuk pemetaan¢(x,) =vy,, ¢:G > H. Jelas bahwa¢ merupakan
isomorfisme karenav' x,, x,, € V(G), x, # x,, berlaku (x,,x,,) € E(G) &
(¢ Cxn), ¢ () € E(HD.

Karena ¢ adalah isomorfisma maké = H. Artinya G dan H secara

prinsip adalah graf yang sama. Jadi graf yang nilémil titik tanpa sisi adalah

tunggal.
L ] L] [ ]
L ] L ] L ] L]
L] - L] L]
Gambar 3.1 Graf tanpa Sisi
Teorema 2

Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari sebanyak: > 2 dengan

sisi sebanyak In € N.
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Bukti:

Definisikan n titik dan notasikan sebagai, x,, ..., x,, n € N. yang di
manax, terhubung dengam, untuk suatw, q € {1,2, ...,n},p # q, maka jelas
bahwa berdasarkan definisi graftitik tersebut membentuk suatu gafdengan
himpunan titikV’(G) = {x;, x,, ..., x,} dan himpunan sigf (G) = {(x,, x,)}-

Selanjutnya misal terdapat graf laH % G sedemikian sehinggal
memiliki n titik yang dinotasikan sebaggy, y,, ..., y, dan satu sisi yait(y,, y,),
maka dapat dibentuk pemetaptx,) = y,, ¢: G — H. Jelas bahwa merupakan
isomorfisma, karendx,, x,,) € E(G),V xp, xm € V(G\ {x,, x4} dan (v, yin) €
E(H), Y Yn, Ym € V(O\ {3, ¥g}-

Karena ¢ adalah isomorfisma maka= H. Artinya G dan H secara
prinsip adalah graf yang sama. Jadi graf yang niamil titik dengan satu sisi

adalah tunggal.

5

Gambar 3.2 Graf dengan Satu Sisi

Teorema 3

Terdapat 2 jenis graf yang tidak saling isomorfdng dapat dibuat dari
titik sebanyakn > 4 dengan sisi sebanyak2e N.
Bukti:

Misalkan himpunanV = {x,, x,, ...,x,},n € N. Selanjutnya tetapkan 4

titik  x;, x5, xp,x4 €V, x; # Xj # x, # x;, Maka dapat dibentuk himpunan
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pasangan berurutaly = {(x,,x;), (x4, x;)} danE, = {(x,,x;), (x4, %)} . Jelas
bahwak, # E, sehingga grat;;, = (V,E;) % G, = (V,E,). Jadi terdapat paling
sedikit 2 graf yang dapat dibentuk dengah 4 titik dan 2 sisi yang tidak saling
isomorfik.

Misalkan terdapat graH # G, dan H # G, dengan|V(H)| =n, dan
|E(H)| = 2, maka dapat ditulisE(H) = {(vi,¥,), (v,,¥,)} atau bisa juga
ECH) = {(yo %) (i, ¥a)}

Karena H # G; maka tidak terdapat bijeksp: H - G, tetapi dengan
mengambil ¢(y;) = x;, dan ¢(y,) = x,,. jelas bahwap adalah isomorfisma.
Selanjutnya H % G, maka tidak terdapat bijeksp: H — G, tetapi dengan
mengambil ¢(y;) = x;, dan ¢(y,) = x,. Jelas bahwap adalah isomorfik

(kontradiksi).

|

Gambar 3.3 Dua Graf yang Tidak Saling IsomorfikglenDua Sisi

Teorema 4

Terdapat 5 jenis graf yang tidak saling isomorfdng dapat dibuat dari
titik sebanyakn > 6 dengan sisi sebanyak8g N.
Bukti:

Definisikan himpunanV = {x;, x5, ..., x,}, n € N, n > 6. Selanjutnya,

ambil sebarang titik dari ¥V, denganp € N, p > 6, dan notasikan sebagai
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Xieys Xieys woer Xy dengan k; € {1,...,n}. Definisikan V, = {xkl,xkz, ...,xkp},
Selanjutnya, definisikaf; = {(xx,, xx, ), (xi,, xx, ) (kg Xk, )},

Ey = {(iy %, ) (X s ), (e 2 )} B = { oy 20, ), (e 20, ), (e, 3, )

Ey = {(i,, %, ), (X X; ), (g 2, )} Es = {Coey 2, ), (s 20, ), (g 30, ) .

maka jelas bahwd&, E,, E5, E,, Es tidak ada yang saling isomorfik. Sehingga
diperoleh 5 graf berbeda dan saling tidak isomoséku sama lain. Selanjutnya,
misalkan E,;, dengan|Eg| = 3, adalah suatu himpunan sisi yang berbeda dari

seluruhEy, ..., Es, makaE, dapat ditulis sebagai

Eg = {(xpl,xpz), (xps,xm), (xps,xp6)}, dengan x, ,..,x,, € V. Definisikan
V' ={xp,, .., xp,} €V (Himpunan titik-titik padal’ yang terkait pada suatu sisi
di Eg). Tinjau kasus-kasus berikut:

Kasus 1 Misalkanp; # p;,(Vi,j € {1, ...,6},i # j).

Ambil  ¢:V >V, ¢(x,)=1x, i €{1,..,6}, maka diperoleh E; = E,
(Kontradiksi). Dengan demikian, kasus 1 menunturagantradiksi.

Kasus 2 Misalkanp; = p;, i,j € {1, ...,6},1 # j.

Karena|Egz| = 3, maka(xpi,xpj) ¢ Eg. Ambil ¢:V >V, ¢(x,) = ¢ (xp,-) =
Xg,, dan ¢(xy) € {xg,, .., xx, ), VX, €V', maka jelas bahwakE, = E,
(Kontradiksi). Dengan demikian kasus 2 menunturagamhtradiksi.

Kasus 3Misalkanp; = p; = p, i,j,k € {1,..,6},i #j # k.

Karena|E4| = 3, maka(xpi,xpj),(xpj,xpk), (xp,, xp, ) € Eg. Ambil ¢:V >V,

qb(xpl.) =¢ (xpj) = qb(xpk) = xkl,qb(xp) € {xkl, ...,xks}, Vx, €V', maka jelas
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bahwa E, = E; (Kontradiksi). Dengan demikian kasus 3 menunturdapa
kontradiksi.

Kasus 4 Misalkanp; = p;,px =i, i,j, k1 €{1,...,6},i # j+ k # L

Karena |Es| =3, maka tepat salah satu dar(xpj,xpk),(xpi,xm),
(xpi,xpk), (xpj,xpl) adalah anggot&,. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan
(xpj,xpk) € Es. Maka dapat diambil¢:V >V, ¢(x,)=¢ (xpj) = X,

P (xp,) = P(xp,) = xie, € (X, - X}, VX, €V', maka diperoleh Eq = E,
(Kontradiksi). Dengan demikian, kasus 4 menuntuagantradiksi.

Kasus 5 Misalkan p; = pj,px = pi,Pu = Dvs Lj, kLU, v E {1,..6}, i#j+
k#l+u#v.

Karena |Es| =3, maka tepat salah satu dar{x,,xp, ), (xp, Xp,),
(xp,» %, ), (%, xp,) adalah anggotBs. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan
(xp,, xp,) € Eg, maka tepat salah satu dési,, x, ),(x,,x,,) adalah anggota

E,. Tanpa mengurangi perumuman, misalkén,,x, ) € Es. Maka dapat

diambil ¢:V -V, cp(xpi) =¢ (xpj) = Xi, cl)(xpk) - ¢(xm) = Xi,» ql)(xpu) =
P (xp,) = Xk, € {xp,, o, xx, }, VX, € V', maka diperolelEg = E5 (Kontradiksi).
Dengan demikian, kasus 5 menuntun pada kontradiksi.

Berdasarkan seluruh kasus diperoleh kontradik$iin§ga untuk setiafgy yang
mungkin dibangunE, haruslah isomorfik dengan salah satu dgyiE,, ..., Es.
Dengan demikian terbukti bahwa hanya terdapat blggdbeda yang memilike

titik (n > 6) dan3 sisi.
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Gambar 3.4 Lima Graf yang Tidak Saling Isomorfikdan Tiga Sisi

Teorema 5

Terdapat 11 jenis graf yang tidak saling isomoykag dapat dibuat dari

titik sebanyakn > 8 dengan sisi sebanyakd e N.

Bukti:

Bukti serupa dengan Teorema 4, tetapi dengan laskamewakili 11 struktur

yang berbeda.

111

(11

/X

(3

R N DK

Gambar 3.5 Sebelas Graf yang Tidak Saling Isomaeikgan Empat Sisi
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3.3 Graf yang Tidak Saling Isomorfik pada Al-Quran

Sesungguhnya Allah Swt itu Maha Pencipta dan Diagusai segala
ciptaan-Nya, mengaturnya, dan menjaganya. Allah I8kbih mulia dari segala
makhluk yang ada, yang dia ciptakan. Allah SwtHdlesar dari segala makhluk-
makhluk tersebut. Ciptaan Allah meliputi langit dammi beserta segala apa-apa
yang berada di antara keduannya, dan Allah menglekan manusia untuk
mencipta yaitu dengan ciptaan manusia yang hanpataemanusia. Hal ini

tertera dalan al-Quran surah al-Bagarah/2:117 beink
2 2 2 1 £ o Z
= SINVITE (ko R g% T LA RS (T
() 0558 oS d Jsia Lols 1221 1ab 13y )Ny =y o L] sl
Artinya:“Allah Pencipta langit dan bumi, dan bilai®berkehendak (untuk menciptakan)

sesuatu, maka (cukuplah) Dia hanya mengatakan leeped “Jadilah”. Lalu
jadilah ia” (QS. al-Bagarah/2:117).

Ayat di atas menjelaskan bahwa Niscaya hanya b#gh/ASwt ciptaan

yang kekal lagi abadi, sedang ciptaan Allah Swiniteliputi luasnydangit dan

bumibeserta apa-apa yang ada diantara keduanya.

Semua makhluk ciptaan Allah Swt dapat dibagi keghdamacam, yaitu:
makhluk yang gaib (al ghaib) dan makhluk yang nyasasyahadah). Yang bisa
membedakan keduanya adalah panca indera manugalaSesuatu yang tidak
bisa dijangkau oleh salah satu panca indera madigaéongkan kepada al ghaib,
sedangkan yang bisa dijangkau oleh salah satu pages manusia digolongkan
kepada as syahadah.

Untuk mengetahui dan mengimani wujud makhluk gaérsdbut,
seseorang dapat menempuh dua cara. Pertama, nieatai atau informasi yang
diberikan oleh sumber tertentu (bil-Akhbar). Keduaglalui bukti bukti nyata

yang menunjukkan makhluk gaib itu ada (bil atsBr)dalam al-Quran, makhluk
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ciptaan Allah disebut hanya ada 3 macam yang bergkéu: malaikat, jin,
manusia.

Malaikat adalah makhluk yang memiliki kekuatan-katem yang patuh
pada ketentuan dan perintah Allah. Malaikat di mhalajaran Islam. Malaikat
diciptakan oleh Allah terbuat dari cahaya (nurydhasarkan salah satu hadist nabi
Muhammad Saw, “Malaikat telah diciptakan dari catiaHR. Imam Muslim).
Makhluk Kedua, jin adalah makhluk Allah yang dialkan sesudah malaikat. Jika
malaikat berbadan cahaya, maka badan Jin dibual Akri nyala api yang sangat

panas, lantas ditiupkan Ruh-Nya. Seperti dalamafiriNya:

2~ 7 b 2 Cc_. g7
PZC_ N “ ‘ b e Tl A N ‘/
‘&1%4"9-‘“”‘ J u-fgL-’u-ﬁ’“—"-‘-l’Uu' 9
- Z

Artinya:“Dan Kami telah menciptakan jin sebelum éhal) dari api yang sangat panas”
(@S. Al-Hijr/15:27).

Sebagaimana jin, manusia diciptakan Allah untukbaelah kepada-Nya.
Manusia memiliki kebebasan untuk memilih peran matirama kehidupan ini,
apakah ingin menjadi penjahat (setan) ataukah ifagin orang baik. Badan
manusia terbuat dari unsur-unsur yang terdapatrdéaah, sebagaimana telah
dijelaskan pada bagian sebelumnya. Secara umunm lbaaiausia terbuat dari zat-
zat biokimiawi. Karena bersifat material, maka badaanusia paling berat di
antara makhluk Allah yang bernama malaikat dan Kedua makhluk yang
disebut terakhir itu badannya terbuat dari gelorgbafektromagnetik, yang
bersifat energial. Sedangkan manusia material.réejagam firman-Nya:

=4
2 _ 7 7 o - - - FoAP AP T R
s, - -, - . w7 e
() Qg L e o e Oy : ¥
s & DallS Sy £
Z Z z £

Artinya:“Dan sesungguhnya Kami telah menciptakannosa (Adam) dari tanah liat
kering (yang berasal) dari lumpur hitam yang dibdsentuk” (QS. Al-
Hijr/15:26).
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Maka manusia hidup di langit yang paling rendaltuylangit pertama. Jin
hidup di langit yang lebih tinggi, yaitu langit keal Sedangkan malaikat hidup di
langit yang paling tinggi, yaitu langit ke tujuhel8in itu, langit ketiga sampai
dengan langit ke enam juga ditempati oleh arwahusiaryang sudah meninggal.
Mereka menunggu terjadinya hari kiamat, untuk difietikan dan hidup kembali
menempati badan wadahnya. Di langit pertama inif@musia hidup di atas
permukaan planet bumi. Langit pertama ini jugallissebagai langit dunia.

Dari penafsiran di atas, terdapat persamaan daeg@aean pada malaikat,
jin dan manusia. Persamaannya yaitu ketiganya mkkydng diciptakan Allah
Swt, mempunyai akal, diciptakan untuk tunduk kepadah Swt, berkumpul di
hari kiamat, dan berasal dari surga. Sedangkanegadmnya adalah karena
diciptakan dari materi yang berbeda. Begitu puldagaermasalahan tak isomorfik
pada graf, jika Grafi dikatakan isomorfik dengan gr&f maka terdapat tiga hal
yang pasti dipenuhi. Jika terdapat salah satu ldgiga syarat tidak terpenuhi,
maka grafG dan G’ tidak isomorfik. Ini menunjukkan bahwa gréf dan G’
terdapat perbedaan pada jumlah titik, jumlah sisiy jumlah sisi dengan derajat
tertentu. Jadi, dapat dikatakan masing-masing &etigkhluk ciptaan Allah Swt
yaitu malaikat, jin, dan manusia tidak saling isofikdkarena terdapat perbedaan
walaupun terdapat persamaan pula. Malaikat dicgstaldari cahaya, jin
diciptakan dari api dan manusia diciptakan darakan

Perbedaan yang lain bahwa jin atau setan itu adg ki dan ada yang
perempuan dan mereka sama dengan manusia, kawipedzampur antara laki-

laki dan perempuan. Sebagai mana firman-Nya:
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Artinya:“Dan bahwasannya ada beberapa orang lakkila@iantara manusia meminta
perlindungan kepada beberapa laki laki diantarg jimaka jin-jin itu menambah
bagi mereka dosa dan kesalahan.” (QS. al-Jin/72:6).

Sedangkan pada Malaikat tidak dilengkapi denganahaafsu, tidak
memiliki keinginan seperti manusia, tidak berjelggki atau perempuan, dan
tidak berkeluarga. Hidup dalam alam yang berbedagale kehidupan alam
semesta yang kita saksikan ini. Yang mengetahuikhikvujudnya hanyalah
Allah Swt. Malaikat adalah hamba Allah Swt yanggartunduk kepada perintah
Allah Swt. Tidak pernah sekalipun mereka menenta@gntah yang diberikan

Allah Swt kepada mereka. Sebagai mana firman-Nya:

: 5 @
2Ry = N g @ S Ea I Fr 8o g GTe e B

- ¥ P - g A P
o= - R
i\\%;}‘ 5 )MLE{AQ(’A)J}_@JL}

Artinya:"Dan mereka berkata: "Tuhan yang Maha Pematur telah mengambil
(mempunyai) anak", Maha suci Allah. sebenarnya #&kat-malaikat itu),
adalah hamba-hamba yang dimuliakan, mereka tidakdaleului-Nya dengan
perkataan dan mereka mengerjakan perintah-perifigh (QS. an-
Anbiya/21:26-27).

Ini berbeda dengan jin dan manusia yang diciptakideh Swt dengan
kehendak bebadrée will). Dan Allah Swt bermaksud dengan kehendak bebas in
agar Allah Swt ingin melihat siapa diantara kalangenusia dan jin yang paling
bertagwa kepada Allah Swt Karena orang yang pdbedagwa adalah orang
yang paling mulia di sisi Allah Swt. Sebagai maina&n-Nya:

0533 ) G ST e dls G5
Artinya:“Dan Aku tidak menciptakan jin dan manusraelainkan supaya mereka
menyembah-Ku (QS. adz-Dzaariyaat/51:56).

Sehingga dapat digambarkan dalam bentuk @rat:,, dan G; seperti

pada gambar berikut:
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Allah

Malaikat Malaikat

Malaikat Malaikat

Gambar 3.6 Graf, Hubungan antara Allah dengan Malaik&ta serta SesanMalaikat

Allah

Manusi Manusia

Manusia Manusia

Gambar 3.7 Grafi, Hubungan antara Allah dengan Hania serta Sesama Hba

Allah

Jin Jin

Jin Jin

Gambar 3.&raf G; Hubungan antara Allah dengan Jga serta SesanJin

Demikianlah perbedaan antara hubungan Allah Swialermakhlu-
makhluk ciptaarNya dengan karakter masingrasing. Apabila perbeda
malaikat, nanusia, danjin digambarkan dalam grafmaka graf daps
menggambarkarmubungan antara pencipta (All<Swt) dan makhlu-makhluk
ciptaan-Nya (malaikat, manusia, dan jin) dimana tittikik dalam graf

menggambarkanmakhluk ciptaa-Nya, yaitu: malaikat, ®nusi; dan jin.
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Sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan titikk-tersebut adalah
bagaimana hubungan Allah Swt dengan makhluk-maklicipkaan-Nya yang

terjalin. Dari ketiga graf di atas merupakan gredfg/ang tidak saling isomorfik
karena terdapat sisi-sisi pa@atidak sama dengaf, danG. Pada grat;,, para

malaikat ini merupakan makhluk Allah yang palinattalan sama sekali tidak
pernah melanggar perintah-Nya, malaikat tidak dik@pi dengan hawa nafsu
sedikitpun, tidak memiliki keinginan seperti marauatau jin, tidak berjenis lelaki
atau perempuan, dan tidak berkeluarga. SedangldagrafG, danG;, manusia

dan jin ada yang taat dan ada yang tidak taat garitu ada yang laki-laki dan
ada yang perempuan, mereka sama dengan manusia,da@awbercampur antara

laki laki dan perempuan.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumpgmleh beberapa

kesimpulan yaitu sebagai berikut:

f. Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari §gkanyak: tanpa sisin € N.

g. Terdapat 1 jenis graf yang dapat dibuat dari sebanyak: > 2 dengan sisi
sebanyak 1n € N.

h. Terdapat 2 jenis graf yang tidak saling isomorfédng dapat dibuat dari titik
sebanyalk > 4 dengan sisi sebanyak2g N.

I. Terdapat 5 jenis graf yang tidak saling isomorfédng dapat dibuat dari titik
sebanyak: > 6 dengan sisi sebanyakBe N.

J. Terdapat 11 jenis graf yang tidak saling isomoyfikg dapat dibuat dari titik
sebanyak: > 8 dengan sisi sebanyaki e N.

4.2 Saran

Dalam penelitian ini, peneliti menggunakan graf gatidak saling
isomorfik menggunakan teorema Polya dengan 2,3,4,...,8 titik. Terdapat
pasangan titik tak berurut (artinygb = ba) darin titik. Bagi peneliti lain yang
ingin mengembangkan penelitian serupa, penelitiyai@mkan pada jenis graf-

graf yang lainnya.
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Lampiran: Banyaknya Graf yang Tidak Saling Isomorfik dengan ordern =1,2,3, ...,8
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