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“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan. Sesungguhnya
sesudah kesulitan itu ada kemudahan.” (QS. Al-Insyirah 5-6). ”
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ABSTRAK

Jazuly, Muhammad. 2018. Sifat-sifat Ruang Metrik Quasi Parsial. Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Hairur
Rahman, M.Si. (I1) Ari Kusumastuti, M.Si, M.Pd.

Kata kunci: ruang metrik, ruang metrik quasi, ruang metrik parsial, ruang metrik
quasi parsial

Ruang metrik adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan metrik
tertentu. Ruang metrik digeneralisasikan lebih lanjut menjadi ruang metrik quasi,
ruang metrik parsial dan ruang metrik quasi parsial. Ruang metrik quasi parsial
adalah pasangan (X,q) dengan X adalah himpunan tak kosong dan g adalah
metrik quasi parsial pada X.

Tujuan penelitian ini adalah menjelaskan hubungan antara konsep ruang
metrik dengan ruang metrik quasi parsial dan menjelaskan sifat-sifat yang berlaku
pada ruang metrik quasi parsial.

Berdasarkan pembahasan diperoleh bahwa ruang metrik quasi parsial
adalah gabungan dari ruang metrik quasi dan ruang metrik parsial, yang memiliki
sifat-sifat ruang metrik quasi parsial sebagai berikut :

a. Metrik quasi parsial pg pada X dengan

dup(®y) = 3lp(y) + 0] %y €X
adalah metrik parsial pada X.

b. Diberikan (X, p) adalah ruang metrik parsial. Himpunan d,(x,y) = p(x,y) —
p(x,x) untuk x,y € X. Maka (X, d,,) adalah ruang metrik quasi parsial.

c. Diberikan (X,gp) adalah ruang metrik quasi parsial, (X,p) adalah ruang
metrik parsial (yang sesuai), dan (X,d) adalah ruang metrik (yang sesuai).
Beberapa pernyataan berikut ekivalen
1. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, gp) dan (X, gp) adalah lengkap.

2. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, p) dan (X, p) adalah lengkap.
3. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, d) dan (X, d) adalah lengkap.
Lebih lanjut,
lim,, 0, d(x, %) = 0 © p(x,x) = lim, 0 (X, X)) = lirnn,m—mo P (X, Xm)
< qp(x, x) = lirnn—»oo qp(x, xn) = liInn,m—wo qp(xnvxm)
= limy oo qp (xn, X) = limyy iseo G0 (o, X)

Xii
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ABSTRACT

Jazuly, Muhammad. 2018. The Properties of Quasi-Partial Metric Space.
Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Maulana Malik Ibrahim State Islamic University of Malang. Supervisor:
(1) Hairur Rahman, M.Si. (I1) Ari Kusumastuti, M.Si, M.Pd.

Keywords: metric space, quasi-metric space, partial-metric space, quasi-partial
metric space

A metric space is a non-empty set that comes with certain metrics. The
metric space are generalizable further into quasi-metric space, partial metric
space, and quasi-partial metric space. The quasi-partial metric space is the pair
(X, @) with X is non-empty set and q is the quasi-partial metric on X.

The purphose of this study is to explain the relationship between the
concept of metric space with the quasi-partial metric space and to explain
properties applicable to the quasi-partial metric space.

Based on the discussion it is found that the quasi-partial metric space is a
composite of quasi-metric space and partial metric space, which has the following
properties:

a. Quasi-partial metric pq on X where

dop(®) = 31apC03) +qp, 0] %y €X
is a partial metric on X.

b. Let (X,p) is a partial metric space. The set d,(x,y) = p(x,y) — p(x,x) for
x,y € X. Then (X, d,,) is a quasi-partial metric space.

c. Let (X,qgp) be a quasi-partial metric space, let (X,p) be the corresponding
partial-metric space, and let (X,d) be the corresponding metric space. Then
the following statement are equivalent:

1. The sequence {x,} is Cauchy in (X, gp) and (X, gp) is complete.
2. The sequence {x,} is Cauchy in (X,p) dan (X, p) is complete.
3. The sequence {x,} is Cauchy in (X, d) dan (X, d) is complete.
Also,
lim, e d(x, %) = 0 © p(x,x) = lim, 0 P(x, X)) = 1My 0 (X, X))
& gp(x, x) = limy,_o, qp(x, x,) = limy, 00 qp(Xn, Xm)
= limye gp (X, X) = My 00 qp (xm, Xp)

Xiii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

IlImu merupakan sesuatu yang sangat penting dalam kehidupan ini, pada
setiap ruang dan waktu manusia membutuhkan ilmu untuk menjalankan hidupnya.
Dengan berilmu manusia dapat memahami fenomena alam dan mengembangkan
informasi sains dan teknologi. Pandangan al-Quran tentang sains dan teknologi

terdapat dalam wahyu pertama yang diterima nabi Muhammad Saw:

/z//z/:l - -, = Y 2 ’—4/’./ A //./ .5,4/ v ,,4 2/34
<L 13l @Qbufu-wﬁ}“‘}l’ Dale Alelh) oL 13

~ "= © == F- 1/ o /: = {/ ,ﬂ" 2.2 £ 2v
Sy Gyl oy WJal ke clll @ p s Y]
-

“bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan. Allah telah menciptakan
manusia dari segumpal darah. Bacalah, dan Tuhanmulah yang Maha pemurah, yang
mengajar (manusia) dengan perantaran kalam[1589], Dia mengajar kepada manusia
apa yang tidak diketahuinya.” (al-Alaq : 1-5).

Kata igra’ diambil dari akar kata yang berarti menghimpun. Dari
menghimpun lahir aneka makna seperti menyampaikan, menelaah, mendalami,
meneliti, mengetahui ciri sesuatu, dan membaca baik yang tertulis maupun tidak.
Sedangkan dari segi obyeknya, perintah igra’ itu mencakup segala sesuatu yang
dapat dijangkau oleh manusia (Shihab, 1996).

Berdasarkan penjelasan di atas, sebenarnya tidak ada dikotomi iimu agama
dan non agama. Termasuk dalam konsep jarak yang memegang peranan penting
dalam kehidupan sehari-hari. Seringkali perlu diketahui jarak dalam mengambil
keputusan. Selanjutnya dapat dikonstruksi teori dari konsep jarak secara

matematis. Deda (2016) mengatakan bahwa pada garis bilangan riil, jarak a ke 0
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2
adalah nilai mutlak |a| dari suatu elemen a € R. Secara umum, jarak (distance)
antara elemen a dan b di R adalah |a — b].

Pada tahun 1906 Maurice Frechet memperkenalkan konsep jarak pada
himpunan yang tak kosong. Jarak ini selanjutnya disebut metrik pada himpunan
bilangan riil. Kajian tentang metrik merupakan salah satu konsep dasar penting
yang menjadi pembahasan dalam analisis matematika. Metrik adalah jarak di
antara pasangan elemen yang memenuhi sifat-sifat tertentu, yaitu positifitas,
definitas, simetri dan ketaksamaan segitiga. Selanjutnya himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan metrik tertentu disebut ruang metrik. Lebih jelasnya,
himpunan X yang tidak kosong dilengkapi metrik d ditulis (X, d) disebut ruang
metrik, sedangkan anggota-anggota himpunan X disebut titik-titik pada ruang
metrik yang termuat dalam bilangan riil d(x,y) adalah jarak titik x dan y di
dalam (X, d) (Bahtiar, 2012).

Pada perkembangan analisis banyak menghasilkan konsep-konsep baru
seperti konsep ruang metrik quasi merupakan perluasan dari ruang metrik. Pada
tahun 1914 Hausdorff mengenalkan jarak asimetri, yang merupakan bagian
penting dari pembahasan metrik quasi karena perbedaan antara ruang metrik
dengan ruang metrik quasi terletak pada sifat simetrinya. Jika metrik pada
himpunan tak kosong X mempunyai sifat simetri, maka metrik quasi pada
himpunan tak kosong X tidak mempunyai sifat simetri. Sedangkan sifat-sifat
lainnya pada metrik seperti positifitas, definitas, dan ketaksamaan segitiga berlaku
serupa pada metrik quasi (Firdaus, dkk., 2013).

Ruang metrik parsial merupakan generalisasi dari suatu ruang metrik dan

memiliki aplikasi dalam ilmu komputer teoritis Matthews (1994). Jarak suatu titik
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3
dari dirinya sendiri tidak selalu bernilai nol. Dengan mengganti kondisi d(x,x) =
0 dengan kondisi d(x, x) < d(x,y) untuk setiap x, y dalam definisi metrik.

Gupta dan Gautam (2015) menggeneralisasikan konsep ruang metrik
menjadi ruang quasi parsial b metrik, yang merupakan generalisasi dari ruang
metrik quasi parsial. Suatu ruang metrik quasi parsial adalah pasangan (X, q)
dengan X adalah himpunan tak kosong dan g adalah metrik quasi parsial pada X.
Pada jurnal tersebut tidak dijelaskan secara rinci ruang metrik quasi parsial, hanya
menyinggung sedikit tentang ruang metrik quasi parsial.

Ruang metrik quasi parsial sebagai generalisasi lebih lanjut dari ruang
metrik dan ruang metrik parsial, maka akan mengadopsi sifat-sifat pada ruang
metrik dan ruang metrik parsial. Seperti barisan konvergen pada ruang metrik
quasi parisal, barisan Cauchy pada ruang metrik quasi parsial dan kelengkapan
ruang metrik quasi parsial. Salah satu manfaat dari konsep ruang metrik quasi
parsial adalah sebagai alat matematika untuk analisis kompleksitas asimptotik di
ilmu komputer.

Sehingga pada skripsi ini akan diteliti seperti apakah konsep dasar ruang
metrik quasi parsial. Konsep dasar yang dimaksud adalah menjelaskan definisi
ruang metrik quasi parsial beserta contohnya dan menjelaskan sifat-sifat ruang
metrik quasi parsial beserta pembuktian dan contohnya. Sehingga penelitian ini

mengambil judul “Sifat-sifat Ruang Metrik Quasi Parsial”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam skripsi

ini adalah bagaimana sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik quasi parsial?
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1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka penelitian ini bertujuan untuk
mengkaji dan memperjelas sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik quasi

parsial.

1.4 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan agar memberikan pengetahuan tentang

sifat-sifat pada ruang metrik quasi parsial.

1.5 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yaitu
dengan mengkaji buku atau jurnal, serta referensi lain yang sekiranya mendukung
penelitian ini. Langkah-langkah dalam menjelaskan sifat-sifat pada ruang metrik
quasi parsial dapat dirinci sebagai berikut:
a. Menguiji sifat-sifat ruang metrik.
b. Menguji sifat-sifat ruang metrik quasi.
c. Menguiji sifat-sifat ruang metrik parsial.
d. Menguji kelengkapan pada ruang metrik, ruang metrik quasi, ruang metrik

parsial.

e. Menyimpulkan sifat-sifat ruang metrik quasi parsial dan kelengkapan ruang

metrik quasi parsial.
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1.6 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan proposal ini, penulis menggunakan sistematika penulisan
yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam sub bab dengan
sistematika penulisan sebagai berikut:
Bah | Pendahuluan

Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan, manfaat, metode, dan sistematika penulisan penelitian.
Bab 1l Kajian Pustaka

Bagian ini berisi landasan teori yang menjadi dasar dalam penulisan
skripsi, hal ini dimaksudkan untuk dipahami agar mempermudah dalam mengikuti
pembahasan selanjutnya, pada bagian ini diuraikan himpunan dan sub himpunan,
barisan, limit, ruang metrik, ruang metrik quasi, dan kajian keagamaan.
Bab 11l Pembahasan

Bagian ini berisikan pembahasan tentang ruang metrik quasi parsial yang
meliputi definisi, sifat-sifat yang berlaku di dalamnya disertai dengan contoh, dan
pembahasan tentang hubungan antara konsep ruang metrik quasi parsial dengan
ruang metrik serta kajian keagamaan.
Bab 1V Penutup

Pada bab ini ditentukan kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian yang
telah dibahas dengan dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan

penelitian ini.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Himpunan

Jika suatu elemen x dalam himpunan A, ditulis x € A, dan dikatakan
bahwa x anggota A, atau x milik A. Jika x tidak dalam himpunan A, ditulis x ¢ A
(Bartle dan Sherbert, 2010).

Jika setiap elemen pada himpunan A juga termasuk dalam himpunan B,
dikatakan bahwa A adalah himpunan bagian (subset) dari B dan ditulis A < B atau
B 2 A (Bartle dan Sherbert, 2010).

Dikatakan bahwa himpunan A adalah himpunan bagian sejati dari
himpunan B jika A € B, tetapi setidaknya ada satu elemen B yang tidak ada pada
A. Dalam kasus ini dituliskan A c B (Bartle dan Sherbert, 2010).

Definisi 2.1.1

Dua himpunan A dan B disebut sama, dan dituliskan A = B, jika
keduanya mengandung unsur/elemen yang sama (Bartle dan Sherbert, 2010).

Dengan demikian, untuk membuktikan bahwa himpunan A dan B adalah
sama, sehingga ditunjukkan bahwa A € B dan B < A (Bartle dan Sherbert, 2010).

Himpunan biasanya didefinisikan dengan mencantumkan elemennya
secara eksplisit, atau dengan menentukan properti yang menentukan elemen
himpunan. Jika P menunjukkan properti yang bermakna dan tidak ambigu untuk
elemen himpunan S. Maka dituliskan

{xeS:P(x)}
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untuk himpunan semua elemen x di S dimana properti P benar. Jika himpunan ini
dipahami dari konteksnya, maka hal itu sering diabaikan dalam notasi ini:

e Himpunan bilangan asli N := {1,2,3, ... },

Himpunan bilangan bulat Z := {0,1,-1,2, -2, ... },

Himpunan bilangan rasional Q = {%:m,n € Zdann # 0},

e Himpunan bilangan riil R (Bartle dan Sherbert, 2010).
Contoh 2.1.2
(a) Himpunan {x € N : x2 —3x + 2 = 0}
Jawaban dari persamaan di atas terdiri dari bilangan asli. Karena satu-satunya
solusi dari persamaan kuadrat ini adalah x =1 dan x = 2 sehingga dapat
disederhanakan dengan {1, 2}.
(b) Bilangan asli n adalah genap jika memiliki bentuk n = 2k untuk k € N.
Himpunan bilangan asli genap dapat dituliskan

{2k : k € N},
yang lebih sederhana dibandingkan {n € N : n = 2k, k € N}. Demikian juga,
himpunan bilangan asli ganjil dapat dituliskan {2k —1: k € N} (Bartle dan

Sherbert, 2010).

2.2 Fungsi
Sebelum mendefinisikan fungsi, terlebih dahulu akan didefinisikan

Cartesian Product pada dua himpunan.
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Definisi 2.2.1

Jika A dan B himpunan tak kosong, maka Cartesian Product A x B dari
A dan B adalah himpunan semua pasangan terurut (a, b) dengan a € A dan b € B,
ditulis A X B := {(a, b):a € A, b € B} (Bartle dan Sherbert, 2010).

Jadi, jika A = {1,2,3} dan B = {1,5}, maka himpunan A x B adalah himpunan

yang elemen-elemennya adalah pasangan terurut
(1,1),(1,5),(2,1),(2,5),(3,1),(3,5).

Definisi 2.2.2

Diberikan A dan B suatu himpunan. Maka fungsi dari A ke B adalah
himpunan f dari pasangan berurutan A X B sehingga setiap a € A ada b € B
dengan (a,b) € f dan jika (a,b) € f dan (a,b") € f, maka b = b’ (Bartle dan
Sherbert, 2010).

Himpunan A dari elemen pertama dari fungsi f disebut domain f dan
sering dilambangkan dengan D(f). Himpunan semua elemen kedua di f disebut
range f dan sering dilambangkan dengan R(f). Walaupun D(f) = A, tetapi
R(f) < B (Bartle dan Sherbert, 2010).

Kondisi penting bahwa (a, b) € f dan (a, b") € f mengisyaratkan bahwa
b = b kadang-kadang disebut tes garis vertikal. Dalam teori geometri dikatakan
setiap garis vertikal x = a dengan a € A bersimpangan grafik atas f tepat satu
(Bartie dan Sherbert, 2010).

Notasi f: A — B sering digunakan untuk menunjukkan bahwa A ke B.
Dikatakan juga bahwa f adalah pemetaan A ke B. Jika (a, b) adalah elemen pada

f, dapat dituliskan b = f(a) atau a — b (Bartle dan Sherbert, 2010).
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Definisi 2.2.3
Diberikan f: A — B adalah fungsi dari A ke B.

a. Fungsi f dikatakan injektif (satu-satu) jika x; # x,, maka f(x;) # f(x,). Jika
f adalah fungsi injektif maka dikatakan bahwa f adalah injeksi.

b. Fungsi f dikatakan surjektif (onto) jika f(A4) = B; yaitu, jika range R(f) =
B. Jika f adalah fungsi surjekstif maka dikatakan bahwa f adalah surjeksi.

c. Jika f adalah injektif dan surjektif maka f adalah bijektif. Jika f adalah fungsi
bijektif maka dikatakan bahwa f adalah bijeksi (Bartle dan Sherbert, 2010).

Contoh 2.2.4
Diberikan A :={x € R;x # 1} dan didefinisikan f(x) = % untuk
semua x € A, untuk menunjukkan f adalah injektif, ambil x; dan x, di A dan

diasumsikan bahwa f(x;) = f(x,) sehingga

2x1 r 2x2
Xl—l_XZ—l

berarti bahwa 2x;(x, — 1) = 2x,(x; — 1) dan berakibat x; = x,. Maka f adalah
injektif.
Sedangkan untuk menentukan range dari f, dengan menyelesaikan

persamaan y = % untuk x di y, didapatkan x = =~ , yang berarti untuk y = 2.

y-2'
Sehingga range dari f adalah himpunan B := {y € R;y # 2}. Sehingga A ke B

adalan bijektif.

2.3 Himpunan Terbatas dan Tak Terbatas
Definisi 2.3.1

a) Himpunan kosong @ dikatakan memiliki 0 elemen.
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b) Jika n € N, himpunan S dikatakan memiliki n elemen jika ada bijeksi dari
himpunan N,, :== {1,2, ...,n} ke S.
¢) Himpunan S dikatakan terbatas jika himpunan S kosong atau memiliki n
elemen untuk n € N.
d) Himpunan S dikatakan tak terbatas jika himpunan S tidak terbatas (Bartle dan
Sherbert, 2010).

Karena kebalikan dari bijeksi adalah bijeksi, sangat mudah melihat
bahwa himpunan S memiliki n elemen jika dan hanya jika ada bijeksi dari S ke
himpunan {1,2, ...,n}. Juga, karena komposisi dua bijeksi adalah bijeksi, dapat
diketahui bahwa suatu himpunan S; memiliki n elemen jika dan hanya jika ada
bijeksi dari S; ke S, lain yang memiliki n elemen. Selanjutnya, suatu himpunan
T, terbatas jika dan hanya jika ada bijeksi dari T ke T, lain yang terbatas (Bartle

dan Sherbert, 2010).

2.4 Nilai Mutlak
Definisi 2.4.1

Nilai mutlak bilangan riil a, dilambangkan dengan |a|, didefinisikan

dengan:
a |, a>0
la]:=40 , a=0
-a, a<0

Misalnya, |5| = 5 dan |—8| = 8. Dilihat dari definisi bahwa |a] = 0 untuk semua
a € R, dan |a| =0 jika dan hanya jika a = 0. Juga |—a| = |a| untuk semua

a € R.
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Teorema 2.4.2

tad

lab| = |a||b| untuk semua a, b € R.

b. |al?> = a? untuk semua a € R.

c. Jikac = 0, maka |a| < c jika dan hanya jika —c < |a| < c.

d. —|a] < a < |a| untuk semua a € R (Bartle dan Sherbert, 2010).

Bukti.

a. Jika a atau b adalah 0, maka kedua sisinya sama dengan 0. Ada empat
kondisi lain yang perlu dipertimbangkan. Jika a > 0,b > 0, maka ab > 0,
sehingga |ab| = ab = |a|lb|. Jika a > 0,b <0 maka ab < 0, sehingga
lab| = —ab = a(—b) = |a||b|. Kondisi yang tersisa diperlakukan sama.

b. Ketika a? > 0, diperoleh a? = |a?| = |aal = |al|a| = |al?.

c. Jika |a|] <c, maka dimiliki kedua sisi a < ¢ and —a < c, setara dengan

—c < a < c. Sebaliknya, jika —c < a < ¢, maka dimiliki kedua sisi a < ¢

dan —a < c, sehingga |a| < c.

d. Ambil ¢ = |a| pada pembuktian (c).

2.5 Ketaksamaan Segitiga
Teorema 2.5.1
Jikaa,b € R, maka |a + b| < |a| + |b|.
Bukii.
Dari teorema harga mutlak diperoleh —|a| < a < |a| dan —|b| < b <
|b|. Pada penambahan ketaksamaan, diperoleh
—(lal +|b]) <a+b < |a| + |b|.

Sehingga, dengan teorema harga mutlak diperoleh |a + b| < |a| + |b|.
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Hal ini dapat ditunjukkan bahwa persamaan dalam ketaksamaan segitiga jika dan
hanya jika ab > 0, yang setara dengan mengatakan bahwa a dan b memiliki

tanda yang sama.

2.6 Barisan

Barisan (sequence) pada himpunan S adalah suatu fungsi dengan domain
N dan mempunyai range dalam S.
Definisi 2.6.1

Barisan bilangan riil (atau barisan di R) adalah suatu fungsi yang
didefinisikan pada himpunan bilangan asli N = {1, 2, ... } yang range-nya terdapat
dalam himpunan bilangan riil R (Bartle dan Sherbert, 2010).

Dengan kata lain, barisan di R diberikan masing-masing bilangan asli
n =1,2,... bilangan riil yang ditentukan secara unik. Jika X: N — R adalah
barisan, maka unsur ke n dari X ditunjukkan dengan simbol x,, tidak dinotasikan
dengan X (n). Barisan itu sendiri akan dinotasikan dengan

o, ), (x,:m € N).

Sering digunakan juga huruf-huruf yang lain seperti, Y = (yx), Z = (z;), dan
seterusnya, untuk mendefinisikan barisan (Bartle dan Sherbert, 2010).

Penggunaan tanda kurung digunakan untuk membedakan antara barisan
(xn:n € N) dengan himpunan {x,:n € N}. Contoh, barisan X := ((—1)":n € N)
memiliki unsur yang bergantian antara —1 dan 1, sedangkan himpunan
{(=1)™:n € N} sama dengan himpunan {—1, 1}, yang hanya memiliki dua

elemen (Bartle dan Sherbert, 2010).
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Barisan dapat didefinisikan dengan memberikan rumus untuk suku ke-n

sebagai x,,, dituliskan secara berurutan unsur-unsur dalam barisan, sampai rumus
untuk barisan tersebut nampak. Sebagai contoh, barisan bilangan bulat genap

ditentukan dengan menuliskan

menyatakan rumus umumnya adalah

xo= (Linen)
AL
atau lebih sederhana X = (%) (Bartle dan Sherbert, 2010).

Cara lain untuk mendefinisikan suatu barisan adalah dengan menetapkan
unsur x; dan rumus untuk x,,;(n = 1) setelah x,, diketahui. Secara umum, dapat
ditentukan x; dan diberikan rumus untuk mendapatkan x,,; dari xq, x5, ..., ;.
Barisan yang didefinisikan dengan cara ini dikatakan definisi induktif (atau
rekursif) (Bartle dan Sherbert, 2010).

Contoh 2.6.2

a. Jika b € R, barisan B = (b, b, b, ...), yang semua sukunya sama dengan b,
disebut barisan konstan b. Dengan demikian barisan konstan 1 adalah barisan
(1,1,1, ...), dan barisan konstan 0 adalah barisan (0,0,0, ...).

b. Jika b€R, maka B := (b™) adalah barisan B := (b,b? b3,...b",...).

Khususnya jika b = % maka didapatkan barisan

c. Barisan (2n : n € N) dari bilangan asli dapat didefinisikan secara induktif

X1:=2, Xpp1:=2Xp,+2,
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atau dengan definisi
Y1=2, Yo =Y 1Y,
d. Barisan Fibonacci F := (f,,) didefinisikan secara induktif
fi=1 f,=1 fiu=f+f,(n=2).
sepuluh suku pertama barisan Fibonacci adalah

F=(1,1235,8,13,21,34,55,...).

2.7 Limit Barisan
Definisi 2.7.1

Barisan X = (x,) di R dikatakan konvergen ke x € R, atau x dikatakan
limit (x,,), jika untuk setiap € > 0 ada bilangan asli K(e) sedemikian hingga
untuk semuan = K(¢), x,, memenuhi |x, — x| < € (Bartle dan Sherbert, 2010).

Jika suatu barisan mempunyai limit, maka barisan tersebut dikatakan
konvergen, jika tidak mempunyai limit maka barisan tersebut dikatakan barisan
divergen (Bartle dan Sherbert, 2010).

Jika barisan memiliki limit x, dinotasikan dengan

limX = x atau lim(x,) = x

simbol x,, — x digunakan untuk menyatakan x,, mendekati x sebagaimana n — oo
(Bartle dan Sherbert, 2010).
Teorema 2.7.2

Barisan di R dapat memiliki paling banyak satu limit (Bartle dan

Sherbert, 2010).
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Bukti.

Misalkan x’ dan x'" keduanya adalah limit dari (x,). Untuk masing-
masing € > 0 ada K’ sedemikian hingga |x,, — x'| < &/2 untuk semuan = K’, dan
ada K" sedemikian hingga |x,—x"'| <&/2 untuk semua n =K' n=K".
Diberikan K menjadi lebih besar dari K’ dan K". Maka untuk n > K dengan
menggunakan ketaksamaan segitiga didapatkan

|x —x"| =[x —x, +x, — x|

£ &
<|x’—xn|+|xn—x”|<§+§=£.

Karena e > 0 adalah sebarang bilangan positif, maka x — x" = 0.
Untuk x € R dan € > 0, maka ¢ persekitaran x adalah himpunan
Vox) ={uelR:|lu—x|<e
Karena u € Ij,(x) ekivalen dengan |u— x| < ¢, definisi konvergen dari suatu
barisan dapat dirumuskan dalam hal persekitaran.
Teorema 2.7.3
Diberikan X = (x,) adalah barisan bilangan riil dan diberikan x € R.

Pernyataan berikut adalah ekivalen.
(). X konvergen ke x
(b). Untuk setiap € > 0, ada bilangan asli K sedemikian hingga untuk semua

n > K, x, memenuhi |x,, — x| < ¢
(c). Untuk setiap € > 0, ada bilangan asli K sedemikian hingga untuk semua

n=K,x,memenuhix —e<x,<x+¢
(d). Untuk setiap € persekitaran V.(x) dari x, ada bilangan asli K sedemikian

hingga untuk setiap n > K, x,, anggota V,(x) (Bartle dan Sherbert, 2010).
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Bukti.
Ekivalensi (a) dan (b) adalah definisi. Sedangkan ekivalensi (b), (c) dan
(d) mengikuti implikasi berikut

lu—x|<ee —c<<u—x<eoex—c<x<xt+teesSuel.(x).

2.8 Ruang Metrik

Di dalam kalkulus dipelajari tentang fungsi-fungsi yang terdefinisi dalam
garis bilangan riil R. Di dalam bilangan riil R terdefinisi fungsi jarak, yaitu
memasangkan d(x,y) = |x — y| dengan setiap pasang titik x,y € R. Jadi R
mempunyai fungsi jarak atau disebut dengan d, dengan jarak d(x,y) = |x — y|
untuk setiap pasangan titik x, y € R (Kreyszig, 1989).
Definisi 2.8.1

Ruang metrik adalah pasangan (X,d), dengan X merupakan himpunan
dan d merupakan metrik pada X (atau fungsi jarak pada X), yaitu fungsi yang
didefinisikan pada X x X untuk semua x, y, z € X sehingga
(M1) d(x,y) = 0 (d adalah bernilai riil, terbatas dan tidak negatif)
(M2) d(x,y) =0 jikadan hanya jika x =y
(M3)  d(x,y) = d(y, x) (simetri)
(M4) d(x,y) <d(x,z) + d(z, y) (ketaksamaan segitiga) (Kreyszig, 1989).
Contoh 2.8.2

Pada himpunan bilangan riil R dilengkapi dengan fungsi

d(x,y) = |x -y

Dengan menggunakan sifat-sifat fungsi nilai mutlak dapat dibuktikan bahwa

d suatu metrik di R.
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Jawaban

(M1) Positive Definite

dan

(M2)

(M3)

(M4)

dix,y)=Ix—y|=0

d(x,x) = |x —x| =]0] =]00] =]0]|0] =0.0=0
= Jikad(x,y) =0,maka|x—y|=0jadix —y=0danx = y.
<lJikax =ymakad(x,y)=|x—y|=|x—x| =0 =0
Symmetric
dx,y) = |x -yl =1(=D —x)|
= |1y — x|
= 1|y — x|
=ly—x|=d(y,x)
Triangle Inequality
dix,y) =lx -yl < lx =zl + [z -yl

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

Sehingga terbukti bahwa d metrik pada R.

Contoh 2.8.3

Didefinisikan fungsi d: R? x R? — R sebagai berikut

d(x,y) = /(21 — y1)% + (x2 — ¥2)?

dengan x = (x; —x,) dan y = (y; —y2). Tunjukkan bahwa fungsi d adalah

metrik

Jawaban

Akan ditunjukkan bahwa d adalah metrik

Lodo,y)=0q—y)?+(x;—y2)2=0
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Jadi d(x,y) = 0

2. =d(x,y) = —y)? + (x3 — ¥2)?

Ji=3) + o=y, =0

(1 —y) + (e —y)* =0

Kondisi ini berlaku jika dan hanya jika

(x; —y)?=0dan (x; —y,)*=0

Akibatnya

(x1—y)?=0dan (x; —y,)*=0

Sehingga, x; =y, dan x, =y,

Jadi, jikad(x,y) = 0makax =y

< Diketahui x = y akan dibuktikan d(x,y) = 0

x=ymakax, =y danx, =y,

d(x,y) = \/(xl —y1)?2 + (x; — y2)?
- [ + 0
=0

Sehingga d(x,y) = 0

3. d(x,y) = (x1 —y1)% + (xz — ¥,)?

= \/(xlz = 2x%.y1 + y1%) + (X% = 2%y, + ¥,%)

= \/()’12 — 2x1y1 +x12) + (722 — 2%y, + x,2)

= \/()’1 —x1)%+ (y2 — x2)?
=d(y,x)

Jadid(x,y) = d(y,x)
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4. d(x,y) +d(y,2) =/ (x1 —y1)2 + (x2 — ¥2)2 + (1 — 21)% + (v, — 2,)?

>0 —y)? + G —y)2 +Vn — 20)2 + (7, — 2,)2

2 \/(xlz - 2x121 + le) + (xZZ - 2x2Z2 + ZZZ)

= (rp = 21)2 + (x2 — 2,)?
=d(x,z)
Jadid(x,z) <d(x,y) +d(y,2)
Berdasarkan penjelasan di atas maka terbukti bahwa d adalah metrik.
2.8.4 Konsepsi Topologi di Ruang Metrik

Gagasan dasar yang diperlukan untuk mengetahui konsep limit adalah
persekitaran, dan didefiniskan dalam ruang metrik sebagai berikut.
Definisi 2.8.4.1 Persekitaran

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik, maka untuk & > 0, persekitaran &
pada titik x, € X merupakan himpunan

Ve(xg) = {x € X:d(xgy, x) < €}.
Persekitaran x, adalah kumpulan himpunan U yang berisi persekitaran  pada x,
untuk e > 0 (Bartle dan Sherbert, 2010).

Setiap gagasan yang didefinisikan dalam persekitaran dapat didefinisikan
dan dibahas dalam konteks ruang metrik. Pertimbangan pertama adalah barisan
konvergen (Bartle dan Sherbert, 2010).

Barisan dalam ruang metrik (X, d) adalah fungi X: N — X dengan domain
N dan range di X, notasi yang biasa digunakan untuk barisan adalah X = (x,)
tetapi sekarang x, € X untuk semua x € X. Jika harga multak diganti dengan
metrik dalam definisi barisan konvergen, didapatkan gagasan barisan konvergen

dalam ruang metrik (Bartle dan Sherbert, 2010).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



20
Definisi 2.8.4.2 Konvergen

Diberikan (x,) barisan di ruang metrik (X,d). Barisan (x,) adalah
konvergen ke x di X jika untuk setiap € > 0 ada K € N sedemikian sehingga
X, € Vo(x) untuk semua n € K (Bartle dan Sherbert, 2010).

Karena x, € V.(x) jika dan hanya jika d(x,, x) <e, barisan (x;,)
konvergen ke x jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 ada K sedemikian sehingga
d(x,,x) < e untuk semua n > K. Dengan kata lain, barisan (x,) di (X,d)
konvergen ke x jika dan hanya jika barisan bilangan riil (d(x,, x)) konvergen ke
0 (Bartle dan Sherbert, 2010).

Definisi 2.8.4.3 Barisan Cauchy

Diberikan (X,d) adalah ruang metrik. Barisan (x,) pada X dikatakan
barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0, ada H € N maka d(x,, x,,) < € untuk
semuan, m = H (Bartle dan Sherbert, 2010).

Lemma 2.8.4.4
Barisan konvergen adalah Cauchy (Hutahaean, 1994).
Bukti
Misalkan lim,_. x, =x9 dan &> 0 sebarang, maka ada H sehingga
d(xn, %) < = jikan > H.
Jikam > H dann > H, maka ada d(x,,, x,) < % L d (X, x0) < 2
Sehingga, d(xm, %n) < d(Xm, Xo) + (Xo, %) <>+>=¢. Berarti (x,) adalah
barisan Cauchy.
2.8.4.5 Lemma
Barisan konvergen di suatu ruang metrik mempunyai titik limit tunggal

(Hutahaean, 1994).
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Bukti.
Misalkan lim,,_,., x, = p, lim,_, x, = q, p # q, maka d(p,q) > 0.

Untuk & > 0 sebarang ada H sehingga d(x,,, p) < % d(x,, q) < % bilan > ny.
0<d(p,q) <dp,x,)+d(x,q) < §+§ =¢, sehingga d(p,q) =0 ini

bertentangan dengan p # q. Jadi lim,,_,, x,, adalah tunggal.
Definisi 2.8.4.6 Kelengkapan
Ruang metrik (X, d) dikatakan lengkap, jika setiap barisan Cauchy adalah

konvergen (Hutahaean, 1994).

Contoh 2.8.4.7

1. Metrik d(x,y) = |x — y| pada sistem bilangan riil (R) adalah ruang metrik
lengkap.

2. Metrik d(x,y) =[x — y| pada sistem bilangan rasional (Q) adalah ruang
metrik tak lengkap.

Jawaban

1. Misalkan lim,,_,., x, = x. Ambil sebarang barisan Cauchy (x,) di R, maka
untuk setiap € < 0 terdapat N € R sedemikian sehingga untuk setiap n = N

berlaku

€
d(x,,x) < >

Ambil m >n = N, maka berlaku d(x,,, x) <§ dan d(x,,x) <§ dengan
menggunakan ketaksamaan segitiga, untuk m > n > N berlaku

£ ¢
d (e, xn) < d(xp, x) + d(x,x,) < > + S=¢

Jadi barisan (x,) adalah barisan Cauchy. selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

d(x,y) konvergen.
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d(x,y) = |x — y| mempunyai limit yaitu lim,,_,,|x — y| = 0, maka
Ix —y—0|<e.
Ambil € > 0, yang berarti bahwa y juga merupakan limit dari d(x,y) =
lx = yl.
Sehingoa lim,_,,, x = y dapat dilihat bahwa |x —y| < e dan ¢ > 0. Maka
dapat disimpulkan bahwa d(x, y) konvergen.

Sehingga terbukti bahwa d(x, y) adalah ruang metrik lengkap.
2. Misalkan barisan (x,) dimana x, =1 —% dan n = 1,2,3, ... adalah barisan

Cauchy. Maka menurut Definisi 2.8.4.2 barisan (x, ) konvergen, yaitu
konvergen ke 1 € R, Jadi terbukti bahwa (X, d) adalah ruang metrik lengkap.
3. Ambil barisan Cauchy (x,) di (Q) dengan x, >0, x,?> <2 dengan n =

1,2, ..., maka lim,., x, = V2 & Q.

2.9 Ruang Metrik Quasi

Ruang metrik quasi merupakan perumuman dari ruang metrik. Hal ini
dapat diketahui dari tidak adanya sifat simetri pada ruang metrik quasi, sedangkan
sifat-sifat lainnya pada ruang metrik terdapat pada ruang metrik quasi.
Definisi 2.9.1

Diberikan X suatu himpunan tak kosong. Didefinisikan metrik quasi
sebagai fungsi bernilai riil d: X x X — R yang memenuhi sifat-sifat
Untuk setiap x, y, z € X, berlaku:
(QM1) d,(x,y) = 0.
(QM2) d,(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y.

(QM3) dy(x,y) < dy(x,2) +dy(z,y)
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Jika d, metrik quasi di X, maka pasangan (X,d,) disebut ruang metrik quasi
(Firdaus, dkk., 2013).
Contoh 2.9.2
Pada himpunan bilangan riil R dilengkapi dengan fungsi
dq(x,y) = |x =y,
Dengan menggunakan sifat-sifat fungsi nilai mutlak dapat dibuktikan bahwa
d, suatu metrik quasi di R.
Jawaban
(QM1) Positive Definite
d,(x,y)=x—y|l=0
dan
dy(x,x) = |x—x| =10] =100] =10]|0| =0.0=10
(QM2) = jikad,(x,y) =0, maka|x—y|=0jadix —y =0danx =y.
& jikax =ymakad,(x,y) =|x—y|=|x—x| =0 =0
(QM3) Triangle Inequality
dyx,y)=Ix—yl<I|x—z|+|z—yl
dy(x,y) < dg(x,2) + dy(z,y)

Sehingga terbukti bahwa d, metrik quasi pada R.

2.10 Kajian Keagamaan

Untuk dapat menelaah, mendalami, meneliti, mengetahui ciri sesuatu, dan
membaca baik yang tertulis maupun tidak tertulis seperti konsep jarak dan lain
sebagainya, sebagaimana pemaknaan igra’ maka dibutuhkan akal yang sempurna

lagi sehat. Firman Allah dalam surat Ali ‘Imran ayat 190:
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“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam dan
siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. ”

Makna ayat di atas bahwa Allah berfirman: “Sesungguhnya dalam
penciptaan langit dan bumi”, artinya pada ketinggian dan keluasan langit dan
juga pada kerendahan bumi serta kepadatannya, dan juga tanda-tanda kekuasaan
Allah yang terdapat pada ciptaan-Nya yang dapat dijangkau oleh indera manusia
pada langit dan bumi, baik yang berupa bintang-bintang, komet, daratan, lautan,
pegunungan, pepohonan, tumbh-tumbuhan, buah-buahan, binatang, barang
tambang, serta berbagai macam warna dan aneka ragam makanan bebauan. “dan
silih bergantinya malam dan siang.” Yakni, silih bergantinya, susul menyusulnya,
panjang dan pendeknya. Terkadang ada malam yang lebih panjang dan siang yang
pendek. Lalu masing-masing menjadi seimbang. Setelah itu, salah satunya
mengambil masa dari yang lainnya sehingga yang terjadi pendek menjadi lebih
panjang, dan yang diambil menjadi pendek yang sebelumnya panjang. Semua itu
merupakan ketetapan Allah yang Maha perkasa dan Masa mengetahui. Oleh
karena itu, Allah berfirman: “ferdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang
berakal (Ulul Albab).” Yaitu mereka yang mempunyai akal yang sempurna lagi
bersih, yang mengetahui hakikat banyak hal secara jelas dan nyata. Mereka bukan

orang-orang tuli dan bisu yang tidak berakal (Abdullah, 1994).
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PEMBAHASAN

3.1 Sifat-sifat Ruang Metrik Quasi Parsial
3.1.1 Ruang Metrik Parsial
Definisi 3.1.1.1
Ruang metrik parsial adalah pasangan (X,d,:X x X — R) sehingga
memenuhi:
(P1) 0<=<d,(x,x) < dy(x,y) (non-negatif dan small self-distances)
(P2) Jika d,(x,x) =d,(x,y) =d,(y,y) maka x =y (indistancy implies
equality)
(P3) d,(x,y) = d,(y,x) (symmetric)
(P4) d,(x,2) <d,(x,y)+d,(y,z) — d,(y,y) (triangularity).
Contoh 3.1.1.2
Buktikan bahwa himpunan R™ dengan fungsi jarak d, yang didefinisikan

dengan:

dy(x,y) = max{|x; —y,|, 1<i<n}
adalah ruang metrik parsial.
Jawaban
(P1) d,(x,y) =max{|lx;—y,|, 1<i<n}=>0
d,(x,x) =max{|x; —x;|, 1<i<n}=0

Sehingga, 0 < d,,(x,x) < d,(x,y)

(P2) d,(x,x) =max{|x;— x|, 1<i<n}=0

25
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dy(y,y) =max{ly,—y,| 1<i<n}=0
Jika dy,(x,y) = 0 maka max{|x; —y;|, 1 <i<n}=0.
Artinya |x; — y,| = 0 yang berakibat x; —y, = 0.
Karenax —y =0makax =y
Sehingga, d,(x,x) = d,(x,¥) = d,(y,y) makax =y
(P3) d,(x,y) = max{|x; —y,, 1<i<n}
= max{|(-D(y; —x)|, 1 <i<n}
= max{|—-1||ly; —x;|, 1 <i<n}
=max{1l|y; —x;|, 1 <i<n}
= max{|y; — x;|,1 < i < n}
=dp(¥,%)
(P4) dy(x,2) = max{|x; —zl, 1 <i<n}
=max{|(x; —z) + i —y) — i —y)l, 1 <i<n}
< max{lx; —yil + lyi =zl = lyi —wil, 1 <i<n}
=max{|x; —y;i|, 1<i<n}+max{ly;—zl| 1<i<n}-
max{|x; —y;|, 1 <i<n}
=dp(x,y) +dy(x,2) —dp(y,¥)
dp(x,2) < dp(x,y) +d,(x,2) — d,(¥,y)

Sehingga terbukti bahwa d,, metrik parsial pada R".

3.1.2 Ruang Metrik Quasi Parsial
Definisi 3.1.2.1

Metrik quasi parsial pada himpunan tak kosong X adalah fungsi dg,: X x

X - R*, yang memenuhi sifat-sifat:
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(QPM1) Jika dgpy(x, x) = dgp(x,y) = dgp(y,y) maka x = y.
(QPM2) dgp(x,x) < dgp(x, ).
(QPM3)  dyp(x,x) < dgp(y,x)
(QPM4) dgy(x,¥) +dgp(z,2) < dgp(x,2) + dgy(z,y) untuk semua x,y,z € X.
Ruang metrik quasi parsial adalah pasangan (X, d,,,) sehingga X adalah himpunan
tak kosong dan d, adalah metrik quasi parsial pada X.

Sebagai catatan, jika dg,(x,¥) = dg, (¥, x), Vx,y €X maka (X,dg)
menjadi ruang metrik parsial. Untuk metrik parsial d,, pada X, diberikan fungsi
d: X x X - R* yang didefinisikan dengan:

d(x,y) = 2d,(x,y) — dp(x,x) — dp(¥,¥)
adalah metrik pada X.
Diberikan gqp adalah metrik quasi parsial pada himpunan X. Maka
dgp(%,y) = qp(x,y) + qp(y, X) — qp(x,X) — qp(y, )
adalah metrik pada X (Gupta dan Gautam, 2015).
Contoh 3.1.2.2
Diberikan X = [0,1]. Tunjukkan dg,(x,y) = |[x —y| +x adalah ruang
metrik quasi parsial.
Jawaban
(QPM1) Jika d g (x, x) = dgp (X, ¥) = dgp (v, y) Maka
dgp (X, %) = dgp (v, )
lx—x[+x=|y—yl+y
xX=y
(QPM2) dgp(x,x) =[x — x| +x

=X
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dgp(x,y) = lx =yl + x
x<|x—y|l+x=0
Sehingga, dg,(x, x) < dgp(x,y)
(QPM3) dyp(x, x) < dgp(y,x)
dgp (0, %) = |x— x| +x
=X
dep¥, ) =1y —xl+y
x<l|ly—-x|+y=0
Sehingga, dgp,(x, x) < dgp(y, x)
(QPM4) d g, (x,y) + dgp(z,2) = |x —y|+x+|z—z| + z
s ER 2 i
=lx—z+z—y|l+x+z
<lx-zl+lz=-yl+x+z=|x—2z|+x +
lz—y|l+z
Sehingga, terbukti d, (x,¥) + dgp(2,2) < dgp(x,2) + dgy (2, Y).
Lemma 3.1.2.3

Untuk metrik quasi parsial pq pada X

dop() = 31apC03) + @, 0] %y € X
adalah metrik parsial pada X.
Bukti.
Pembuktian Lemma 3.1.2.3 di atas adalah dengan melihat

depy(,X) = qp(x,x),  Vx€X.

28
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Jika dgp(x,y) = %[qp(x,y) + qp(y,x)], x,y € X adalah metrik quasi parsial gp

pada X maka memenuhi sifat-sifat metrik quasi parsial. Sehingga akan dibuktikan

bahwa (X, pq) adalah ruang metrik parsial pada X.

(PL)  dgp(x,x) = 31qp(x, %) + qp(x, 0], x € X

N |-

[2gp(x,x)], x €X
=qp(x,x) 20, x€X
dgp (%) = 31qp(6y) + qp(¥,%)] = qp(x, %) = 0, x,y € X
Sehingga (P1) terpenuhi.
(P2) Berdasarkan definisi ruang metrik quasi parsial (QPM1) maka
dop (0, %) = dgp(x,y) = dgpy (v, y) = x = .
(P3) Karenax =y maka dg,(x,y) = dgy(y,x).
(P4) Berdasarkan definisi ruang metrik quasi parsial (QPM4)
dep (6, y) +dgy(2,2) < dgp(x,2) + dgp(2,Y)
maka
dop (%, Y) < dgp(X, 2) + dgp(2,Y) — dgp(Z, 2).
Dalil 3.1.2.4
Diberikan (X,p) adalah ruang metrik parsial. Himpunan d,(x,y) =
p(x,y) — p(x,x) untuk x,y € X. Maka (X, d,,) adalah ruang metrik quasi parsial.
Bukti.
(i) Jikax=y,Vx,y€X =0=<d,(x,x) =d,(x,y) =d,(v,y)
(i) 0=<d,(x,y) —dy(x,x)
dp(x,x) < d,(x,y)

(iif) Dari (i) maka d,,(x,y) = d,(y,x) sehingga
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dy(x,x) < d,(y,x)
(V) dp(x,2) <d,(x,y) +d,(y,2) —d,(y,¥)
dp(x,2) + dp(v,y) < dp(x,y) + dp(y,2)

Maka terbukti (X, d,,) adalah ruang metrik quasi parsial.
Sebenarnya, dalil di atas memberikan penjelasan bahwa (X, q,) adalah ruang
metrik quasi berdasarkan fakta bahwa q, (x,x) =p(x,x) —plx,x) =0.
Contoh 3.1.2.5

Pasangan (R*,p) dengan p(x,y) = max{x,y} adalah ruang metrik
parsial. Dalam Kkasus ini d,(x,y) = |x —y|. Maka (R, d,,) adalah ruang metrik
quasi parsial.
Jawaban
Berdasarkan definisi ruang metrik parsial, maka
(QPML1) jika dy,(x, x) = d,(x,y) = d,(y,y) maka

lx=x| =lx=yl=ly -yl
0] = |x—y| = 10|
O0=x—y=0
X =y.

(QPM2) d,(x, x) < dp(x,y)

dy(x,x) =|x—x|=0

dy(e,y)=lx—yl=0

Maka terbukti d,(x, x) < d,(x,y)
(QPM3) d,(x, x) < dp,(y,x)

dpy(,x) =[x—x|=0

dy(x,y)=ly—x|=0
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Sehingga terbukti d,,(x,x) < d,,(y, x)

(QPM4) dy,(x, y) + dy(z,2) = Ix — y| + |z — 2]

=[x —y|
=|x—z+z-y|
<lx—zl+]z—yl

Maka terbukti bahwa d,(x,y) + d,(z,2) < d,(x,z) + d,,(2,y).

Sehingga terbukti bahwa (R*, d,,) adalah ruang metrik quasi parsial.

Definisi 3.1.2.6

(i)

(i)

(iif)

Diberikan (X, gp) ruang metrik quasi parsial. Maka
Barisan {x,} c X konvergen ke x € X jika dan hanya jika
qp(x, x) = lim qp(x,x,) = lim qp(xn, X)
Barisan {x,} € X disebut barisan Cauchy jika dan hanya jika
limy, 00 qP (X, X1,) dan limy, 00 g (X1, X,,) @da (dan terbatas)
Ruang metrik quasi parsial (X,qp) disebut lengkap jika setiap barisan
Cauchy {x,}c X konvergen ke titik x € X sehingga gqp(x,x)=

lirnn,m—mo qp (xm' xn) = limn,m—wo qp (xnf xm)-

Contoh 3.1.2.7

(i)

Diberikan himpunan tak kosong X = [0, 1] dan ruang metrik quasi parsial
(X, gp) dengan definisi pemetaan gp = X X X = [0, 1) yaitu

qp(x,y) = |x —y| + |x|

untuk setiap x, y € X. Jika barisan {x,} < X didefinisikan dengan

untuk setiap n € N, maka barisan {x,} konvergen ke 0 € R
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(ii) Diberikan himpunan tak kosong X = [0, 1] dan ruang metrik quasi parsial
(X, gqp) dengan definisi pemetaan gp: X X X — [0, o) yaitu:
qp(x,y) = |x —y| + x|
untuk setiap x, y € X. Jika barisan {x,,} c X didefinisikan dengan
Lt
" n
untuk setiap n € N, maka barisan {x,} adalah barisan Cauchy.
(iii) Diberikan himpunan tak kosong X =[0,1] c R dan pemetaan
d: X x X - [0, o) yang didefinisikan dengan
qp(x,y) =[x =yl + x|
untuk setiap x,y € X. Pasangan (X, qp) adalah ruang metrik quasi parsial
lengkap.
Jawaban
(i) Karenalim,_x, = 7111—>nc;lo nZ" - = 0 maka terbukti bahwa x;, konvergen ke 0
(i)  Ambil sebarang € > 0, maka terdapat n, € N sedemikian sehingga nio < %

Oleh karena itu untuk setiap n, m = n, dengan asumsi m > n diperoleh

qp(xnrxm) > |xn - xml + |xn|

1 1 il
-3+ H
n m n
P 77 —) |1|
nm n
m-n 1 m 1 1

Jadi terbukti bahwa {x,,} adalah barisan Cauchy.
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(iii) Ambil sebarang barisan Cauchy {x,} c X, karena {x,} adalah barisan

Cauchy berarti untuk setiap € > 0 terdapat ny € N sehingga untuk setiap
n,m = n, berlaku

qp (X, Xm) < € S Xy — Xl + x5 < €
Karena |x, — x| + |x,] <& maka |x, —x,,| <&, dengan kata lain {x,}
merupakan barisan Cauchy di R. Karena R mempunyai sifat lengkap maka
barisan {x,} konvergen, misalkan barisan {x,,} konvergen ke x. Jelas x € X,
karena barisan {x,} € X dan X merupakan himpunan tertutup.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa barisan {x,} konvergen ke x € X,
dengan kata lain akan ditunjukkan bahwa
lim,, 00 qp(xy, X) =lim,e, gp(x, x,,) = 0.
Karena {x,,} € X merupakan barisan Cauchy, maka diperoleh bahwa
lim,, 0 gp(x,,, X) = lim,, 0| %;, — x| + |6,]

= limy,_, 00| % — limy, 00 X | + |25,

= lim gp(xp, xp)
n,m—oo

=0
dan
limy, 0 qp (X, X)) = limyyoo | — 2| + x|
= limy, 0 [liMyy 00 X, — X | + im0 | %0, |
= n},ilrgmqp(xm, Xn)
=0

Sehingga terbukti bahwa (X, gp) adalah ruang metrik quasi parsial lengkap.
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Lemma 3.1.8
Diberikan (X, qp) adalah ruang metrik quasi parsial, diberikan (X, p) adalah
ruang metrik parsial (yang sesuai), dan diberikan (X,d) adalah ruang metrik
(yang sesuai). Beberapa pernyataan berikut ekivalen
a. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, gp) dan (X, gqp) adalah lengkap.
b. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X,p) dan (X, p) adalah lengkap.
c. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, d) dan (X, d) adalah lengkap.
Lebih lanjut,
lim,, Lo d(xy, x) = 0 © p(x,x) = limy,_,00 (X, x) = limy, 00 P(Xp, X))
& qp(x,x) = limye qp(x, Xn) = limy 00 qP (Xn, %)
= limy, L0 qp (. X) = limy 100 G0 (i, 23
Bukti.
Akan dibuktikan a dan b ekivalen
Diberikan € > 0 ada K sedemikian hingga untuk setiap n,m = K, x, dan x,,
memenuhi gp(x,, x,,) < €. Sehingga
Jm qp (e, ) = limqp (e, xn) = 1im qp(n, x) = qp(x, )

Berdasarkan Lemma 3.1.2.3 maka gqp(x, x) = p(x, x). Sehingga
qp(x,x) = p(x,x) = lim p(x,, x) = lim p(x,, X))
n—oo n,m—oo

Jadi terbukti bahwa a dan b ekivalen. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa b dan c
ekivalen.
Diberikan € > 0 ada K sedemikian hingga untuk setiap n,m = K, x, dan x,,

memenuhi p(x,, x,,) < €. Sehingga

lim p(x,, xy) = lim p(x,, x) = p(x, x)
n,m—oo n—oo

berdasarkan definisi
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d(x,y) = 2d,(x,y) — dp,(x,x) — d,,(y,y) maka
d(xn, x) = 2p(xn, X) = p(xn, xn) — p(x, X)
d(n, x) = p(xn, x) + Py, X) = p(xn, xn) — p(x, %)

d(xn»x) = p(xn»x) + p(xn' x) - p(xn'xn)

d(xp, x) = p(x,, x) + p(xn, x,) — p(x,, X,) (dari sifat P2)
d(xp, x) = p(xp, x)
d(xp, x) = p(x,x)
d(x,,x)=0.
Berdasarkan definisi ruang metrik lengkap sehingga lim,,_,, d(x,, x) = 0.
Jadi terbukti bahwa b dan c ekivalen. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa a dan ¢
adalah ekivalen
Diberikan € > 0 ada K sedemikian hingga untuk setiap n,m = K, x, dan x,,
memenuhi d(x,, x) < a. Sehingga
rlll_r)lgo d(x,x)=0
berdasarkan definisi
dgp(x,y) = qp(x,¥) + qp(y, x) — qp(x, x) — qp(y,y) maka
dgp(Xn, x) = qp(xy, x) + qp(x, x,) — qP(Xy, X5) — qP(X, X)
0 = qp(xp, x) + qp(x, %) — qp(xn, xn) — qp(x, %)
qp (xn, xn) + qp(x, x) = qp(xn, x) + qp(x, x5,)
berdasarkan (QPM1) maka
qp(xXp, x) + qp(xXp, x) = qp(xn, x) + qp (X, x)
qp(xp, x) = qp(xp, )
Dikembalikan kepada (QPM1) maka
qp(x, x) = qp(xp, x)

qp(x, x) = limy,, qp(xn: x)
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Sehingga terbukti bahwa a dan c ekivalen.
Lemma 3.1.9
Diberikan (X, gp) adalah ruang metrik quasi parsial. Maka memenuhi:

a. Jikagp(x,y) =0makax =1y

b. Jikax # y, maka gp(x,y) > 0dan gp(y,x) >0

Bukti

a. Misalkan gp(x,y) = 0, dengan definisi ruang metrik quasi parsial didapatkan
qp(x,x) < qp(x,y) = 0dan gp(y,y) < qp(x,y) = 0.
Dengan analogi, gp(x, x) < qp(y,x) = 0dan qp(y,y) < qp(y,x) = 0.
Sehingga gp(x,x) = qp(x,y) = qp(y,y) =0 dan qp(x,x) = qp(y,x) =
ap(y,y) = 0.

b. Misalkan x # y. Dengan definisi, gp(x,y) =0 dan gp(y,x) = 0 untuk
semua x,y € X. Diasumsikan bahwa gp(x,y) = 0, dengan pembuktian poin
“a” didapatkan x = y, hal ini merupakan kontradiksi. Sehingga, gqp(x,y) >

0, x # y. Dengan analogi, gp(y,x) > 0, x # y.

3.2 Kajian Keagamaan

Pembahasan tentang sifat-sifat ruang metrik quasi parsial di atas
merupakan hasil generalisasi dari ruang metrik quasi dan ruang metrik parsial. Hal
ini dilakukan dengan proses igra’. Bahkan, wahyu pertama yang diterima Nabi
Muhammad mengandung indikasi pentingnya proses penyelidikan. Subyek yang
dimaksudkan dalam al-Alaq ayat 1 sampai 5 adalah manusi, karena potensi ke
arah itu hnaya diberikan oleh Allah kepada manusia. Pemberian potensi ini

tentunya tidak terlepas dari fungsi dan tanggung jawab manusia sebagai khalifah
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Allah di bumi. Sedangkan bumi dan langin beserta isinya telah ditundukkan bagi
kepentingan manusia. Firman Allah dalam surat al-Jatsiyah ayat 13:

TS 5 &) a wup)xﬁé s opeddl 3 G K 505
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“dan Dia telah menundukkan untukmu apa yang di langit dan apa yang di bumi
semuanya, (sebagai rahmat) daripada-Nya. Sesungguhnya pada yang demikian itu
benar-benar terdapat tanda-tanda (kekuasaan Allah) bagi kaum yang berfikir.”

Kata sakhkhara (menundukkan pada ayat di atas atau kata yang semakna
dengan itu banyak ditemukan di dalam al-Quran yang menegaskan bahwa Allah
menundukkan semua ciptaan-Nya sesuai dengan peraturan-peraturan Allah,
sehingga manusia dapat mengambil manfaat sepanjang manusia mau
menggunakan akal dan pikiran serta mengikuti langkah dan prosedur yang sesuai
dengan peraturan tersebut.

Pandangan al-Quran tentang keilmuan non agama seperti ruang metrik
quasi parsial dapat ditelusuri dari pandangan al-Quran tentang ilmu. Al-Quran
meletakkan posisi ilmu pada tingkatan yang hampir sama dengan iman yang

terdapat pada surat al-Mujadalah ayat 11:

12236 bl 1,508 280 Js 18 B il gl
’{Sﬂ.@} s | gals JJJTZJTGJJ 1935506 1y3al 3 1305 }th&'f C‘“‘“&:
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“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: "Berlapang-lapanglah
dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi kelapangan untukmu.
dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka berdirilah, niscaya Allah akan
meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu
pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.”
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan bahwa
ruang metrik quasi parsial merupakan gabungan dari ruang metrik quasi dan ruang
metrik parsial. Sifat-sifat ruang metrik quasi parsial sebagai berikut :

a. Metrik quasi parsial pq pada X

dop(®y) = 314P53) + qp, 0] xy € X
adalah metrik parsial pada X.

b. Diberikan (X,p) adalah ruang metrik parsial. Himpunan d,(x,y) = p(x,y) —
p(x,x) untuk x,y € X. Maka (X, d,,) adalah ruang metrik quasi parsial.

c. Diberikan (X, gp) adalah ruang metrik quasi parsial, diberikan (X,p) adalah
ruang metrik parsial (yang sesuai), dan diberikan (X, d) adalah ruang metrik
(yang sesuai). Beberapa pernyataan berikut ekivalen
1. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, gp) dan (X, gp) adalah lengkap.

2. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, p) dan (X, p) adalah lengkap.
3. Barisan {x,} adalah Cauchy di (X, d) dan (X, d) adalah lengkap.
Lebih lanjut,
lim, e d(x, x,) = 0 © p(x,x) = lim,,e p(x, X,) = limy, 100 (X, X )
© gp(x,x) = limye qp(x, Xn) = limy m-e0 g0 (Xn, Xin)

= limy,_,e qp(xn: x) = limn,m—wo qp(xm: xn)

38
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4.2 Saran
Pada skripsi ini, peneliti mengkaji tentang sifat-sifat ruang metrik quasi
parsial saja. Oleh karena itu peneliti memberikan saran kepada pembaca yang
tertarik pada permasalahan ini supaya mengembangkannya pada konsep titik tetap

pada ruang metrik quasi parsial.
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