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ABSTRAK 

 

Akhadiyah, Dinda Akromatul. 2018. Spektrum Adjacency, Laplace, Signless 

Laplace, dan Detour Graf Subgrup dan Komplemen Graf Subgrup 

dari Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad Jamhuri, M.Si. 

 

Kata Kunci: Spektrum, spektrum adjacency, spektrum Laplace, spektrum 

signless Laplace, spektrum detour, graf subgrup, komplemen graf 

subgrup, grup dihedral.  

 

Penelitian ini membahas pola umum spektrum adjacency, Laplace, 

signless Laplace, dan detour dari graf subgrup dan komplemen graf subgrup 〈  〉 
dari grup dihedral    . Spektrum diperoleh dengan terlebih dahulu menentukan 

subgrup normal dari suatu grup dihedral (   ) yang dibangun oleh    sehingga 

diperoleh beberapa kasus n genap saja dan    . Kemudian mencari nilai Eigen 

dan vektor Eigen. Sehingga diperoleh hasil penelitian sebagai berikut: 

1. Pada graf subgrup hanya didapatkan spektrum adjacency, Laplace dan 

signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf yang 

diperoleh adalah graf tidak terhubung.   

a. Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )) untuk   genap 

dan     adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

b. Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )) untuk   

genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 

2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan spektrum adjacency, Laplace, 

signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf 

terhubung.   

a. Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap 

dan     adalah 
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     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

b. Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   

genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

d. Pola umum spektrum matriks detour   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 

 



 

xvi 

ABSTRACT 

 

Akhadiyah, Dinda Akromatul. 2018. Adjacency, Laplacian, Signless Laplacian, 

and Detour Spectrum of Subgroup Graph of Dihedral Group and 

Their Complements. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of 

Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad 

Jamhuri, M.Si. 

 

Keyword: Spectrum, adjacency spectrum, Laplacian spectrum, signless 

Laplacian spectrum, detour spectrum, subgroup graph, complement 

of subgroup graph, dihedral group. 

 

This research discusses adjacency, Laplacian, signless Laplacian, and 

detour spectrum from subgroup graph and complement of subgroup graph 〈  〉 of 

dihedral group    . Firstly, the spectrum is obtained by determining the normal 

subgroups of a dihedral group (   ) which is constructed by   . It generates 

some cases of   is even and    . Secondly, calculating the Eigen value and 

Eigen vector. The results of this research are as follows: 

1. On the subgroup graph, it is found that there are the adjacency, Laplacian, 

and signless Laplacian spectrum. The detour spectrum can not be found 

because the graph is non-connected. 

a. The adjacency matrix spectrum  ( 〈  〉(   )) for   is even and     is 

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

b. The Laplacian matrix spectrum  ( 〈  〉(   )) for   is even and     is 

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

c. The signless Laplacian matrix spectrum   ( 〈  〉(   )) for   is even and 

    is 

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 

2. On complement of subgroup graph, the adjacency, Laplace, signless Laplace, 

and detour spectrum are found since the graph is connected. 

a. The adjacency matrix spectrum  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) for   is even and     is 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

b. The Laplacian matrix spectrum  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) for   is even and     is 
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     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

c. The signless Laplacian matrix spectrum   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) for   is even and 

    is 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

d. The detour matrix spectrum   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) for   is even and     is 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 
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 ملخص

 detour لابلاس و signless، لابلاس، adjacencyطيف . ٨١٠٢الأحدية، ديندا أكرمة. 
الرياضيات  شعبةالبحث. . زمرة زوجيةفرعي من مجموعة  مخططفرعي وتكملة  مخطط

( الدكتور عبد 1كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم مالانج. المشرف: )
 ( محمد جمهوري الماجستير. 2الشاكر الماجستير، )

اللابلاس، طيف  signless، طيف لابلاس، طيف adjacencyطيف، طيف  الكلمة المفتاحية:
detour ،زمرة زوجيةفرعي، ومجموعة غروف  مخططفرعي، تكملة  مخطط. 

لابلاس  signless، لابلاس، adjacencyبحث هذا البحث عن عموم النمط من طيف  
. يتم الحصول على     ةزمرة زوجيمن مجموعة  〈  〉فرعي  مخططفرعي وتكملة  مخططdetour  و

حتى    المبنية من  (   ) زمرة زوجيةالطيف من خلال تحديد فرعي طبيعي أولا من مجموعة 
. الذاتي والمتجه لقيمة الذاتية. وبعد ذلك بحث عن     الكامل و   حصل على بعض قضية 

 ومن هنا حصل على نتيجة البحث على النحو التالي:
لابلاس. ولا يمكن تحديد  signlessفرعي، لابلاس  مخططفى  adjacency لقد وجد طيف .1

 غير متصل. مخططالمحصول عليه  مخططبسبب أن  detourطيف 

الكامل   لقيمة  ((   )〈  〉 ) المقلوب  adjacencyأما النمط العام من طيف  . أ
 هو     و

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

    الكامل و   لقيمة  ((   )〈  〉 ) والنمط العام من طيف لابلاس المقلوب    . ب
 هو

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

الكامل و   ة لقيم ((   )〈  〉 )  لابلاس المقلوب  signlessوالنمط العام من طيف   . ت
 هو    

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 
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لابلاس،  signless، ولابلاس، adjacencyفرعي، لقد وجد طيف  مخططأما فى تكملة  .2
 متصل. مخططالمحصول عليه  مخططبسبب أن   detourو

̅̅(   )〈  〉 )  المقلوب adjacencyأما النمط العام من طيف  . أ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ الكامل   لقيمة  (̅
 هو      و

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

̅̅(   )〈  〉 ) والنمط العام من طيف لابلاس المقلوب   . ب ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  هو      الكامل و  لقيمة  (̅

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

الكامل   لقيمة  ((   )〈  〉 )  لابلاس المقلوب  signlessوالنمط العام من طيف   . ت
 هو     و

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

̅̅(   )〈  〉 )  المقلوب  detourوالنمط العام من طيف   . ث ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      الكامل و  لقيمة  (̅
 هو

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Firman Allah dalam al-Quran surat al-Qamar ayat 49 sebagai berikut 

۞خَلَقْنَاهُ بِقَدَر   إِنَّا كُلَّ شَيْء     

 “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.” (Q.S. Al-Qamar:49) 

 

Segala sesuatu yang ada di bumi dan langit diciptakan oleh Allah menurut ukuran 

tertentu. Ahli matematika atau fisika tidak membuat rumus sedikitpun. Mereka 

hanya menemukan rumus atau persamaan. Rumus-rumus yang ada sekarang 

bukan diciptakan manusia, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan 

dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir, 2007). 

Dalam al-Quran surat al-Qamar telah dijelaskan bahwa segala sesuatu 

telah diciptakan oleh Allah sesuai dengan ukurannya sehingga ilmu-Nya pun 

sesuai dengan ukuran. Termasuk salah satu cabang ilmu matematika yaitu teori 

graf, dalam beberapa kajiannya memiliki ukuran-ukuran tertentu. Secara khusus, 

yang dimaksud dengan ukuran dalam matematika dapat diartikan sebagai pola-

pola tertentu dalam bentuk rumusan matematis. Oleh karena itu penting untuk 

diselidiki bagaimana pola-pola yang terbentuk dalam teori graf. 

Matematika termasuk salah satu ilmu pengetahuan yang banyak dikaji dan 

diterapkan pada berbagai bidang. Metematika menempati posisi yang cukup 

penting dalam kajian-kajian ilmu yang lain sehingga matematika disebut dengan 

ratu dari ilmu. Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang 

masih menarik untuk dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini 



2 

 

dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. 

Dengan mengkaji dan menganalisis model atau rumus, teori graf dapat 

diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai 

permasalahan (Purwanto, 1998). 

Teori graf adalah cabang dari matematika yang mempelajari graf dengan 

menggunakan sifat-sifat aljabar dari matriks. Misalkan   graf dengan order 

  (   ) dan ukuran   serta himpunan titik  ( )  {            }. Matriks 

keterhubungan titik dari graf   dinotasikan dengan  ( ), adalah matriks (   ) 

dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik    terhubung 

langsung dengan titik    serta bernilai 0 jika titik    tidak terhubung langsung 

dengan titik   . Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat ditulis  ( )  

[   ]         (Abdussakir, dkk, 2009).  

Matriks derajat dari matriks  , dinotasikan dengan  ( ), adalah matriks 

diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari   ,   

         . Matriks  ( )   ( )   ( ) disebut matriks Laplace (Mohar, 

1992) dan matriks   ( )   ( )   ( ) disebut matriks signless Laplace dari 

graf   (Brouwer & Haemers, 2011). 

Pada graf  , lintasan      adalah barisan titik-titik berbeda            

sedemikian sehingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf 

kemudian disebut terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik 

di  . Misalkan   adalah graf terhubung dengan order  . Matriks detour dari   

adalah matriks   ( ) sedemikian sehingga elemen pada baris ke-  dan kolom 

ke-  adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari    ke    di   

(Ayyaswamy & Balachandran, 2010). 
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Pembahasan matriks adjacency  ( ), matriks Laplace  ( ), matriks 

signless Laplace   ( ), dan matriks detour   ( ) dari graf   dapat dikaitkan 

dengan konsep nilai Eigen dan vektor Eigen pada topik aljabar linier yang 

menghasilkan konsep spektrum. Misalkan            dengan         

   adalah nilai Eigen berbeda dari matriks suatu graf, dan misalkan 

 (  )  (  )    (  ) adalah banyaknya basis untuk ruang vektor Eigen 

masing-masing   . Matriks berordo (   ) yang memuat            pada baris 

pertama dan  (  )  (  )    (  ) pada baris kedua disebut spektrum graf  , 

dan dinotasikan dengan     ( ) (Bigg, 1994). Jadi, spektrum graf   dapat 

ditulis dengan 

    ( )  [
       

 (  )  (  )   (  )
]   (Yin, 2008). 

Spektrum yang diperoleh dari matriks  ( ) disebut spektrum adjacency, 

dari matriks  ( ) disebut spektrum Laplace, dari matriks   ( ) disebut spektrum 

signless Laplace, dan dari matriks   ( ) disebut spektrum detour.  

Anderson dkk (2012) mengenalkan konsep baru terkait graf yang 

diperoleh dari grup yaitu graf subgrup. Misalkan   grup dan   subgrup  . 

Misalkan   ( ) adalah graf berarah (digraph) dengan himpunan titik memuat 

semua unsur di   dan titik   terhubung langsung ke   (atau ada busur dari   ke  ) 

jika dan hanya jika     dan     . Jika      dan      untuk suatu 

      dengan     maka   dan   dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak 

berarah. Dengan demikian, akan diperoleh graf   ( ) yang tidak memuat gelung 

(loop) dan sisi rangkap (multiple edge). Graf   ( ) ini disebut graf subgrup dari 

 .  
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Polinomial karakteristik     (    ) matriks adjacency   dari   disebut 

polinomial karakteristik dari   dan dinotasikan dengan   ( ). Nilai Eigen dari   

dan spektrum dari   juga disebut nilai Eigen dari   dan spektrum dari  . Nilai 

Eigen dari   adalah bilangan riil karena   matriks simetri (Cvetkovic, dkk, 2007). 

Adapun penelitian sebelumnya yang sudah dilakukan para peneliti tentang 

spektrum graf yaitu Nurul Faizah (2012) meneliti spektrum adjacency, spektrum 

Laplace, dan spektrum detour yang diperoleh dari graf Türan. Amalia Intifaada  

(2014) meneliti tentang spektrum Laplace pada graf commuting dari grup dihedral 

(   ) dengan   ganjil. Moh. Zainal Arifandi (2014) meneliti spektrum 

keterhubungan titik graf multipartisi komplit   ( )(   ) . Muflihatin Nafisah 

(2014) meneliti spektrum detour dari graf non commuting dari grup dihedral 

(   ) untuk   bilangan asli. Sukris Tri Handayani (2016) meneliti spektrum 

Laplace graf konjugasi yang dibangun dari grup dihedral dengan   ganjil. 

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka peneliti merasa perlu untuk 

meneliti spektrum suatu graf, yang lebih dikhususkan pada spektrum adjacency, 

Laplace, signless Laplace, dan detour pada graf subgrup dan komplemen graf 

subgrup 〈  〉 dari grup dihedral (   ) untuk   genap. Karena graf subgrup 

〈     〉 dan 〈     〉 sudah diteliti, maka peneliti memilih graf subgrup 〈  〉. 

 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah 

1. Bagaimana pola umum spektrum adjacency, Laplace, dan signless Laplace 

graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral? 
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2. Bagaimana pola umum spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan 

detour komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah 

1. Mengetahui pola umum spektrum adjacency, Laplace, dan signless Laplace 

graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral. 

2. Mengetahui pola umum spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan 

detour komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, spektrum yang akan dibahas dibatasi pada spektrum 

matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan detour. Subgrup yang diambil 

adalah subgrup normal 〈  〉 dari grup dihedral (   ) untuk   genap dan    .  

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut. 

1. Memberikan informasi mengenai pola umum spektrum adjacency, Laplace, 

dan signless Laplace graf subgrup dan komplemen graf subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral. 

2. Memberikan informasi saling keterkaitan antara beberapa topik dalam 

matematika, khususnya teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak. 

 



6 

 

1.6 Metode Penelitian 

1.6.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian 

dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf, aljabar linier, 

dan aljabar abstrak. Kajian pada buku teori graf dan jurnal terkait penelitian 

dikhususkan pada kajian mengenai graf. Kajian pada buku-buku aljabar linear 

berkaitan dengan topik matriks, khususnya tentang penentuan nilai Eigen dan 

vektor Eigen suatu matriks. Kajian pada buku aljabar abstrak berkaitan dengan 

topik grup dan subgrup normal.  

1.6.2 Tahap Penelitian 

Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Pola pembahasannya 

dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada suatu generalisasi yang 

bersifat deduktif. Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut. 

1. Menentukan spektrum graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral. 

a. Menentukan subgrup normal yang dibangun oleh    pada suatu grup      

untuk beberapa kasus n genap, yaitu        . 

b. Menggambar graf subgrup 〈  〉 kemudian menyatakan ke dalam bentuk 

matriks adjacency, Laplace, dan signless Laplace. 

c. Menentukan spektrum matriks adjacency, Laplace, dan signless Laplace 

graf subgrup dengan mencari nilai Eigen dan vektor Eigen terlebih dahulu. 

d. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk 

masing-masing kasus. 

e. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema. 
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f. Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara 

deduktif. 

2. Menentukan spektrum komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral.  

a. Menggambar komplemen graf subgrup 〈  〉 kemudian menyatakan ke 

dalam bentuk matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan detour. 

b. Menentukan spektrum matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan 

detour komplemen graf subgrup dengan mencari nilai Eigen dan vektor 

Eigen terlebih dahulu. 

c. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk 

masing-masing kasus. 

d. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema. 

e. Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara 

deduktif. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka 

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, masing-masing bab 

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut 

Bab I Pendahuluan 

Pendahuluan dalam skripsi ini meliputi: latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, 

dan sistematika penulisan. 
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Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini terdiri atas teori-teori yang bisa digunakan untuk menjawab 

rumusan masalah sehingga dapat mendukung bagian pembahasan. Teori-

teori tersebut antara lain meliputi: teori graf, graf dan matriks, spektrum 

graf, grup dan subgrup, ukuran dalam al-Quran. 

Bab III Pembahasan 

Pembahasan berisi tentang bagaimana spektrum adjacency, Laplace, 

signless Laplace, dan detour graf subgrup dan komplemen graf subgrup 

〈  〉 dari grup dihedral, ukuran pada spektrum graf subgrup. 

Bab IV Penutup 

Penutup berisi kesimpulan mengenai hasil dari pembahasan dan saran 

untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Teori Graf 

Graf   adalah pasangan ( ( )  ( )) dengan  ( ) adalah himpunan tak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan  ( ) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di 

 ( ) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di  ( ) disebut order dari   dan 

dilambangkan dengan  ( ), dan banyaknya unsur di  ( ) disebut ukuran dari   

dan dilambangkan dengan  ( ). Jika graf yang dibicarakan hanya graf  , maka 

order dan ukuran dari   masing-masing cukup ditulis   dan   (Abdussakir, dkk, 

2009). 

Sisi   (   ) dikatakan menghubungkan titik   dan  . Jika   (   ) 

adalah sisi di graf  , maka   dan   disebut terhubung langsung (adjacent),   dan 

  serta   dan   disebut terkait langsung (incident), dan titik   dan   disebut ujung 

dari  . Dua sisi berbeda    dan    disebut terhubung langsung (adjacent), jika 

terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi   (   ) akan 

ditulis      (Bondy & Murthy, 2008).  

2.1.1 Derajat Titik 

Derajat dari titik   di graf  , ditulis     ( ), adalah banyaknya sisi di   

yang terkait langsung dengan  . Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat datu 

graf  , maka tulisan     ( ) dapat disingkat menjadi     ( ). Titik yang 

berderajat genap sering disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat 

ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut titik 
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terisolasi (isolated vertices) dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end 

vertices) (Chartrand dan Lesniak, 1996). 

Graf   dikatakan beraturan-  atau beraturan dengan derajat   jika masing-

masing titik   di   berderajat  , ditulis     ( )   , untuk bilangan bulat tak 

negatif  . Graf beraturan-  biasa juga disebut dengan graf kubik (Bondy & 

Murthy, 2008). 

Graf   disebut graf komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling 

terhubung langsung. Graf komplit dengan order   dinyatakan dengan   . Dengan 

demikian maka graf    merupakan graf beraturan-(   ) dengan order     

dan ukuran   
 (   )

 
 (

 
 
) (Bondy & Murthy, 2008). 

2.1.2 Graf Terhubung 

Misalkan   graf. Misalkan   dan   adalah titik di   (yang tidak harus 

berbeda). Jalan  -  pada graf adalah barisan berhingga yang berselang-seling 

                                

antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan 

                                                

adalah sisi di  .    disebut titik awal,    disebut titik akhir, titik              

disebut tititk internal, dan   menyatakan panjang dari  . Jika      , maka   

disebut jalan terbuka. Jika      , maka   disebut jalan tertutup. Jalan yang 

tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial. 

Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi, 

maka jalan  -  

                                

dapat ditulis menjadi 
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                         (Abdussakir, dkk, 2009). 

2.1.3 Graf Komplemen 

Graf komplemen  ̅ dari graf   adalah graf dengan himpunan titik  ( ̅)  

 ( ) dan dua titik akan terhubung langsung di  ̅ jika dan hanya jika dua titik 

tersebut tidak terhubung langsung di  . Artinya jika     ( ) maka     ( ̅) 

dan sebaliknya. Dengan demikian maka gabungan antara  ̅ dan   akan 

menghasilkan graf komplit, atau    ̅  (
 
 
) (Bondy & Murthy, 2008). 

 

2.2 Graf dan Matriks 

Misalkan   graf dengan order   (   ) dan ukuran   serta himpunan 

titik  ( )  {            }. Matriks keterhubungan titik (atau matriks 

keterhubungan) dari graf   dinotasikan dengan  ( ), adalah matriks (   ) 

dengan unsur pada baris ke-  dan kolom ke-  bernilai   jika titik    terhubung 

langsung dengan titik    serta bernilai   jika titik    tidak terhubung langsung 

dengan titik   . Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat ditulis  ( )  

[   ]        , dengan 

    {
 
 
            

            ( )

            ( )
 

Matriks keterhubungan suatu graf   adalah matriks simetri dengan unsur   dan   

dan memuat nilai   pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat 

gelung (loop) dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009). 

Selain konsep matriks adjacency, masih terdapat konsep matriks lainnya 

yang dapat diperoleh dari suatu graf. Matriks derajat dari matriks  , dinotasikan 

dengan  ( ), adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-  dan kolom ke-  
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adalah derajat dari   ,            . Jadi, matriks derajat dari graf   dapat 

ditulis  ( )  [   ],        , dengan 

    {
   (  )
 

            
    
    

 

Matriks  ( )     ( ) –   ( ) disebut matriks Laplace (Mohar, 1992) dan 

matriks   ( )     ( )    ( ) disebut matriks signless Laplace dari graf   

(Brouwer & Haemers, 2011).  

Pada graf  , lintasan-     adalah barisan titik-titik berbeda            

sedemikian hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf kemudian 

disebut terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik di  .  

Misalkan   adalah graf terhubung dengan order  . Matriks detour dari   adalah 

matriks   ( ) sedemikian hingga elemen pada baris ke-  dan kolom ke-  adalah 

bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari    ke    di   (Ayyaswamy & 

Balachandran, 2010). 

 

2.3 Spektrum Graf 

Misalkan   graf berorder    dan   adalah matriks keterhubungan dari graf 

 . Suatu vektor tak nol   disebut vektor Eigen (Eigen vector) dari   jika    

adalah suatu kelipatan skalar dari  ; yakni,      , untuk sebarang skalar  . 

Skalar   disebut nilai Eigen (Eigen value) dari  , dan   disebut sebagai vektor 

Eigen dari   yang bersesuaian dengan  . Untuk menentukan nilai Eigen dari 

matriks  , persamaan       ditulis kembali dalam bentuk (    )   , 

dengan   adalah matriks identitas berordo (   ). Persamaan ini akan 

mempunyai solusi tak nol jika dan hanya jika    (    )   . 
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Persamaan    (    )    akan menghasilkan persamaan polinomial 

dalam variabel   dan disebut persamaan karakteristik dari matriks  . Skalar-skalar 

  yang memenuhi persamaan karakteristik ini tidak lain adalah nilai-nilai Eigen 

dari matriks   (Anton & Rorres, 2004). 

 Misalkan            adalah nilai Eigen berbeda dari  , dengan    

       , dan misalkan  (  )  (  )    (  ) adalah banyaknya basis 

untuk ruang vektor Eigen masing-masing   , maka matriks berordo (   ) yang 

memuat            pada baris pertama dan  (  )  (  )    (  ) pada baris 

kedua disebut spectrum graf  , dan dinotasikan dengan     ( ) (Bigg, 1994). 

Jadi, spektrum graf   dapat ditulis dengan  

    ( )  [
       

 (  )  (  )   (  )
]  (Yin, 2008). 

Spektrum yang diperoleh dari matriks  ( ) disebut spektrum adjacency, 

dari matriks  ( ) disebut spektrum Laplace, dari matriks   ( ) disebut spektrum 

signless Laplace, dan dari matriks   ( ) disebut spektrum detour. 

 

2.4 Grup dan Subgrup 

2.4.1 Grup Dihedral 

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-  

beraturan, dinotasikan    , untuk setiap   bilangan bulat positif dan    . 

Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan    (Dummit dan 

Foote, 1991). Karena grup dihedral akan digunakan secara ekstensif, maka perlu 

beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan 

selanjutnya dan membantu mengamati     sebagai grup abstrak, yaitu:  
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(1)               semuanya berbeda dan     . Jadi | |   . 

(2) | |   . 

(3)      untuk semua  . 

(4)        untuk semua    ,       dengan    . Jadi  

    {     
                         } 

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk      untuk 

    atau   dan        . 

(5)        . Ini menunjukkan bahwa   dan   keduanya tidak komutatif sehingga 

    tidak abelian. 

(6)        , untuk semua       (Dummit dan Foote, 1991). 

2.4.2 Subgrup dan Subgrup Normal 

Misalkan   grup dan   himpunan bagian di  . Jika   dengan operasi 

biner yang sama dengan di   membentuk grup, maka   disebut subgrup dari   

dan dinotasikan dengan     (Dummit dan Foote, 1991). Unsur identitas di 

subgrup   adalah unsur identitas di grup  . Dengan demikian, maka   subgrup   

jika dan hanya jika    ,    , dan        untuk semua      . 

Jika     dan berlaku          untuk semua     dan    , maka 

  disebut subgrup normal dari   dan dinotasikan dengan    . Jika   grup 

abelian maka semua subgrup di   adalah subgrup normal karena      

              untuk semua     dan     Dengan notasi lain, 

  subgrup normal di   jika dan hanya jika         atau      , untuk 

semua    .  
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2.5 Graf Subgrup 

Misalkan   grup dan   subgrup  . Misalkan   ( ) adalah graf berarah 

(digraph) dengan himpunan titik memuat semua unsur di   dan titik   terhubung 

langsung ke   (atau ada busur dari   ke  ) jika dan hanya jika     dan     . 

Jika      dan      untuk suatu       dengan     maka   dan   

dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan demikian, akan 

diperoleh graf   ( ) yang tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple 

edge). Graf   ( ) ini disebut graf subgrup dari   (Anderson, dkk, 2012)  

Kakeri dan Erfanian (2015) menjelaskan bahwa graf subgrup   ( ) jelas 

eksistensinya ketika   adalah subgrup normal dari  . Jika      maka belum 

tentu     . Jika   subgrup normal di  , maka      berakibat    

   (  )   . Dengan demikian, ketika   subgrup normal maka komplemen 

dari graf subgrup   ( ) juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah 

(digraph). 

 

2.6 Ukuran dalam Al-Quran 

Allah berfirman dalam surat al-Qamar ayat 49 sebagai berikut 

۞إِنَّا كُلَّ شَيْء  خَلَقْنَاهُ بِقَدَر     

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.” (Q.S. Al-Qamar:49) 

 

Sesungguhnya segala yang terjadi di dalam kehidupan ini adalah dengan 

ketentuan Allah dan pembentukannya, menurut ketentuan hikmah-Nya Yang 

Maha Bijaksana dan aturan-Nya yang menyeluruh, dan sesuai dengan Sunnah-

sunnah yang Dia letakkan pada makhluk-Nya (Al-Maragi, 1993). 
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Semakna dengan surat al-Qamar ayat 49 ialah firman Allah dalam surat al-

Furqan ayat 2 sebagai berikut 

 شَيْء  الَّذِي لَهُ مُلْكُ السَّمَاوَاتِ وَالْأَرْضِ ولََْ يَ تَّخِذْ وَلَدًا ولََْ يَكُنْ لَهُ شَريِكٌ فِ الْمُلْكِ وَخَلَقَ كُلَّ 

رهَُ تَ قْدِيراً ۞فَ قَدَّ  

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak, dan 

tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah menciptakan segala 

sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” 

Dalam tafsir Al-Maragi (1993) ayat di atas menyatakan sifat kebesaran 

Allah yang menyifati diri-Nya sendiri dengan empat sifat kebesaran, yaitu:  

 الَّذِي لَهُ مُلْكُ السَّمَاوَاتِ وَالْأَرْضِ                                                                        .1

Dia mempunyai keperkasaan dan kekuasaan yang sempurna terhadap langit 

dan bumi serta segala isinya, baik dalam hal mengadakan maupun dalam hal 

meniadakan, dalam hal memerintah maupun dalam hal melarang, sesuai 

dengan tuntutan kehendak-Nya yang didasarkan atas berbagai hikmah dan 

kemaslahatan. 

 ولَََْ يَ تَّخِذْ وَلَدًا                                                                                                           .2

Dia tidak mempunyai anak seperti dikatakan orang-orang yang memandang 

demikian tentang Al-Masih, Uzair dan para malaikat, sebagai mana cerita 

Allah tentang mereka di dalam firman-Nya: 

ۖ  وَقاَلَتِ الْيَ هُودُ عُزَيْ رٌ ابْنُ اللَّهِ وَقاَلَتِ النَّصَارَى الْمَسِيحُ ابْنُ اللَّهِ   

“Orang-orang Yahudi mengatakan, Uzair itu putra Allah. Dan orang-orang Nasrani 

mengatakan, Al-Masih itu putra Allah.” (At-Taubah, 9:30). 
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Dan firman-Nya: 

إِن َّهُمْ مِنْ  أَلَا ۞أمَْ خَلَقْنَا الْمَلَائِكَةَ إِناَثاً وَهُمْ شَاهِدُونَ  ۞فاَسْتَ فْتِهِمْ ألَِرَبِّكَ الْبَ نَاتُ وَلََمُُ الْبَ نُونَ 

۞أَصْطَفَى الْبَ نَاتِ عَلَى الْبَنِيَ ۞وَلَدَ اللَّهُ وَإِن َّهُمْ لَكَاذِبوُنَ ۞إِفْكِهِمْ ليََ قُولُونَ   

“Apakah untuk Tuhanmu anak-anak perempuan dan untuk mereka anak laki-laki, 

atau apakah Kami menciptakan malaikat-malaikat berupa perempuan dan mereka 

menyaksikan(nya)? Ketahuilah bahwa sesungguhnya mereka dengan 

kebohongannya benar-benar mengatakan, ‘Allah beranak’. Dan sesungguhnya 

mereka benar-benar orang yang berdusta. Apakah Tuhan memilih (mengutamakan) 

anak-anak perempuan daripada anak laki-laki?” (As-Saffat, 37: 149-153). 
 

 ولَََْ يَكُنْ لَهُ شَريِكٌ فِ الْمُلْكِ                                                                              .3

Allah tidak mempunyai sekutu dalam kerajaan dan kekuasaan-Nya yang patut 

untuk disembah selain-Nya. Maka beribadahlah kepada-Nya semata secara 

murni tanpa menyertakan “tuhan-tuhan”, para malaikat, jin dan manusia 

dalam ibadah. 

Di sini terdapat penolakan terhadap kaum musyrikin Arab yang dahulu 

mengatakan dalam talbiyah hajinya:  

“Kusambut panggilan-Mu tidak ada sekutu bagi-Mu kecuali sekutu yang ia adalah 

milik-Mu Engkau memiliknya dan apa yang ia miliki”. 

 

رهَُ تَ قْدِيراً                                                                        .4  فِ الْمُلْكِ وَخَلَقَ كُلَّ شَيْء  فَ قَدَّ

Dia mengadakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya yang 

didasarkan atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk 

menerima apa yang dikehendaki-Nya, berupa keistimewaan dan perbuatan 

yang sesuai dengannya. Maka, Dia mempersiapkan manusia untuk dapat 

memahami, memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai 

industri, dan memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta di dalam 
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perut bumi. Dia juga mempersiapkan berbagai jenis hewan untuk melakukan 

berbagai pekerjaan yang sesuai dengannya dan dengan kemampuannya. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Pola Umum Spektrum Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral 

3.1.1 Spektrum Graf Subgrup 〈  〉 dari    

Grup dihedral    dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan dalam 

tabel Cayley berikut. 

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral    

                         

                         

                         

                          

                          
                         

                          

                           

                           

 

Subgrup dari grup dihedral    yang dibangun oleh    adalah {    }. Titik-

titik graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral (  ) adalah  ( 〈  〉(  ))  

{                      }. Sehingga jika dua unsur di grup dihedral    

dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi ( ) menghasilkan {    }, 

maka diperoleh graf subgrup berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟 𝑟  

  𝑟  

𝑠 𝑠𝑟  

𝑠𝑟 𝑠𝑟  

Gambar 3.1 Graf  〈  〉(  ) 
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Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(  ) sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(  ))   

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks 

adjacency tersebut. 

   ( ( 〈  〉(  ))    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

Matriks  ( 〈  〉(  ))     dapat dijadikan matriks segitiga atas atau segitiga 

bawah atau menjadikan matriks eselon baris tereduksi, yang kesemuanya akan 

menghasilkan determinan yang sama.  
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         

   
    

 
     

    
    

 
    

         
         

       
    

 
 

        
    

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    

 
       

  
    

 
      

         
         

     
    

 
   

      
    

 
  

         
         ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         

   
    

 
     

    
    

 
    

         
         

       
    

 
 

        
    

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(  ))     diperoleh dari hasil perkalian 

diagonal utama matriks-matriks tersebut sebagai berikut 
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 ( )  (  ) ( 
    

 
)

 

 (   ) (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh               . Kemudian 

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk       disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  ))    ), sehingga 

diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai 

berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  ))    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh 
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[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
        
        
         
         
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   . 

 Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(  ) sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(  ))  [
   
  

] 

Selanjutnya dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks derajat dari  〈  〉(  ) 

sebagai berikut 

 ( 〈  〉(  ))  

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(  )  

 ( 〈  〉(  ))   ( 〈  〉(  ))   ( 〈  〉(  ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 

   ( ( 〈  〉(  ))    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas yaitu sebagai berikut 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           

   
 (    )

    
     

    
 (    )

    
    

           
           

       
 (    )

    
 

        
 (    )

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(  ))     diperoleh dari hasil perkalian diagonal 

utama matriks segitiga atas sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
 (    )

    
)
 

 (   )    

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh              . Kemudian 

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  ))    ), sehingga diperoleh 
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[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai 

berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
        
        
          
          
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   . 

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  ))    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
        
        
         
         
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   .  



26 

 

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(  ) sebagai 

berikut: 

     ( 〈  〉(  ))  [
  
  

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(  ) dapat ditentukan dengan 

menggunakan cara berikut 

  ( 〈  〉(  ))   ( 〈  〉(  ))   ( 〈  〉(  ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(  ))    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)
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(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas yaitu sebagai berikut  

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          

   
 (    )

    
     

    
 (    )

    
    

          
          

       
 (    )

    
 

        
 (    )

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(  ))     diperoleh dari hasil perkalian 

diagonal utama matriks segitiga atas sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
 (    )

    
)

 

 (   )  
 

 

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh      dan     . Kemudian 

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk      disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  ))    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai 

berikut 
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[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
        
        
         
         
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  ))    ), sehingga 

diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(  ) 

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(  ))  [
  
  

] 
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3.1.2 Spektrum Graf Subgrup 〈  〉 dari     

Grup dihedral     dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan 

dalam tabel Cayley berikut. 

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral     

                                       
                                       
                                       
                                        

                                        
                                        

                                        

                                       
                                        
                                         

                                         
                                         

                                         

 

Subgrup dari grup dihedral     yang dibangun oleh    adalah {       }. 

Titik-titik graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral (   ) adalah  ( 〈  〉(   ))  

{                                    }. Sehingga jika dua unsur di grup 

dihedral     dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi ( ) 

menghasilkan {       }, maka diperoleh graf subgrup berikut 
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Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   ))   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks 

adjacency tersebut. 

   ( ( 〈  〉(   ))    )  

𝑟 

  

𝑟  𝑟  

𝑟  

𝑟  

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

Gambar 3.2 Graf  〈  〉(   ) 
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  ) ( 
    

 
)

 

( 
      

   
)

 

  (   ) (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh               . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 

Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

  dan  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   ))  [
   
  

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.2 dapat diketahui matriks derajat dari 

 〈  〉(   ) sebagai berikut 

 ( 〈  〉(   ))  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(   )  

 ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 

   ( ( 〈  〉(   ))    ) 

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 
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 ( )  (   ) ( 
       

    
)

 

( 
(   ) 

    
)

 

  (   )    

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh              . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 

Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

  dan  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   ))  [
  
  

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(   ) dapat ditentukan 

dengan menggunakan cara berikut 

  ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]
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Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   ))    )  

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
       

    
)

 

( 
       

   
)

 

  (   ) (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh              . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 

Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

  dan  (  )   . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(   ) 

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(   ))  [
  
  

] 

3.1.3 Spektrum Graf Subgrup 〈  〉 dari     

Grup dihedral     dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan 

dalam tabel Cayley berikut. 
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Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral     

                                                     

                                                     

                                                     
                                                      
                                                      

                                                      

                                                      

                                                      

                                                      
                                                     

                                                      

                                                       
                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

                                                       

 

Subgrup dari grup dihedral     yang dibangun oleh    adalah {          }. 

Titik-titik graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral (   ) adalah  ( 〈  〉(   ))  

{                                                  }. Sehingga jika dua 

unsur di grup dihedral     dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi 

( ) menghasilkan {          }, maka diperoleh graf subgrup berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟 

  

𝑟  

𝑟  𝑟  

𝑟  

𝑟  

𝑟  
𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

Gambar 3.3 Graf  〈  〉(   ) 
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Dari Gambar 3.3 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   ))   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

   ( ( 〈  〉(   ))    )  

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  ) ( 
    

 
)

 

( 
      

   
)

 

( 
       

   
)

 

 

 (   ) (   )   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh               . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 
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Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

  dan  (  )    . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   ))  [
   
   

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.3 dapat diketahui matriks derajat dari 

 〈  〉(   ) sebagai berikut 

 ( 〈  〉(   ))  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(   )  

 ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   
                   
                  
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                  
                   
                   
                   
                   
                   
                   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 

   ( ( 〈  〉(   ))    ) 

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                     
                    
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                    
                     
                     
                     
                     
                     
                     ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
       

    
)

 

( 
       

   
)

 

( 
(    ) 

   
)

 

 (   )     

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh              . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 

Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

   dan  (  )   . 
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Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(   ) sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   ))  [
  
   

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(   ) dapat ditentukan 

dengan menggunakan cara berikut 

  ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))   ( 〈  〉(   ))  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   ))    )  
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
       

    
)

 

( 
        

   
)

 

( 
        

   
)

 

 (   ) (   )   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh              . Dengan cara 

yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing nilai 

Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga  (  )  

  dan  (  )    . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(   ) 

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(   ))  [
  
   

] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum adjacency graf subgrup 〈  〉 dari beberapa grup 

dihedral, di antaranya 
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Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup 

Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (   ) (   )  

  Grup Dihedral      (   ) (   )  

  Grup Dihedral     (   ) (   )   

    

  Grup Dihedral     (  )
 
 (  (

   

 
))

 

(   ) (   ) 

Tabel 3.5 Spektrum Adjacency dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
   
  

] 

  Grup Dihedral     [
   
  

] 

  Grup Dihedral     [
   
   

] 

    

  Grup Dihedral     [
(
   

 
)   

  (   )
] 

Teorema 1 

Pola umum polinomial karakteristik matriks adjacency  ( 〈  〉(   )) untuk 

  genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (

   

 
))

 

(   ) (   ) 

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa subgrup 〈  〉 dari grup dihedral 

    adalah {           }. 

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf  〈  〉(   ) yang 

terdiri dari 4 graf komplit. Dikatakan graf komplit jika setiap dua titik yang 
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berbeda saling terhubung langsung (adjacent). Titik-titik graf komplit yang 

pertama adalah {              }. Titik-titik graf komplit yang kedua 

adalah {              }. Titik-titik graf komplit yang ketiga adalah 

{                 }. Titik-titik graf komplit yang keempat adalah 

{                  }. 

Sehingga diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai berikut 

 

 ( 〈  〉(   ))  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(   )) diperoleh dari 

   ( ( 〈  〉(   ))    ). Dengan eliminasi Gauss  ( 〈  〉(   ))     

dapat dijadikan matriks segitiga atas atau segitiga bawah atau matriks eselon 

baris tereduksi sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(  )     
 (  )    

  ( 
    

 
)   

    

     
(   ) (  

   
 
)

  
   
 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(   ) (  

   
 
)

  
   
 

    

    

  ( 
    

 
)   

      
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(  )     
 (  )    

  ( 
    

 
)   

    

     
(   ) (  

   
 
)

  
   
 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    ( ( 〈  〉(   ))    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks-matriks tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari  ( 〈  〉(   )) adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (

   

 
))

 

(   ) (   ) 

Corollary 1 

Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 1, pola umum polinomial karakteristik dari 

 ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (

   

 
))

 

(   ) (   ) 
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Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh    (
   

 
) dan       

dan diperoleh multiplisitas  (  )    dan  (  )   (   ). 

Pola umum spektrum matriks adjacency graf subgrup 〈  〉 dari grup 

dihedral     untuk   genap dan     adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum Laplace graf subgrup 〈  〉 dari beberapa grup dihedral 

di antaranya 

Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup 

Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

4 Grup Dihedral    (   )    

6 Grup Dihedral      (   )    

8 Grup Dihedral     (   )     

    

  Grup Dihedral     (  )
 
 (  

 

 
)
 (   )

   

Tabel 3.7 Spektrum Laplace dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
  
  

] 

  Grup Dihedral     [
  
  

] 

  Grup Dihedral     [
  
   

] 

    

  Grup Dihedral     [

 

 
 

 (   )  
] 
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Teorema 2 

Pola umum polinomial karakteristik matriks Laplace  ( 〈  〉(   )) untuk   

genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  

 

 
)
 (   )

   

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa subgrup 〈  〉 dari grup dihedral 

    adalah {           }. 

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf  〈  〉(   ) yang 

sudah dijelaskan pada pembuktian Teorema 1. Sehingga diperoleh matriks 

adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai berikut 

 

 ( 〈  〉(   ))  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

dan matriks derajat dari  〈  〉(   ) adalah 

 

 ( 〈  〉(   ))              

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
         

 
   

 
        

  
   

 
       

        

    
   

 
     

     
   

 
    

      
   

 
   

       
   

 
  

        

         
   

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

                                              

                                                                       

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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Matriks Laplace graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral     adalah sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   ))                

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
          

 
   

 
         

   
   

 
       

        

     
   

 
     

     
   

 
     

      
   

 
    

        
   

 
  

        

          
   

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(   )) diperoleh dari 

   ( ( 〈  〉(   ))    ). Dengan eliminasi Gauss pada  ( 〈  〉(   ))  

   diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
      

 
   

 
     

   
(  

   
 
) (  

 
 
)

  
   
 

  

    

     
 (  

 
 
)

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    ( ( 〈  〉(   ))    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari  ( 〈  〉(   )) adalah 

 ( )  (  )
 
 (  

 

 
)
 (   )

   

 

 

                                                                       

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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Corollary 2 

Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

Bukti: 

Dari Teorema 2, pola umum polinomial karakteristik dari  ( 〈  〉(   )) 

untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  

 

 
)
 (   )

   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh    (
 

 
) dan      dan 

diperoleh multiplisitas  (  )   (   ) dan  (  )   . 

Pola umum spektrum matriks Laplace graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral 

    untuk   genap dan     adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum signless Laplace graf subgrup 〈  〉 dari beberapa grup 

dihedral di antaranya 

Tabel 3.8 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari 

Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (   )    

  Grup Dihedral      (   ) (   )  

  Grup Dihedral     (   ) (   )   
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  Grup Dihedral     (  )
 
 (  (   ))

 
(  (

   

 
))

 (   )

 

Tabel 3.9 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
  
  

] 

  Grup Dihedral     [
  
  

] 

  Grup Dihedral     [
  
   

] 

    

  Grup Dihedral     [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 

Teorema 3 

Pola umum polinomial karakteristik matriks signless Laplace 

  ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (   ))

 
(  (

   

 
))

 (   )

 

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa subgrup 〈  〉 dari grup dihedral 

    adalah {           }. 

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf  〈  〉(   ) yang 

sudah dijelaskan pada pembuktian Teorema 1. Sehingga diperoleh matriks 

adjacency dari  〈  〉(   ) sebagai berikut 

 



49 

 

 ( 〈  〉(   ))  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

dan matriks derajat dari  〈  〉(   ) adalah 

 

 ( 〈  〉(   ))              

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
         

 
   

 
        

  
   

 
       

        

    
   

 
     

     
   

 
    

      
   

 
   

       
   

 
  

        

         
   

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks signless Laplace graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral     adalah 

sebagai berikut 

 

  ( 〈  〉(   ))                

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
         

 
   

 
        

  
   

 
       

        

    
   

 
     

     
   

 
    

      
   

 
   

       
   

 
  

        

         
   

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

                                              

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   

  

                                                                    

                                                                    

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(   )) diperoleh dari 

   (  ( 〈  〉(   ))    ). Dengan eliminasi Gauss pada 

  ( 〈  〉(   ))     diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
      

 
   

 
     

   
(  

   
 
) (  

 
 
)

  
   
 

  

    

     
(  

   
 
) (  (   ))

  (   ) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    (  ( 〈  〉(   ))    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari   ( 〈  〉(   )) adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (   ))

 
(  (

   

 
))

 (   )

 

Corollary 3 

Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )) untuk   

genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 

Bukti: 

Dari Teorema 3, pola umum polinomial karakteristik dari   ( 〈  〉(   )) 

untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  )
 
 (  (   ))

 
(  (

   

 
))

 (   )
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Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh    (   ) dan    

(
   

 
) dan diperoleh multiplisitas  (  )    dan  (  )   (   ). 

Pola umum spektrum matriks signless Laplace graf subgrup 〈  〉 dari grup 

dihedral     untuk   genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 

 

3.2 Pola Umum Spektrum Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup 

Dihedral 

3.2.1 Spektrum Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari    

Komplemen subgrup dari grup dihedral    yang dibangun oleh    adalah 

{                 }. Titik komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral (  ) 

adalah  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  {                      }. Sehingga jika dua unsur di 

grup dihedral    dioperasikan menggunakan operasi komposisi ( ) menghasilkan 

{                 }, maka diperoleh komplemen graf subgrup berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑟 𝑟  

𝑟  

𝑠 

𝑠𝑟 𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

Gambar 3.4 Graf  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
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Dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks 

adjacency tersebut. 

   ( ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         

  
    

 
      

   
 (    )

    
     

    
 (    )

    
    

     
       

   
   

      
           

       
  

       
 (             )

           
 

        
 (        )

       ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     diperoleh dari hasil perkalian diagonal 

matriks segitiga atas sebagai berikut 
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 ( )  (  )( 
    

 
)( 

 (    )

    
)( 

 (    )

    
)( 

       

   
) 

( 
           

       
)( 

 (             )

           
)( 

 (        )

       
) 

 (   )  (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                    . 

Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.  

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  

Untuk       disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  
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Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
    
   

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks derajat dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebagai berikut 

 ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

 ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   ( 〈  〉(  )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 

   ( ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    )  
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(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                

  
         

    
           

   
                

         
          

    
                

         
        

     
         

   
     

      
              

         
   

       
                      

              
  

        
 (         )

       ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     diperoleh dari hasil perkalian diagonal 

matriks segitiga atas sebagai berikut 

 ( )  (   )( 
         

    
)( 

                

         
) 

( 
                

         
)( 

         

   
)( 

              

         
) 

( 
                      

              
)( 

 (         )

       
) 

 (   ) (   )   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                   . 

Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 
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[
 
 
 
 
 
 
 
               

               

               

               

               

               

               

               ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
              

              

              

              

              

              

              

              ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam ( ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
              

              

              

              

              

              

              

              ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
   
   

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dapat ditentukan dengan 

menggunakan cara berikut 
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  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut dapat dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          

  
         

    
      

   
                

         
     

    
                

         
    

     
         

   
   

      
                

         
  

       
                       

                
 

        
                

         ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)
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Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     diperoleh dari hasil perkalian 

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut 

 ( )  (   )( 
         

    
)( 

                

         
) 

( 
                

         
)( 

         

   
)( 

                

         
) 

( 
                       

                
)( 

                

         
) 

 (    )(   ) (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                    . 

Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk       disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga 

diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
         

         

         

         

         

         

         

         ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh   (  )   .  

Untuk      disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        

        

        

        

        

        

        

        ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  
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Untuk      disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        

        

        

        

        

        

        

        ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
    
   

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks detour dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebagai berikut 

  ( 〈  〉(  )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari nilai Eigen dari matriks detour 

tersebut. 

   (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    )  

    

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

)
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(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. 

Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software Maple 

18, diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         

  
     

 
      

   
        

   
     

    
          

    
    

     
          

    
   

      
          

    
  

       
          

    
 

        
          

    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     diperoleh dari hasil perkalian 

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut 

 ( )  (  )( 
     

 
)( 

        

   
)( 

          

    
) 

( 
          

    
)( 

          

    
)( 

          

    
)( 

          

    
) 

 (    )(   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                . Kemudian 

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut. 

Untuk       disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga 

diperoleh 
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[
 
 
 
 
 
 
 
          

          

          

          

          

          

          

          ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi dengan menggunakan metode 

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh 

 (  )   .  

Untuk       disubstitusikan ke dalam (  ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ), sehingga 

diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
        

        

        

        

        

        

        

        ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi dengan menggunakan metode 

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh 

 (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari  〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

      ( 〈  〉(  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
    
  

] 

3.2.2 Spektrum Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari     

Komplemen subgrup dari grup dihedral     yang dibangun oleh    adalah 

{                            }. Titik komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup 

dihedral     adalah  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  {                                    }. 
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Sehingga jika dua unsur di grup dihedral     dioperasikan menggunakan operasi 

komposisi ( ) menghasilkan {                            }, maka diperoleh  

komplemen graf subgrup berikut 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks 

adjacency tersebut. 

Gambar 3.5 Graf  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  

𝑟 

𝑟  𝑟  

𝑟  

𝑟  

𝑠 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  

𝑠𝑟  
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   ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )  

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  )( 
    

 
)( 

 (    )

    
)( 

 (    )

    
)( 

 (    )

    
) 

( 
 (    )

    
)( 

       

   
)( 

            

       
)( 

 (             )

            
) 

( 
 (             )

             
)( 

 (             )

             
)( 

 (        )

        
) 

 (   )  (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                    . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )    dan  (  )   . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
    
   

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks derajat dari 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut 
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 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                   
                     
                     ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 

   ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )  
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                     
                       
                       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
         

   
)( 

             

         
) 

( 
                      

             
)( 

(              ) 

              
) 

( 
                      

              
)( 

                      

              
) 

( 
                               

                      
) 

( 
                                         

                               
) 

( 
                                          

                                
) 

( 
                                          

                               
) 

( 
                                

                      
) 

 (    ) (   )   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                    . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-
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masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )    dan  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
    
   

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dapat ditentukan 

dengan menggunakan cara berikut 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )   
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (   ) ( 
         

   
)( 

                

         
) 

( 
                

         
) ( 

                

         
)( 

                

         
) 

( 
          

    
) ( 

                

          
)( 

                        

                
) 

( 
                        

                
) ( 

                        

                
) 

( 
                

          
) 

 (    )(   ) (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                    . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )    dan  (  )   .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
    
   

] 
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Selanjutnya, dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks detour dari 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut 

  ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari nilai Eigen dari matriks detour 

tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )  

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  ) ( 
      

 
)( 

          

    
) ( 

          

    
) 

( 
          

    
) ( 

          

    
) ( 

          

    
)( 

          

    
) 

( 
          

    
) ( 

           

    
) ( 

           

    
)( 

            

     
) 

 (     )(    )   
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Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh        dan       . Dengan 

cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing 

nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga 

 (  )    dan  (  )    .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
      
   

] 

3.2.3 Spektrum Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari     

Komplemen subgrup dari grup dihedral     yang dibangun oleh    adalah 

{                                       }. Titik komplemen graf subgrup 

〈  〉 dari grup dihedral     adalah  

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  {                                                  }. 

Sehingga jika dua unsur di grup dihedral     dioperasikan menggunakan operasi 

komposisi ( ) menghasilkan {                                       }, maka 

diperoleh komplemen graf subgrup berikut 
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Dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks 

adjacency tersebut. 

  

𝑟 

𝑠𝑟 

𝑟  

𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟  𝑠 

Gambar 3.6 Graf  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
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   ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) 

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  ) ( 
    

 
) ( 

 (    )

    
)( 

 (    )

    
)( 

 (    )

    
) 

( 
 (    )

    
)( 

 (     )

    
)( 

 (     )

     
)( 

       

   
)( 

             

       
) 

( 
 (             )

             
)( 

 (             )

             
) ( 

 (             )

             
) 

( 
 (              )

             
) ( 

 (              )

              
) ( 

 (        )

        
) 

 (    )   (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                     . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )     dan  (  )   . 

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
     
    

] 
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Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diketahui matriks derajat dari 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 ( 
〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             
                             ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks 

Laplace tersebut. 
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   ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )  

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (    ) ( 
          

    
) ( 

                 

          
) 

( 
                 

          
) ( 

                 

          
) ( 

                 

          
) 

( 
                 

          
)( 

                 

          
) ( 

         

   
) 

( 
                

         
)( 

                        

                
) 

( 
                        

                
) ( 

                        

                
) 

( 
                        

                
) ( 

                        

                
) 

( 
 (          )

         
) 

 (    ) (    )    

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                     . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )     dan  (  )   . 
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Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
     
    

] 

Kemudian matriks signless Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dapat ditentukan 

dengan menggunakan cara berikut 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari 

matriks signless Laplace tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    )  
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   
                   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (    ) ( 
          

    
) ( 

                 

          
) 

( 
                 

          
) ( 

                 

          
) ( 

                 

          
) 

( 
                 

          
)( 

                 

          
) ( 

          

    
) 

( 
                 

          
) ( 

                         

                 
) 

( 
                         

                 
) ( 

                         

                 
) 

( 
                         

                 
) ( 

                         

                 
) 

( 
                 

          
) 

 (    )(    )  (   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh                     . 

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. 

Sehingga  (  )   ,  (  )     dan  (  )   . 
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Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

sebagai berikut 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
     
    

] 

Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks detour dari 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut 

  ( 
〈  〉

(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               
                               ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari nilai Eigen dari matriks detour 

tersebut. 

   (  ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) 

    

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan 

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (  ), diperoleh polinomial 

karakteristik sebagai berikut 

 ( )  (  ) ( 
      

 
)( 

          

    
) ( 

          

    
) 
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( 
          

    
)( 

           

    
) ( 

           

    
) 

( 
           

    
) ( 

            

     
) ( 

            

     
) 

( 
            

     
)( 

            

     
) ( 

            

     
) 

( 
            

     
)( 

            

     
) ( 

            

     
) 

 (     )(    )   

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh        dan       . Dengan 

cara yang sama pada grup dihedral (  ) dapat ditentukan basis masing-masing 

nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga 

 (  )    dan  (  )    .  

Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai 

berikut 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  [
      
   

] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum adjacency komplemen graf subgrup 〈  〉 dari beberapa 

grup dihedral, di antaranya 

Tabel 3.10 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 

〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (   )  (   )  

  Grup Dihedral     (   )  (   )  

  Grup Dihedral     (    )   (   )  

    

  Grup Dihedral     (  
  

 
)  (   ) (  

 

 
)
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Tabel 3.11 Spektrum Adjacency dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral 

    

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
    
   

] 

  Grup Dihedral     [
    
   

] 

  Grup Dihedral     [
     
    

] 

    

  Grup Dihedral     [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

Teorema 4 

Pola umum polinomial karakteristik matriks adjacency  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk 

  genap dan     adalah 

 ( )  (  
  

 
)   (   ) (  

 

 
)
 

 

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa komplemen subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     adalah {                                }. 

Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut 
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Sehingga diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut 

 

 

 ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) diperoleh dari    ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

  ). Dengan eliminasi Gauss  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )     diperoleh matriks segitiga 

atas sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(  )     

 ( 
    

 
)    

  ( 
 (    )

    
)   

    

    ( 
(  

 
 
) (  

  
 
)

      (
      

 
)
)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑠 

𝑟𝑛   

𝑟  

𝑠𝑟𝑛   

𝑠𝑟  𝑠𝑟  

𝑟  

𝑠𝑟 

  

𝑟 
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Maka    ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah 

 ( )  (  
  

 
)   (   ) (  

 

 
)
 

 

Corollary 4 

Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) untuk   genap dan 

    adalah 

    
 
( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

Bukti: 

Dari Teorema 4 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari 

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  
  

 
)   (   ) (  

 

 
)
 

 

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh    
  

 
,      dan 

    
 

 
 diperoleh multiplisitas  (  )   ,  (  )   (   ) dan 

 (  )   . 

Pola umum spektrum matriks adjacency komplemen graf subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     untuk   genap dan     adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum Laplace komplemen graf subgrup 〈  〉 dari beberapa 

grup dihedral di antaranya 
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Tabel 3.12 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 

〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (   ) (   )   

  Grup Dihedral     (    ) (   )   

  Grup Dihedral     (    ) (    )    

    

  Grup Dihedral     (    ) (  
  

 
)
 (   )

  

Tabel 3.13 Spektrum Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral 

    

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
   
   

] 

  Grup Dihedral     [
    
   

] 

  Grup Dihedral     [
     
    

] 

    

  Grup Dihedral     [
  

  

 
 

  (   )  
] 

Teorema 5 

Pola umum polinomial karakteristik matriks Laplace  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   

genap dan     adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

  

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa komplemen subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     adalah {                                }. 
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Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Sehingga diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

dan matriks derajat dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah 

 

 ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)               

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
         

 
  

 
        

  
  

 
       

        

    
  

 
     

     
  

 
    

      
  

 
   

       
  

 
  

        

         
  

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks Laplace komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral     

sebagai berikut 

                                            

                                                              

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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 ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)                

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
               

  
  

 
             

   
  

 
            

        

      
  

 
         

         
  

 
      

           
  

 
    

            
  

 
   

        

               
  

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Polinomial karakteristik  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) diperoleh dari    ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

  ). Dengan eliminasi Gauss  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )     diperoleh matriks segitiga 

atas sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (
  

 
  )     

 ( 
(  

    
 

) (  
    
 

)

  
  
 

)    

  ( 
(  

  
 
) (       

     
 

)

(  
    
 

) (  
    
 

)
)   

    

    ( 
(  

  
 
) (    )

       
  
 

)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

  

Corollary 5 

Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

 

                                                                       

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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Bukti: 

Dari Teorema 5 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari 

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh      ,    
  

 
 dan 

     diperoleh multiplisitas  (  )   ,  (  )   (   ) dan  (  )  

 . 

Pola umum spektrum matriks Laplace komplemen graf subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     untuk   genap dan     adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup 〈  〉 dari 

beberapa grup dihedral di antaranya 

Tabel 3.14 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Komplemen  Graf 

Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (    )(   ) (   )  

  Grup Dihedral     (    )(   ) (   )    

  Grup Dihedral     (    )(    )  (   )    

    

  Grup Dihedral     (    ) (  
  

 
)
 (   )

(   )  
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Tabel 3.15 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup 

Dihedral     

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
    
   

] 

  Grup Dihedral     [
    
   

] 

  Grup Dihedral     [
     
    

] 

    

  Grup Dihedral     [
  

  

 
 

  (   )  
] 

Teorema 6 

Pola umum polinomial karakteristik matriks signless Laplace 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

(   )  

Bukti: 

Diketahui grup dihedral (   )  {     
                         }. 

Untuk   genap dan     diperoleh bahwa komplemen subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     adalah {                                }. 

Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf 

 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Sehingga diperoleh matriks adjacency dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai 

berikut 

 ( 〈  〉(   )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          

        
          
          
          
          

        
          ]
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dan matriks derajat dari  〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah 

 ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)               

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
         

 
  

 
        

  
  

 
       

        

    
  

 
     

     
  

 
    

      
  

 
   

       
  

 
  

        

         
  

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Matriks signless Laplace komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral 

    sebagai berikut 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )               

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
         

 
  

 
        

  
  

 
       

        

    
  

 
     

     
  

 
    

      
  

 
   

       
  

 
  

        

         
  

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) diperoleh dari    (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

  ). Dengan eliminasi Gauss   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )     diperoleh matriks segitiga 

atas sebagai berikut 

                                                                  

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   

  

                                                                          

  

𝑟 

𝑟  

  

𝑟𝑛   

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟  

𝑠𝑟𝑛   
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (
  

 
  )     

 ( 
(  

    
 

) (  
    
 

)

  
  
 

)    

  ( 
(  

  
 
) (       

     
 

)

(  
    
 

) (  
    
 

)
)   

    

    ( 
(    ) (   

  
 
  

   

 
)

       
      

 

)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

(   )  

Corollary 6 

Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) untuk   genap 

dan     adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

Bukti: 

Dari Teorema 6 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (    ) (  
  

 
)
 (   )

(   )  

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh      ,    
  

 
 dan 

     diperoleh multiplisitas  (  )   ,  (  )   (   ) dan  (  )  

 . 

Pola umum spektrum matriks signless Laplace komplemen graf subgrup 

〈  〉 dari grup dihedral     untuk   genap dan     adalah 
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      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial 

karakteristik dan spektrum detour komplemen graf subgrup 〈  〉 dari beberapa 

grup dihedral di antaranya 

Tabel 3.16 Polinomial Karakteristik Matriks Detour dari Beberapa Komplemen  Graf Subgrup 

〈  〉 dari Grup Dihedral     

  Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    (    )(   )  

  Grup Dihedral     (     )(    )   

  Grup Dihedral     (     )(    )   

    

  Grup Dihedral     (  (    ) )(  (    ))(    ) 

Tabel 3.17 Spektrum Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup 〈  〉 dari Grup Dihedral 

    

  Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup 

  Grup Dihedral    [
    
  

] 

  Grup Dihedral     [
      
   

] 

  Grup Dihedral     [
      
   

] 

    

  Grup Dihedral     [
(    )  (    )

     
] 

Teorema 7 

Pola umum polinomial karakteristik matriks detour   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   

genap dan     adalah 

 ( )  (  (    ) )(  (    ))(    ) 
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Bukti: 

Graf ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) terhubung karena setiap titik-titiknya saling terhubung. 

Matrik detour   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah elemen pada baris-  dan kolom-  

memuat bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari    ke    di 

 〈  〉
 ( ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

  
). Matriks detour yang dihasilkan adalah sebagai 

berikut 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   

 

 
 
  

 
    

 
  
   

 
     [

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                               
                               
                               
         

                               
                               
                               
                               
         

                               ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

Polinomial karakteristik   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) diperoleh dari 

   (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    ). Dengan eliminasi Gauss   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     

diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(  )     

 ( 
   (    ) 

 
)    

  ( 
   (    )   (    ) 

  (    )
)   

    

    ( 
   (    )(    )  (    ) 

  (    )(    )
)
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Maka    (  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )    ) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur 

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum 

polinomial karakteristik dari   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah 

 ( )  (  (    ) )(  (    ))(    ) 
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Corollary 7 

Pola umum spektrum matriks detour   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 

Bukti: 

Dari Teorema 7 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari 

  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan     adalah 

 ( )  (  (    ) )(  (    ))
(    )

 

Dengan menetapkan  ( )    maka diperoleh    (    )
  dan  

   (    ) diperoleh multiplisitas  (  )    dan  (  )  (    ). 

Pola umum spektrum matriks detour komplemen graf subgrup 〈  〉 dari 

grup dihedral     untuk   genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 

 

3.3 Ukuran pada Spektrum Graf Subgrup dan Komplemennya 

Ukuran dalam al-Quran telah dijelaskan dalam bab II, QS. al-Qamar ayat 

49 bahwa sesungguhnya segala yang terjadi di dalam kehidupan ini adalah dengan 

ketentuan Allah dan pembentukannya menurut ketentuan hikmah-Nya. Manusia 

sebagai makhluk ciptaan Allah yang berakal wajib mencari tahu dan belajar 

tentang segala sesuatu yang diciptakan Allah untuk mengetahui manfaat dan dapat 

menjaga ciptaan Allah. Ukuran yang ditetapkan oleh Allah juga dapat dilihat 

contohnya di dalam ilmu matematika khususnya teori graf. 



91 

 

Keterkaitan antara beberapa topik dalam matematika, khususnya teori graf, 

aljabar linier, dan aljabar abstrak yang telah dibahas dalam skripsi ini membentuk 

ukuran/pola masing-masing. Spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan 

detour membentuk pola-pola yang berbeda. Untuk subgrup graf dan 

komplemennya pun juga membentuk pola yang berbeda. Ini membuktikan bahwa 

segala sesuatu ciptaan Allah telah diperhitungkan dan memiliki ukuran masing-

masing.   
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa pola umum 

spektrum matriks adjacency, Laplace, signless Laplace dan detour graf subgrup 

dan komplemen graf subgrup 〈  〉 dari grup dihedral. 

1. Pada graf subgrup hanya didapatkan pola umum spektrum adjacency, Laplace 

dan signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf 

yang diperoleh adalah graf tidak terhubung.   

a. Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )) untuk   genap 

dan     adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [
(
   

 
)   

  (   )
] 

b. Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   ))  [

 

 
 

 (   )  
] 

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )) untuk   

genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   ))  [
(   ) (

   

 
)

  (   )
] 
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2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan pola umum spektrum adjacency, 

Laplace, signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf 

terhubung.   

a. Pola umum spektrum matriks adjacency  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap 

dan     adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [

  

 
 

 

 
  (   )  

] 

b. Pola umum spektrum matriks Laplace  ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

     ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   

genap dan     adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
  

  

 
 

  (   )  
] 

d. Pola umum spektrum matriks detour   ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk   genap dan 

    adalah 

      ( 〈  〉(   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  [
(    )  (    )

     
] 

4.2 Saran 

Pada penelitian ini spektrum didapatkan dari graf subgrup dan komplemen 

graf subgrup dari grup dihedral. Untuk penelitian selanjutnya dapat meneliti 

tentang spektrum selain dari grup dihedral    . 
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