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ABSTRAK

Akhadiyah, Dinda Akromatul. 2018. Spektrum Adjacency, Laplace, Signless
Laplace, dan Detour Graf Subgrup dan Komplemen Graf Subgrup
dari Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (I11) Mohammad Jamhuri, M.Si.

Kata Kunci: Spektrum, spektrum adjacency, spektrum Laplace, spektrum
signless Laplace, spektrum detour, graf subgrup, komplemen graf
subgrup, grup dihedral.

Penelitian ini membahas pola umum spektrum adjacency, Laplace,
signless Laplace, dan detour dari graf subgrup dan komplemen graf subgrup (r?)
dari grup dihedral D,,. Spektrum diperoleh dengan terlebih dahulu menentukan
subgrup normal dari suatu grup dihedral (D,,,) yang dibangun oleh r? sehingga
diperoleh beberapa kasus n genap saja dan n > 4. Kemudian mencari nilai Eigen
dan vektor Eigen. Sehingga diperoleh hasil penelitian sebagai berikut:

1. Pada graf subgrup hanya didapatkan spektrum adjacency, Laplace dan
signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf yang
diperoleh adalah graf tidak terhubung.

a. Pola umum spektrum matriks adjacency A (Qrz)(DZn)) untuk n genap
dan n > 4 adalah

n—2
speca (2 (Do) ) = [( 2 ) S ]
4 2(n —2)
b. Pola umum spektrum matriks Laplace L (Qrz)(DZn)) untuk n genap dan
n > 4 adalah

n
specy, (r(rz)(DZn)) = L( 2 - Z]
o

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace L* (Qrz)(DZn)) untuk n
genap dan n > 4 adalah

n—4
spec,+ (F(rz)(DZn)) = [(n 2) ( 2 )]
4 2(n—2)

2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan spektrum adjacency, Laplace,
signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf
terhubung.

a. Pola umum spektrum matriks adjacency A(I“(rz>(DZn)) untuk n genap
dann > 4 adalah

Xiv



3n 0 n
speca(I;2(D2n)) = [ 2 2]
1 2n—-2) 3

. Pola umum spektrum matriks Laplace L(QTZ)(DZn)) untuk n genap dan

n = 4 adalah
3n
specL(r(rz>(D2n>)=[2" Fl 0]
3 2(n-2) 1
Pola umum spektrum matriks signless Laplace L+(I“<Tz>(D2n)) untuk n
genap dan n > 4 adalah
3n
spec+ (F(rz)(DZn)) = 3" 2 n]
N SR — 2)3
Pola umum spektrum matriks detour DD(F3,2y(D,,)) untuk n genap dan
n > 4 adalah

specpp(iy2y(D2n)) = [(Zn I 1)* —gin_—ll)

XV



ABSTRACT

Akhadiyah, Dinda Akromatul. 2018. Adjacency, Laplacian, Signless Laplacian,
and Detour Spectrum of Subgroup Graph of Dihedral Group and
Their Complements. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of
Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Mohammad
Jamhuri, M.Si.

Keyword: Spectrum, adjacency spectrum, Laplacian spectrum, signless
Laplacian spectrum, detour spectrum, subgroup graph, complement
of subgroup graph, dihedral group.

This research discusses adjacency, Laplacian, signless Laplacian, and
detour spectrum from subgroup graph and complement of subgroup graph (r2) of
dihedral group D,,,. Firstly, the spectrum is obtained by determining the normal
subgroups of a dihedral group (D,,) which is constructed by 2. It generates
some cases of n is even and n > 4. Secondly, calculating the Eigen value and
Eigen vector. The results of this research are as follows:

1. On the subgroup graph, it is found that there are the adjacency, Laplacian,
and signless Laplacian spectrum. The detour spectrum can not be found
because the graph is non-connected.

a. The adjacency matrix spectrum A (QT2>(D2,1)) fornisevenand n = 4 is

i
specy (F(rZ)(DZn)) = [(T) ~ ]
4 2m-2)

b. The Laplacian matrix spectrum L (F(T2>(D2n)) fornisevenandn > 4 is
n
= 0
2 ]
2(n—2) 4
c. The signless Laplacian matrix spectrum L* (Qr2>(D2n)) for n is even and
n=4is

spec, (F(rz)(DZn)) =

n—4
specyr (I (D2n)) = [(n 2) ( 2 ) ]
4 2(n—2)
2. On complement of subgroup graph, the adjacency, Laplace, signless Laplace,
and detour spectrum are found since the graph is connected.

a. The adjacency matrix spectrum A(I}rZ)(DZn)) fornisevenandn > 4 is

3n 0 n
specs ) = | ]
1 2n-2) 3
b. The Laplacian matrix spectrum L(I—er)(DZn)) fornisevenand n = 4 is

XVi



3n
SpecL([ZrZ)(DZn)) = [Zn 2 0]
3 2n—-2) 1
c. The signless Laplacian matrix spectrum L* (F(TZ)(DZn)) for n is even and
n=>4is
3n
3n > n]
1 2n-2) 3
d. The detour matrix spectrum DD(I;,2y(D,,,)) for n is even and n > 4 is
_ [(Zn -1)2 —-2n-1)
1 2n—1

spec;+ (rzrz) (DZn)) =

Specpp (I—Zrz)(DZn))

XVii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Firman Allah dalam al-Quran surat al-Qamar ayat 49 sebagai berikut

S UL PRI o
).ui;uu goes Y5TL)

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.” (Q.S. Al-Qamar:49)
Segala sesuatu yang ada di bumi dan langit diciptakan oleh Allah menurut ukuran
tertentu. Ahli matematika atau fisika tidak membuat rumus sedikitpun. Mereka
hanya menemukan rumus atau persamaan. Rumus-rumus yang ada sekarang
bukan diciptakan manusia, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan
dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir, 2007).

Dalam al-Quran surat al-Qamar telah dijelaskan bahwa segala sesuatu
telah diciptakan oleh Allah sesuai dengan ukurannya sehingga ilmu-Nya pun
sesuai dengan ukuran. Termasuk salah satu cabang ilmu matematika yaitu teori
graf, dalam beberapa kajiannya memiliki ukuran-ukuran tertentu. Secara khusus,
yang dimaksud dengan ukuran dalam matematika dapat diartikan sebagai pola-
pola tertentu dalam bentuk rumusan matematis. Oleh karena itu penting untuk
diselidiki bagaimana pola-pola yang terbentuk dalam teori graf.

Matematika termasuk salah satu ilmu pengetahuan yang banyak dikaji dan
diterapkan pada berbagai bidang. Metematika menempati posisi yang cukup
penting dalam kajian-kajian ilmu yang lain sehingga matematika disebut dengan
ratu dari ilmu. Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang

masih menarik untuk dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini
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dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari.
Dengan mengkaji dan menganalisis model atau rumus, teori graf dapat
diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai
permasalahan (Purwanto, 1998).

Teori graf adalah cabang dari matematika yang mempelajari graf dengan
menggunakan sifat-sifat aljabar dari matriks. Misalkan G graf dengan order
p (p = 1) dan ukuran g serta himpunan titik V(G) = {v,, vy, ..., 1,}. Matriks
keterhubungan titik dari graf G dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p X p)
dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung
langsung dengan titik v; serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung
dengan titik v;. Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) =
[a;;], 1 <i,j < p (Abdussakir, dkk, 2009).

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari v;, i =
1,2,3,..,p. Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace (Mohar,
1992) dan matriks L*(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless Laplace dari
graf G (Brouwer & Haemers, 2011).

Pada graf G, lintasan v,v, adalah barisan titik-titik berbeda v, v, ..., v,
sedemikian sehingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf
kemudian disebut terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik
di G. Misalkan G adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour dari G
adalah matriks DD(G) sedemikian sehingga elemen pada baris ke-i dan kolom
ke-j adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di G

(Ayyaswamy & Balachandran, 2010).
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Pembahasan matriks adjacency A(G), matriks Laplace L(G), matriks
signless Laplace L*(G), dan matriks detour DD(G) dari graf G dapat dikaitkan
dengan konsep nilai Eigen dan vektor Eigen pada topik aljabar linier yang
menghasilkan konsep spektrum. Misalkan A;,4,,...,4, dengan A; > A, > -+ >
A, adalah nilai Eigen berbeda dari matriks suatu graf, dan misalkan
m(1,),m(4,), ..., m(4,) adalah banyaknya basis untuk ruang vektor Eigen
masing-masing A;. Matriks berordo (2 X n) yang memuat A,, 1,, ..., 4,, pada baris
pertama dan m(4,),m(4,), ..., m(4,,) pada baris kedua disebut spektrum graf G,
dan dinotasikan dengan Spec(G) (Bigg, 1994). Jadi, spektrum graf G dapat
ditulis dengan

e A2

; An
SRR W B Y

] (Yin, 2008).

Spektrum yang diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum adjacency,
dari matriks L(G) disebut spektrum Laplace, dari matriks L*(G) disebut spektrum
signless Laplace, dan dari matriks DD(G) disebut spektrum detour.

Anderson dkk (2012) mengenalkan konsep baru terkait graf yang
diperoleh dari grup yaitu graf subgrup. Misalkan G grup dan H subgrup G.
Misalkan I';(G) adalah graf berarah (digraph) dengan himpunan titik memuat
semua unsur di G dan titik x terhubung langsung ke y (atau ada busur dari x ke y)
jika dan hanya jika x #y dan xy € H. Jika xy € H dan yx € H untuk suatu
x,y € G dengan x # y maka x dan y dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak
berarah. Dengan demikian, akan diperoleh graf I;(G) yang tidak memuat gelung
(loop) dan sisi rangkap (multiple edge). Graf I';(G) ini disebut graf subgrup dari

G.
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Polinomial karakteristik det(A — AI) matriks adjacency A dari G disebut
polinomial karakteristik dari G dan dinotasikan dengan P;(4). Nilai Eigen dari A
dan spektrum dari A juga disebut nilai Eigen dari G dan spektrum dari G. Nilai
Eigen dari G adalah bilangan riil karena A matriks simetri (Cvetkovic, dkk, 2007).
Adapun penelitian sebelumnya yang sudah dilakukan para peneliti tentang
spektrum graf yaitu Nurul Faizah (2012) meneliti spektrum adjacency, spektrum
Laplace, dan spektrum detour yang diperoleh dari graf Turan. Amalia Intifaada
(2014) meneliti tentang spektrum Laplace pada graf commuting dari grup dihedral
(Dy,) dengan n ganjil. Moh. Zainal Arifandi (2014) meneliti spektrum
keterhubungan titik graf multipartisi komplit K (n)(n + 1),. Muflihatin Nafisah
(2014) meneliti spektrum detour dari graf non commuting dari grup dihedral
(D) untuk n bilangan asli. Sukris Tri Handayani (2016) meneliti spektrum
Laplace graf konjugasi yang dibangun dari grup dihedral dengan n ganjil.
Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka peneliti merasa perlu untuk
meneliti spektrum suatu graf, yang lebih dikhususkan pada spektrum adjacency,
Laplace, signless Laplace, dan detour pada graf subgrup dan komplemen graf
subgrup (r?) dari grup dihedral (D,,) untuk n genap. Karena graf subgrup

(r?,sr) dan (r?,rs) sudah diteliti, maka peneliti memilih graf subgrup (r?).

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah
1. Bagaimana pola umum spektrum adjacency, Laplace, dan signless Laplace

graf subgrup (r?2) dari grup dihedral?



5
2. Bagaimana pola umum spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan

detour komplemen graf subgrup (r?) dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah
1. Mengetahui pola umum spektrum adjacency, Laplace, dan signless Laplace
graf subgrup (r2) dari grup dihedral.
2. Mengetahui pola umum spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan

detour komplemen graf subgrup (r2) dari grup dihedral.

1.4 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, spektrum yang akan dibahas dibatasi pada spektrum
matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan detour. Subgrup yang diambil

adalah subgrup normal (r?) dari grup dihedral (D,,,) untuk n genap dan n > 4.

1.5 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut.

1. Memberikan informasi mengenai pola umum spektrum adjacency, Laplace,
dan signless Laplace graf subgrup dan komplemen graf subgrup (r?) dari
grup dihedral.

2. Memberikan informasi saling keterkaitan antara beberapa topik dalam

matematika, khususnya teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak.



1.6 Metode Penelitian
1.6.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf, aljabar linier,
dan aljabar abstrak. Kajian pada buku teori graf dan jurnal terkait penelitian
dikhususkan pada kajian mengenai graf. Kajian pada buku-buku aljabar linear
berkaitan dengan topik matriks, khususnya tentang penentuan nilai Eigen dan
vektor Eigen suatu matriks. Kajian pada buku aljabar abstrak berkaitan dengan
topik grup dan subgrup normal.
1.6.2 Tahap Penelitian
Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Pola pembahasannya
dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada suatu generalisasi yang
bersifat deduktif. Secara garis besar langkah penelitian ini sebagai berikut.
1. Menentukan spektrum graf subgrup (r2) dari grup dihedral.
a. Menentukan subgrup normal yang dibangun oleh 2 pada suatu grup D5,
untuk beberapa kasus n genap, yaitu n = 4, 6, 8.
b. Menggambar graf subgrup (r2?) kemudian menyatakan ke dalam bentuk
matriks adjacency, Laplace, dan signless Laplace.
c. Menentukan spektrum matriks adjacency, Laplace, dan signless Laplace
graf subgrup dengan mencari nilai Eigen dan vektor Eigen terlebih dahulu.
d. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk
masing-masing kasus.

e. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.
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Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara

deduktif.

2. Menentukan spektrum komplemen graf subgrup (r2) dari grup dihedral.

a.

Menggambar komplemen graf subgrup (r2?) kemudian menyatakan ke
dalam bentuk matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan detour.
Menentukan spektrum matriks adjacency, Laplace, signless Laplace, dan
detour komplemen graf subgrup dengan mencari nilai Eigen dan vektor
Eigen terlebih dahulu.

Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk
masing-masing kasus.

Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.

Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara

deduktif.

1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab, masing-masing bab

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut

Bab |

Pendahuluan
Pendahuluan dalam skripsi ini meliputi: latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,

dan sistematika penulisan.



Bab Il Kajian Pustaka
Bagian ini terdiri atas teori-teori yang bisa digunakan untuk menjawab
rumusan masalah sehingga dapat mendukung bagian pembahasan. Teori-
teori tersebut antara lain meliputi: teori graf, graf dan matriks, spektrum
graf, grup dan subgrup, ukuran dalam al-Quran.

Bab 111 Pembahasan
Pembahasan berisi tentang bagaimana spektrum adjacency, Laplace,
signless Laplace, dan detour graf subgrup dan komplemen graf subgrup
(r?) dari grup dihedral, ukuran pada spektrum graf subgrup.

Bab IV Penutup
Penutup berisi kesimpulan mengenai hasil dari pembahasan dan saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk,
2009).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika
terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan
ditulis e = uv (Bondy & Murthy, 2008).

2.1.1 Derajat Titik

Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg;(v), adalah banyaknya sisi di G
yang terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat datu
graf G, maka tulisan deg.;(v) dapat disingkat menjadi deg(v). Titik yang
berderajat genap sering disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat

ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut titik
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terisolasi (isolated vertices) dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end
vertices) (Chartrand dan Lesniak, 1996).

Graf G dikatakan beraturan-r atau beraturan dengan derajat r jika masing-
masing titik v di G berderajat r, ditulis deg;(v) = r, untuk bilangan bulat tak
negatif r. Graf beraturan-3 biasa juga disebut dengan graf kubik (Bondy &
Murthy, 2008).

Graf G disebut graf komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung. Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan K,,. Dengan

demikian maka graf K,, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan order p =n

nn-1)

dan ukuran q = . (;) (Bondy & Murthy, 2008).

2.1.2 Graf Terhubung

Misalkan G graf. Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf adalah barisan berhingga yang berselang-seling
W:u =vyeq,v1,63,V5,€3,...,€0,Vy =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan
e =V;_1V; i=123..,n
adalah sisi di G. v, disebut titik awal, v,, disebut titik akhir, titik vy, v,, ..., v
disebut tititk internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # v,, maka W
disebut jalan terbuka. Jika v, = v,,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang
tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial.

Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi,
maka jalan u-v
W:u =wvyeq,v1,63,V5,€3,...,60, 0, =V

dapat ditulis menjadi
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W:u = vy, vq,Vy, ..., Un_1, Vp = v (Abdussakir, dkk, 2009).
2.1.3 Graf Komplemen
Graf komplemen G dari graf G adalah graf dengan himpunan titik V(G) =
V(G) dan dua titik akan terhubung langsung di G jika dan hanya jika dua titik
tersebut tidak terhubung langsung di G. Artinya jika xy € E(G) maka xy ¢ E(G)

dan sebaliknya. Dengan demikian maka gabungan antara G dan G akan

menghasilkan graf komplit, atau g + g = (;) (Bondy & Murthy, 2008).

2.2 Graf dan Matriks

Misalkan G graf dengan order p (p = 1) dan ukuran q serta himpunan
titik V(G) = {vy, vy, ..., »,}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks
keterhubungan) dari graf G dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p X p)
dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung
langsung dengan titik v; serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung
dengan titik v;. Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) =
[a;;], 1 <i,j <p,dengan

@ = {1 ,jika V;Vj € E(G)
Y0 Jjika vv; & E(G)

Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1
dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat
gelung (loop) dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009).

Selain konsep matriks adjacency, masih terdapat konsep matriks lainnya
yang dapat diperoleh dari suatu graf. Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan

dengan D(G), adalah matriks diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i
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adalah derajat dari v;, i = 1,2,3,...,p. Jadi, matriks derajat dari graf G dapat
ditulis D(G) = [d;;], 1 < i,j < p, dengan

d;: = {deg(vi) =]
Y 0 LFE]

Matriks L(G) = D(G) - A(G) disebut matriks Laplace (Mohar, 1992) dan
matriks L*(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless Laplace dari graf G
(Brouwer & Haemers, 2011).

Pada graf G, lintasan-v,v, adalah barisan titik-titik berbeda v;, v,, ..., v,
sedemikian hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf kemudian
disebut terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik di G.
Misalkan G adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour dari G adalah
matriks DD (G) sedemikian hingga elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j adalah
bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di G (Ayyaswamy &

Balachandran, 2010).

2.3 Spektrum Graf

Misalkan G graf berorder p dan A adalah matriks keterhubungan dari graf
G. Suatu vektor tak nol x disebut vektor Eigen (Eigen vector) dari A jika Ax
adalah suatu kelipatan skalar dari x; yakni, Ax = Ax, untuk sebarang skalar A.
Skalar A disebut nilai Eigen (Eigen value) dari A, dan x disebut sebagai vektor
Eigen dari A yang bersesuaian dengan A. Untuk menentukan nilai Eigen dari
matriks A, persamaan Ax = Ax ditulis kembali dalam bentuk (A — Ax = 0,
dengan I adalah matriks identitas berordo (1 X p). Persamaan ini akan

mempunyai solusi tak nol jika dan hanya jika det(4 — AI) = 0.
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Persamaan det(A — AI) = 0 akan menghasilkan persamaan polinomial
dalam variabel A dan disebut persamaan karakteristik dari matriks A. Skalar-skalar
A yang memenuhi persamaan karakteristik ini tidak lain adalah nilai-nilai Eigen
dari matriks A (Anton & Rorres, 2004).
Misalkan A4, 4,, ..., 4, adalah nilai Eigen berbeda dari A4, dengan 4; >
Ay, >+ > A, dan misalkan m(4,),m(4,), ..., m(4,,) adalah banyaknya basis
untuk ruang vektor Eigen masing-masing A;, maka matriks berordo (2 x n) yang
memuat A4, 4,, ..., 4,, pada baris pertama dan m(A4,), m(4,), ..., m(4,,) pada baris
kedua disebut spectrum graf G, dan dinotasikan dengan Spec(G) (Bigg, 1994).
Jadi, spektrum graf G dapat ditulis dengan

M A2

: An
Spec(G) = m(A;) m@,) .. m(,)

] (Yin, 2008).

Spektrum yang diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum adjacency,
dari matriks L(G) disebut spektrum Laplace, dari matriks L*(G) disebut spektrum

signless Laplace, dan dari matriks DD(G) disebut spektrum detour.

2.4 Grup dan Subgrup
2.4.1 Grup Dihedral

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan, dinotasikan D,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n > 3.
Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D,, (Dummit dan
Foote, 1991). Karena grup dihedral akan digunakan secara ekstensif, maka perlu
beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan

selanjutnya dan membantu mengamati D,,, sebagai grup abstrak, yaitu:
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(1) 1,7,72, ...,v™ 1 semuanya berbeda dan r™ = 1. Jadi |r| = n.
@) Is| = 2.
(3) s # rt untuk semua i.
(4) srt # sr/untuk semua 0 < i, j <n — 1dengani # j. Jadi

n-—1 2 n-—1
,S, ST, ST, ...,sr" 1}

D, 252 Lt
yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r! untuk
k=0atauldan0<i<n-—1.

(5) rs = sr~1. Ini menunjukkan bahwa r dan s keduanya tidak komutatif sehingga
D,,, tidak abelian.

(6) st = r~1s, untuk semua 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991).
2.4.2 Subgrup dan Subgrup Normal

Misalkan G grup dan H himpunan bagian di G. Jika H dengan operasi
biner yang sama dengan di G membentuk grup, maka H disebut subgrup dari G
dan dinotasikan dengan H < G (Dummit dan Foote, 1991). Unsur identitas di
subgrup H adalah unsur identitas di grup G. Dengan demikian, maka H subgrup G
jika dan hanya jika H € G, H # @, dan xy~! € H untuk semua x,y € H.

Jika H < G dan berlaku ghg™ € H untuk semua h € H dan g € G, maka
H disebut subgrup normal dari G dan dinotasikan dengan H < G. Jika G grup
abelian maka semua subgrup di G adalah subgrup normal karena h =eh =
gg *h=ghg ' € H untuk semua h€ H dan g € G Dengan notasi lain,
H subgrup normal di G jika dan hanya jika gHg™! = H atau gH = Hg, untuk

semua g € G.
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2.5 Graf Subgrup

Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan Iy (G) adalah graf berarah
(digraph) dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung
langsung ke y (atau ada busur dari x ke y) jika dan hanya jika x # y dan xy € H.
Jika xy € H dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan x #y maka x dan y
dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan demikian, akan
diperoleh graf I';(G) yang tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple
edge). Graf I, (G) ini disebut graf subgrup dari G (Anderson, dkk, 2012)

Kakeri dan Erfanian (2015) menjelaskan bahwa graf subgrup I';(G) jelas
eksistensinya ketika H adalah subgrup normal dari G. Jika xy € H maka belum
tentu yx € H. Jika H subgrup normal di G, maka xy € H berakibat yx =
x~1(xy)x € H. Dengan demikian, ketika H subgrup normal maka komplemen

dari graf subgrup Iy(G) juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah

(digraph).

2.6 Ukuran dalam Al-Quran

Allah berfirman dalam surat al-Qamar ayat 49 sebagai berikut

ST T
JMQW%&Q:}_{\;L

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.” (Q.S. Al-Qamar:49)

Sesungguhnya segala yang terjadi di dalam kehidupan ini adalah dengan
ketentuan Allah dan pembentukannya, menurut ketentuan hikmah-Nya Yang
Maha Bijaksana dan aturan-Nya yang menyeluruh, dan sesuai dengan Sunnah-

sunnah yang Dia letakkan pada makhluk-Nya (Al-Maragi, 1993).
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Semakna dengan surat al-Qamar ayat 49 ialah firman Allah dalam surat al-
Furgan ayat 2 sebagai berikut

° P
-

set 9 alag 3 s 080 151305 dnd 4y ol ooz I 4

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak, dan
tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah menciptakan segala
sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.”

Dalam tafsir Al-Maragi (1993) ayat di atas menyatakan sifat kebesaran

Allah yang menyifati diri-Nya sendiri dengan empat sifat kebesaran, yaitu:

1. 2305 osesd Az 4 o

Dia mempunyai keperkasaan dan kekuasaan yang sempurna terhadap langit
dan bumi serta segala isinya, baik dalam hal mengadakan maupun dalam hal
meniadakan, dalam hal memerintah maupun dalam hal melarang, sesuai
dengan tuntutan kehendak-Nya yang didasarkan atas berbagai hikmah dan

kemaslahatan.

N

N
-
.
\
LA
\

3

Dia tidak mempunyai anak seperti dikatakan orang-orang yang memandang
demikian tentang Al-Masih, Uzair dan para malaikat, sebagai mana cerita

Allah tentang mereka di dalam firman-Nya:

La @ o I . @ I o (3
O alll 830 el Ll IG5 1 23 i $08d 6

“Orang-orang Yahudi mengatakan, Uzair itu putra Allah. Dan orang-orang Nasrani
mengatakan, Al-Masih itu putra Allah.” (At-Taubah, 9:30).
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Dan firman-Nya:

ETINIO SRRSO RNGESHE O KAV SRR I FUSTE

O NI ISR O SENEEE TR O SRR R ¢

“Apakah untuk Tuhanmu anak-anak perempuan dan untuk mereka anak laki-laki,
atau apakah Kami menciptakan malaikat-malaikat berupa perempuan dan mereka
menyaksikan(nya)?  Ketahuilah  bahwa  sesungguhnya mereka  dengan
kebohongannya benar-benar mengatakan, ‘Allah beranak’. Dan sesungguhnya
mereka benar-benar orang yang berdusta. Apakah Tuhan memilih (mengutamakan)
anak-anak perempuan daripada anak laki-laki?” (As-Saffat, 37: 149-153).

Al B 4 sl el 4.
OV RUECRRACE |

Allah tidak mempunyai sekutu dalam kerajaan dan kekuasaan-Nya yang patut
untuk disembah selain-Nya. Maka beribadahlah kepada-Nya semata secara
murni tanpa menyertakan “tuhan-tuhan”, para malaikat, jin dan manusia
dalam ibadah.

Di sini terdapat penolakan terhadap kaum musyrikin Arab yang dahulu
mengatakan dalam talbiyah hajinya:

“Kusambut panggilan-Mu tidak ada sekutu bagi-Mu kecuali sekutu yang ia adalah
milik-Mu Engkau memiliknya dan apa yang ia miliki”.

2z 5 ax APIr- PR A Pat .
o 555 2 48 sl llth

Dia mengadakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya yang
didasarkan atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk
menerima apa yang dikehendaki-Nya, berupa keistimewaan dan perbuatan
yang sesuai dengannya. Maka, Dia mempersiapkan manusia untuk dapat
memahami, memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai

industri, dan memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta di dalam



18
perut bumi. Dia juga mempersiapkan berbagai jenis hewan untuk melakukan

berbagai pekerjaan yang sesuai dengannya dan dengan kemampuannya.



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Pola Umum Spektrum Graf Subgrup (r?) dari Grup Dihedral

3.1.1 Spektrum Graf Subgrup (r?) dari Dg

Grup dihedral Dg dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan dalam

tabel Cayley berikut.

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

° 1 r i 7 s ST Spf | sr®
1 1 r 7 & 3 S Sy [bsr
r r i = 1 S5 5 ST S
74 r? 7 1 7 e | o s ST
T L 1 r = ST Sp2N =S s
s s ST sié Ilsie i T T %
sr ST SN G s i 1 r i
B sr’ | srd s ST r? - 1 r
sr3 | srd s ST g r it 7 1

Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh 2 adalah {1, r2}. Titik-
titik graf subgrup (r?) dari grup dihedral (Dg) adalah V (I"(rz)(Dg)) =

{1,7,7%,13,s,sr,sr?,sr3}. Sehingga jika dua unsur di grup dihedral Dg

dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi (o) menghasilkan {1, 72},

maka diperoleh graf subgrup berikut

r g

Sr

ST sr?

Gambar 3.1 Graf I';.2y(Dg)
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Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks adjacency dari I},2,(Dg) sebagai

berikut

A(12)(0) =

Soococor oo
coocor~Rrooo
coocococoo R
coocococoro
oORrococococoo
moocoocooo
coorococoo
corocoococoo

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks

adjacency tersebut.

det (A (Qrz)(Dg)) - ,11)

0 0 1 0 0000 A 0000 O0 0 O
/00010000 0,1000000\
ISR’ Wb, ORv.ogl alll (05 XYoo WMoESoRNG
=det|01000000_000/10000|
|00000010 0000,1000|
0000000O0T 11 Jooooo0210o0
\00001000 000000,10/
o0 0o 00100 looooooo A
0—-1 0 1 0 0 0 0 0 -
0 0-1 0 1 0 0 0 0
1 0 0—-1 0 0 0 0 0
_ A (w0 1 T Ki— g 0 0 0|
0 0 0 0 0-1 0 1 0
0 0 0 0 0N 1
0 0 0 0 1 0 0-1 0
L 0 0 0 0 0 1 0 0-—Al

Matriks A(F(rz)(DS)) — AI dapat dijadikan matriks segitiga atas atau segitiga

bawah atau menjadikan matriks eselon baris tereduksi, yang kesemuanya akan

menghasilkan determinan yang sama.



det

atau

det

atau

det

Polinomial
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20 1 0 0 0 0 0
0 -2 0 1 0 0 0 0
0 0 A1 0 0 0 0
i
A2 -1
0 0 0 - 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 -2 0 1
A2 -1
0 0 0 0 0 0 -— 0
i
2 -1
0 0 0 0 0 0 0 _
i
gl 0 0 0 0 0 0 0
2
A2 -1
0 R 0 0 0 0 0
1 0 LN 0 0 0 0
0 1 0 -2 0 0 g™ 0
17
0 0 R ol L 0 0 0
2
0 0 0 0 &1 0
2
0 0 0 0 0 0 10
0 0 P 0 0 0 -2
S 0 0 0 0 0 0 0
0N 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 Ol 0
i
B |
0 0 0 S 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
21
0 0 0 0 0 0 -— 0
i
2-1
0 0 0 0 0 0 0 -

karakteristik A(F(Tz)(DS))—/’U diperoleh dari hasil perkalian

diagonal utama matriks-matriks tersebut sebagai berikut



22

2—-1
A

p() = (-* <— ) =@A+D*A-1D*

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; = —1 dan 1, = 1. Kemudian

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A, = —1 disubstitusikan ke dalam (A(F(rz)(Dg))—/U), sehingga

diperoleh
Teihar]  FONOE_ORI0.8 07
0101 0 000
TISORVES DA 00 20 0
0101 0 00O
ORNOFROr S0 SISO =i
O [f GF MR SN SIUREI
0 0001010
UAURE R RS 1 g i

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai

berikut
1l 0 W0 0 OF fon
O] /OB 1| |0 ()R ()0 1)
0O 0 0O 0O OO 0 O
0O 0 0 0O OO 0O
0O 0 0O 0O1 0 1 O
0O 0 0001 0 1
0O 0 0O 0O OO 0O
0 00 0 0“0 O O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 4.

Untuk 4, = 1 disubstitusikan ke dalam (A (F(rz)(Dg)) — /11), sehingga diperoleh

—1 0 1 0 0 0 0 0 7
0 -1 0 1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 0 0
0 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 1 0
0 0 0 0 0 -1 0 1
0 0 0 0 1 0 -1 0

L0 0 0 0 0 1 0 -1

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh
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—1 0 1 0 O 0 0 0
0 -1 0 1 O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 00 -1 0 1 O
0 0 00 O -1 01
0 0 0 0 O 0 0 O

-0 (gu®0" (Sl 0 0 O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 4.
Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari I7,2y(Dg) sebagai
berikut
Specy (F(rz)(Ds)) = [i _41]
Selanjutnya dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks derajat dari I7,2,(Dg)

sebagai berikut

D (12, (0)) =

[=NeNel oo NeNe)
OCOoOROOOCOO
(=l el lNoBeNoNe)
_ O OO OO OoOOo

SocoocoocococoRr
coocococoRro
coococoroo
coocorooo

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I7,.2(Dg)

1 (2, 00)) = B (1 00) = 4 (1, 00)

1 0 0 0000 O 00100000
0100000 O (00010000
001 0000O0GO 0O [1000O0TO0TO 0O
_looo 10000 01000000
“lo o oo 1000 joo0oo0o000T10
000007100 looooo0o0o01
0000O0GO0T1O0floooo0o1000
0 00 o000 1 lboooo100
1 0 -1 0 0 0 0 07
0 1 0 -1 0 0 0 O
-1 0 1 0 0 0 0 0
o -1 0 1 0 0o 0 o0
“lo o 0o o 1 0 -1 0
o 0 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 -1 0 1 0
Lo o 0o o o0 -1 0 1/
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.

det (L (Fr2>(D8)) - ,11)

1 0 -1 0 0 0 0 07 A 0000 O0 0 O
o0 1 0 -1 0 0 0 O 04000000
-1 0 1 0 0 0 0 O 00200000
—getll0O -t 0 1 0 o0 o of o 0020000
0o 0 0 0O 1 0 -1 0 0000 AO0TO0TO
0o 0 0 0O O 1 0 -1/ |0 0 0 0 0 A 0 O
0 0 0 0 -1 0 1 o0 000 0O0O0A10
Lo o o o o -1 0 14 1loooo0o0o0o0 Al
1—-212 0 -1 0 0 0 0 0 1
/ 0 1-12 0 -1 0 0 0 0 \
[ -1 0 1-1 0 0 0 0 arlel
[[ o -1 0 1-1 0 0 0 o ||
=det]| g 0 0 o TO-20 ol
[l o 0 0 0 0 1-1 0 ~1 ||
\0 0 0 0 -1 0 1-21 0/
L 0 0 0 0 0 -1 0 1-A
Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas yaitu sebagai berikut
1—-1 0 -1 0 0 0 0 0
0 1-4 0 -1 0 0 0 0
0 i Al 0 0 0 0 0
—-1+2
A(=2+2)
0 0 0 - 0 0 0
). | —-1+2
0 0 0 0 1-2 0 -1 0
0 0 0 0 0 1-2 0 -1
0 0 0 0 0 RAGE) 0
-1+
A(=2+2)
0 0 0 0 0 0 0 -
: —1+2

Polinomial karakteristik L (Qrz)(Dg)) — A diperoleh dari hasil perkalian diagonal

utama matriks segitiga atas sebagai berikut

A=2+2)

4
— _ 414
—1+/1)_()1 2)"A

() = (1 - (-
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; = 2 dan 4, = 0. Kemudian

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A, = 2 disubstitusikan ke dalam (L (Qrz)(Dg)) — /11), sehingga diperoleh
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-1 0 -1 0 0 0 0 0 7
0o -1 0 -1 O 0 0 0
-1 0 -1 0 0 0 0 0
0o -1 0 -1 O 0 0 0
0 0 0 O -1 0 -1 O
0 0 0 0 0o -1 0 -1
0 0 0 O -1 0 -1 o0

L0 0 0 0 O -1 0 -1

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai

berikut

-1 0 -1 0 0 0 0 0 7
O =il O =il 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0O -1 0 -1 O
0 0 0 0 o -1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0

L0 0 0 0 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 4.

Untuk A, = 0 disubstitusikan ke dalam (L (Qrz>(D8)) B /11), sehingga diperoleh

1 0 -1 0 0 0 0 0 1
0 ih ™ Yo 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 0
0 -1 0 I 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 F1Pv0
0 0 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 O3t 519 0 1 0

-0 0 0 0 0 -1 0 1

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh

1 0 -1 0 0 0 O 0 7
01 0 -1 0 0 O 0
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 O 0 1.0 -1 O
0 0 O 0o 01 0 -1
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 O 0 0 0 O 0 -

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A,) = 4.
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Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I},2y(Dg) sebagai

2 0
4 4

berikut:

]

|

Kemudian matriks signless Laplace dari I7,2y(Dg) dapat ditentukan dengan

spec,, (r(rz)(Ds))

menggunakan cara berikut

D (F(rZ)(Dg)) +A4 (r(rz)(Ds))

Lt (F<r2)(D8))

cocoocooco-HoO
cocoocoo-wooo
coocoococoo -
coocococo—o
coc-Hoocoocooo
e E=E=-E=R=R=-E=N=
coo-Hoocoo
co-Hooooo
+
Ccocoocoococoo-H CcOoOCOCO—HO
cCoococoO0O+O CcoOoOoHOHO
CoO00O0O-HOO OO0 O—OH
CoOo0O0OHOOO OO0 OHOHO
cCcooHoo0o0co oHoOoHoOoOoO
co-HoOoOO0OOO0OO HoOWOoOOOOO
oOHOOOOOO OHO—HOOOO
HOOO0OO00O0OO HOHOOOOO

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det (L+ <1"<rz)(D8)> - ,11)

|
|

A 0 0 0 0 0 0 O
0424000 O0O0TO
002 00 000
000 20000
000 0 42 000
000 OO0 200
0000 O0OOAZ2O0
0 000 0 O0 0 4

cCcoococo—HOo -
coocooHoO o
coocooco—Ho -
cooco-Ho-oO
cHo—-oc oo o
—~—oHoocooo
oc-Ho-ooo o
HOHO OO OO
(|\

=

O

=



(
e
|
\

eNeoNeNeNel el

~

Uy

cococoro | o

~

-

coococo | o

N

[N
oo QC | or O

N
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[E
oOroOo | ocooco
N

=N
RO | oo oo
N
[N
o | oOrococoOocOoO

N
| omrocoococo o

\
|
)

[UnN

A

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas yaitu sebagai berikut

det

0
0

= ) © W

0

r1—A1

0
1-4

=2 ©= =

0

s
0

A(=2+2)
=)

0
0
0
0

0

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
AR A )
e 0 0 0
| ]
0 i —Am 0 1 0
0 QY 15 1 0 1
| . A(=2+2) 0
—1+2
. ; . . AM=2+2)
—1+24 |

Polinomial karakteristik L* (I“(Tz)(DS))—/U diperoleh dari hasil perkalian

diagonal utama matriks segitiga atas sebagai berikut

p() = (1-1* (-

&2

] 4
— (1 _ N
—1+/1) =0y 2

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, =2 dan A, = 0. Kemudian

dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A, = 2 disubstitusikan ke dalam (L+ (I"(rz>(D8)) — M), sehingga diperoleh

OO OO OO

.

=N eNeell )

0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0
0 -1 0 1 0
0 0 -1 0 1
0 1 0 -1 0
0 0 1 0 -1

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh hasil sebagai

berikut
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—1 0 1 0 O 0 0 0
0 -1 0 1 O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 00 -1 0 1 O
0 0 00 O -1 01
0 0 0 0 O 0 0 O

-0 (gu®0" (Sl 0 0 O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 4.

Untuk A, =0 disubstitusikan ke dalam (L*(I"(,,z)(Dg))—AI), sehingga

diperoleh
1 01 0 0 0 0 O
(NI RO8 VI SORSORS ORI
o JUH SI (0N ROPS (ORERORENG
(I LN H.a 1, AONNOPH
ok Off (UR B "IORORy|
(ONgOR (O] [ 0N a1" 4R
O ON [0 (I 9" WD
S0 (O OO i

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, maka diperoleh

1 01 0 0 0 O O
O 0SSP0 (S0 &0
0 000 0 0 0O
0 000 0 0 0O
0 0001 010
[0S0 SRR R R (0%, 5
USO=ROREI (=000
0 000 0 0 0O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 4.
Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I7,2y(Dg)

sebagai berikut

spec;+ (F(rz)(Ds)) = LZL 2
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3.1.2 Spektrum Graf Subgrup (r?) dari D,
Grup dihedral D;, dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan

dalam tabel Cayley berikut.

Tabel 3.2 Tabel Cayley Grup Dihedral D;,

° 1 r | 2 | r3 g | _r™es | sr | sr? | srd® | srt | sr®
1 1 r | 2 g e s sr | sr? | sr3 | sr* | sr®
r r | r? | g% i 1 |sr®| s | sr | sr?|srd | srt
e | Pt | P 1 r |sr*|sr®| s | sr | sr?|srd
e | 5| 1 ol 5 st . [Ns, | sr | sr?
N 7 1 NNt | S o2l s (st ey, s | ST
e ° 1 e Ik RrE hsr MsulilPsrs srta S | s
r S | Erl%sr? [ ssrts| Sl sna | Al ) R e
SO sr | sr? | sr3|sr*|sr5| s | 1S 1 e e (Nt
Rl sv> | sr3 | srt|srd| s | sr |t [ 5] 1 a8
B sl sl (Ns7=on s (8 <78l 152 SNSRIt (R N T L2
B s | sr5 | s | sr |sr?|sr® | 2 | | rt |t 1 r
B <7 > | %5 | st | srPefsrd® | srtlir | r2 | 2t Lt | 1

Subgrup dari grup dihedral D,, yang dibangun oleh r? adalah {1, 72,74}
Titik-titik graf subgrup (r2) dari grup dihedral (D,,) adalah V(I*(rz)(Dlz)) =
{1,7,7%,r3, 1%, 15 s,sr,sr?%,sr3,sr*, sr°}. Sehingga jika dua unsur di grup
dihedral D;, dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi (e)

menghasilkan {1, 72,74}, maka diperoleh graf subgrup berikut



Silg ST

- sr3

berikut

A (12 (01) =

Gambar 3.2 Graf I';.2y(D;)

S @ e @ = @ @ 9= [

R
cCcoocococorRrOoOROOO
CoocococoOoOROoOOOR
Cooco0coCOoOROCOORO
cCcoocococococoRrRrORO
OROoOROOOOCOOOO
mOmROOOCOOCOoCO OO
oOcRrocOocOoOROOCOOOCOO
PO OoOOROOOCOCOOO
CcCoorROoOROOCOOOO
cComRmROoOROOOCOO OO

o
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Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks adjacency dari I7,.2y(D;) sebagai

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks

adjacency tersebut.

det (A (qrz)(Dlz)) — )
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0—24 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 7
0 0—-2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0—-2 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0—-2 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0—-2 0 0 0 0 0 0 0

— det 0 1 0 1 0 0—-2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0—-2 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0—-1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0—-21 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0-1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0-1 0
L0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0—A

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

S -0 2-a-2\ )
p(A) = (—=4) <— 71 > <_AT> =—QA+1D%A1-2)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1, = 2 dan 4, = —1. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,) =
4 dan m(4,) = 8.

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari I7,2,(D;,) sebagali

berikut

245 A
specy (Qrz)(D12)> = [4 3 ]
Selanjutnya, dari Gambar 3.2 dapat diketahui matriks derajat dari

I3,2y(D12) sebagai berikut

D (I (D)) =

SocoocoocococoococococoN
CcCoocococococococOoONO
CcCoococococococoNO O
CcCoocococococoNO OO
CcCoococococoNOOOO
CcCoocococoNOoOOoOOOO
cCcoococoNOOoCOOCOO
CcCoocoNOOOoCOOCOO
cCcooNOCOoOOoOOoCOoOOoOO
cCcoNOOCcCOoOOoOOocOoOoOO
oONOOCOOCOOCOoCOoOOC OO
NMNOOoOOoOOoOOoOoOoOoOoOoO
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Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I7,2y(D;2)

D (13, (012)) - 4 (12 (01))

L (1) (01))

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 O O
0 001 01O0O0O0O0O0TUO
10 001 0 0 0 O0O0O0O0
01000100 O0O0O0TUO
101 000 0 0 O0O0OTO0OTO
0101 00O0OO0OO0OTO0OTOTD O

0 000 O0OO0OO0OO0ODT11TO0T1TODO0

0 0000 O0OO0OO0OO0OTI1TTUO0T1

0 0000 O0O1TO0O0O0OT1TO0

0 000 O0O0OO0OT1O0O0OTU0T1

0 000O0OO0OT1TTO0OT1O0TO0TPO

0 0 0 0 0OOO 1T 0 1 0 O

2 0 0 0 0O OO 0O 0 0 0 O

0 200 0 00 O0O0OO0OTO0OTPO
0 0200 000 O0O0O0TUO
0 0020000 O0O0O0OTPO

0 000 2 00000 O00O
0 00002 000 O0O0UDO
0 000 O0OO0OZ20 0 00O
0 000 O0OO0OO0OTZ2ZO0O0O00O0
0 000 0O O0OO0OO0OTZ2 00O
0 000 O0OO0OO0OO0OO0OTZ2TO0O0
0 000 0O O0OO0OO0ODO0OTO0OTZ20
0 0 0 0O 0OOO O O O0 0 2

.

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.

det (L (F(r2>(D12)) - /11)

det

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut
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A2 — 42+ 3)“ (_ (1—3)A

4
— _ 814
—2+2 —1+/1> =-(A=3)7

p(M) =(@2-1* (—

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 3 dan A, = 0. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,) =
8 dan m(A,) = 4.

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I7,2(D;,) sebagai
berikut

specy (r(rz)(Du)) = [g 2]
Kemudian matriks signless Laplace dari I3,2y(D;;) dapat ditentukan

dengan menggunakan cara berikut

L+ (F(TZ)(DQ)) =D (F<r2)(D12)) +A (rw)(Dlz))

2 0 0 00 0O0OOO O OO0 00 1010UO0UO0O0TUO0TUO0 O
0 20000O0UO0OUO0OGO0TUO0TU O (00010T10O0UO0TUO0TO0TFUO
0 020000UO0UO0OGO0TUO0TU O [1L0O0OO0OOT1O0TO0OTO0OO0OTUO0OT OO
0 002000UO0OUO0OTGO0TUO0OTU O [0100WO0OT1TO0TU0TUO0TO0OT OO
00002 00UO0UO0OTO0TUO0TUO [1t01O0WO0OUO0OTO0OTO0UO0UO0T 0O

_[0o0oo0oo002000000,010100000000
000000 20UO0UO0TUO0TUO0O ' (00O0O0UOOOGOOTO0OT1UO0T1SFUO0
00000 OO 20UO0TO0UO0O [0000O0OOOOGO0TO0T10 1
0000 O0OO0OO0OUOT2U0TU0TUO0 (0000O0O0OT1O0O0TUO0OT1SFO
0000 0OO0OO0OOUOZ2TU0U0 (00000O0OOT1TUO0TGO0OTUO0 1
00 00O0OO0OO0OUOUO OO OTZ2U0 (0000O0OO0OT1TUO0T1TO0OTO0OO
0 0 0000000 002 loooooo0o0107100
2 0 1 0 1. 0 0 0 0 0 0 Of
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Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det (L* (Qrz)(Dlz)) — 1)

r2—21 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 7
0 2—-2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 2—-2 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 2—-2 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 il 0 2—-2 0 0 0 0 0 0 0

— det 0 1 0 1 0 2—-2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2—-2 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 2—-2 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 it 0 2—-2 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 2—21 0 1
0 0 0 0 0 0 it 0 1 0 2—-2 0
L 0 0 0 0 0 0 0 it 0 1 0 2—M

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial
karakteristik sebagai berikut

2 _ 4 24 &
SUEE) I LR ) N

p<A>=<2—A)4<— =7 3 T
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, = 4 dan A, = 1. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,) =
4 dan m(4,) = 8.

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I7,2y(D;3)

sebagai berikut
4 1
3.1.3 Spektrum Graf Subgrup (r?) dari D

Grup dihedral D,, dengan operasi fungsi komposisi dapat dinyatakan

dalam tabel Cayley berikut.



Tabel 3.3 Tabel Cayley Grup Dihedral D;¢
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° 1| r [ 72 |3 | r* | > | v | r7 | s | sr|sr®|srd| sr*| srd| sr®| sr’
1 | 1| r |72 |3 |r* | r® |78 |17 | s | sr|sr?|sr3|srt| sr3| sr®| sr’
r | r |23t S| |7 | 1 |sr7| s | sr|sr?| srd| srt| srd| sr®
2|2 |3t S| o7 | 1| r | sr®|sr?| s | sr|sr?|srd| srt| srd
Pt S e Y71 r | r? | sr®|sr®|sr7| s | sr|sr?| srd| srt
r* ot S e T 2| 3 | st sr® | sr|sr7| s | sr | sr?| srd
> S e T 1 2t | sr3| st srS | sré| sr7| s | sr | sr?
o | o 7 | 1 | r |2t | S | sr?| srd| srt| srd| sr®| sr7| s | sr
7 7 1| r |3t | S| rS | st | sr?| sr3| srt| sr® | sr®| sr7| s
s | s |sr|sr?|sr3|srt|sr3|sré|sr?| 1| r | r2 |3 |t | S| e | 7
sr | sr | sr?| sr3| srt|sré|sr|sr?| s |7 | 1 | r | 2|3t | S| r®
sr?| sr?| sr3| srt|sr®|sré|sr?| s |sr|v® | T | 1 | r | 2| r¥ |t |
Bl s1> |isri| sre | sr8|sr?| s [sr | srE| e v | r7 | W] m| 2| 3| rt
Bl sr | sre | sr8|sr?| s | sr|sr?|srd| vt || 28 | 27 [ far | 2| 3
Bl sro| sro| sr”| s | st | srZ|sed| srA| 2 | vt S |8 | P T r | P
- PRl s s s 2 sl s 72 || @ 17 | 72 | 72 || 74 A
Bl sr7 | s | sr | sr?| sr®| srt| srd|sro| v |2 [ 73 |5t | > | o rh ]| 1
Subgrup dari grup dihedral D;¢ yang dibangun oleh r2 adalah {1,72% 7% r°}.

Titik-titik graf subgrup (r2) dari grup dihedral (D;¢) adalah V(I“(rz>(D16)) =

2 3
{1,r,r%r

4
T

5

, 76,17, s,s1,5r2, 513,514,575, 5% sr”}. Sehingga jika dua

unsur di grup dihedral D¢ dioperasikan menggunakan operasi fungsi komposisi

(o) menghasilkan {1, 72,r* 1°}, maka diperoleh graf subgrup berikut

ST

sr3 sr

Gambar 3.3 Graf I,2,(D16)
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Dari Gambar 3.3 dapat diperoleh matriks adjacency dari I7,2,(D16) sebagai

berikut

0 0 1 01 01 0 0 0 0 0 0 0 0 O
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det (4 (Qrz)(um)) — 1)
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3 8 3 S
) = £ X

A=3)*(A+ 12

3dan 4, = —1. Dengan cara

Dengan menetapkan p(41) = 0 maka diperoleh 1,

yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
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Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,)

4 dan m(4,) = 12.

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari I3,2(D;6) sebagai

berikut

]

-1
Selanjutnya, dari Gambar 3.3 dapat diketahui matriks derajat dari

4 12

3

specy (F<r2>(D16)) = [

I},2y(D16) sebagai berikut
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dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I},2y(D;¢)

D <Qr2)(D16)) A (r(rZ)(Dw))
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.

det (L (F(rz)(Dm)) - /11)

3—41 0 =il 0 =1 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 3-1 0 -1 0 =il 0 =il 0 0 0 0 0 0 0 0
=il 0 3-1 0 =il 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 =il 0 3-1 0 &1 0 =il 0 0 0 0 0 0 0 0
=il 0 =il 0 3-2 0 =il 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 =il 0 —i} 0 F=/ 0 =Sl 0 0 0 0 0 0 0 0
=il 0 =il 0 =il 0 3-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

» 0 =il 0 —1 0 =il 0 3-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 3—-2 0 =1 0 =il 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 3-21 0 =il 0 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0 3-2 0 =il 0 —il} 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 =il 0 3-1 0 =il 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 =il 0 =il 0 3-1 0 = 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 =il 0 3-2 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 il 0 =il 0 =il 0 3-2 0
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =il 0 =il 0 -1 0 3 -

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

,12—6/1+8>4< ,12—5/1+4>4< (=4 + D)4

4
— _ 12 74
-3+1 A-2 -1 > =@-97a

p(1) =@B-1* (—

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4; = 4 dan A, = 0. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,) =

12 dan m(1,) = 4.
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Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I7,2y(Dq6) Sebagai

berikut

]

0
Kemudian matriks signless Laplace dari I7,2y(Dy¢) dapat ditentukan

4
12 4

spec,, (r(rz)(Dm)) = [

dengan menggunakan cara berikut

D (11 00) + A (7 010)
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Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det (L+ (r(r2>(016)) - /11)
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Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

2—61+8\"( 2—71+10\"/ 22-81+12\"
=y Vi 1—4 1-5

p() =GB -n* (—
= (A-6)*(1 —2)12
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, = 6 dan A, = 2. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing nilai
Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga m(4,) =
4 dan m(4,) = 12.

Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I7,2y(Dy¢)

sebagai berikut

6 2

spec+ (r(rz)(Dm)) = [4 12]
Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum adjacency graf subgrup (r?) dari beberapa grup

dihedral, di antaranya
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Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Beberapa Graf Subgrup (r?2) dari Grup

Dihedral D,,
n | Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup
4 | Grup Dihedral Dg A-D*@+ 1Dt
6 | Grup Dihedral D, —(A-2)*(1+1)8
8 | Grup Dihedral D¢ A=-3)*A+ 1?12
4
. n n—2
n | Grup Dihedral D,, (-1)2 (A — (T)) (A + 1)2(-2)
Tabel 3.5 Spektrum Adjacency dari Beberapa Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral D,,,
n | Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup
R
4 | Grup Dihedral Dg 4 4]
. 2 —1]
6 | Grup Dihedral D, 4 5
y 3 —1]
8 | Grup Dihedral D¢ 4 121
(n = 2) .
n | Grup Dihedral D,,, [ 2 ]
4 2(n—2)

Teorema 1l
Pola umum polinomial karakteristik matriks adjacency A (Qrz)(DZn)) untuk

n genap dan n > 4 adalah

() = (-1)2 </1 - (”21))4 @+ 12
Bukti:
Diketahui grup dihedral (D,,) = {1,7,72,..,r" L s,s1, 5712, ..., st 1},
Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa subgrup (r?) dari grup dihedral
D,, adalah {1,732, ...,7" 2}.

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I,2y(D,) yang

terdiri dari 4 graf komplit. Dikatakan graf komplit jika setiap dua titik yang
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berbeda saling terhubung langsung (adjacent). Titik-titik graf komplit yang
pertama adalah {1,72,7% ..., 7" 2}. Titik-titik graf komplit yang kedua
adalah {r,r3,75 ..,v"1}. Titik-titik graf komplit yang ketiga adalah
{s,sr?,sr* ..., sr™ 2} Titik-titik graf komplit yang keempat adalah
{sr,sr3,sr>, ..., s 1}

Sehingga diperoleh matriks adjacency dari I3,z (D,,,) sebagai berikut

loz 72 o PSS T2 e ST
1 0 0 1 00 0 0 0-
oo Yo 100 0 0
el o T ) 0000 0
o tlo 10 00 0 0 0
A(QT2>(D2"))_ s o oo 00 0 1 0
sr o 0 o ol al 1
st2 10 0 0 oVl OIF0 0
el ® W*% o o T B @
Polinomial karakteristk A (qrz)(pm)) diperoleh dari

det (A (I“(Tz)(DZn)) - /11). Dengan eliminasi Gauss A (Qrz>(D2n)) — M

dapat dijadikan matriks segitiga atas atau segitiga bawah atau matriks eselon

baris tereduksi sebagai berikut

(—21) 1
0 (=2)
" i A2 —-1
)
: : : . .A_n_z
0 0 0 A+ )( )
A_n—4
2

atau
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[ a+)(2-239)
- 0 0 0
A_n—4
7
2-1
7
1 0
)
atau
(=) 0 0 0
0 (-2 0 0

0 0 dl 0
-

_(,1+1)(,1—”;2)

n—4
2

A—

Maka det (A (I“(Tz>(D2n)) —/11) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks-matriks tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari A (I*(Tz)(DZn)) adalah

p(D) = (~1)2 </1 s ("T)) (4 19202
Corollary 1

Pola umum spektrum matriks adjacency A (I“(rz>(D2n)) untuk n genap dan

n > 4 adalah

n—2
specy (Fw)(DZn)) - [<?> 2( . 2)]
n—

Bukti:

Berdasarkan Teorema 1, pola umum polinomial karakteristik dari

A (Qrz)(DZn)) untuk n genap dan n > 4 adalah

p(A) = (—1)% </1 - (nT)> (A + 1)2(-2)
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n-—2
2

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, =( ) dan 1, = -1
dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 4 dan m(1,) = 2(n — 2).
Pola umum spektrum matriks adjacency graf subgrup (r2) dari grup

dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

n—2
speca (T2 (Dan)) = [( 2 ) \ -1 2)‘
-

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum Laplace graf subgrup (r2) dari beberapa grup dihedral

di antaranya

Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r2) dari Grup
Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup
4 | Grup Dihedral Dg (1 —2)*2*

6 | Grup Dihedral D, —(1—3)82*

8 | Grup Dihedral D, (1 —4)12x4

n | Grup Dihedral D,, (—1)% (/1 — g)Z(n_Z) 24

Tabel 3.7 Spektrum Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup
_ 2 0

4 Grup Dihedral Dg [4 4]
_ 30

6 Grup Dihedral Dy, [8 4]
_ 4 0

8 Grup Dihedral D¢ [12 4

n | Grup Dihedral D,,,

n
el
2(n—2) 4




Teorema 2
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Pola umum polinomial karakteristik matriks Laplace L (Qr2>(D2n)) untuk n

genap dan n > 4 adalah

Bukti:

() = (-7 (- 3)

2(n-2)

14

Diketahui grup dihedral (D) = {1,7,7%, ..., v 1, s,s7,5712, ..., sr™" 1},

Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa subgrup (r?) dari grup dihedral

D,, adalah {1,72,...,7" 2}

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I},2y(D,) yang

sudah dijelaskan pada pembuktian Teorema 1. Sehingga diperoleh matriks

adjacency dari I3,-2y (D) sebagai berikut

1

1 &0

r |0

rz |1

rﬁ‘l 6

A(La0w)=""" |0
sr |0

sr? |0

st tlo

dan matriks derajat dari I7,2y(D,,,) adalah

1

1 =2

2

r 0

r? 0

,rn—l 0

D (1) (D)) = T,
Ssr 0

sr2 |0

st 0

S ool

0

2

<

S O -

0

F

n-—1

0
1
0

0

coco v

0

¥
N

o o o N| vee

o

S
S O N O e
N

o

3
S N © O e
N

oOR oo -

o

3
Nl O [} S ...
N

. ST

n-1
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Matriks Laplace graf subgrup (r2) dari grup dihedral D,,, adalah sebagai

berikut
1 r r? 1t s sr
1 "T"" 0 -1 0 0 0
- 0o = 0 -1 0 0
n-2
TZ -1 0 T 0 0 0
o) a1 [0 -1 0 "7‘2 0 0
L(r 2 (D )= .
(reytren ’ 0 0 0 0o =2 o0
o 0 0 0 0 0 "7‘2
st2 o o o oML o
ssm™1lo 0o 0o .. 0 0 -1
Polinomial karakteristik L (r(rz)(pm))

sr2 .. sr™?
0 0
0 0
0 0
0 0
-1 0
0 -1

n=2 0
2
: n:—Z
¢ 5 !
diperoleh

dari

det (L (I"(rz)(DZn)) — /11). Dengan eliminasi Gauss pada L (I"(Tz>(D2n)) —

Al diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

n —12
> -1 =
n—2
7 4 ’
N ([
1-25
0 0 0

Maka det (L (Qr2>(D2n)) —/11) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari L (Qrz>(D2n)) adalah

P =(-D2(A-3)
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Corollary 2

Pola umum spektrum matriks Laplace L(F(rz)(DZn)) untuk n genap dan

n > 4 adalah

n
o), 3
:

Bukti:
Dari Teorema 2, pola umum polinomial karakteristik dari L(I}rz>(D2n))

untuk n genap dan n > 4 adalah

L 4
P =(D2(1-3) 2
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = (2) dan 1, = 0 dan

diperoleh multiplisitas m(1,) = 2(n — 2) dan m(1,) = 4.
Pola umum spektrum matriks Laplace graf subgrup (r?) dari grup dihedral

D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

n
()], 3
:

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum signless Laplace graf subgrup (r?2) dari beberapa grup

dihedral di antaranya

Tabel 3.8 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?) dari
Grup Dihedral D,,,

4 | Grup Dihedral Dg (1 —2)*a*

6 | Grup Dihedral D, -A-4)*(1-1)8

8 | Grup Dihedral D4 (A —-6)*—2)1?
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2(n-2)

. n 4 n—4

n | Grup Dihedral D,, (-Dz(A— (n—2)) (,1 - ( > >>
Tabel 3.9 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup

) 2 0
4 | Grup Dihedral Dg [4 4]

. 4 1
6 | Grup Dihedral D;, 4 8]

. 6 2
8 | Grup Dihedral D;¢ [4 12

n—4

. n-2 (5)

n | Grup Dihedral D,,, 2
4 2(n—2)

Teorema 3

Pola umum polinomial karakteristik —matriks signless Laplace

L* (I’(rz>(D2n)) untuk n genap dan n > 4 adalah

n 4 . 2(n—-2)
() = (-D2(A- (- 2) (A - (5 ))
Bukti:

Diketahui grup dihedral (D) = {1,r,7%, ..., 7" 1, s,s7,5712, ..., st 1},
Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa subgrup (r?) dari grup dihedral
D,,, adalah {1,72, ...,v" 2}

Sesuai dengan definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I},2,(D,,) yang
sudah dijelaskan pada pembuktian Teorema 1. Sehingga diperoleh matriks

adjacency dari I},2y(D,,) sebagai berikut



Ro o K
coo X

0 0

<
N

S O

0

O = O

0

0

dan matriks derajat dari I7,2,(D,,) adalah

n—1

D (I (Do) ="

ST

Siig

ST'n_l

Matriks signless Laplace graf subgrup (r?) dari

sebagai berikut

L* (r(rz)(DZn)) =

sr*1

r

o O O = o

Sa S ON‘

cocoRr o -

7
N

o ON‘

ST‘n_l
0_
0
0
0
0
1
0
ol
ST
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
n=2 0
2
n-2
v =
0 0

S Sl
0 0
0 0
0 0
0 0

=0
1 0
0 1

. ST

ST

o

. STr

o

o Rr o O -

49
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Polinomial ~ Karakteristik L+ (I;,2,(D,,))  diperoleh  dari
det (LJr (I}Tz)(DZn)) — /’ll). Dengan eliminasi Gauss pada

Lt (Qr2>(D2n)) — AI diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

n—2

A .

n—2
0 =
7 e
A—”Z .
(,1—”;4)(,1—@—2))
0 0 0 L T

Maka det (L+ (Qrz)(DZH)) - /11) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari L* (I“(rz>(D2n)) adalah

n 2 . 2(n-2)
pA) = (~1)2(A— (n - ) (A—( - ))
Corollary 3

Pola umum spektrum matriks signless Laplace L* (Qrz)(DZn)) untuk n

genap dan n > 4 adalah

n—4
e i) -[070 C)]
n —_—

Bukti:
Dari Teorema 3, pola umum polinomial karakteristik dari L* (F(T2>(D2n))

untuk n genap dan n > 4 adalah

n . n—4 2(n-2)
P = (—D2(A- (1 -2) (z—( . ))
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1, = (n —2) dan A, =
(*2) dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 4 dan m(4;) = 2(n — 2).

Pola umum spektrum matriks signless Laplace graf subgrup (r?) dari grup

dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

w-n ()

4 2(n — 2)]

specp+ (F(rz)(DZn)) = [

3.2 Pola Umum Spektrum Komplemen Graf Subgrup (r?) dari Grup
Dihedral

3.2.1 Spektrum Komplemen Graf Subgrup (r?) dari Dg

Komplemen subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh r? adalah
{r,r3,s, sr,sr?, sr3}. Titik komplemen graf subgrup (r?2) dari grup dihedral (Dg)
adalah V(Ti,2y(Dg)) = {1,7,72,73,5,s1,s72,57%}. Sehingga jika dua unsur di
grup dihedral Dg dioperasikan menggunakan operasi komposisi (¢) menghasilkan

{r,r3,s,sr,sr?, sr3}, maka diperoleh komplemen graf subgrup berikut

i r2

Gambar 3.4 Graf I;.2y(Dg)



52

Dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks adjacency dari I3,2y(Dg) sebagai

berikut

AT, (Dy)) =

[N T S
[N N T Y R S
[N NNl )
R R R R OROR

RO R OR R KRR
ORORRRRER
R OR OR R R R
ORORRRRR

Setelah mendapatkan

adjacency tersebut.

det (A (Qﬂ)(ug)) = ,11)

0 1 0 1 1 1 1 17 4 0
/10101111 il B
(ORGSR 1 Sl <]l (o] fo

B NESSORESON 18, 1Rl o) (0
ISR (™0 Sl lod ©
11 1 3 Y ol
11 1 f 71 ool
B0 1 Viebleaig®® i W Fo
0—1 1 0 1 1
1 0-1 1 0 1
0 1 0-1 1 1
1 0 i 40/ e

= BRI 1 1 1 0-2
1 1 1 1 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

000 0 0 O
000000
140 NoV oolg
ol 1 Fo./20% oloiiE
0042 0 0 ol
000100
040 10/ ¥
0000 0 A
1 i 1
1 1 1
i 1 1
1 i 1
1 0 1
0-1 1 0
10— R
0 ' S apl

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut

-2 1 0 1 1
2 -1
- 1 0 1
202 -2)
- 1 1
0 0 Yo
22 - 4)
0 0 0 - 1
det 2-21-4
0 0 0 0 -
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1

1
B —222-91-6
2 —-221-4

0

0

A3 =222 — 141 - 12)

1
1

1

1

0

1

AB—-22-91-6

0

0

1
A(A% — 41— 12)

T X2-41-6

matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks

Polinomial karakteristik A(F(rz)(Dg)) — AI diperoleh dari hasil perkalian diagonal

matriks segitiga atas sebagai berikut
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D = (-2 A2 -1 A(2%2 -2) A(2%2 - 4) A2 —21—4
o =) () () ()

A3—-222-91-6 A(A3 =222 — 142 - 12) A(A%2 — 41 —-12)
A2-21-4 A3—-212-91-6 A2—41-6

=@A-6)21*(+2)*
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; = 6,4, = 0,dan A; = —2.
Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A, = 6 disubstitusikan ke dalam (A(I;,2y(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

—6 1 0 1 il 1 1 1 7
i =© il 0 1 1 1 1
0 1 -6 1 1 1 1 1
1 0 1 -6 1 1 1 1
1 1 1 N ] 5 6) B 0 1
1 1 1 1 iF W=0c4 il 0
1 1 i 1 0 1 -6 1

L1 ik 1 1 1 0 1 -6

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 1.

Untuk 2, = 0 disubstitusikan ke dalam (A(F,2)(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

ORI JOJF 18 1 alSENIe
il 0P 0 LJF b 1 il
O il O JBEil Jdgeml il
1 01 0 1 1 11
1 111 01 0 1
1S ST ST S B () R BN ()
i gk gl il @ 3 @ il
] ST 1 TR () R R ()

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(1,) = 4.

Untuk A; = —2 disubstitusikan ke dalam (A(I;,2,(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

21 011111
1 2101111
01 211111
1 01 2 1111
1 111 2 101
1 11112 10
111101 21
1 11110 1 2

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 3.
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Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari I3,2y(Dg) sebagai

berikut
— 6 0 -2
Selanjutnya, dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks derajat dari I7,2y(Dg)

sebagai berikut

b (F<r2>(D8)) -

S OO OO O OO
SO OO OO OO
[=e) S el o)
N OO OO oo Oo

SCoococoococoo
cocoocoococoo o
cocoocoocooaoo
cocoococooocoo

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I7,2y(Dg)

L (Qr2>(D8)) =D (F(ﬂ)(DS)) -4 (r<r2>(D8))
6 0 0 00 0O 0 0 1 0 1 1 1 1 17
06000 00O (10101111
006 00 0 O0O0OTJ01011111
L [ORNCRNCRNGRNONNGS OREON| 1880 1 F0 S & s 1
“lo0 0006 00O sl AN B1% 0% 1SROmS 1
000006 00 [1t1111010
0000 0O G6O0 1111010 1
0o 0o 000 00 6 111110 1 0
6 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1
A il O =il =il =q =l
VYL 65 =il =i =i =i =il
-1 0 -1 6 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 6 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 6 -1 0
-1 -1 -1 -1 0 -1 6 -1
-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 6

Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.

de (1 (7759) - 1)
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6 -1 0 -1 -1 -1 -1 =11 A 0 0 0 0 0 0 07
-1 6 -1 0 -1 -1 -1 -1 0120 0 0 0O 0\
o -16 -1 -1 -1 -1 -1 004200 0 O00O0
= det -1 0 -1 6 -1 -1 -1 —-1f |0 0 0 24 0 0 0 O |
-1 -1 -1 -1 6 -1 0 -1 0000120 0 o]
-1 -1 -1 -1 -1 6 -1 0 000 O0O0A2O00O0 l
-1 -1 -1 -1 0 -1 6 -1 0 00 0 0 0 4 0/
-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 64 0O O O OO0 O O A

I
QU
[}
~

N ——
(o)}
|
N
|
[y
(e}
|
=
|
Juny
|
—_
|
=
|
[y

|
—_
|
_
|
=
|
-
(o)}
|
~
|
=
o
|
—_
ST A

Matriks tersebut dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut

6—2 =il 0 +— 1) =il =il =il -1
A2 —124+35
—6+2

=il 0 =il =il =il -1
23 — 1842 4+ 1064 — 204

2 A2 —121+35

1 e-1 =il =il -1
A3 —184% + 1041 — 192

Y A2—121+34

1 =il =il -1
A2 —102+ 20

0
-4

=il 0 -1
A3 —16A% + 751 — 84

22102+ 20 = 0

0
] 0 . A* — 2223 + 16622 — 4682 + 288 L
- 23— 167 + 751 — 84
. 22 — 142+ 48)
A2—81+6

Polinomial karakteristik L(Qrz>(D8)) — Al diperoleh dari hasil perkalian diagonal

© © © o o o o

0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0

matriks segitiga atas sebagai berikut

A2 —121+35 23 —181%2 + 1061 — 204
pD)=6-1|- =

-6+ 1 A2 — 122+ 35

A3 —182% + 1041 — 192 A2 — 101 + 20 A3 —164% 4+ 751 — 84
A2 —121+ 34 A—4 A2 —101+ 20

A* — 2223 + 166A% — 4681 + 288 A(A% — 141 + 48)
A3 —164%2 4+ 751 — 84 A2—-81+6

=1-8)31-6)"1
Dengan menetapkan p(A1) =0 maka diperoleh A, =8,4, = 6,danA; = 0.
Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A, = 8 disubstitusikan ke dalam (L(I,2(Dg)) — AI), sehingga diperoleh
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Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 3.

Untuk 2, = 6 disubstitusikan ke dalam (L([,2)(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

P =i O =il =il =il =il =il

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 4.

Untuk 23 = 0 disubstitusikan ke dalam (L(I,2(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

reEE- . W S il — ST =l

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(1;) = 1.
Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I7,2y(Dg) sebagai

berikut

spec, ([0 =2 © 0

Kemudian matriks signless Laplace dari I3,2y(Dg) dapat ditentukan dengan

menggunakan cara berikut



S7

D(rr2y(Dg)) + A(T 2y (D))

L™ (r2y(Dg))

0 1 0 1 1 1 1 17

101 01 1 11

01011111

1 01 01111

11110101

11111010

11110101
‘17 1 1.1 1 0 1 O

+

6 0 0 0 0 0 0 O
0 6 00 0 0 0O

0 06 00 0 0O

0 00 6 00 00
0 000 6 000
0 000 0 6 00
0 000 0O 0 6 0
‘0 0 0 0 0 0 O o

6 1 0 1 1 1 1 13

16 1 01 111

0161 1111

101 6 1 1 1 1

11116 1 01

111116 10
A 101 R S () SR 6 W
1 1. 111 0 1 6

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det(L*(Iy2)(Dg)) — AI)

|
/

0
0

A 0 0 0 0 0 0 O
0120 00 00O
00400 O0O0TPO
000 2000
000 0 A2 00
000 0 0200
000 00 O0 420

‘0 0 0 0 0 0 0 A

6 1 0 1 1 1 1 17
1 6 1 01 1 11
© i & i b e dl gl
1 01 6 1111
11116 1 01
111116 10
(1R R (VR PO i

‘1 1 1.1 1 0 1 6

<
o H O |
Nel

f
|

Matriks tersebut dapat dijadikan matriks segitiga atas sebagai berikut

|
|
|
)

1111111

A*—222% + 1441 — 288
A2 —161+ 54

1
1
1
1
0
1

23 —202% + 1232 - 240
0

A% —262% + 23812 — 9244 + 1296

1
1
1
1
1
140+ 44

A3 —201% + 1231 — 240

A-8

22— 142+ 44

A2—121+34
0
0
0
0

A*—182% + 1042 — 192

A2—122+35
0
0
0
0
0

A*—182% + 1061 — 204
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Polinomial karakteristik L*(I;;2y(Dg)) —AI diperoleh dari hasil perkalian

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut

A2 —122+ 35)( A3 —182% + 1061 — 204)

p(/l)=(6—/1)(— —6+1 A2 — 121+ 35

A3 —181% + 1041 — 192 A2 — 141 + 44 A3 —20A% + 1231 — 240
A2 —121+ 34 A—8 A2 — 141 + 44

A* — 2613 + 23842 — 9241 + 1296 A3 —222% + 1442 — 288
A3 — 2022 + 1231 — 240 A2 — 161 + 54
=A1-12)(1—-6)*(1 —4)3
Dengan menetapkan p(41) = 0 maka diperoleh A; = 12,4, = 6,dan A; = 4.

Kemudian dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.

Untuk A; = 12 disubstitusikan ke dalam (L*(F;,2(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh

" 1V 45 G i
1 -6 1 i© B W
OET ., S/ o1 NP A ™ Vi
1 0 1 -6 1 1 1 1
L /1y NVl LA &0
N Sl G . S _ R
I 1 i 1 -6 1

‘1 1 1 1 1 0 1 -6

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 1.

Untuk 2, = 6 disubstitusikan ke dalam (L*(F,2)(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

0 1 0 1 1 1 1 17
1 0 1 0 1 1 1 1
01 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 1
1 11 1 1 0 1 O
1 1 1 1 0 1 0 1

11 1 1 1 0 1 O

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4,) = 4.
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Untuk 25 = 4 disubstitusikan ke dalam (L*(F,2y(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

e = = = N}
R R R O RN R
I e =}
Y N e R
R O R N R R R R
O R N R R R R R
RN R O R R R R
N R O R R R R R

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi, sehingga diperoleh m(4;) = 3.
Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I7,2y(Dg)

sebagai berikut

a & B 12 4
specy+(I;2) (D)) = [ 1 46} 3]

Selanjutnya, dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks detour dari I7,2y(Dg)

sebagai berikut

—

iy (r<r2>(D8)) -

NNNNNNNOo

N NN NN NO
NN NN O 9N
N NN NNO NN
N NN O NN
NNNO NN NN
NO NN NN
O NN NN NN

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari nilai Eigen dari matriks detour
tersebut.
det(DD(I;2y(Dg)) — Al)

=det

NNNNNN N O
NN NNNNO N
NNNNNOoO 9N
NNNNO NN
N NNO NN
N NO NN
N O NN
ONNNNNNN
SCoocococoo N~
cocoocoococoxoO
cocoocoocosooO
cocoocoo~ysoo0O
cocoo~soco0o0O
coysoco0co0co0c o
oo ocococoo
Soooo0o0o00
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~
o
NN NN
~
o
NN NN NN
~
o
ENEENEENEEN B BN RN BN |
o
~
o
NN N NN
~
NN NN

o
VIR N EENEENEEN SIS

A 7
0—A

(
e
|
\

N
NN NN

\
|
)

NN NN NN

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software Maple

18, diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

-2 7 7 7 7 7 7 7
49 7 7 7 7 7
7
22 —71-98
0 0 = 7 7 7 7 7
A=7
. . . 12— 141 — 147 y o = X
21— 14
det 12— 211 —196
0 0 0 0 -3 in @ 7 7 7
. . . p ] 22 — 281 — 245 t 3
2—-28
. " . R . . 2% — 351 — 294 i
21-35
. d . s " s . 12— 42— 343
- 42

Polinomial Kkarakteristik DD(I;,2y(Dg)) — AI diperoleh dari hasil perkalian

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut

A% —49 A2 —71-98 A2 — 141 — 147
o= (A5 (£ (A

A A=7 A—14
A2 —211-196 A% — 281 — 245 A% — 351 —294 A2 —42) — 343
A—=121 A—128 S BS A—42

=A-49A1+7)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 49 dan 1, = —7. Kemudian
dicari basis untuk ruang vektor Eigen dari matriks tersebut.
Untuk A, = 49 disubstitusikan ke dalam (DD([,2y(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh
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—49 7 7 7 7 7 7 7 7

7 —49 7 7 7 7 7 7

7 7 —49 7 7 7 7 7

7 7 7 —49 7 7 7 7

7 7 7 7 —49 7 7 7

7 7 7 7 7 —49 7 7

7 7 7 7 7 7 —49 7
-7 7 7 7 7 7 7 —49-

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh
m(d,) = 1.

Untuk A, = —7 disubstitusikan ke dalam (DD(I,2y(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh

NN NN NN NN
NN NN NN NN NN
NN NN NN NN
NN NN NN NN
NN NN NN NN
N NN NN NN
N NN NN NN NN

I T T e I A

Selanjutnya hasil matriks tersebut direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh
m(d,) = 7.

Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari I;,2,(Dg) sebagai

berikut

specpp (m) = [419 _77]

3.2.2 Spektrum Komplemen Graf Subgrup (r?) dari D,
Komplemen subgrup dari grup dihedral D,, yang dibangun oleh r2 adalah
{r,r3,15s,sr,s1r?, sr3,sr* sr°}. Titik komplemen graf subgrup (r?) dari grup

dihedral D,, adalah V(Qrz>(D12)) ={1,r,r%r3,r%r>3 s, sr, sr?, sr3, sr* sr}.
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Sehingga jika dua unsur di grup dihedral D,, dioperasikan menggunakan operasi
komposisi (o) menghasilkan {r,r3,75,s, s, sr?,sr3,sr* sr°}, maka diperoleh

komplemen graf subgrup berikut

Gambar 3.5 Graf I},2y(D;,)

Dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks adjacency dari I7,2y(D;,) sebagai
berikut

A(L2y(Dyy)) =

PR R RPRPRPRPRPROROR O
R R R R R PROROROR
R R R R R RRORORO
R R R R RRORFROR O
R R R R R RRORORO
R R R R R PROROROR

R ORORORRERERERR
ORORORRRERERERR
R OR OROR R R, R R,
OR ORORRERERE R R R/
R ORORORRERERRR,
OR OROR R,

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks

adjacency tersebut.
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det(A(Ry2y(Dy5)) — AI)

10

N
o
PR R R R PRPROROR | -
N
(e]
P RRPRRPRRPRRPRROR | RO
Ny
(e]
P RPRRPRRPRRPRPPRPROR | RO
Ny
(e]
P RRPRRPRRPRRPRR | RORO
Ny
(e]

P RPRRPRRPRRPRPR, | RPOROR
o

=det

N
o
ORPROR | PRRRRLRRLPRP
PN
o
P OR | PORRRRLRRLPRE
PN
o
ORr | PORRRRRLRRLPRP

~

o
R | PORPRORRRRLRRLPRE

PN
| POPRPORRPRRPRRERPRERRPR
,

Ny
RPOROR | RPRRRRRLPR

.
R R R R R R R OR O

o

R

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut
3 A2—-1 A(A% = 2) A(A% —4) A(A% - 6)
= o0 (- =) (%) ) )

A(2%2 -9) A2-31-6 A3—-322-131-9 A(A%3 =322 - 201 —18)
12—-6 A-3 A2-31-6 A3—312-131-9

A(A3 =322 =281 —36)\ [ A(A3 —322—361—54)\[ A4 —61—27)
23— 312 —201— 18 23 —322— 281 - 36 22 —61—18

= -9 +3)3
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, =9,4, = 0,dan 1; = —3.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-
masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.
Sehingga m(4,) = 1, m(1,) = 8 dan m(43) = 3.
Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari I3,z (D;,) sebagai
berikut

specs(Trn0) = [ ¢ 7]

Selanjutnya, dari Gambar 3.5 dapat diperolen matriks derajat dari

I2y(D;) sebagai berikut
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9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O
0900 0 0O0O0O0O0O0TO
0 09000000 000

0 009000 0 0 000

0 000900 0 0 000
0 000090 0 0 0 00O
0 000OOO 90 O0O0O0TO
0 000OOOO0OO9O0O0O0TO
0 0000 OO0OO0OO9TO0O0O0
0 0000 O0OO0OO0OTO0OO9O00
0 0000 OO0OO0OO0OTO0OO9TO0
‘0 0 0 0O OOO OO O O o

D(F(rz)(Dn))

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I3,2y(D;5)

D(F(rz)(Dn)) - A(Qrz)(D12))

L(Iiy2)(D12))

A A A A A A O O — O
A A A A O O O
YA A A A A O A O O
A A A A A O A0 O
A A A A A O O A O
A A A A A O A O O
O O O ™
O 1 O O ™ v v v
H O H O O
O 1 O = O v v+ v v v v
A A O H O o
_010101111114
|
R
cCcoocococoococococo oo
cCcoocoococoococoO0O
CcCooococoococ0OoOO
coocococoocoocooocooo
coocococoocoococococoo
cCcooococooocOoO0O0O
cCcoooc0co0oO00COO0O0O
coocoococoocoococococoo
cCco0ococo0o0CcOoOO0OO
CooocCco00CcOoOO0OO
cCOoOO0O00O0O0O00O0O0O

—17
=1l
=1l
=1l
=il
=il

!
=1l
—
=1l
=il
=il

=1l
=il
1
=ik
il
=il

=1
-1
-1
-1
-1
-1

=1
-1
-1
-1
—1.
-1

-1
il
-1
-1
-1
-1

=1,
0
-1
0
-1
9
-1
=il
-1
-1
-1
=l

0
—ill
0
=il
9
=il
=1l
=il
=il
=il
=il
-1

=il

=il

=l

-1

=1l
=il
=il
=il
=1l
=

-1
-1
-1
-1
-1
-1

— il
-1
—4
-1
-1
-1

-1

~1
~1
~1
L1

-1

-1

Setelan mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.

det(L(I;y2y(D12)) — M)
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9-1 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 7
-1 9-1 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 9-1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 -1 9-1 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 -1 9-21 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

— det -1 0 -1 0 -1 9-21 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 9-12 -1 0 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 9-12 -1 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 9-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 il =18 -1 0 1 9-1 1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 0 -1 9-1 -1
L -1 -1 -1 -1 =il =il -1 0 -1 0 -1 9-A

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

A2 —181+ 80)( A2 —18A2 4+ 791 + 9)

p(/l)=(9—/1)<— /B¢ AZ— 181 + 80

At =2723 — 23912 + 6751 — 162 (A3 — 1842 + 751 + 36)1
A3 —182A2 + 791+ 9 A3 —1812 + 771+ 18

A% — 2723 + 23421% — 5941 — 486 A% —272% + 22822 — 5041 — 756
A3 — 1842 + 751+ 36 A3 —18A2 4+ 721 + 54

A% —36A* + 46413 — 238212 + 24481 + 9720
A4 — 2723 + 22812 — 5041 — 756

A8 — 4525 + 7812* — 632143 + 2098842 + 25924 — 113724
A> —361* + 46413 — 238212 + 24481 + 9720

A8 — 4525 + 7734* — 604523 + 1756842 + 202501 — 144342
A> —36A% + 45723 — 220812 + 11164 + 12636

A8 — 4525 + 7651* — 5769243 + 1414842 + 379081 — 174960
A% —361* + 44923 — 200412 — 4681 + 16038

A5 —332* + 36043 — 113442 — 34021 + 17496
A% — 2423 + 15312 + 364 — 1620
=1 —-12)3(1—9)8A
Dengan menetapkan p(4) =0 maka diperoleh A; = 12,4, =9,danA; = 0.

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-
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masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.

Sehingga m(4,) = 3, m(1,) = 8dan m(4;) = 1.

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I3,2y(D;,) sebagai

berikut

5 s 1

Kemudian matriks signless Laplace dari I3,2y(D;,) dapat ditentukan

SpeCL(r(rZ)(Du))

dengan menggunakan cara berikut

D(F(rz)(Du)) + A(r(rz)(Dﬂ))

L* (F(rZ)(Du))

A A A A A O O — O
A A A A O O O
A A A A A A O A O A O
A A A A A O A O O
e e e e - O OO
A A A A A O O O
O O O ™
O 1 O O ™ ™ v+ v v
O H OO
O O = O v+ v v v v~ v
,010101111114
+
Co0O00CO0O0C0C0OO0O0Od HAdddAdAHO + O — &
CO000C000C0OCTD HAAHAHAAD = O —H O
COCOO00C0000CO0CD AAdAd—AdAHO A — O
000000000 HdrdAd A A0 —HON A O
Cococococo0O0O0O0O0 HHHAAAAAO O —H O
CcCococococro00O0O0O0 HHHAAAAO A0 — O
COCO00O00 000D HOAOD A o — — o — —
COC0O0O0O0COOOO OHOH —
CO00O0O00C0CO0O0COO HO AN A o — —H o —
OO0 000000 O OHOHAO —
OO OO0 HONAO A o — — o —
OO0 O0O0O0O O HO HO o

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det(L* (I;y2y(D12)) — M)
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N
O
PR R R R PRPROROR | -
N
Ne]
P RRPRRRRPRROR | RO
Ny
Ne]
P RPRRPRRRPRPRPROR | ROPR
Ny
Ne]
PR RPRRRRPRR | RORO
Ny
Ne]

P RPRRPRRRPRRPR | RPOROR
NeJ

=det

N
NeJ
ORPROR | PRRRRLRRLPR
N
NeJ
P OR | RPORRRRLRRLPRE
N
O
OrR | PORRRRRLRRLPR

~

O
R | PORPRORRRRLRRLPRE

PN
| PORPRORRPRRPRRPRERRPR
)

Ny
P OROR | RPRRRRLRRLPR

.
R R R R R R RO R O

Nel

R

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

A2 —181+ 80) < A3 —272% + 2412 — 711)

p(,1)=(9—,1)<— =9 A2 —181 + 80

A3 —272% + 2391 — 693 A3 —272% + 2371 — 675 A3 —272% + 2341 — 648
A2 —181+79 A2 — 181477 A2 —181+75

A2 =211+ 102 A3 —30A% + 2841 — 864 A* — 3923 + 5472% — 33031 + 7290
A—12 A2 =211+ 102 A3 — 3042 4+ 2841 — 864

A* —392% + 5394% — 31771 + 6804 A* —3923% + 53142 — 30511 + 6318
A3 —304% 4+ 2771 — 810 A3 —302% 4+ 2691 — 756

A3 —331% 4+ 3241 —972
A% =242 + 117

=1—-18)1—9)°%1—-6)3
Dengan menetapkan p(41) = 0 maka diperoleh A; = 18,4, = 9,dan A; = 6.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-
masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.
Sehingga m(4,) = 1, m(1,) = 8 dan m(43) = 3.
Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari m
sebagai berikut

specL+(I"(rz)(D12))=[118 9 6

8 3



Selanjutnya, dari Gambar

I2y(D;) sebagai berikut

0
11
11
11
11
1L
11
11
11
11
11

11

11
0
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11
0
11
11
11
11
11
11
il
11
11

DD (T2, (012)) =

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari

tersebut.

det(DD(Iy2y(Dy5)) — Al)

0—4 11 11 1 Tl
11 0-21 11 11 11
11 11 0-21 11 Tl
11 11 1 1OF="1 1 1
11 11 11 11 0-21

- 11 11 118 11 1l
11 11 11 11 ilal

11 11 11 11 11

11 11 11 11 11

11 11 11 11 11

11 11 11 11 11

L 11 Ll 11 11 11
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3.5 dapat diperolen matriks detour dari

11
11
11
0
11
11
11
11
Ll
Ll
11
11

11
11
11
11
11
0-4
18
L1k
11
11
11
11

11
11
11
11
0
11
11
11
11
ilal
11
11

11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11

0-1

11
11
11
11
1.1

11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
atil
11

11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
0
N,
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11

117
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0

nilai Eigen dari matriks detour

11 11 11 11 11 7
11 11 11 11 11
11 gLl 11 11 11
11 18l 11 11 11
11 11 11 11 11
11 11 11 11 11
11 11 11 11 11
0-1 11 11 11 11
11 0-21 11 11 11
11 11 0-4 11 11
11 11 11 0-24 11
11 11 11 11 0—A

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

p(D) = (=1) (—

A2 —121
A

A-11

A=22

2 —111— 242)( A2 =222 — 363)

<_

A—33

A% — 331 — 484 A% — 442 — 605
A—44

— 884 —1089

I

A% — 551 — 726) ( A2 — 661 — 84-7)

A—55 A—66

A=177 A— 88

<_

A2 =771 — 968)< A

)

A—=99

A—110

— 994 — 1210)( A2 —1101 — 1331>

=(A-12D)QA+ 1D
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 121 dan 1, = —11. Dengan

cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing

nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga
m(A,) =1 danm(A,) = 11.

Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari m sebagai

berikut

SpeCDD(F(rZ)(Du)) = [lil _1111

3.2.3 Spektrum Komplemen Graf Subgrup (r?) dari D¢

Komplemen subgrup dari grup dihedral D, 4 yang dibangun oleh 7?2 adalah
{r,r3,v%,17,s,sr,sr?, sr3,srt, sr> sr® sr’}. Titik komplemen graf subgrup
(r?) dari grup dihedral D, adalah
V(m) = a2 gy T ]l ol Gl T s s s
Sehingga jika dua unsur di grup dihedral D, dioperasikan menggunakan operasi
komposisi (o) menghasilkan {r,r3,7°,17,s,sr,sr?,sr3,sr* sr> sr® sr”}, maka

diperoleh komplemen graf subgrup berikut
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WA
SV
e

v

A SZ N

vA
KA
BN\

A XA—
v'.. 7NN

w\\l\n?.%

S VXY NS
R
SRRk

Y AXN\ADK]

\/

D/
[ KRR
' A

/

VAV 2\4
BN IR

Dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks adjacency dari I7,2y(D;¢) sebagai

%

Gambar 3.6 Graf I3,2y(D;¢)

[~ .‘A‘V

9

berikut

A A A A A A A A OO O O A O
A A A A A A A O A OO A O
A A A A A A A A O O O O
A A A A A A A A A A O
A A A A A A A OO A0 O
A A A A A A A O A OO A O
A A A A A A A A O O O O
A A A A A A A O A A A O
A O A OO A0 A0 A oA
R I R Y e o N o N N R
A0 A0 A0 A0 A A A A A A
OCHO AO O A A A
A O A OO A A0 A oo
OCHA O A0 A0 Ao Ao
AO A O AO AO — HH—H—HH—H —

_0101010111111114

A(I—Zrz)(D16))

Setelah mendapatkan matriks adjacency maka dicari nilai Eigen dari matriks

adjacency tersebut.
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det(A(Fy2y(Dyg)) — AI)

ro

~
<
RO R R R R R O R OB O R e
~
[=]
R RRPRRPRRRRPRRPRROROR | RO
~
o
R R RPRRRRRRPROROR | ROR
~
o
R e e e el B =
~
[=]
R R RPRRRRRROR | RPOROR
~
(=]

R R RPRRRRRRR| RORORO
(=]

= det

~
o
CROROR | RPRRRRRERRRRR
N
o
RO OR | RPORRRE R R R R
~
o
CROR | RORRRRRRRRR
~
o
R OR | RPORORRRRERRERRR

~

o
O | P OROR R R R R R R R

~
| PO R ORFRPRORRRERRERRRER

o
R R ORORORRRRERRRRR

R e e e I S = N =
~
o
ROROROR | RRRRRRRR
~

PR R RPRRRPRRPRRPRROROROR |

(=]

i

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut
- 2 =1\[ 222 =-2)\[ A -4)\[ A -6)
= oo (- =) (5=) (=) ()
A2 =9\ [ A% -12)\[( AR —16)\[ A2 —41-8\[ A> -4 —-171-12
(_ 2 —6 )(_ 22 -9 ><_ 2 =12 ><_ 1—4 )(_ 22— 4] -8 )

A3 — 422 — 261 —24)\ [ A(A3 — 422 —361 —48)\ [ A(A3 — 442 — 461 — 72)
OB —422-171-12 )\ A3 —412—261—24 )\ 13 —4212—361—48

A3 — 422 =571 —108)\ [/ A(A% — 4212 — 681 — 144)\ [ A(A2 — 81 — 48)
B — 422 — 46) — 72 13— 422 — 571 — 108 12 —81—36

=@A-12)A72 A+ 4)3
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 12,1, = 0,dan 1; = —4.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-
masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.
Sehingga m(4,) = 1, m(1,) = 12 dan m(43) = 3.
Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency dari m sebagai

berikut

specs (M) = [2 0 74
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Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diketahui matriks derajat dari

r(rz) (D16)

12

12

LA

124

b (r<r2>(D16))

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I7,2y(Dy6)

D(F(rz)(Dm)) - A(Qr2>(D16))

L(r(rz)(Dle))
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e i 77
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Setelah mendapatkan matriks Laplace maka dicari nilai Eigen dari matriks

Laplace tersebut.
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det(L(Ly2y(Dyg)) — AI)

12-2 -1 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 12-2 -1 0 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 12-21 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 -1 12-2 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 -1 12-2 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 -1 0 -1 12-2 -1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 -1 0 -1 0 -1 12-2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
- det -1 0 -1 0 -1 0 -1 12-2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 12-2 -1 0 -1 0 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 12-1 -1 0 -1 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 =il =il 0 -1 12-2 -1 0 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 -1 =8 -1 -1 =i 0 -1 12-2 -1 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 —il =il 0 =1 0 -1 12-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 —dl =i =il =il Sils 0 -1 0 -1 12-1 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 =il =il =il 0 -1 0 -1 0 -1 12-2 -1
-1 -1 -1 =ik =il =il =il =il =il 0 -1 0 -1 0 -1 12— 24

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

A2 —24) + 143>< A3 —36A% + 4301 — 1704)

Pl S(Z= D <_ A—12 A2 — 241 + 143

A% —364% + 4281 — 1680 A3 —364% + 4261 — 1656 A% —364% + 4231 — 1620
A% — 2414142 A% — 242+ 140 A? — 242+ 138

A3 —36A% + 4201 — 1584 A3 —36A% + 4161 — 1536 A% — 201+ 88
A? — 242 4135 A% — 242 4132 A-8

A3 —324% + 3191 —936 A* — 4423 + 6941% — 45364 + 9792
A? — 201+ 88 A3 =13212 + 3194 —936

A* — 4423 + 68447 — 42722 + 8064 A* — 4423 + 6742* — 40081 + 6336
A3 —324% 43101 — 816 A3 —322%2 4+ 3001 — 672

A* — 4423 + 6631 — 37081 + 4320 A* — 4423 + 6522% — 34081 + 2304
A3 —32A% 42901 — 528 A3 — 3242 4+ 2791 — 360

A(A% — 281+ 192)
A2 —161+12

=A—-16)3(1—12)122
Dengan menetapkan p(A) = 0 maka diperoleh A, = 16,1, = 12,dan 15 = 0.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-
masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.

Sehinggam(4,) = 3, m(4,) = 12 dan m(4;) = 1.
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Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I3,2y(D;6) sebagai

berikut

16 12 O]
3 12 1

Kemudian matriks signless Laplace dari I3,2y(D;s) dapat ditentukan

specy([;2(Ds6))

dengan menggunakan cara berikut

D(F(rz)(Dm)) i3 A(Qrz)(D16))

L* (Ly2) (D))

A A A A A A A A O A OO O
HrrH A A A A A O O O O
HrH A A A A A A O O O O
A A A A A A O O O O
T A A A A A A A O O O O
T A A A A A A O A O O O
T A A A A A A A O O O O
A A A A A A O A O O O
H O H OO O
O OO —=O v v
HO T OO O
O OO —=O v v
HOH OO —O ™
O OO =O ™ v
HO A O O O
O HO O O ™
+
(3]

COO0OOCOO0OO0DO0OO0OOOO OO 4

00000000000000”0

SESISISISISISISIS, cacISISRNISES

SicISiSISicicciciSIcIcIS ISicTS

cocoococooocoocofJoocoo

cocoocococoocoofNocoocoo

SISISISISISISIS SENISISESESFo o

SESISISISISISISINISISYIC o ofcKo

SicicIcISSICISISISISISISISIS

OOOOOOHOOOOOOOOO

OOOOOHOOOOOOOOOO
OOOOHOOOOOOOOOOO

OOOHOOOOOOOOOOOO

OOHOOOOOOOOOOOOO

OHOOOOOOOOOOOOOO

Nococooooooocoocoooo

12

12

12

12

Setelah mendapatkan matriks signless Laplace maka dicari nilai Eigen dari

matriks signless Laplace tersebut.

det(L* (Ly2y(Dyg)) — AI)
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Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan
menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

A2 —24) + 143>< A3 —36A% + 4301 — 1704)

pB)N(12 3B <_ A—12 A2 — 241 + 143

A% —364% + 4281 — 1680 A% —364% + 4261 — 1656 A% —364% + 4231 — 1620
A% — 2424142 A% — 242+ 140 A? — 242+ 138

A3 —364% + 4201 — 1584 A3 —364% + 4161 — 1536 A2 — 281+ 184
A2 — 242+ 135 A% — 2424132 A—16

A3 — 40242 + 5111 — 2112 A* — 5223 + 9821% — 80404 — 24192
A? — 281+ 184 A3 —404% + 5111 — 2112

A* — 5223 + 9722% — 78244 — 23040 A* — 5223 + 962242 — 76081 — 21888
A3 —402% + 5021 — 2016 A3 —402% + 4922 — 1920

A* — 5223 + 9512% — 73804 — 20736 A* — 5223 + 9404% — 71524 — 19584
A3 — 4042 4+ 4821 — 1824 A3 — 4042 + 4714 — 1728

A3 —442? + 5764 — 2304
A% — 321+ 204

=A-24)A-12)1?(1 - 8)3
Dengan menetapkan p(A) = 0 maka diperoleh A, = 24,1, = 12,dan 1; = 8.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-

masing nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen.

Sehinggam(4,) = 1, m(4,) = 12 dan m(4;3) = 3.
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Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I7,2y(Dq)

sebagai berikut

specy+ (T (Ds)) = |

1

24 12 8

12 3

Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks detour dari

I2y(D;6) Sebagai berikut

ro 15
s O
[IGRNTID
il Al
il alis
s i
1I5ETI5
[I5RTI5
1I5R1I5
15 15
15 15
5 gills
G 15
TIGHN15
1515
L15 15

oD (T, 2,Di)) =

IS
iy
0
15
1i5
5
15
15
15
iS5
IS
15
15
15
15
iL5

i
15
15
0
1i5
5
15
15
il
8
15
15
1i5
ili5
15
15

Setelah mendapatkan matriks detour maka dicari nilai Eigen dari matriks detour

tersebut.

det (DD (T,2,(D15) ) — Al

-1 15 15 15 15
15 0-1 15 15 15
15 15 0-21 15 15

= det

15 15 15 15 o0-A

Matriks tersebut direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik. Dengan

menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh polinomial

karakteristik sebagai berikut

A2 —225

A% — 151 — 450

p(D) = (=) (—

A

IS

A—15

)

A—30

A2 —301— 675)
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— 451900\ ( 2> — 6041125\ ( 2 — 751 — 1350
- 1-—45 1—60 1—75

A — 901 — 1575 12 — 1054 — 1800
A-=90 - 105

/12 — 1501 - 2475)( A% — 1651 — 2700)

/12—120/1 2025
A—120

—135 —165

A% — 1351 — 2250
— 150

— 180 A—210

A2 — 1801 — 2925
B —195

/12 — 1951 — 3150) A2 —2101 — 3375)

= (A —225)(1 + 15)15
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; = 225 dan A, = —15. Dengan
cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan basis masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut yaitu multiplisitas dari nilai Eigen. Sehingga
m(4,) = 1dan m(4,) = 15.
Dengan demikian terbentuklah spektrum detour dari I3,2y(D;¢) Sebagai

berikut

SPeCDD(F(rZ)(Dw)) = [2?5 _1155]

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperolen bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum adjacency komplemen graf subgrup (r2) dari beberapa

grup dihedral, di antaranya

Tabel 3.10 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r?) dari Grup Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup
4 | Grup Dihedral Dg A—-6)1*(1+2)3

6 | Grup Dihedral D, (A—9283(1 +3)3

8 | Grup Dihedral Dy (A —12)A12(1 + 4)3

3

. 3n n
— ) 2(n-2) _
n | Grup Dihedral D,,, (A : )A (A + 2)
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Tabel 3.11 Spektrum Adjacency dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral
Dyp

_ 6 0 -2
4 | Grup Dihedral Dg [1 4 3 ]
_ 9 0 -3
6 Grup Dihedral Dy, [1 8 3 ]
_ 12 0 —4
8 Grup Dihedral D¢ [1 12 3 ]

n | Grup Dihedral D,,, 2 2

3n n
B _]
1 2n-2) 3

Teorema 4
Pola umum polinomial karakteristik matriks adjacency A(I“(rz>(D2n)) untuk

n genap dan n > 4 adalah

p() = (- ) 20=d (147

Bukti:
Diketahui grup dihedral (D) = {1,r,7%, ..., v 1, 5,57, 512, .., sr™" 1}
Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa komplemen subgrup (r?) dari
grup dihedral D,,, adalah {r, 73, ..., 7™ 1,s,s7,s12, 573, ..., s 1}.
Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf

I2y(D5y,) sebagai berikut
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Srn—l S

Silg

ST ST

Sehingga diperoleh matriks adjacency dari I3,-2(D,,) sebagai berikut

1 r r2 r*ls sr sr? syl

T oo WL 471 .

10 1 SR 1] 1

Ta|lo” 1980 T A & 1

— ™11 0 1 ip ¥ 51 1
A(T,2, Do) = s |11 1 101 0 1
st |1 1 1 1= ogl 0

sr2 |1 1 1 1.0 0 0 i)

7 5T N R | I () B B () IR

Polinomial karakteristik A(T'(2y(D,,)) diperoleh dari det(A(r2y(D,,)) —
AI). Dengan eliminasi Gauss A(r2y(D,,)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas sebagai berikut

(=) o
-1
o ()
0 0 <_/1(;22__12))
oo N (N G (s
AZ——nA——<3n ;—6n)
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Maka det(A(r 2 (D,,)) —AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari A(rz(D,,)) adalah

3

3n n
. _ ") 2(n-2) —
(1) (/1 2),1 (2+3)
Corollary 4
Pola umum spektrum matriks adjacency A(r<rz>(D2n)) untuk n genap dan
n = 4 adalah
3n 0 n
SpeCA([Zrz)(DZn)) = [ 2 2]
1 2n-2) 3
Bukti:

Dari Teorema 4 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari

A(r(rZ)(Dzn)) untuk n genap dan n > 4 adalah

3

3n n

B M. W W9 —

(1) = (/1 . ),1 2 (1+3)

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; = 3?" A, =0 dan
A3 = —= diperoleh multiplisits m(4,) =1, m(2,) =2(n—2) dan

Pola umum spektrum matriks adjacency komplemen graf subgrup (r?) dari
grup dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
3n 0 n
specy([2)(Dzn)) = [ 2 2]
1 2n-2) 3
Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum Laplace komplemen graf subgrup (r?2) dari beberapa

grup dihedral di antaranya
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Tabel 3.12 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r?) dari Grup Dihedral D,,,

4 | Grup Dihedral Dg (1-8)3(1-6)*1
6 | Grup Dihedral D, (1—-12)3(1—-9)%2
8 | Grup Dihedral D, (1—-16)3(1—12)*22
2(n-2)
n | Grup Dihedral D,, (1 — 2n)3 (,1 . 7) 1
Tabel 3.13 Spektrum Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r?) dari Grup Dihedral
y 4 Doy :
n | Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup .
' _ 8 6 0 A
4 | Grup Dihedral Dg [3 4 1
_ 12 9 0
6 | Grup Dihedral D, 3 8 1]
. 16 12 0
8 Grup Dihedral D¢ [ 2 W92 1]
3n
. 2n — 0
n | Grup Dihedral D,,, [ 2 ]
3 2n-2) 1

Teorema 5
Pola umum polinomial karakteristik matriks Laplace L(I“(rz>(D2n)) untuk n

genap dan n > 4 adalah

2(n-2)

S = () B (/1—37”) ’
Bukti:
Diketahui grup dihedral (D,,) = {1,7,72,...,7"" 1, 5,51, 572, ..., s 1}.
Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa komplemen subgrup (r?) dari

rup dihedral D,,, adalah {r,73, ..., 7" 1, s,sr,sr?, sr3, ..., s 1}.
2n
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Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf

Iy2y(D,y,). Sehingga diperoleh matriks adjacency dari I3,2y(Dy,) sebagai

berikut
1
r
TZ
rﬁ—l
A(Ty020) =
ST
sr?
sr;‘l

orRr o B

dan matriks derajat dari I3,-2y(D,,) adalah

STn_l

-1

B =

o (=) o S}

[ R

R R RO e

1

O = O

R R R R e

1

o (=) o SF .-

(=] o o = oo

R R RO e

1

O RO R e

0

COoO R R

n—-1 s
0 O
0 O
0y WO
S
- 0
3n
Dk
0 O
0 0
0 0

o OR -

. ST

[EEGN

N = N N

n-1

2]

=
T
[N

vfo © © © oo o o o

Matriks Laplace komplemen graf subgrup (r2) dari grup dihedral D,,

sebagai berikut



1 r r r s Sr Sr

1 37" -1 0 -1 -1 -1 -1

- -1 2 -1 0 -1 -1 -1

2 0 -1 32—" -1 -1 -1 -1

. 1 :1 (:) :1 sn :1 :1 :1

|- _ 3mo . 4 _
L(T2D))=" 2

(2, ®20) s -1 -1 -1 -1 2 -1 0

st -1 -1 -1 Wl -1 S -1

sr2 -1 -1 -1 g Oy —1 32—"

st -1 -1 -1 i —1

Polinomial karakteristik L(r2y(D,,)) diperoleh dari det(L(r(2y(D,,)) —

AI). Dengan eliminasi Gauss L(I'(,2)(D,,)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas sebagai berikut
(-2)

; (ﬁ*

0

3n2—2)(17
A=

23 2))

0

<- (135 (,12 —3ni+ 9"24‘ 8))
R

2 2

(/1 —37”) (-2n)

/12—2n/1+32—n

)

Maka det(L(r2(D,,)) — AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur

diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari L(r,z,(D,,)) adalah

2(n-2)

p(A) = (A — 2n)° (/1—3—") p

2
Corollary 5

Pola umum spektrum matriks Laplace L(I“(rz>(DZn)) untuk n genap dan

n > 4 adalah

3n

2
2(n—2) 1

2n

specy, (I—Zrz)(DZn)) = [
3

"l
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Bukti:

Dari Teorema 5 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari

L(r(2y(D,,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

2(n-2)

p(A) = (A — 2n)° (/1—37") A

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; =2n, A, = 3?" dan
A3 = 0 diperoleh multiplisitas m(1,) = 3, m(4,) = 2(n — 2) dan m(43) =
1.
Pola umum spektrum matriks Laplace komplemen graf subgrup (r?) dari
grup dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
il 5 3n 0
specy(ly2) (D)) = [ i 2 ]
3 2(n-2) 1

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperolen bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup (r?) dari

beberapa grup dihedral di antaranya

Tabel 3.14 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Komplemen Graf

Subgrup (r?2) dari Grup Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup

4 | Grup Dihedral Dg (A=-12)(A1—6)*(1 —4)3

6 | Grup Dihedral D;, 1-18)1—-9%1—-6)3=0

8 | Grup Dihedral Dy (A—-24)(1—12)12(1-8)3 =0
2(n-2)

n | Grup Dihedral D, (A —3n) (/1 _ 7) (1 —n)?
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Tabel 3.15 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r2) dari Grup

Dihedral D,,,
_ 12 6 4
4 Grup Dihedral Dg [1 4 3]
_ 18 9 6
6 Grup Dihedral D,, [1 8 3]
_ 24 12 8
8 | Grup Dihedral D;¢ [1 12 3]
3n
_ 3n — n
n Grup Dihedral D;, [ 2 ]
IR0 23

Teorema 6
Pola umum polinomial karakteristik matriks signless Laplace

L*([y2y(D2y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

2(n—-2)
L, (/1—7) G

Bukti:
Diketahui grup dihedral (D,,) = {1,7,72, .., 7™ 1, s,s7,s72, ..., 5771},
Untuk n genap dan n > 4 diperoleh bahwa komplemen subgrup (r?) dari
grup dihedral D,,, adalah {r, 73, ..., 7™ 1,s,sr,s12,s73, ..., s 1}
Sesuai dengan definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf

Iy2y(D,y,). Sehingga diperoleh matriks adjacency dari I3,2y(D,,) sebagai

berikut
1 r r?2 ... r"ls sr sr? srn1
1 [0 10 11 1 1 1
r |1 0 1 01 1 1 1
72 10 1 0 11 1 1 1
— 1 o0 1 01 1 1 1
A(rW)(DZn))_ s |11 1 101 0 1
sr |11 1 11 0 1 0
sr2 |11 1 100 0 1
sr™ il o101 1 010 0




dan matriks derajat dari I3,-2y(D,,,) adalah

r

n—1

D(Qrz)(DZn)) =:

ST

o o~z -

r

o n|¥ o

7,.2

~-n|¥ o o

o [e] S S

n—

0

1

. STr

0
0
0
0
0
0
0
0
0

w

n—

n
2
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1

Matriks signless Laplace komplemen graf subgrup (r2) dari grup dihedral

D,,, sebagai berikut

L*(rg2y(Dy)) =

Srn—]

Polinomial karakteristik L* (I (,2(D,,)) diperoleh dari det(L*(I'2y(D,,)) —

AI). Dengan eliminasi Gauss L+(1"<r2)(D2n)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas sebagai berikut
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ey
( )

3n
-7

) . <_ (-3 (AZ —3nA+ %T_S)>

(/1_3n2—2.)(/1_3n+2)

H H H B 2'_5_n 3_"12
) ) ) <_(/1 3n)(/1 Ly 2))

2
/12—4n/1+m

2

Maka det(L*(I(2(D,,)) —AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum

polinomial karakteristik dari L*(r,z,(D,,)) adalah

2(n-2)

3
p(1) = (A= 3n) (/1—7) O N e
Corollary 6

Pola umum spektrum matriks signless Laplace L* (r<r2)(D2n)) untuk n genap

dan n > 4 adalah

3n
SEEE B 3 o

spec;+ ([Zrz)(DZn)) = [ & 2 TL]
1 2(n-2) 3

Bukti:

Dari Teorema 6 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari

L*(I'y2(D,,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

2(n-2)

3
rd=0-3mw(1-F) G-’
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, =3n, 1, = 37" dan
A3 = n diperoleh multiplisitas m(4,) = 1, m(1,) = 2(n — 2) dan m(43) =
3.

Pola umum spektrum matriks signless Laplace komplemen graf subgrup

(r?) dari grup dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
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3n

I — 3 —_—

Speclﬁ(F(rZ)(DZn)) = [ n 2 n]
1 2(n-2) 3

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum detour komplemen graf subgrup (r?) dari beberapa

grup dihedral di antaranya

Tabel 3.16 Polinomial Karakteristik Matriks Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r?) dari Grup Dihedral D,,,

n | Graf Subgrup Polinomial Graf Subgrup

4 | Grup Dihedral Dg A—=49A+7)

6 | Grup Dihedral D, A-12DA+ 1)

8 | Grup Dihedral D¢ (A —225)(1 + 15)1°

n | Grup Dihedral D,,, (A—(2n-1)*A+ (2n— 1)@V

Tabel 3.17 Spektrum Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r2) dari Grup Dihedral

D2n
n | Graf Subgrup Spektrum Graf Subgrup
_ 49 -7
4 Grup Dihedral Dg [ 1 7 ]
_ 121 -11
6 Grup Dihedral D,, [ 1 11
_ 225 —15
8 Grup Dihedral D¢ [ 1 15

[(Zn I 1D —2n- 1)]

n | Grup Dihedral D,, m—1

Teorema /7
Pola umum polinomial karakteristik matriks detour DD(I7,2y(D,,,)) untuk n
genap dan n > 4 adalah

p(D)=A-C2n—-1D»HA+ (2n— 1))@ D
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Bukti:
Graf (I3;2y(D,,)) terhubung karena setiap titik-titiknya saling terhubung.
Matrik detour DD(I,2y(D,,)) adalah elemen pada baris-i dan kolom-j

memuat bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di

I’(fz)(D(I’(Tz)(DZn))Zn). Matriks detour yang dihasilkan adalah sebagai

berikut
DD(F;2)(D2y)) =
1 7 2 P s sr sr? v sT™R
1 1 O 2n—1 2n-1 ... 2n—-1 2n—-1 2n-—-1 2n-1 .. 2n-—1j
2n—1 0 2n—1 .. 2n—-1 2n—-1 2n-1 2n-1 .. 2n-1
r? |2n—1 2n-1 0 w 2n—1 2n-1 2n-1 2n-1 .. 2n-1
r"1|2n-1 2n-1 2n-1 .. 0 2n—1 2n—-1 2n-1 .. 2n-1
s |2n—1 2n-1 2n-1 .. 2n-1 0 2n—1 2n-—-1 . 2n-1
sr 12n—-1 2n-1 2n-1 .. 2n-—-1 2n-1 0 2n—1 .. 2n-1
sr? |2n—1 2n—-1 2n—-1 .. 2n—1 2n—-1 2n-1 0 v 2n-—1
sr®»2n—-1 2n—-1 2n-1 .. 2n—-1 2n—-1 2n—-1 2n-1 .. 0
Polinomial karakteristik ~ DD(I},2,(Day)) diperoleh dari

det(DD(I},2y(D,y)) — AI). Dengan eliminasi Gauss DD(I;,2y(D,y,)) — Al

diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut

=D

Azf(.énwl)2
o (—57)

22— (2n—-1)2-202n—1)?
0 S ) SR
: : : 22— (2n - 1)(2r£—2)/1—(2n— 1)3
0 : 0 (- 1-C2n-1D2n-2) )

Maka det(pD(r(,2,(D,,)) — AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh pola umum
polinomial karakteristik dari DD(I;,2,(D,,,)) adalah

p(D)=@A-02n—-1D»HA+ (2n— 1)1
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Corollary 7
Pola umum spektrum matriks detour DD(I;,2y(D,,,)) untuk n genap dan
n = 4 adalah

2n—-1)2? —-(2n-1)

SpecDD(F(rz)(DZn)) = [ 1 om — 1

Bukti:
Dari Teorema 7 diperoleh pola umum polinomial karakteristik dari
DD(I;2y(D,y,)) untuk n genap dan n > 4 adalah

(2n-1)

p(A)=@A-(C2n-13)(2+@2n-1))
Dengan menetapkan p(1) =0 maka diperoleh A; = 2n—1)? dan
A, = (2n — 1) diperoleh multiplisitas m(4,) = 1 dan m(1,) = (2n — 1).
Pola umum spektrum matriks detour komplemen graf subgrup (r?) dari

grup dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

[(Zn -1)? —-2n-1)
1 2n—1

specpp(ly2)(Dzn)) =

3.3 Ukuran pada Spektrum Graf Subgrup dan Komplemennya
Ukuran dalam al-Quran telah dijelaskan dalam bab Il, QS. al-Qamar ayat
49 bahwa sesungguhnya segala yang terjadi di dalam kehidupan ini adalah dengan
ketentuan Allah dan pembentukannya menurut ketentuan hikmah-Nya. Manusia
sebagai makhluk ciptaan Allah yang berakal wajib mencari tahu dan belajar
tentang segala sesuatu yang diciptakan Allah untuk mengetahui manfaat dan dapat
menjaga ciptaan Allah. Ukuran yang ditetapkan oleh Allah juga dapat dilihat

contohnya di dalam ilmu matematika khususnya teori graf.
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Keterkaitan antara beberapa topik dalam matematika, khususnya teori graf,
aljabar linier, dan aljabar abstrak yang telah dibahas dalam skripsi ini membentuk
ukuran/pola masing-masing. Spektrum adjacency, Laplace, signless Laplace, dan
detour membentuk pola-pola yang berbeda. Untuk subgrup graf dan
komplemennya pun juga membentuk pola yang berbeda. Ini membuktikan bahwa
segala sesuatu ciptaan Allah telah diperhitungkan dan memiliki ukuran masing-

masing.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa pola umum
spektrum matriks adjacency, Laplace, signless Laplace dan detour graf subgrup
dan komplemen graf subgrup (r?) dari grup dihedral.
1. Pada graf subgrup hanya didapatkan pola umum spektrum adjacency, Laplace
dan signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf

yang diperoleh adalah graf tidak terhubung.
a. Pola umum spektrum matriks adjacency A (I"(rz)(DZn)) untuk n genap

dan n > 4 adalah

n—2
specy (F(rz)(DZ”)) B [(T> 2( . 2)]
n—

b. Pola umum spektrum matriks Laplace L (Qrz)(DZn)) untuk n genap dan

n > 4 adalah

n
spec,, (F(rz)(DZn)) = [Z(ni— 2 Z]

c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace L* (Qrz)(DZn)) untuk n

genap dan n > 4 adalah

n—4
spec;+ (Qﬂ)(Dzn)) = [(n ; 2) 2(( 2 2))]
n—

92
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2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan pola umum spektrum adjacency,

Laplace, signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf
terhubung.

a. Pola umum spektrum matriks adjacency A(W) untuk n genap

dan n > 4 adalah

3n P n
specy (L2 (Dzy)) = [ 2 2]
1N 20 =2) 8

b. Pola umum spektrum matriks Laplace L(I;,2y(D,,)) untuk n genap dan

n > 4 adalah

3n
—_— 2 — 0
specy (L2 (Dyy)) = [ " 2 ]

3 2(n—-2) 1
c. Pola umum spektrum matriks signless Laplace L*(F,2,(D,,)) untuk n

genap dan n > 4 adalah

3 3n
n 5 n]

1 2n-2) 3

spec,+ (I—Zrz)(DZn)) =

d. Pola umum spektrum matriks detour DD(I;,2,(Ds,)) untuk n genap dan
n = 4 adalah

2n—-1)? —-2n-1)
1 2n—1

specpp (m) = [

4.2 Saran
Pada penelitian ini spektrum didapatkan dari graf subgrup dan komplemen
graf subgrup dari grup dihedral. Untuk penelitian selanjutnya dapat meneliti

tentang spektrum selain dari grup dihedral D,,,.
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