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ABSTRAK

Amalia, Diana. 2018. Dekomposisi Siklis Modul yang Dibangun Secara
Hingga Atas Daerah Ideal Utama. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd (Il) Abdul Aziz,
M.Si

Kata kunci: dekomposisi, modul yang dibangun secara hingga, daerah ideal
utama, modul bebas, modul torsi, modul primer, modul siklis

Modul merupakan grup abelian terhadap suatu operasi biner, bersama
dengan aksi perkalian skalar dari suatu gelanggang sehingga memenuhi sifat-sifat
tertentu. Struktur modul bergantung pada jenis gelanggang tumpuannya. Salah
satu cara untuk mengetahui sifat dari suatu modul adalah dengan melakukan
dekomposisi modul, yaitu menguraikan suatu modul menjadi jumlah langsung
submodul-submodul yang lebih sederhana.

Daerah ideal utama adalah daerah integral yang setiap idealnya dibangun
oleh satu unsur. Roman (2008:146-150) menyatakan bahwa modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama merupakan jumlah langsung dari submodul-
submodul siklis. Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui dekomposisi
modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama menjadi jumlah
langsung submodul-submodul siklis. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa
modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama dapat
didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis melalui
beberapa tahap sebagai berikut:

1. Mendekomposisikan modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal
utama menjadi jumlah langsung submodul bebas dan submodul torsi yang
dibangun secara hingga.

2. Mendekomposisikan modul bebas yang dibangun secara hingga atas daerah
ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis.

3. Mendekomposisikan modul torsi yang dibangun secara hingga atas daerah
ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul primer yang
dibangun secara hingga.

4. Mendekomposisikan modul primer yang dibangun secara hingga atas daerah
ideal utama menjadi jJumlah langsung submodul-submodul siklis.

Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk melakukan penelitian
tentang dekomposisi modul dengan gelanggang tumpuan lainnya.
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ABSTRACT

Amalia, Diana. 2018. Cyclic Decomposition of Finitely Generated Module
Over A Principal Ideal Domain. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University of Malang. Advisors: (1) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd (I1) Abdul
Aziz, M.Si

Keywords: decomposition, finitely generated module, principal ideal domain,
free module, torsion module, primary module, cyclic module

A module is an abelian group with respect to a binary operation, together
with an action of a ring that satisfies certain properties. The structure of module
depends on the type of its base ring. One of the way to find out the characteristics
of module is by decomposing the module, that is, decomposing a module into
direct sum of its simpler submodules.

A principal ideal domain is an integral domain which every ideal is a
principal ideal. Roman (2008:146-150) stated that a finitely generated module
over a principal ideal domain is direct sum of cyclic submodules. The purpose of
this research is to know the decomposition of finitely generated module over a
principal ideal domain into direct sum of cyclic submodules. The results of this
study indicate that a finitely generated module over a principal ideal domain can
be decomposed into direct sum of cyclic submodules by the following steps:

1. Decomposing a finitely generated module over a principal ideal domain into
direct sum of finitely generated free and torsion submodules.

2. Decomposing a finitely generated module over a principal ideal domain into
direct sum of cyclic submodules.

3. Decomposing a finitely generated torsion module over a principal ideal
domain into direct sum of finitely generated primary submodules.

4. Decomposing a finitely generated primary module into direct sum of cyclic
submodules.

For further research, it is suggested to do a research about decomposition
of a module over another base ring.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Suatu himpunan merupakan kumpulan objek-objek yang terdefinisi
dengan baik. Suatu himpunan G disusun oleh unsur-unsur, dan jika a adalah salah
satu dari unsur-unsurnya, maka dapat dinotasikan dengan a € G (Fraleigh dan
Katz, 2003:1).

Suatu relasi (atau suatu relasi biner) pada suatu himpunan tak kosong G
merupakan suatu himpunan tak kosong R yang terdiri dari pasangan-pasangan
terurut (x, y) dari unsur-unsur x dan y di G. Suatu relasi R pada suatu himpunan
tak kosong G merupakan suatu relasi ekuivalen jika untuk sebarang x,y,z di G
berlaku: 1) (x,x) € R untuk semua x € G (sifat refleksif), 2) jika (x,y) € R,
maka (y,x) € R (sifat simetris), dan 3) jika (x,y) € R dan (y,z) € R, maka
(x,z) € R (Gilbert dan Gilbert, 2009:55).

Suatu operasi biner pada suatu himpunan tak kosong G merupakan suatu
pemetaan f dari G X G ke G (Gilbert dan Gilbert, 2009:30). Dengan demikian,
suatu operasi pada suatu himpunan tak kosong G, dinotasikan dengan *, disebut
operasi biner jika dan hanya jika * memetakan setiap pasangan terurut (a,b) € G
ke G.

Struktur aljabar atau sistem aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong
dengan paling sedikit satu relasi ekuivalen (persamaan) dan satu atau lebih operasi
biner yang didefinisikan (Gilbert dan Gilbert, 2009:137). Telah dikenal beberapa

macam struktur aljabar yang dapat dikelompokkan dalam beberapa tipe. Pertama,



2
struktur aljabar berupa satu himpunan bersama satu operasi, misalnya grup, semi
grup, monoid, dan grupoid. Kedua, struktur aljabar berupa satu himpunan bersama
lebih dari satu operasi, misalnya gelanggang, lapangan, dan daerah integral. Selain
kedua tipe struktur aljabar tersebut, terdapat tipe struktur aljabar lain yang
melibatkan dua himpunan bersama lebih dari satu operasi, misalnya ruang vektor
dan modul.

Suatu himpunan tak kosong G bersama dengan suatu operasi biner x*
disebut grup jika operasi * bersifat asosiatif di G dan G memuat unsur identitas
serta invers setiap unsur terhadap operasi *. Jika operasi * bersifat komutatif di G,
maka G disebut grup abelian (Adkins dan Weintraub, 1992:1). Selanjutnya, jika
pada G diberi satu operasi biner lagi, dinotasikan dengan #, yang bersifat asosiatif
dan distributif terhadap operasi *, maka G disebut gelanggang (Adkins dan
Weintraub, 1992:49).

Gelanggang dapat diklasifikasikan menjadi beberapa jenis. Di antara jenis-
jenis gelanggang tersebut adalah gelanggang dengan unsur kesatuan, gelanggang
komutatif, lapangan, dan daerah integral. Gelanggang dengan unsur kesatuan
merupakan gelanggang yang mempunyai unsur identitas terhadap operasi #. Jika
operasi # bersifat komutatif pada gelanggang tersebut, maka gelanggang tersebut
merupakan gelanggang komutatif. Lapangan merupakan gelanggang komutatif
dengan unsur kesatuan yang setiap unsur taknolnya memiliki invers terhadap
operasi #. Sedangkan daerah integral merupakan gelanggang komutatif dengan
unsur kesatuan yang tidak mempunyai unsur pembagi nol. Suatu unsur taknol a

dari suatu gelanggang R disebut pembagi nol jika ada unsur taknol b di R
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sedemikian sehingga hasil operasi # antara a dan b adalah unsur identitas
terhadap operasi * (Adkins dan Weintraub, 1992:49-50).

Modul merupakan grup abelian terhadap suatu operasi bersama dengan
aksi perkalian skalar dari suatu gelanggang (disebut gelanggang tumpuan)
sehingga memenuhi sifat-sifat tertentu (Adkins dan Weintraub, 1992:107). Modul
dapat dipandang sebagai perumuman dari ruang vektor. Hal ini dikarenakan skalar
pada ruang vektor yang diambil dari lapangan dapat diperumum menjadi sebarang
gelanggang. Modul juga dapat dipandang sebagai perumuman gelanggang, karena
setiap gelanggang adalah modul atas dirinya sendiri (Ismiarti, dkk, 2016:1).

Sebagai perumuman dari ruang vektor, sifat-sifat ruang vektor tidak selalu
berlaku pada modul. Sifat-sifat ruang vektor yang tidak berlaku pada modul antara
lain, ruang vektor taknol selalu memiliki basis, namun modul taknol tidak selalu
memiliki basis. Selain itu, setiap subruang dari ruang vektor selalu memiliki
komplemen, namun submodul dari suatu modul tidak selalu memiliki komplemen
(Ismiarti, dkk, 2016:1).

Struktur modul dipengaruhi oleh jenis gelanggang tumpuannya. Salah satu
cara untuk mengetahui sifat dari suatu modul adalah dengan menguraikan modul
menjadi jumlah langsung submodul-submodul yang lebih sederhana. Penguraian
modul menjadi jumlah langsung submodul-submodulnya dikenal sebagai
dekomposisi modul (Ismiarti, 2014:1).

Al-Quranul Karim adalah mukjizat Islam yang kekal dan mukjizatnya
selalu diperkuat oleh kemajuan ilmu pengetahuan (Mudzakir, 2015:1). Salah satu
contoh kemajuan ilmu pengetahuan yang memperkuat mukjizat al-Quran adalah

adanya dekomposisi. Secara bahasa, kata dekomposisi berarti penguraian (Al-
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Barry dan Yacub, 2003:123). Pada umumnya dekomposisi dilakukan untuk
membagi suatu kumpulan objek menjadi beberapa kelompok berdasarkan sifat
khusus objek tersebut. Sebagai contoh, pada hari kiamat manusia akan terbagi
menjadi 3 kelompok sebagaimana Allah Swt. berfirman di dalam surat al-Waqi’ah

ayat 7, yaitu:

Y DAE 107550
Artinya: “Dan kamu menjadi tiga golongan ” (QS. al-Waqi’ah/56:7).

Daerah ideal utama adalah daerah integral yang setiap idealnya dibangun
oleh satu unsur. Roman (2008:146-150) menyatakan bahwa modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama merupakan jumlah langsung dari submodul-
submodul siklis. Hal ini melatarbelakangi penelitian tentang dekomposisi modul
yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama.

Pembahasan dalam penelitian ini merupakan hasil kajian pustaka dari
beberapa sumber. Pustaka yang menjadi rujukan utama dalam penelitian ini
adalah Advanced Linear Algebra yang ditulis oleh Steven Roman (2008). Namun
demikian, alur penulisan, cara pandang, pembuktian sifat-sifat, dan penyajian
hasil dalam skripsi ini disesuaikan dengan tujuan di atas dan menjadikannya

tulisan yang utuh.

1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana
dekomposisi modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama menjadi

jumlah langsung submodul-submodul siklis?



1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah untuk

mengetahui dekomposisi modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal

utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis.

1.4 Manfaat Penelitian

Sesuai dengan tujuan penelitian, maka manfaat penelitian ini dibedakan

berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu:

',

Bagi Penulis

Sebagai tambahan pengetahuan dan wawasan khususnya pengetahuan
mengenai dekomposisi modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal
utama.

Bagi Mahasiswa

Sebagai tambahan pengetahuan dan wawasan dalam keilmuan matematika
terutama dalam teori modul atas daerah ideal utama.

Bagi Lembaga

Sebagai tambahan bahan literatur untuk dijadikan sarana pengembangan

wawasan keilmuan khususnya tentang pembelajaran teori modul.

1.5 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian

kepustakaan (library research). Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini

adalah sebagai berikut:

1. Merumuskan masalah.
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2. Mencari sumber pustaka berupa buku-buku untuk memperoleh informasi yang

lebih tentang:

a. definisi hasil kali kartesius, pemetaan, surjektif, injektif, dan bijektif,

b. definisi operasi biner,

c. definisi grup,

d. proposisi invers ganda pada grup,

e. definisi subgrup dan teorema kondisi-kondisi bagi subgrup,

f. definisi gelanggang, gelanggang komutatif, dan gelanggang dengan unsur

kesatuan,

g. definisi subgelanggang,

h. definisi pembagi nol dan daerah integral,

I. definisi unit, unsur prima, dan unsur tak tereduksi,

J. definisi daerah faktorisasi tunggal,

k. definisi faktor persekutuan terbesar,

I.  definisi subgelanggang ideal, ideal utama, dan daerah ideal utama,

m. teorema dua unsur yang saling prima,

n. definisi modul,

0. definisi dan teorema submodul,

p. definisi himpunan pembangun,

g. definisi modul yang dibangun secara hingga,

r. definisi himpunan bebas linier, basis, dan modul bebas,

s. definisi unsur torsi, modul bebas torsi, dan modul torsi,

t. definisi annihilator dan orde,

u. definisi modul primer dan modul siklis,



v. definisi homomorfisma pada modul,
w. definisi modul hasil bagi, dan
X. definisi dan teorema jumlah langsung pada modul,
3. Melakukan kajian tentang dekomposisi modul yang dibangun secara hingga
atas daerah ideal utama dengan langkah-langkah sebagai berikut:

a. melakukan kajian hubungan antara konsep bebas dan bebas torsi pada
modul atas daerah integral dan daerah ideal utama,

b. memilih teorema-teorema pada dekomposisi modul yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama, yaitu:

1) modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama
merupakan jumlah langsung dari submodul bebas yang dibangun
secara hingga dan submodul torsi yang dibangun secara hingga,

2) modul torsi yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama
merupakan jumlah langsung dari submodul-submodul primer, dan

3) modul primer yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama
merupakan jumlah langsung dari submodul-submodul siklis,

c. membuktikan teorema pertama pada dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama menurut cara pandang penulis,

d. membuat proposisi bahwa modul bebas yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama merupakan jumlah langsung dari submodul-submodul
siklis,

e. membuktikan proposisi bahwa modul bebas yang dibangun secara hingga
atas daerah ideal utama merupakan jumlah langsung dari submodul-

submodul siklis,
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f. membuktikan teorema kedua pada dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama menurut cara pandang penulis, dan
g. membuktikan teorema ketiga pada dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama menurut cara pandang penulis.
4. Membuat kesimpulan.

5. Menulis laporan penelitian.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan diberikan oleh penulis agar penulisan skripsi ini
lebih mudah dipahami. Penulisan penelitian ini dibagi menjadi empat bab dan
masing-masing diuraikan sebagai berikut:

Bab | Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan skripsi ini.

Bab 11 Kajian Pustaka
Bab ini berisi teori-teori yang mendukung dalam pembahasan penelitian ini.
Teori-teori tersebut terdiri dari definisi, teorema, proposisi, contoh yang
berkaitan dengan pemetaan, grup, gelanggang, daerah ideal utama, modul
yang dibangun secara hingga, modul bebas, modul torsi, modul primer,
modul siklis, jumlah langsung pada modul, serta kajian hubungan antara
konsep bebas dan bebas torsi pada modul atas daerah integral dan daerah
ideal utama. Adapun pada bagian akhir bab ini berisi kajian dekomposisi

dalam Islam.



Bab 111 Pembahasan
Bab ini berisi penjelasan tentang bagaimana modul yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama dapat didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul siklis.

Bab 1V Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari kajian dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-

submodul siklis dan berisi saran-saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

Bab ini berisi konsep-konsep vyang diperlukan sebagai landasan
pembahasan pada bab selanjutnya. Adapun konsep-konsep dasar tersebut adalah
pemetaan, grup, gelanggang, dan modul.

2.1 Pemetaan

Definisi 2.1
Pada dua himpunan tak kosong A dan B, hasil kali kartesius A x B adalah
himpunan dari semua pasangan terurut (a, b) dari unsur-unsur a € A dan
b € B, yaitu
AxB={(a,b)|a€ Adanb € B}
(Gilbert dan Gilbert, 2009:13).
Contoh 2.2
Misalkan A = {1, 2,3} dan B = {a, b}, maka berdasarkan Definisi 2.1 diperoleh
AXB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
dan
B xA=1{(a1),(a2),(a?3),(,1),(b,2),(3)}
Definisi 2.3
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Subhimpunan f dari
A X B adalah suatu pemetaan dari A ke B jika dan hanya jika untuk setiap
a € A terdapat secara tunggal (satu dan hanya satu) unsur b € B sehingga

(a,b) € f. Jika f adalah pemetaan dan pasangan terurut (a, b) berada di

10
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f, maka dapat ditulis b = f(a) dan b disebut bayangan a oleh f (Gilbert

dan Gilbert, 2009:13).

Untuk menguji bahwa suatu pengaitan adalah suatu pemetaan, maka
diasumsikan bahwa a; = a, dan dibuktikan bahwa f(a;) = f(a,) (Gallian,
2013:21).

Contoh 2.4
1. Pada Contoh 2.2, subhimpunan f ={(1,a),(2,a),(2,b),(3,a)} bukan
pemetaan karena untuk 2 € A terdapat a, b € B sehingga (2,a), (2,b) € f.
2. Pengaitan f :Z — Z yang didefinisikan dengan f(a) = 2a adalah suatu
pemetaan karena untuk sebarang a,, a, € Z dengan a; = a, diperoleh
a, = a,
S 2a4 = 2a,
& f(ay) = f(az).
Definisi 2.5

Suatu pemetaan f dari himpunan A disebut satu-satu (injektif) jika untuk

setiap a4, a, € A, f(a,) = f(a,) berlaku a; = a, (Gallian, 2013:21).
Contoh 2.6
Pemetaan f : Z — Z yang didefinisikan dengan f(a) = 2a adalah injektif karena

untuk sebarang a4, a, € Z dengan ¢(a,) = @(a,) diperoleh

2a1 = Zaz
[—3 a; = a,.
Definisi 2.7

Suatu pemetaan f dari himpunan A ke himpunan B disebut onto (surjektif)

jika setiap unsur di B adalah bayangan dari paling sedikit satu unsur di A.
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Dengan kata lain, f : A — B adalah surjektif jika dan hanya jika untuk
setiap b di B terdapat paling sedikit satu a di A sehingga f(a) =b
(Gallian, 2013:22).
Contoh 2.8
Pemetaan f : Z — Z yang didefinisikan dengan f(a) = a+ 1 adalah surjektif
karena untuk sebarang beLZ terdapat b—1€Z sehingga
fb-1)=bB-1)+1=b.
Definisi 2.9
Misalkan f : A —» B. Pemetaan f disebut bijektif jika dan hanya jika f
surjektif dan injektif (Gilbert dan Gilbert, 2009:18).
Contoh 2.10
Pemetaan f :Z — Z yang didefinisikan pada Contoh 2.8 merupakan bijektif
karena f surjektif (sebagaimana pada Contoh 2.8) dan injektif, yaitu untuk
sebarang a,, a, € Z dengan ¢(a,) = ¢(a,) diperoleh
a,+1=a,+1

= a; = a,.

2.2 Grup

Definisi 2.11
Operasi biner pada himpunan tak kosong A adalah pemetaan f dari A x A
ke A (Gilbert dan Gilbert, 2009:30).
Pada Definisi 2.11, pemetaan f memasangkan setiap pasangan terurut

(a, b) di A x A ke tepat satu unsur f(a, b) € A. Selanjutnya, jika * merupakan
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operasi biner yang didefinisikan pada himpunan tak kosong A, maka notasi
* (a, b) dapat diganti dengan a * b (Gilbert dan Gilbert, 2009:30).

Contoh 2.12

1. Operasi * pada himpunan bilangan bulat Z yang didefinisikan dengan
a*b =a+b—1 untuk setiap (a, b) € Z X Z adalah operasi biner karena
untuk setiap (a,, by),(a,, by) € Z X Z dengan (ay, b;) = (a,, b,) berlaku
* (a4, by) = * (a,, by) dan untuk setiap a, b € Z berlaku * (a, b) € Z.

2. Operasi + pada himpunan A = {1,2,3,4,5,6} untuk setiap (a, b) e AX A
bukan merupakan operasi biner karena terdapat (2,5) € A X A sedemikian
sehingga2+5=7 ¢ A.

Definisi 2.13

(1) Grup adalah pasangan terurut (G, *) dengan G adalah suatu himpunan
dan = adalah suatu operasi biner pada G yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut:

a. (axb)*c=ax(b=xc), untuk semua a,b,c € G, yaitu * bersifat
asosiatif di G.

b. Terdapat suatu unsur e di G, disebut unsur identitas dari G, sehingga
untuk semua a € G diperolehaxe =e*xa = a.

c. Untuk setiap a € G terdapat unsur a~! di G, disebut invers dari a,
sehinggaaxa ' =alxa=e.

(2) Grup (G, *) disebut abelian (atau komutatif) jika a * b = b * a untuk

semua a, b € G. (Dummit dan Foote, 2004:17).
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Contoh 2.14

1. (Z, +) merupakan grup abelian karena penjumlahan adalah operasi biner di Z,
operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z, terdapat 0 € Z sebagai unsur
identitas di 7Z terhadap operasi penjumlahan, setiap unsur a di Z memiliki
invers terhadap operasi penjumlahan, yaitu (—a), dan operasi penjumlahan
bersifat komutatif di Z.

2. {Z — {0}, +} bukan merupakan grup karena Z — {0} tidak memuat unsur
identitas terhadap operasi penjumlahan.

3. {Z, x} bukan merupakan grup karena tidak semua unsur di Z memiliki invers
terhadap operasi perkalian, sebagai contoh, tidak terdapat b € Z sedemikian
sehingga2 X b =b x 2 =1.

4. {Z", +} dengan

Z" = {(aq, ay,..., ap) |a; €Z,i=1,2,..,n}

dan operasi penjumlahan komponen demi komponen pada Z™ didefinisikan
dengan

(a1, ay, ..., ay) + (by, by, ..., by) = (ay + by, ay + by, ..., a, + by)
untuk setiap (a4, as, ..., a,), (by, by, ..., b,) € Z™ merupakan grup abelian
karena penjumlahan adalah operasi biner di Z™, operasi penjumlahan bersifat
asosiatif di Z™, terdapat (0,0,...,0) € Z™ sebagai unsur identitasi di Z"
terhadap operasi penjumlahan, setiap (a,, a,, ..., a,) di Z™ memiliki invers
terhadap operasi penjumlahan, vyaitu (—ay,—a,,..,—a,), dan operasi
penjumlahan  bersifat  komutatif di  Z", yaitu untuk setiap
(a4, ay, ..., ay),(by, by, ..., b,) € Z™ berlaku

(a1, ay, ..., ay) + (by, by, ..., by) = (by, by, ..., by) + (a4, ay, ..., ay).
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Proposisi 2.15
Misalkan (G, *) adalah suatu grup, maka (a™*)™! = a untuk setiap a € G
(Dummit dan Foote, 2004:18).
Bukti :
Misalkan (G, =) adalah suatu grup, a € G, dan e adalah unsur identitas di
G.
Karena a € G maka a~! € G sedemikian sehinggaa*a™t=al*a =e.
Lebih lanjut, a~! € G, maka terdapat (a~1)~! € G sedemikian sehingga

a~lx (a 1)~! = e. Akibatnya

axal =e
o (@ra D@t =ex(a)?
& ax(@alx@hY) =@
o axe =(aH)
o a =(a )t

Definisi 2.16
Misalkan (G, =) adalah suatu grup. Suatu subhimpunan H dari G disebut
subgrup dari G jika H membentuk grup bersama dengan operasi biner
yang terdefinisi di G (Gilbert dan Gilbert, 2009:152).

Contoh 2.17

Pandang (Q, +) dengan Q adalah himpunan bilangan rasional sebagai suatu grup.

(Z, +) merupakan subgrup dari (Q, +) karena Z adalah subhimpunan dari

himpunan Q dan (Z, +) membentuk grup.
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Teorema 2.18

Misalkan (G, *) adalah suatu grup. Suatu subhimpunan H dari grup G

adalah suatu subgrup dari G jika dan hanya jika

1. H himpunan tak kosong, dan

2. a,b € H berakibat a * b=1 € H. (Gilbert dan Gilbert, 2009:154).

Bukti :

Misalkan (G, *) adalah suatu grup, H adalah suatu subhimpunan dari G,

dana,b € H.

Untuk membuktian Teorema 2.18, akan dibuktikan bahwa: 1) jika H

adalah subgrup dari G, maka H himpunan tak kosong dan a,b € H

berakibat a * b~ € H, dan 2) jika H himpunan tak kosong dan a,b € H

berakibat a * b~! € H, maka H adalah subgrup dari G.

1) Asumsikan bahwa H adalah subgrup dari G.

a) Karena H adalah subgrup dari G, maka (berdasarkan Definisi 2.13
bagian 2) terdapat unsur identitas e € H. Hal ini berarti bahwa H tak
kosong.

b) Karena H adalah subgrup dari G, maka untuk setiap b € H terdapat
b~ € H sedemikian sehingga b «b~1 = b~1 x b = e. Selanjutnya
karenaa € Hdanb™* € H,makaaxb™! € H.

Berdasarkan a) dan b), diperoleh bahwa H himpunan tak kosong dan

a,b € H berakibata * b~ € H

2) Asumsikan bahwa H himpunan tak kosong dan a,b € H berakibat

axb 1l €H.
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Untuk menunjukkan bahwa H adalah subgrup dari G, akan ditunjukkan

bahwa: a) H memuat unsur identitas terhadap operasi *, b) H memuat

invers setiap unsur terhadap operasi *, ¢) * merupakan operasi biner di

H, dan d) operasi * bersifat asosiatif di H.

a) Perhatikan bahwa setidaknya terdapat a € H dan kondisi 2 pada
Teorema 2.18 terpenuhi sehingga a *a™! = e € H. Hal ini berarti
bahwa H memuat unsur identitas terhadap operasi *.

b) Karena untuk sebarang a € H, terdapat e € H dan a € H sehingga
exa ! =a"' € H, maka H memuat invers setiap unsur terhadap
operasi *.

c) Misalkan a € H dan b € H. Karena H memuat invers setiap unsur
terhadap operasi *, maka b~! € H. Akibatnya,

ax(b™)'=axbeH.
Karena untuk sebarang a,b € H berlaku a * b € H maka operasi *
bersifat tertutup di H. Dengan demikian * adalah operasi biner di H.

d) Karena operasi * bersifat asosiatif di G dan H adalah subhimpunan
dari G, maka operasi * bersifat asosiatif di H.

Berdasarkan a), b), c), dan d), diperoleh bahwa jika H himpunan tak

kosong dan a,b € H berakibat a x b~ € H, maka H adalah subgrup

dari G.

Berdasarkan 1) dan 2), Teorema 2.18 terbukti.
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2.2 Gelanggang

Definisi 2.19

1)

()

(3)

Gelanggang R adalah suatu himpunan bersama dua operasi biner +

dan x (disebut penjumlahan dan perkalian) yang memenuhi aksioma-

aksioma berikut:

a. (R, +) adalah suatu grup abelian.

b. X bersifat asosiatif : a X (b X ¢) = (a X b) X ¢, untuk semua
a,b,c ER.

c. Hukum distributif berlaku di R: untuk semua a,b,c € R
(a+b)xc=(axc)+ (bxc)dan
aX((b+c)=(@xb)+ (axc).

Gelanggang R disebut gelanggang komutatif jika operasi perkaliannya

bersifat komutatif.

Gelanggang R disebut gelanggang dengan unsur kesatuan (memuat 1)

jlkaleRdan1 X a=a X1 = a, untuk setiap a € R.

(Dummit dan Foote, 2004:223).

Himpunan tak kosong R yang membentuk gelanggang bersama dua

operasi biner + dan x dilambangkan dengan (R, +, X).

Contoh 2.20

1. Himpunan bilangan bulat Z bersama dengan operasi penjumlahan dan

perkalian biasa merupakan gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.

2. Himpunan bilangan genap 27Z bersama dengan operasi penjumlahan dan

perkalian biasa merupakan gelanggang komutatif tanpa unsur kesatuan.

3. Himpunan matriks berordo 2 x 2 yang entri-entrinya bilangan bulat
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M,[Z] = {[‘C’ Z] |a,b,c.d €2}

merupakan gelanggang tak komutatif dengan unsur kesatuan [(1) 2]

Definisi 2.21
Suatu subhimpunan S dari gelanggang R adalah subgelanggang dari R jika
S merupakan gelanggang terhadap operasi yang sama di R (Gallian,
2013:248).
Contoh 2.22
1. Untuk setiap bilangan bulat positif n, himpunan
nZ = {nala € Z}
merupakan subgelanggang dari gelanggang bilangan bulat Z.

2. Himpunan

: a8 2]|a,bEZ}

merupakan subgelanggang dari gelanggang M, [Z].

2.3 Daerah Integral dan Daerah Ideal Utama

Pada bahasan selanjutnya, unsur kesatuan pada gelanggang dengan unsur
kesatuan yang dimaksud adalah 1 # 0.
Definisi 2.23
Misalkan (R, +, X) adalah suatu gelanggang. Unsur taknol a di R disebut
pembagi nol jika terdapat unsur taknol b di R sedemikian sehingga
a X b =0atau b X a = 0 (Dummit dan Foote, 2004:226).
Contoh 2.24

Perhatikan gelanggang
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Z? ={(a, b)|a,b €T}

yang operasi penjumlahan dan perkaliannya didefinisikan dengan

(a, b)+(, dy=(a+c, b+d)
dan

(a, b) X(c, d)=(axc, bxd)
untuk semua (a, b),(c, d) € Z2.
Pada gelanggang Z2, unsur (1, 0) merupakan pembagi nol karena terdapat
(0, 1) € Z x Z sedemikian sehingga berlaku (1, 0) x (0, 1) = (0,0).
Definisi 2.25

Suatu gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan disebut daerah integral

jika tidak memiliki pembagi nol (Dummit dan Foote, 2004:228).

Dengan demikian, pada daerah integral, operasi perkalian yang
menghasilkan 0 hanya dipenuhi ketika salah satu faktornya adalah 0, yaitu
a X b = 0 hanya ketika a = 0 atau b = 0 (Gallian, 2013:255). Dengan kata lain,
misalkan (R, +, X) adalah suatu gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
Gelanggang R disebut daerah integral jika a # 0 dan b # 0, maka ab # 0 untuk
setiap a,b € R.

Contoh 2.26
1. Gelanggang bilangan bulat Z merupakan daerah integral karena tidak memiliki
pembagi nol, yaitu untuk setiap a, b € Z berlaku jika a # 0 dan b # 0, maka
axXb+0.
2. Gelanggang
Z? ={(a, b)|a,b €7}

bukan daerah integral karena memiliki pembagi nol.
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Definisi 2.27
Misalkan (R, +, Xx) adalah suatu daerah integral. Untuk r,s € R,
dikatakan membagi s (ditulis r|s) jika ada x € R sedemikian sehingga
s = x X r (Roman, 2008:147).
Contoh 2.28
Gelanggang bilangan bulat modulo 7
Z, ={0,1,2,3,4,5,6}
sebagai daerah integral. Unsur 2 pada Z-, membagi 6 karena terdapat 3 € Z,
sedemikian sehingga 6 = 3 X 2.
Definisi 2.29
Misalkan (R, +, X) adalah daerah integral.
1. Suatu unsur di R yang mempunyai invers terhadap perkalian disebut
unit. Jadi, u € R adalah unit jika u X v = 1 untuk suatu v € R.
2. Unsur a, b € R dikatakan berasosiasi (dinotasikan dengan a - b) jika
terdapat unit u sehingga a = u X b.
3. Suatu unsur taknol p € R yang bukan unit disebut prima jika
p|(a X b) maka p|a atau p|b.
4. Suatu unsur taknol r € R disebut tak tereduksi jika
r = a X b maka a atau b adalah unit.
(Roman, 2008:26).
Contoh 2.30
1. Pada gelanggang bilangan bulat Z, unsur 1 dan —1 merupakan unit karena
1,—1 € Z mempunyai invers terhadap perkalian, yaitu terdapat 1 € Z

sehingga 1 X 1 = 1 dan terdapat —1 € Z sehingga —1 X —1 = 1.
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2. Pada gelanggang bilangan bulat Z, unsur —2 berasosiasi dengan 2 karena
terdapat unit —1 € Z sehingga —2 = —1 X 2.

3. Pada gelanggang Z[V-5]={a+bV-5|ab €Z}, unsur 3 bukan
merupakan prima karena 3 membagi (2 + v—=5) x (2 — v=5) tetapi 3 tidak
membagi (2 + v—=5) dan (2 — V-5).

4. Pada gelanggang bilangan bulat Z, unsur —3 tak tereduksi karena
—3 =1 x —3 dan 1 adalah unit dari Z.

Definisi 2.31

Suatu daerah integral (R, +, x) dikatakan daerah faktorisasi tunggal jika

R memenuhi sifat-sifat faktorisasi berikut:

1. Setiap unsur taknol r € R yang bukan unit dapat ditulis sebagai
perkalian dari sejumlah unsur-unsur berhingga yang tak tereduksi, yaitu
T =p1 X Py X oo X Py

2. Faktorisasi menjadi unsur-unsur tak tereduksi adalah tunggal, yaitu jika
r=p; Xp; X..Xp, dan r =q; X gy X ... X q,,, Maka m = n dan
setelah faktor-faktor disesuaikan, diperoleh p; - q;.

(Roman, 2008:28).

Contoh 2.32

Gelanggang bilangan bulat Z merupakan daerah faktorisasi tunggal karena setiap

n € Z selain 0,1, dan —1 dapat dinyatakan sebagai hasil kali unsur-unsur tak

tereduksi secara tunggal.
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Definisi 2.33
Misalkan (R, +, x) adalah daerah integral dan A adalah subhimpunan
dari R yang memuat paling sedikit satu unsur taknol. Unsur d € R disebut
faktor persekutuan terbesar dari A jika
1. d|a untuk semua a € A, dan
2. Jikar € R dan r|a untuk semua a € A4, maka r|d.
Jika 1 adalah faktor persekutuan terbesar dari A, maka unsur-unsur di
himpunan A dikatakan saling prima (Adkins dan Weintraub, 1992:81).
Contoh 2.34
Pada gelanggang bilangan bulat Z, dapat diambil subhimpunan {6, 9, 12} dari Z.
Misalkan {6,9,12} = A. Perhatikan bahwa
1) faktor dari 6 adalah +1, +2,+3, dan +6,
2) faktor dari 9 adalah +1, +3, dan +9, dan
3) faktor dari 12 adalah +1, +2, +3, +4, +6, dan +12.
Dengan demikian, faktor persekutuan dari A adalah +1 dan +3. Adapun faktor
persekutuan terbesar dari A adalah 3 karena
1) 3]a untuk semua a € A, dan
2) untuk +1,-3 € Z,
a) —1|a untuk semua a € A dan —1|3,
b) 1|a untuk semua a € A dan 1|3, dan
€) —3|a untuk semua a € A dan —3|3.
Definisi 2.35
Misalkan (R, +, x) adalah gelanggang, I adalah subhimpunan dari R,

danr € R.
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WD ri={rxalael}danlr ={axr|a€l}.

(2) Subhimpunan I dari R disebut ideal kiri dari R jika

(i) I adalah subgelanggang dari R.

(if) I tertutup terhadap perkalian kiri oleh unsur di R, yaitu rl € |
untuk semua r € R.

I adalah ideal kanan jika (i) terpenuhi dan (ii) digantikan

(iii) I tertutup terhadap perkalian kanan oleh unsur di R, yaitu Ir € I
untuk semuar € R.

(3) Suatu subhimpunan yang merupakan ideal kiri dan ideal kanan disebut

ideal dari R.

(Dummit dan Foote, 2004:242).

Berdasarkan Definisi 2.35, misalkan (R, +, x) adalah suatu gelanggang
dan I adalah subhimpunan dari R. I disebut ideal dari R jika: 1) I subgelanggang
dari R, dan 2) untuk a € I berlakur X a € I dan a X r € I untuk setiap r € R.
Contoh 2.36
Untuk setiap bilangan bulat positif n, himpunan

nZ ={nxala€Z}
merupakan ideal dari Z karena nZ merupakan subgelanggang dari Z dan nZ
merupakan ideal kiri dan ideal kanan dari R. Untuk menunjukkan bahwa nZ
merupakan ideal kiri dan ideal kanan dari Z, misalkan x € nZ dan m € Z. Karena
x € nZ, maka x = n x k dengan k € Z dan diperoleh
xxXm=mxXx=mXnxk)=nx(mxk)€eZ
Definisi 2.37

Misalkan (R, +, X) adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
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Jika a adalah suatu unsur tertentu di R, maka ideal

(a) ={axr|reRr}

yang terdiri dari semua perkalian a dengan unsur r di R, disebut ideal

utama yang dibangun oleh a di R (Gilbert dan Gilbert, 2009:296).

Berdasarkan Definisi 2.37, suatu ideal dari suatu gelanggang (R, +, X)
disebut ideal utama yang dibangun oleh suatu unsur a di R jika semua unsur di R
dapat dinyatakan sebagai perkalian dari a dengan suatu unsur di R, yaitu untuk
semua s € R, s = a X r untuk suatu r € R.

Contoh 2.38
Pada gelanggang bilangan bulat Z, himpunan
2Z={2 X a|a € 7}
merupakan ideal utama yang dibangun oleh 2 karena 2Z merupakan ideal dari Z
dan untuk setiap n € 2Z, n = 2 X a untuk suatu a € Z.
Definisi 2.39

Daerah ideal utama adalah daerah integral yang setiap idealnya merupakan

ideal utama (Dummit dan Foote, 2004:279).

Dengan menggabungkan Definisi 2.37 dan Definisi 2.39, dapat
disimpulkan bahwa daerah ideal utama merupakan daerah integral yang setiap
idealnya dibangun oleh satu unsur.

Contoh 2.40
Gelanggang bilangan bulat Z merupakan daerah ideal utama karena ideal dari Z
berbentuk nZ = {nala € Z} dan untuk setiap n € Z, nZ dibangun oleh satu unsur,

yaitu nZ = (n).
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Teorema 2.41

Bukti :

Misalkan (R, +, X) adalah daerah ideal utama.
Unsur-unsur a,b € R adalah saling prima, yaitu tidak memiliki faktor-
faktor bukan unit yang sama, jika dan hanya jika terdapat r,s € R
sedemikian sehingga

rxa+sxb=1

(Roman, 2008:27).

Misalkan (R, +, Xx) adalah daerah ideal utama dan a,b € R.
(<) Andaikan a dan b tidak saling prima. Hal ini berarti bahwa
setidaknya a dan b memiliki satu faktor bukan unit yang sama. Misalkan
c # 1 adalah faktor persekutuan terbesar dari a dan b. Karena c¢ adalah
faktor dari a dan b, maka terdapat x € R dan y € R sehingga a = ¢ X x
danb =c xy.
Selanjutnya, misalkan r, s € R. Akibatnya,
rxa+sxb =rx(cxx)+sx(cXy)
=(rXxXc)Xxx+(sxc)xy
=(cxr)xx+(cxs)xy
=cX(rXxXx)+cx(sxy)
=cX(rXxXx+sxy)#1
Hal ini kontradiksi dengan r X a + s X b = 1. Dengan demikian, haruslah
a dan b saling prima.
(=) Perhatikan ideal utama yang dibangun oleh a, b € R. Misalkan (a, b)

dibangun oleh x, yaitu (a, b) = (x). Karena (a, b) = (x) maka x|a dan
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x|b. Selanjutnya, karena a dan b saling prima, maka faktor persekutuan
terbesar dari a dan b adalah 1. Lebih lanjut, berdasarkan Definisi 2.33,
karena x|a dan x|b, maka x|1. Hal ini berarti bahwa 1 = z X x untuk
suatu z € R. Dengan demikian x adalah unit di R. Selanjutnya, karena x
adalah unit, maka x membangun setiap unsur di R, yaitu (x) =R.
Akibatnya, (a,b) = R. Lebih lanjut, karena 1 € (a, b), maka terdapat
r,S € R sedemikian sehinggar X a+ s x b = 1.

Dengan demikian, terbukti bahwa pada daerah ideal utama R, a,b € R
saling prima jika dan hanya jika terdapat r,s € R sedemikian sehingga

rxa+sxb=1.

Corollary 2.42

Bukti :

Misalkan (R, 4, x) adalah daerah ideal utama.
Jika unsur-unsur p,, p,, ..., P, € R adalah saling prima, maka terdapat
a,, a,,..., a, € R sedemikian sehingga

a1><p1+a2><p2+"'+an><pn=1.

Misalkan (R, +, x) adalah daerah ideal utama.

Perhatikan ideal utama yang dibangun oleh p;, p,, ..., p, € R. Misalkan
(p1, P2, -, Pn) dibangun oleh x, yaitu (p;, ps, ..., pn) = (x). Karena
(p1, P2y Pn) = (x), maka x|p; untuk setiap i = 1, 2, ..., n. Selanjutnya,
karena py, p,, ..., Pn € R saling prima, maka faktor persekutuan terbesar
dari py, py, ..., p, adalah 1. Lebih lanjut, berdasarkan Definisi 2.23,
karena untuk setiap i = 1,2, ...,n x|p;, maka x|1. Hal ini berarti bahwa

1=y Xx untuk suatu y € R. Dengan demikian x adalah unit di R.
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Selanjutnya, karena x adalah unit, maka x membangun setiap unsur di R,
yaitu (x) = R. Akibatnya, (py, p2, ..., pn) = R. Lebih lanjut, karena
1 € (py, py .., Pn), Maka terdapat r, s € R sedemikian sehingga

ay Xpy+a, Xp,+--+a, Xp, =1

Dengan demikian, terbukti bahwa pada daerah ideal utama R, Jika unsur-
unsur  py, pa, .., Pp €E R adalah saling prima, maka terdapat
a,, a,, ..., a, € R sedemikian sehingga

Ay Xp+a, Xp, +-+a, Xp, =1.

2.4 Modul yang Dibangun Secara Hingga

Definisi 2.43
Misalkan (R, 4+, X) adalah suatu gelanggang (tidak perlu komutatif
ataupun memuat unsur kesatuan). R-modul kiri atau modul kiri atas R
adalah himpunan M bersama dengan:
(1) operasi biner + pada M dan (M, +) membentuk grup abelian, dan
(2) aksi dari R pada M (yaitu suatu pemetaan R X M — M) dinotasikan
dengan r-m, untuk semua r € R dan untuk semua m € M yang
memenuhi
@ (r+s)-m=r-m+s-m,untuksemuar,s € R,me M,
(b) (rxs)-m=r-(s-m),untuksemuar,s € R, m € M, dan
€ r-(m+n)=r-m+r-n,untuksemuar € R, m,n € M.
Jika gelanggang R memiliki 1, diberikan aksioma tambahan
(d) 1-m =m,untuk semuam € M.

(Dummit dan Foote, 2004:337).
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Istilah “kiri” dalam Definisi 2.43 di atas mengindikasikan bahwa unsur
gelanggang muncul di sebelah kiri. R-modul “kanan” dapat didefinisikan secara
analog (Dummit dan Foote, 2004:337). Namun dalam penelitian ini, istilah modul
akan berarti modul kiri atas gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan.
Contoh 2.44
Himpunan  Z" = {(ay,ay,...,a,) | a; €Z,i = 1,2,..n} dengan  operasi
penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan sebagai berikut
(o, a2 e S B e e = () -F byogas S by, a + b,,)
dan
e(a@ia, e, @l = S e e e a)
untuk setiap (aq, as, ..., a,), (by, by, ..., by,) € Z™ dan r € Z merupakan modul
atas bilangan bulat Z karena Z"™ merupakan grup abelian (sebagaimana telah
disebutkan pada Contoh 2.14 bagian 4) dan operasi perkalian skalar dari Z pada
Z™ memenuhi aksioma perkalian skalar pada modul sebagaimana Definisi 2.43
bagian (2), yaitu untuk r,s € R dan a = (a4, a,, ..., a,) € Z"™ maka
1) (r+s)ra =(@r+s) (ay, az ..., a,)
= ((r +s)Xa,(r+s)xay,.., (r+s)x an)
=((rxa+sXa),(rXaz+s%Xay), .. (rxa,+sxay,))
=(rxa;,rXay..,rxa,)+(Xa,sXay,..,sXa,)
=r-(ay, ay, ..., ay) +s-(aq, ay, ..., a)
=rrat+s-a
2) (rxs)-a =@xs) (ay, a,, .., a,)

=((rxs)xay,(rxs)Xay,.., (rxs)Xxa,)
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= (r X(sxXay),rx(sxay),..,rx(sx an))
=r-(sXay,sXay,..,sXa,)
=7r- (s (a4, ay, ..., an))
=r-(s-a)

3) r-(a+b) =r-((a, az .., ay) + (by, by, ..., by))
=r-(a; + by, ay + b, ..., a, + by)
= (r X (a; + by),r X (ay + by), ...,r X (a, + b))
=((rxay+71Xby),(r xa; +7Xby),..,(r Xa, +7 X b))
=(rXxa,rXa,,..,rxXa,)+ @ Xby,rXb,, .., rXb,)
SR S | R R 140D PR B
=r:a+r-b
4) Lom & B (o, g8 W)
SE ISPl >3 P BN
= (a4, ay, ..., ay)
=a
Definisi 2.45
Misalkan (R, +, X) adalah suatu gelanggang dan M adalah suatu R-
modul. R-submodul dari M adalah subgrup N dari M yang tertutup
terhadap perkalian skalar dengan unsur-unsur gelanggang, yaitu r - n € N,
untuk semua r € R dan n € N (Dummit dan Foote, 2004:337).
Dengan demikian, misalkan N adalah subhimpunan tak kosong dari R-
modul M. Himpunan N adalah submodul M jika dan hanya jika untuk setiap
m,n € N dan r € R berlaku m —n € N dan r-n € N (Ismiarti, dkk, 2016:19-

20).
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Contoh 2.46

Pada Z sebagai Z-modul, himpunan nZ = {n X ala € Z} merupakan submodul

dari Z karena nZ merupakan subgrup dari Z dan operasi perkalian skalar tertutup

di nZ,

yaitu misalkan r € Z dan x € nZ dengan x = n X a untuk suatu a € Z

diperoleh

rxx=rXxnxa)=Fxn)Xxa=MnMXxr)Xxa=nX(rxa)€nZ.

Teorema 2.47

Bukti :

Suatu subhimpunan tak kosong S dari suatu R-modul M adalah suatu
submodul jika hanya jika S tertutup terhadap kombinasi linier, yaitu jika

r,s€ER,uveES makar-u+s-v €S (Roman, 2008:112).

Misalkan (R, +, x) adalah gelanggang dengan unsur kesatuan, M adalah

R-modul, S adalah subhimpunan tak kosong dari M, r,s € R, dan

u,veESs.

Akan ditunjukkan bahwa pernyataan r-u + s-v € S ekuivalen dengan

pernyataan u —v € Sdanr-u € S, yaitu r-u + s - v € S jika dan hanya

jlkau—veSdanr-u€S.

Adapun untuk menunjukkan bahwa r-u+s-v € S jika dan hanya jika

u—veSdanr-u €S, akan ditunjukkan bahwa: (1) jikar-u+s-v €

S, mkau—veSdanr-ues, dan (2) jjkau—veS dan r-ue€s,

makar-u+s-v €S.

(1) Asumsikan bahwa S adalah subhimpunandariM danr-u+s-v € S.
Perhatikan bahwa R adalah gelanggang komutatif dengan unsur

kesatuan. Pilih r = 1.
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Pandang R sebagai grup. Karena R merupakan grup dan 1 € R, maka
terdapat —1 € R invers dari 1 € R terhadap operasi penjumlahan.
Pilih s = —1. Akibatnya,

ru+s-veSel-u+(-1)r-veSeu—veER.
Selanjutnya, pandang R sebagai grup. Karena R merupakan grup,
maka terdapat 0 € R sebagai unsur identitas terhadap operasi
penjumlahan. Pilih s = 0. Akibatnya,
r b ies eSS Y LIl v ESES - UG, S

Dengan demikian, terbukti bahwa jika r-u+s-v €S, maka
u—v € Sdanr-u € S. Hal ini berarti bahwa S adalah submodul dari
M.

(2) Asumsikan bahwa S submodul dari M, u —v € S,danr-u € S.
Perhatikan bahwa jika s € R, maka —s € R. Akibatnya —s v € S.
Menggunakan asumsi bahwa u — v € S dan r - u € S diperoleh

ru—(—s'v)eESSr-u+s-ves
Dengan demikian, terbukti bahwa jika u — v € S dan r - u € S maka
U Fs=vES:
Berdasarkan (1) dan (2), terbukti bahwa pernyataan r-u+s-veEsS
ekuivalen dengan pernyataanu —v € Sdanr-u € S.

Contoh 248

Himpunan
27" = {(2a4,2a,, ...,2a,) |a; € Z,i = 1,2, ...,n}
adalah submodul Z™ karena 2Z" adalah subhimpunan tak kosong dari Z", yaitu

terdapat (0,0, ...,0) € 2Z", dan 2Z" tertutup terhadap kombinasi linier. Untuk
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menunjukkan bahwa 2Z" tertutup terhadap kombinasi linier, misalkan r,s € Z"

dan u,v € 2Z".
Tulis u = (2uq, 2uy, ..., 2Uy,), v = (204, 2V5, ..., 2Vy,), dengan
Uy, Uy, ., Uy, Vq, Uy ..., 1, € Z™ dan diperoleh

r-u+s-v =r-Q2uqy2Uy, ..., 2uy) + s (2vy,2v,, ..., 21,)
= (r(Zul),r(Zuz), ...,r(Zun)) +
(5(2171), s(2vy), ..., S(Zvn))
= (Z(rul), 2(ru,), ...,Z(run)) +
(2(svy), 2(svy), ..., 2(s17,))
= (2(ru1 + sv;), 2(ruy, + svy), ..., 2(ru, + svn)) € 27"
Definisi 2.49
Misalkan M adalah suatu R-modul. Submodul yang direntang (atau
dibangun) oleh subhimpunan S dari suatu modul M adalah himpunan dari
semua kombinasi linier unsur-unsur di S:
((SH={rn v+ vy+-+n-vrnerRv,esn=1}
Suatu subhimpunan S € M dikatakan merentang atau membangun M jika
M = ((S)) (Roman, 2008:112).

Contoh 2.50

Pandang himpunan

M,[Z) = {[Z; Zﬂ | ay,a,,as,a, € Z}

sebagai Z-modul. Subhimpunan Sz{[é 8[8 (1)[(1) 8][8 (1)]} dari

M, [Z] merupakan salah satu pembangun dari M,[Z] karena ({S)) € M,[Z] dan

M,[Z] < ((S)). Jelas bahwa ((S)) € M,[Z]. Adapun untuk menunjukkan bahwa
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_ X1 Xz
M,[Z] € ((S)), misalkan x € M,|Z]. Karena x € M,[Z], maka x = [xs x4]’

dengan x4, x5, x5, x4 € Z. Akibatnya, x dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier

unsur-unsur di S, yaitu

X = [2 iﬂ =x1[(1) 8]+x2 8 (1)]+x3 [(1) 8]+x4 8 (1)] € ((S)).
Definisi 2.51
R-modul M dikatakan dibangun secara hingga jika M = ((S)) untuk suatu
himpunan berhingga S dari M (Adkins dan Weintraub, 1992:115).

M, [Z] adalah contoh modul yang dibangun secara hingga.

2.5 Modul Bebas

Definisi 2.52
Suatu subhimpunan S dari suatu R-modul M adalah bebas linier jika untuk
sebarang vy, vy,..., v, € S yang berbeda danry, 15, ..., 1, € R, dengan
r v+ 1y Uy .+ 15 vy, = 0diperoleh r; = 0 untuk semua i.
Suatu himpunan S yang tidak bebas linier disebut bergantung linier
(Roman, 2008:114).

Contoh 2.53

Pandang Z? = {(a,, a,) | a;, a, € Z} sebagai Z-modul.

1. Himpunan {(1,0),(0,1)} pada Z? adalah bebas linier di Z? karena untuk
sebarang 1,7, €Z dengan 1;(1,0) +1,(0,1) = (0,0)  diperoleh
rn=r=0.

2. Himpunan {(2,0),(3,0)} adalah bergantung linier di Z? karena terdapat

—3,2 € Z sedemikian sehingga —3(2,0) + 2(3,0) = (0,0).
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Definisi 2.54
Misalkan M adalah suatu R-modul. Suatu subhimpunan B dari M adalah
basis jika B bebas linier dan membangun M. Suatu R-modul M dikatakan
bebas jika M = {0} atau M mempunyai basis (Roman, 2008:116).
Contoh 2.55

Pada M, [Z] sebagai Z-modul, subhimpunan

s={lo ollo ol olls 1}

dari M,[Z] merupakan salah satu basis dari M,[Z] karena S membangun M,[Z]
dan S bebas linier. Pada contoh 2.50 telah ditunjukkan bahwa S membangun

M,[Z]. Selanjutnya, untuk menunjukkan bahwa S bebas linier, misalkan

1,712, 13,7, € Z dengan 7y [(1) g] +1, [8 (1)] + 13 [(1) 8] + 7 [8 g] = 8 8]

0 0

0 0],yaitUT1=T2=T3=T4=0.

ay o= = rl TZ =
Dengan demikian, diperoleh [r3 7"4] v [

Definisi 2.56
Misalkan R adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan dan M
adalah R-modul. Rank rk(M) dari modul bebas taknol M adalah
banyaknya unsur dari basis modul M. Rank dari modul trivial {0} adalah O
(Roman, 2008:129).

Contoh 2.57

Pada M, [Z] sebagai Z-modul, rk(M,[Z]) = 4.
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2.6 Modul Torsi dan Bebas Torsi

Definisi 2.58
Misalkan M adalah suatu R-modul. Suatu unsur taknol v € M dengan
r - v = 0 untuk suatu unsur taknol € R disebut unsur torsi dari M. Suatu
modul yang tidak memiliki unsur torsi taknol disebut modul bebas torsi.
Jika semua unsur di M adalah unsur torsi, maka M adalah modul torsi.
Himpunan unsur-unsur torsi di M, bersama dengan unsur nol, dinotasikan
dengan M,,,- (Roman, 2008:115).

Contoh 2.59

Pandang Zs = {0, 1, 2, 3,4} sebagai Z-modul. Zs adalah modul torsi karena setiap

unsur taknol di Zg adalah unsur torsi, yaitu untuk setiap unsur taknol v € Zs,

terdapat 5 € Z sedemikian sehingga 5v = 0.

2.7 Annihilator (Pengenol) dan Orde

Definisi 2.60
Misalkan M adalah suatu R-modul. Annihilator dari suatu unsur v € M
adalah
ann(v) ={reR|r-v =0}
dan annihilator dari suatu submodul N dari M adalah
ann(N) ={r€R |r-N={0}}
denganr-N = {r-v | v € N} (Roman, 2008:115).
Contoh 2.61
1. Jika diberikan Z¢ = {0, 1, 2, 3,4, 5} sebagai Z-modul, maka diperoleh

ann(Zg) ={r € R|r-m = 0,Vm € Zg}, yaitu
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ann(Zg) = {0,16,+12,....} = 6Z.
2. Jika diberikan Zq = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8} sebagai Z-modul, maka diperoleh
ann(Zy) ={r e R|r-m = 0,Vm € Zy}, yaitu
ann(Zy) = {0,49,+18,....} = 9Z.
Definisi 2.62
Misalkan R adalah daerah ideal utama dan M adalah suatu R-modul.
1. Jika N adalah suatu submodul dari M, maka sebarang pembangun dari
ann(N) disebut orde dari N.
2. Orde dari suatu unsur v € M adalah orde dari submodul ({(v)).
(Roman, 2008:139).
Berdasarkan Definisi 2.62 bagian 1 dapat diketahui bahwa r adalah orde
dari N jika dan hanya jika (r) = ann(N).
Contoh 2.63
1. Orde dari Z¢ sebagai Z-modul adalah 6 karena ann(Zg) dapat dibangun dari
unsur 6 di Z, yaitu (6) = ann(Z).
2. Orde dari Zq sebagai Z-modul adalah 9 karena ann(Zy) dapat dibangun dari

unsur 9 di Z, yaitu (9) = ann(Z,).

2.8 Modul Primer dan Siklis

Definisi 2.64
Misalkan p adalah unsur prima di R. Suatu R-modul dikatakan p-primer
(atau hanya primer) jika ordernya adalah suatu perpangkatan dari p

(Roman, 2008:147).
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Contoh 2.65
Pandang Z, sebagai Z-modul. Z, merupakan modul primer karena orde dari Zq
merupakan perpangkatan dari suatu unsur prima di Z, yaitu 9 = 32.
Definisi 2.66
R-modul M dikatakan siklis jika M = ((m)) untuk suatu unsur m € M
(Adkins dan Weintraub, 1992:115).
Contoh 2.67
27 sebagai Z-modul merupakan modul siklis karena setiap unsur di 27Z dapat
dibangun dari unsur 2 di 2Z, yaitu 2Z = ((2)).
Definisi 2.68
Misalkan M adalah suatu R-modul. Suatu submodul yang berbentuk
((v))=R-v={r-v|reR}
untuk v € M disebut submodul siklis yang dibangun oleh v (Roman,
2008:113).
Contoh 2.69
Pada Z sebagai Z-modul, 2Z merupakan submodul siklis dari Z yang dibangun

oleh 2.

2.9 Homomorfisma pada Modul

Definisi 2.70

Misalkan R adalah suatu gelanggang dan misalkan M dan N adalah R-
modul. Suatu pemetaan ¢ : M — N adalah homomorfisma modul jika
memenuhi syarat berikut:

1. p(x+y) =@+ @(y),untuk semua x,y € M dan
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2. o(r-x)=r-@(x),untuk semuax € M danr € R.
(Dummit dan Foote, 2004:345).
Contoh 2.71
Pandang Z dan Z[x] sebagai Z-modul. Pemetaan ¢ : Z — Z[x] yang didefinisikan
dengan ¢(a) = ax? merupakan suatu homomorfisma modul karena untuk setiap
a,b € Z dan r € Z berlaku
1. @(a+b) = (a+b)x? =ax?+ bx? = @(a) + ¢(b) dan
2. ¢(ra) = (ra)x? =r(ax?) = re(a).
Definisi 2.72
Misalkan M dan N adalah R-modul dan ¢ : M - N adalah suatu R-
homomorfisma. Kernel dan bayangan dari ¢ didefinisikan sebagai berikut:
ker(p) = {m € M | ¢(m) = 0} dan
im(¢) = {p(m)|m € M}
(Roman, 2008:117).
Contoh 2.73
Pada Contoh 2.71, ker(¢p) = {0} dan im(¢) = {ax?|a € Z}.
Teorema 2.74
Jika M dan N adalah R-modul dan ¢ : M — N adalah suatu R-
homomorfisma, maka Kker(¢) adalah submodul dari M (Roman,
2008:117).
Bukti :
Misalkan M dan N adalah R-modul dan ¢ : M - N adalah suatu R-

homomorfisma. Akan ditunjukkan bahwa: 1) ker(¢) adalah subhimpunan
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tak kosong dari M dan 2) untuk sebarang x,y € ker(¢) dan r,s € R
diperoleh r - x + s - y € ker(¢).
1) Pilih 0 € M. Perhatikan bahwa ¢(0) = 0. Akibatnya, 0 € ker(¢). Hal
ini berarti bahwa ker(¢) tak kosong.
Selanjutnya, karena untuk sebarang x € ker(¢) diperoleh x € M, maka
ker(p) € M.
2) Misalkan x,y € ker(¢) dan r,s € R. Hal ini berarti bahwa x,y € M
dan ¢ (x) = @(y) = 0. Perhatikan bahwa
p(r-x+s-y) = - x)+ (s y)
=r-p(x) +s-9)
=r:0+s-0
Karena o(r-x+s-y), makar-x +s-y € ker(¢).
Berdasarkan 1) dan 2) diperoleh bahwa ker(¢) submodul M.
Definisi 2.75
Misalkan M dan N adalah R-modul dan fungsi ¢ : M — N adalah suatu R-
homomorfisma. Suatu R-monomorfisma adalah R-homomorfisma yang
injektif (Roman, 2008:117).
Contoh 2.76
Pandang Z sebagai Z-modul. Pemetaan ¢ : Z — Z yang didefinisikan dengan
¢(a) = 2a merupakan Z-monomorfisma karena:
1) ¢ merupakan Z-homomorfisma, yaitu untuk semua a, b € Z dan r € Z berlaku:
a) p(a+b) =2(a+b) =2a+2b=¢(a) + ¢(b),dan
b) p(ra) = 2(ra) = (2r)a = (r2)a =r(2a) = re(a)

2) Berdasarkan Contoh 2.6, ¢ injektif.
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Definisi 2.77
Misalkan M dan N adalah R-modul dan fungsi ¢ : M — N adalah suatu R-
homomorfisma. Suatu R-epimorfisma adalah R-homomorfisma yang
surjektif (Roman, 2008:117).

Contoh 2.78

Pandang Z sebagai Z-modul. Pemetaan ¢ : Z — Z yang didefinisikan dengan

¢@(a) = —a merupakan suatu R-epimorfisma karena ¢ merupakan suatu R-

homomorfisma yang surjektif, yaitu untuk setiap a, b € Z dan r € R berlaku

1. ¢la+b)=—-(a+b)=-a+(=b) =¢(a)+¢b),

2. @(ra) =—(ra) =r(—a) =re(a), dan

3. Untuk setiap be€eZ terdapat (—b) € Z sedemikian sehingga

¢(=b) = —(=b) = b.

Definisi 2.79
Misalkan R adalah suatu gelanggang dan misalkan M dan N adalah R-
modul. Suatu homomorfisma modul adalah isomorfisma jika ¢ bersifat
injektif dan surjektif. M dan N dikatakan isomorfik dan dinotasikan
dengan M = N jika terdapat isomorfisma ¢ : M - N (Dummit dan Foote,
2004:345).

Contoh 2.80

Pandang Z sebagai Z-modul. Pemetaan ¢ : Z — Z yang didefinisikan dengan

¢(a) = —a merupakan Z-isomorfisma karena:

1) ¢ merupakan suatu R-homomorfisma yang surjektif sebagaimana pada Contoh

2.78, dan
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2) ¢ bersifat injektif, yaitu untuk semua a, b € Z dengan ¢ (a) = ¢(b) diperoleh

—a=-b

Sa=b

2.10 Modul Hasil Bagi

Teorema 2.81

Bukti :

Misalkan M adalah R-modul dan S adalah submodul dari M. Himpunan
koset-koset

M/S={v+S|veM}
bersama operasi penjumlahan

wu+S)+w+S)=@wWw+v)+S

dan perkalian skalar

r-(u+S)=r-u+S
untuk setiap r € R dan u+ S,v+S € M/S adalah R-modul (Roman,

2008:119).

Misalkan R adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan M adalah
R-modul dan S adalah submodul dari M. Untuk membuktikan bahwa M /S
adalah R-modul, akan ditunjukkan bahwa: 1) (M/S, +) adalah grup
abelian dan 2) operasi perkalian skalar dari R pada M/S memenuhi
aksioma perkalian skalar pada modul sebagaimana Definisi 2.43 bagian
().

1) Untuk menunjukkan bahwa (M/S, +) adalah grup abelian, akan

ditunjukkan bahwa: a) + merupakan operasi biner di M /S, b) operasi +
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bersifat asosiatif di M/S, ¢) M/S memuat unsur identitas terhadap
operasi +, d) M/S memuat invers setiap unsur terhadap operasi +, dan
e) operasi + bersifat komutatif di M/S.

a) Misalkan u + S,v + S € M/S. Berdasarkan definisi operasi + pada
M/S, diperoleh (u+S)+@W+S)=wW+v)+S. Karena
u+veM, maka (u+v)+SeM/S. Akibatnya, diperoleh
u+S)+@w+S)eM/s. Karena untuk sebarang
u+S,v+SeM/S diperoleh (u+S)+ (w+S)eM/S, maka
operasi + bersifat tertutup di M/S. Dengan demikian, + merupakan
operasi biner di M/S.

b) Misalkanu + S,v + S,w + S € M/S. Perhatikan bahwa

(U+D+@+))+W+S) =(w+v)+S)+Ww+S)
= ((u+v)+v)+S
=(u+@+w)+S
=@w+S)+((w+w)+9)
=w+)+((@+H+Ww+9))
Karena untuk sebarang u+S,v+S,w+S € M/S diperoleh
(U+)+@+))+W+S)=w+S)+(@+S)+Ww+5)),
maka operasi + bersifat asosiatif di M/S.

c) Karena terdapat 0 + S € M/S sehingga untuk semua v+ S € M/S

berlaku (W+S)+ 0+ =0+S)+@w+S)=v+S, maka

M /S memuat unsur identitas terhadap operasi +.
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d) Karena untuk setiap v+ S € M /S terdapat —v + S € M /S sehingga
W+ +(v+S)=(C-v+S+@W+S)=0+S, maka M/S
memuat invers setiap unsur terhadap operasi +.
e) Misalkanu + S,v + S € M/S. Perhatikan bahwa
u+S+w+S) =@W+v)+S
=w+u)+S
=Ww+S)+Ww+S)
Karena  untuk  sebarang u+S,v+SeM/S  diperoleh
wu+S+@wW+S)=wW+S)+@w+S), maka operasi + bersifat
komutatif di M/S.
Berdasarkan a), b), ¢), d), dan €), maka (M /S, +) adalah grup abelian.
2) Misalkanu + S,v+ S € M/S dan r,s € R. Perhatikan bahwa
a) r+s)-w+S) =(r+s)u)+S
=(r-u+s-u)+S
= ((r-u)+S)+ ((s-u)+S)
= (r-(u+S))+(s-(u+S))
b) (rxs)-(u+S) =((r><s)-u)+S
= (r-(s-u))+S
:r-((s-u)+5)
=r-(s-(u+9))
) r(u+SH+w+S) =r-((u+v)+S)
= (r-(u+v))+5

=(r-u+r-v)+S



45
=((r-w+S)+((r-v)+5)
=(r-w+9))+(r - w+9)

d) 1-(u+S) =Q-w)+S
=u+S
Berdasarkan a), b), c), dan d), maka operasi perkalian skalar dari R pada
M /S memenuhi aksioma perkalian skalar pada modul.
Berdasarkan 1) dan 2) diperoleh bahwa M /S adalah R-modul.
Definisi 2.82
Misalkan M adalah R-modul dan S adalah submodul dari M. Himpunan
koset-koset M /S disebut modul hasil bagi dari M oleh S (Roman,
2008:119).

Contoh 2.83

Pada Z Z-modul dapat dipilih submodul 47Z dan dibentuk himpunan koset-koset
Z/AZ = {0+ 4Z,1+4Z,2 + 4AZ,3 + 4Z}. Himpunan Z/4Z yang operasi
penjumlahan dan perkalian skalarnya didefinisikan dengan
(a +47) + (b + 47) = (a + b) + 47
dan
r(a+47Z) =ra + 47
untuk setiap r € Z dan a + 4Z, b + 47 € 7./4Z merupakan modul hasil bagi dari
Z oleh 47Z.
Teorema 2.84
Misalkan M dan N adalah R-modul.

Jika pemetaan ¢ : M — N adalah suatu R-homomorfisma, maka

M /ker(¢p) = im(¢p).
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Misalkan M dan N adalah R-modul dan ¢ : M - N adalah suatu R-
homomorfisma. Untuk membuktikan bahwa M /ker(¢) = im(¢), akan
ditunjukkan bahwa: 1) ker(¢) adalah submodul M dan 2) terdapat R-
isomorfisma ¢’ : M /ker(p) — im(¢).
1) Berdasarkan Teorema 2.74 diperoleh bahwa ker(¢) adalah submodul
M.
2) Misalkan ¢’ : M /ker(¢) —» im(¢p) adalah suatu pengaitan yang
didefinisikan ~ dengan  ¢'(x + ker(¢)) = ¢(x), untuk  setiap
x + ker(¢) € M/ker(¢). Untuk menunjukkan bahwa ¢’ adalah suatu
R-isomorfisma, akan ditunjukkan bahwa: a) ¢" adalah suatu pemetaan,
b) ¢’ adalah suatu R-homomorfisma, ¢) ¢’ injektif, dan d) ¢’ surjektif.
a) Misalkan x + ker(¢),y + ker(¢) € M /ker(¢) dengan
x + ker(¢) = y + ker(¢).
Karena x + ker(¢) = y + ker(¢) dan ker(¢) adalah submodul M,
maka x —y € ker(¢). Hal ini berarti bahwa x —y € M dan
@(x—y)=0. Karena ¢ adalah suatu R-homomorfisma, maka
diperoleh ¢@(x) — @(y) = 0. Akibatnya, diperoleh @(x) = @(y).

’

Selanjutnya, berdasarkan definisi pengaitan @', diperoleh
@' (x + ker(p)) = ¢'(y + ker(p)).

Karena untuk sebarang x + ker(¢),y + ker(¢p) € M/Ker(¢p)
dengan x + ker(¢) =y + ker(¢p) diperoleh ¢'(x + ker(¢)) =
@' (v + ker(¢)), maka ¢’ adalah suatu pemetaan.

b) Misalkan x + ker(¢),y + ker(¢) € M /ker(¢p) danr € R.
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Perhatikan bahwa

@'(x + ker(p) +y + ker(¢)) @' ((x +y) +ker(p))

px+y)

@) + o)
= (p’(x + ker((p)) +
¢'(y + ker(p))
dan
@' (r . (x + ker((p))) = <P'(7" "X+ ker((p))
= o(r-x)
= 7 9x)
= 7r-¢'(x +ker(p))
Karena untuk sebarang x + ker(¢),y + ker(¢) € M /ker(¢p) dan
r € R diperoleh
qo’(x + ker(p) +y + ker(go)) = go’(x + ker(<p)) +
¢'(y + ker())
dan ¢’ (r (x+ ker(go))) =1 ¢'(x + ker(p)), maka ¢’ adalah
suatu R-homomorfisma.
Misalkan x + ker(¢p),y + ker(p) € M/ker(¢) dengan
@' (x + ker(p)) = ¢'(y + ker(p)). Berdasarkan ~ definisi
pemetaan ¢’ diperoleh ¢ (x) = @(y). Perhatikan bahwa
p(x) =9(y) ® o) —9(y) =0 ox—-y) =0.
Hal ini berarti bahwa x —y € ker(¢). Karena ker(¢) adalah

submodul dari M, maka diperoleh x + ker(¢) = y + ker(¢).
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Karena untuk sebarang x + ker(¢),y + ker(¢@) € M /ker(¢)
dengan @'(x + ker(p)) = ¢'(y + ker(p)) diperoleh
x + ker(p) = y + ker(¢p), maka ¢’ injektif.

d) Misalkan b € im(¢). Dengan demikian, terdapat a € M sehingga
p(a)=b. Karena a €M, maka a+ ker(¢p) € M/Kker(¢p).
Akibatnya, ¢'(a + ker(¢p)) = ¢(a) = b.

Karena untuk sebarang b € im(¢) terdapat a + ker(¢) sehingga
¢'(a + ker(p)) = b, maka ¢’ surjektif.

Berdasarkan a), b), c¢), dan d) diperoleh bahwa pengaitan

@' : M /ker(p) — im(¢) adalah suatu R-isomorfisma.

Berdasarkan 1) dan 2) terbukti bahwa jika pemetaan ¢ : M — N adalah

suatu R-homomorfisma, maka M /ker(¢) = im(¢).

2.11 Jumlah Langsung pada Modul
Definisi 2.85
Suatu R-modul M adalah jumlah langsung (eksternal) dari suatu kumpulan
dari submodul-submodul F = {S; | i € I} di M, ditulis
M=@ FatauM =@, S;
jika hal-hal berikut terpenubhi:

1. (Join of the family) M adalah jumlah (join) dari kumpulan F, yaitu:
M = Z Si
i€l

2. (Independence of the family) Untuk setiap i € I,



49
sinl ) s )=
j#iel

(Roman, 2008:119-120).

Dalam kasus ini, setiap S; disebut suku langsung dari M. Jika
F ={5.,5,, ..., Sy} suatu kumpulan yang berhingga, jumlah langsung biasa ditulis
M=5 DS, P-PS,. Selanjutnya, jika M =S T, maka S disebut
terkomplemen dan T disebut komplemen dari S di M (Roman, 2008:120).
Contoh 2.86
Pandang Z3 = {(a,b,c) | a,b,c € Z} sebagai Z-modul. Z3* adalah jumlah
langsung dari submodul-submodul
S, ={(a,0,0) | a € 7},
S, ={(0,b,0) | b € Z}, dan
S; ={(0,0,c) | c € Z}
karena Z3 = S; + S, + S5, yaitu Z3 € S; + S, + S; dan S; + S, + S; € Z3, dan
untuk setiap i = 1,2,3 berlaku S; N (X4, S;) = {0}. Jelas bahwa S, + S, +
S; € Z3. Untuk menunjukkan Z3 € S; + S, + S5, misalkan (x,y, z) € Z3 dengan
x,v,z € Z. Perhatikan bahwa (x,y,z) = (x,0,0) + (0,y,0) + (0,0,2) € Z3.
Adapun untuk menunjukkan §; N S, + S3 = {0}, misalkan x € S; N S, + S5. Hal
ini berarti bahwa x € §; dan S, + S3. Untuk x € S;, tulis x = (a, 0,0), dengan
a €Z. Untuk x €S,+ S5, tulis x=(0,b,c), dengan b,c € Z. Akibatnya,
(a,0,0) = (0,b,c) dan diperoleh a=b =c=0. Dengan cara yang sama

diperoleh S, N S; +S; = {0} dan S; N S; + S, = {0}.
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Teorema 2.87

Bukti :

Misalkan M adalah R-modul dan F = {S; | i € I} adalah kumpulan dari
submodul-submodul yang berbeda dari M. Pernyataan-pernyataan berikut
ekuivalen:
1) Untuk setiap i € I,
sinl s )=
j#i
2) Unsur nol tidak bisa ditulis sebagai jumlah dari unsur-unsur taknol dari
submodul-submodul yang berbeda di F.
3) Setiap unsur taknol v € M hanya dapat dituliskan secara tunggal
sebagai penjumlahan unsur-unsur di submodul-submodul yang berbeda
di F, yaitu jika
V=5 +S;+--+5,
dengan s; € S; dan jika
=t P, e
dengan t; € S;, makam = ndan s; = t; untuk setiap i = 1, 2, ..., n.

(Roman, 2008:120).

Misalkan M adalah R-modul dan F = {S; | i € I} adalah kumpulan dari

submodul-submodul yang berbeda dari M.

1)=2) Misalkan untuk setiap i€l berlaku S;n(¥;.S;)={0}
Andaikan 2) tidak berlaku, yaitu

0 :Sjl +"'+Sjn
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dengan Sj adalah unsur-unsur taknol dari submodul-submodul
yang berbeda Sji' Dengan mengambil n > 1, maka diperoleh

sji, #0 untuk i=2,..,n berlaku zggzsjlqto. Hal ini

=s;_ +-+s; . Hal ini berarti bahwa dengan mengambil
2 n

kontradiksi dengan  S; N (X;.;S;) ={0}. Dengan demikian,

haruslah 0 # s; + -+ +s; .
1 n

2) =3) Misalkan 2) dipenuhi dan unsur taknol v € M dapat dituliskan ke

3) =1)

dalam bentuk
v=S5;+S.+s,danv=¢t; +¢t;..+t;,
dengan s; berada pada submodul-submodul berbeda di F dan
demikian pula dengan t;. Dengan demikian, diperoleh
UES Sl ST BRGNS, £ Lali— IR EE s
Dengan mengelompokkan suku-suku dari submodul-submodul
yang sama, diperoleh
0= (s, —t;, )+ -+ (s;, —t5,) + -+ (51, - t;,)-
Akibatnya, dari 2) diperoleh n=m =k dan s; =t; untuk
semuau =1,2,..,k.
Misalkan 3) dipenuhi dan v € S; N (¥;.;S;). Andaikan v # 0.
Karena v € S; N (X4 S;), maka v € S; dan v € ¥;,;S;. Untuk
v € §;, tulis v = s;. Sedangkan untuk v € ¥ ;; S;, tulis
v=s1+S;++S5_ 1+t 5,
dengan 0 #s; €S; untuk semua j=1,2,..,i—1,i+1,..,n
Dengan demikian, diperoleh

v=04+0+-+0+s5+0++0
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dan
v=s1+S,++8_1+0+54,+ -+,
dengan s; dan s; taknol. Hal ini kontradiksi dengan 3) karena dari
3) diperoleh bahwa s; =s; = 0. Dengan demikian, haruslah

v = 0. Karena untuk sebarang v € S; N (X, S;) diperoleh v =

0, maka Si N (ZFLSJ) = {0}

Teorema 2.88

Bukti :

Jika S adalah submodul terkomplemen dari M, maka semua komplemen

dari S isomorfik dengan M /S (Roman, 2008:121).

Misalkan M adalah R-modul, M =S&@ T, dan f: M — T adalah
pengaitan yang didefinisikan dengan f(m) = b, untuk semua m = a + b,
a €S, dan b € T. Menggunakan Teorema 2.84, untuk membuktikan
bahwa M/S =T, akan ditunjukkan bahwa: 1) f adalah suatu R-
homomorfisma, 2) T = im(f), dan 3) S = ker(f).

1) Untuk menunjukkan bahwa f adalah suatu R-homomorfisma, akan
ditunjukkan bahwa a) f adalah suatu pemetaan, b) untuk semua
my,m, € M dan r € R berlaku f(m, + m,) = f(m,) + f(m,) dan
f-my) =7r-f(m).

a) Misalkan m,,m, € M dengan m; = m,. Karena m,,m, € M, maka
my; =a,+b; dan m, =a, +b, untuk suatu a;,a, €S dan
by,b, € T. Akibatnya, diperoleh a; + b; = a, + b,. Berdasarkan

Teorema 2.87 diperoleh a; = a, dan b; = b,. Perhatikan bahwa

by = b, & f(my) = f(my).
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Karena untuk sebarang m,,m, € M dengan m; = m, diperoleh
f(my) = f(m,), maka f adalah suatu pemetaan.

b) Misalkan m,,m, € M dan r € R. Karena m;,m, € M, maka
m; =a; +b; dan m, =a,+ b, untuk suatu a,,a, €S dan
by, b, € T. Perhatikan bahwa
fimi+my) = f((ay + by) + (ay + by))

= ((ay + az) + (by + by))
= b, + b,
dan
fGr-m) =f(r-(a; +by))
= (@ oAt 7))
— i
=7 f(my)
Dengan demikian, diperoleh bahwa untuk semua m;,m, € M dan
r€ER berlaku fimy + my) = f(my) + f(my) dan
fGr-my) =7r-f(my).

Berdasarkan a) dan b) diperoleh bahwa f adalah suatu R-

homomorfisma.

2) Untuk menunjukkan bahwa T = im(f), akan ditunjukkan bahwa f
surjektif.

Misalkan b € T. Karena S adalah submodul dari M, maka 0 € S.

Selanjutnya, pilih 0 € S. Akibatnya, diperoleh 0+ b € M. Misalkan

0 + b = m. Dengan demikian, f(m) = b.
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Karena untuk sebarang b € T terdapat m € M sehingga f(m) = b,
maka f surjektif.

3) Jelas bahwa ker(f) € S. Sebaliknya, misalkan a € S. Perhatikan
bahwa f(a) = f(a + 0) = 0. Dengan demikian diperoleh a € ker(f).
Karena untuk sebarang a € S diperoleh a € ker(f), maka S < ker(f).
Lebih lanjut, karena ker(f) € S dan S < ker(f), maka S = ker(f).

Berdasarkan 1), 2), dan 3), terbukti bahwa M /S = T.

Teorema 2.89

Bukti :

Misalkan R adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan dan M
adalah R-modul. Jika ¢ : M — F adalah suatu R-epimorfisma dan F
adalah bebas, maka ker(o) terkomplemen dan

M = ker(o) @& N

dengan N = F (Roman, 2008:132).

Misalkan R adalah gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan, M adalah
R-modul, ¢ : M — F adalah suatu R-epimorfisma dan F = N adalah bebas
dengan basis B. Dengan demikian, dapat dibuat suatu R-homomorfisma
é : F - M yang didefinisikan dengan &(b;) = a; untuk semua b; € B dan
jika x € F dengan x = )i 1; - by, maka 6(x) = Xi, 17 - a;. Selanjutnya,
misalkan N =im(6). Untuk membuktikan bahwa
M = Kker(o) @ N, akan ditunjukkan bahwa: 1) M = ker(o) + im(8) dan

2) ker(o) nim(8) = {0}.
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1) Karena ker(o) dan im(8) adalah subhimpunan dari M, maka
ker(og) +im(6) € M.  Sebaliknya, misalkan x € M.  Tulis
x =x+ &§(a(x)) — 8(a(x)). Perhatikan bahwa
o (x - 5(U(x))) =o(x)—o0 (5(0’(96)))
o(x) — a6(a(x))

= (%) — o(x)
=0
Hal  ini  berarti bahwa x—8(o(x)) € ker(s).  Karena
§(o(x)) € im(8), maka x € ker(o) +im(8). Lebih lanjut, karena
untuk sebarang x € M diperoleh x € ker(o) +im(5), maka
M c ker(o) + im(6).
Karena ker(o)+im(6) €M dan M < ker(o) +im(6), maka
M = ker(o) + im(6).

2) Misalkan y € ker(o) N im(&). Hal ini berarti bahwa y € ker(o) dan
y €im(5). Karena y € ker(s), maka y €M dan o(y)=0.
Selanjutnya, karena y € im(8), maka y = 6(a), untuk suatu a € F.
Dengan demikian, diperoleh 0 = a(y) = 66(a) = a. Karena § adalah
suatu R-homomorfisma, maka y = 6(a) = 6(0) = 0.

Karena untuk sebarang y € ker(og) nim(8) diperolenh y =0, maka
ker(o) Nnim(6) = {0}.

Berdasarkan 1) dan 2), maka terbukti bahwa M = ker(c) @ N.
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2.12 Hubungan Konsep Bebas dan Bebas Torsi pada Modul Atas Daerah
Integral dan Daerah Ideal Utama

Sebelum melakukan kajian tentang dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama, penulis terlebih dahulu melakukan kajian
tentang hubungan antara modul bebas dan bebas torsi pada modul atas daerah
integral dan daerah ideal utama. Jika M adalah daerah integral, maka M,,, adalah
submodul dari M dan M/M,,, adalah bebas torsi. Adapun modul bebas atas
daerah integral adalah bebas torsi. Hal tersebut berturut-turut terangkum dalam
Proposisi 2.90, 2.91, dan 2.92 sebagai berikut:

Proposisi 2.90

Misalkan M adalah R-modul.

Didefinisikan M,,, = {v € M | v = 0 atau v unsur torsi }.

Jika R adalah daerah integral, maka M,,, adalah submodul dari M.

Bukti :

Misalkan R adalah daerah integral, M adalah R-modul, r,s € R, dan

v,W € My,

Menggunakan Teorema 2.47, akan ditunjukkan bahwa: 1) M;,,

subhimpunan tak kosong dari M dan 2) M,,, tertutup terhadap kombinasi

linier dengan unsur-unsur di R, yaitu (r - v) + (s - w) € M;,,.

1) Berdasarkan definisi M,,., jelas bahwa M;,, € M.

Karena terdapat 0 € M,,,- maka M;,, + @.
Dengan demikian, M;,, adalah subhimpunan tak kosong dari M.

2) Asumsikan bahwa v # 0. Dengan demikian, v adalah unsur torsi.

Hal ini berarti bahwa terdapat 0 #+ « € R sedemikian sehingga

a-v=0.
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Perhatikan 2 kasus berikut:
I. Kasusw =0
a-(rv)+w) =(a T v)+(a (s w)
= ((@xm)v)+((@xs) w)
=((rxa)v)+0
=rx (a-v)
=10)
Karena a # 0, maka (r - v) + (s - w) € M;,,.
Ii. Kasus w adalah unsur torsi
Jika w unsur torsi, maka terdapat 0 # B € R sedemikian sehingga
B-w=0.
Karena a # 0, B # 0, dan R adalah daerah ideal, maka a x 8 # 0.
Perhatikan bahwa
@xp)-(T-v)+(s-w) = ((axp)@-v)+
((axp)-(s-w))
= (@xpxr)-v)+((@xpxs) w)
= ((Bxrxa)-v)+((@axsxp) w)
= ((Bx7) (a-v))+
((axs) (B w))
=0+0
=0
Karena a x f # 0, maka (r - v) + (s - w) € M,

Berdasarkan 1) dan 2), terbukti bahwa M,,,- adalah submodul dari M.
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Proposisi 2.91

Bukti :

Misalkan M adalah R-modul dan didefinisikan
M/Mtor = {17 + Myor I VE M}

Jika R adalah daerah integral, maka M /M., adalah bebas torsi.

Misalkan R adalah daerah integral dan M adalah R-modul.
Akan ditunjukkan bahwa sebarang unsur taknol di M /M,,, adalah bukan
unsur torsi.
Misalkan x = v + M;,, € M /M., dengan x # 0 + M.,
Karena x = v + M,,- dan x # 0 + M,,., maka v &€ M;,,.
Selanjutnya misalkan r € R dengan r - x = 0 + M;,,.. Tulis
r-x=r-U+ M) =0+ M,
& (r-v) + Myor = 0+ Moy
STV E My,
Karenar - v € M,,,, maka r - v dapat dibagi menjadi 2 kasus berikut:
1) Kasusr-v =10
Karena v € M,,, maka haruslah r = 0.
2) Kasus r - v adalah unsur torsi
Karena r - v adalah unsur torsi, maka terdapat 0 # a € R sedemikian
sehingga
a-(r-v)=0
& (axr)y-v=0
Karena v & M;,, , maka a X r = 0. Lebih lanjut, karena r € R, R

adalah daerah integral, « # 0, dan a X r = 0, makar = 0.
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Karena untuk setiap unsur taknol x € M/M,,, dengan r-x = 0 + M;,,,

maka M /M., adalah bebas torsi.

Proposisi 2.92

Bukti :

Misalkan R adalah daerah integral dan M adalah R-modul. Jika M adalah

modul bebas maka M adalah bebas torsi.

Misalkan M adalah modul atas daerah integral R dan M adalah modul
bebas. Akan ditunjukkan bahwa M adalah bebas torsi.
Karena M adalah modul bebas, maka M dapat dibagi menjadi 2 kasus
berikut:
1) Kasus M = {0}
Jika M = {0} jelas bahwa M bebas torsi.
2) Kasus M mempunyai basis
Misalkan B adalah basis dari M,0 #t € M,r € R,danr -t = 0.
Selanjutnya, misalkan t dapat dinyatakan sebagai berikut
t = (g x) + o+ )
Untuk 0 # r; € R dan x; € B.
Akibatnya,
re((x)+ 40 x)) =7:t=0
e r-(rp-x)++r-(-x) =r-t=0
e (XxXr)x+-+@Xn)x, =r-t=0

Karena B bebas linier, maka r x r; = 0.
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Lebih lanjut lagi, karena r-t =0, r X1; =0, r; # 0, dan R daerah
integral, maka haruslah r = 0. Hal ini berarti bahwa sebarang unsur
taknol di M bukan unsur torsi. Dengan demikian, M bebas torsi.
Berdasarkan kasus 1) dan 2), terbukti bahwa pada modul M atas daerah
integral, jika M adalah modul bebas maka M bebas torsi.

Pada Proposisi 2.92 telah dibuktikan bahwa modul bebas atas daerah

integral adalah bebas torsi. Sebaliknya, modul bebas torsi atas daerah integral

tidak selalu bebas. Namun jika gelanggang tumpuan dari suatu modul merupakan

modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama, maka berlaku modul

yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama adalah bebas jika dan hanya

bebas torsi. Hal ini terangkum dalam Teorema 2.93 sebagai berikut:

Teorema 2.93

Bukti :

Suatu modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama adalah

bebas jika dan hanya jika bebas torsi (Roman, 2008:145).

Misalkan M adalah modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal
utama R dan G = {v,, v,, ..., ,,} adalah pembangun M. Akan ditunjukkan
bahwa 1) jika M bebas maka M bebas torsi, dan 2) jika M bebas torsi,
maka M bebas.
1) Asumsikan bahwa M adalah modul bebas.
Karena setiap daerah ideal utama adalah daerah integral, maka
berdasarkan Proposisi 2.92 diperoleh bahwa M adalah modul torsi.
2) Asumsikan bahwa M adalah modul bebas torsi dan G = {v,, v,, ..., v,,}

adalah pembangun M.
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Perhatikan beberapa kasus berikut:

Kasusn =1

Untuk n = 1, misalkan G = {v} dengan v # 0.

Misalkan r € R sedemikian sehingga r-v = 0. Karena M bebas
torsi, maka haruslah » = 0. Hal ini berarti bahwa G adalah bebas
linier. Karena G membangun M dan G bebas linier, maka G adalah
basis dari M.

Jadi, M adalah modul bebas.

. Kasusn = 2

Misalkan G = {u, v} adalah pembangun dari M dengan u,v # 0.
Jika G bebas linier maka G adalah basis dari M. Karena M
mempunyai basis, maka M adalah modul bebas. Adapun jika G tak
bebas linier, akan dibuktikan bahwa M isomorfik dengan suatu
modul bebas.

Misalkan s = 0 adalah suatu unsur tertentu di R, dan

@M —s-M adalah suatu pengaitan yang didefinisikan dengan

@(v) = s-v,v € M. Akan ditunjukkan bahwa a) s - M adalah modul

bebas, yaitu dengan menunjukkan bahwa s - M adalah submodul dari

modul bebas ((u)), dan b) ¢ adalah suatu R-isomorfisma.

a) Untuk menunjukkan bahwa s-M adalah submodul dari ({u)),
akan ditunjukkan bahwa i) s - M adalah subhimpunan tak kosong
dari ((u)), dan ii) s - M tertutup terhadap kombinasi linier.

i) Pilih 0 € M. Dengan demikian, terdapat 0 € s- M. Hal ini

berarti bahwa s - M tak kosong.
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Selanjutnya, karena G tidak bebas linier, maka terdapat
r,s € R sedemikian sehinggar-u =s-v.
Misalkan s - ((a-w) + (b-v)) € s- M, untuk a,b € R.
Perhatikan bahwa
s-((a-u)+(b-v)) = (s-(a-u))+(s-(b-v))
— ((SXa)-u)+(b-(s-v))
= ((sXa)-u)+(b><(r-u))
= ((sXa)-u)+((b><r)-u)
= ((SXa)-u)+((r><b)-u)
— ((sxa)+(b><r))-u€((u))
Hal ini berarti bahwa s - M adalah subhimpunan tak kosong
dari ((u)).
i) Misalkan «, 8 € R dan ¢, d € s- M. Tulis
c=s-((x1-u)+(y1-v))
d =s-((x2-u)+(y2-v))
dengan x4, x5, ¥4,y € R.

Perhatikan bahwa
(@) +B-d) =g (s-(Gw+ i)+
B (s (02 w) + vz )
= (@xs) (( W+ )+

(ﬁXs)x((xz-u)+(y2-v))
= ((aXS)-(xl-u))+



((@xs)-(n-v)+
(Bx$) G w) +
((Bxs): (v )

= ((@xsxx)u)+
((@xsxy)-v)+
((Bxsxxy) u)+
(B xsxy)v)

= ((@xsxx)u)+
((Bxsxxy) u)+
((axsxy) v)+

((BXSX)’Z)'U)

()
(G-

= (s x ((axx) + (B xx)) ) +
(sx ((@axy)+ (B xy)) v)

63
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_ (((a X x;) + (B X xz)) -u) +

) < ((@xyp) + B xy2)v) )

(((a X x1) + (B X x3)) - u) +
Karena s -
(((“ X y1)+ (B X yz)) : V)

> € s+ ((u,v)) dan

s-{(u,v)) =s-M, maka diperoleh (a@-c)+ (B-d) €s-M.

Hal ini berarti bahwa s - M tertutup terhadap kombinasi linier.

Berdasarkan i) dan ii) terbukti bahwa s - M adalah submodul dari
((u)). Karena ((u)) bebas, maka s - M juga bebas.

b) Untuk menunjukkan bahwa ¢ adalah suatu R-isomorfisma, akan
ditunjukkan bahwa i) ¢ adalah suatu pemetaan, ii) ¢ adalah suatu
R-homomorfisma, iii) ¢ surjektif, dan iv) ¢ injektif.

1) Misalkan u, v € M dengan u = v. Akibatnya, s -u = s - v. Hal
ini berarti bahwa ¢ (1) = @(v).
Karena untuk sebarang u,v € M dengan u = v diperoleh
¢(u) = @(v), maka ¢ adalah suatu pemetaan.

i) Misalkan u,v € M danr € R.

Perhatikan bahwa

ou+v) =s-(u+v)
=(s-w)+(s-v)
=W + o)

dan

or-uw)  =s-(r-w

=(sxr)u
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=(rxs)u
=r-(s-u)
=7r-o)
Karena untuk sebarang u,v € M dan r € R diperoleh bahwa
pu+v) =) +oe() dan @(r-u)=r-¢@(u), maka ¢
adalah suatu R-homomorfisma.
iii)Misalkan y € s - M. Tulis y = s - m, untuk suatu m € M.
Hal ini berarti bahwa terdapat m € M sedemikian sehingga
p(m)=s-m=y€s'M
Karena untuk semua y € s-M terdapat m € M sedemikian
sehingga ¢ (m) = y, maka ¢ surjektif.
iv)Misalkan my, m, € M dengan ¢(m,) = @(m,). Tulis
p(my) =s-my
p(my) =s-m,
Perhatikan bahwa
p(my) = @(my)
S s*my =Ss'm,
© s-(m—m,) =0
Karena s #0 dan M bebas torsi, maka m; —m, = 0.
Akibatnya, m; = m,. Lebih lanjut, karena untuk sebarang
my,m, € M dengan ¢@(m,) = @(m,) diperoleh m; = m,,
maka ¢ injektif.
Berdasarkan i), ii), iii), dan iv), terbukti bahwa M isomorfik

dengan s - M.
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Berdasarkan a) dan b), terbukti bahwa untuk kasus n = 2, jika M

adalah modul torsi, maka M adalah bebas.

.Untuk suatu n yang berhingga.

Misalkan G = {u,, u,, ..., Uy, v1, v, ..., U,,_; } adalah pembangun dari
M.
Jika G bebas linier, maka G adalah basis dari M. Karena M
mempunyai basis, maka M adalah modul bebas. Adapun jika M tak
bebas linier, akan ditunjukkan bahwa M isomorfik dengan suatu
modul bebas.
Untuk kasus G tak bebas linier, asumsikan bahwa
S = {uy, uy, ..., u; } adalah himpunan bebas linier maksimal pada M.
Perhatikan bahwa S tak kosong karena himpunan unsur tunggal pada
modul bebas torsi adalah bebas linier.
Perhatikan bahwa himpunan {u,,u,,...,u;,v,} adalah tak bebas
linier. Hal ini berarti bahwa terdapat 0+ a; ER dan
711,712, -, 11k € R yang tak semuanya nol sedemikian sehingga

Ay vy + 71U Uy 1yt u, = 0.
Himpunan {u,, u,, ..., uy, v,} juga tak bebas linier. Hal ini berarti
bahwa terdapat 0 #a, € R dan 1y4,7y,,...,75x € R yang tak
semuanya nol sedemikian sehingga

Ay " Vy + Ty UL + Ty " Uy e + Ty " Uy, = 0.
Lebih lanjut, perhatikan bahwa bahwa himpunan

{uy, uy, ..., u, vy—i} adalah tak bebas linier. Hal ini berarti bahwa
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terdapat 0 # a,_x € R dan rp,_k)1, "(n—k)2» - T(n—k)k € R yang tak
semuanya nol sedemikian sehingga

An-k " Vn-k + T(n-r)1 " U1 T T(n-r)2 " U2 + -+ T—p)r " U = 0.

Misalkan a; X a, X ... X a,_; = a dan dibentuk suatu pengaitan

o:M->a-M

yang didefinisikan sebagai ¢(m) = a-m, m € M.

Melalui pengaitan ¢, akan ditunjukkan bahwa M adalah modul

bebas sebagaimana pada kasus n = 2. Untuk menunjukkan bahwa M

adalah modul bebas, akan ditunjukkan bahwa a) a-M adalah

submodul dari suatu modul bebas, yaitu ((u,,u,, ..., ux)), dan b) ¢
adalah suatu R-isomorfisma.

a) Untuk menunjukkan bahwa a-M adalah submodul dari
((ug,uy, ..., ug)), akan ditunjukkan bahwa i) a-M adalah
subhimpunan tak kosong dari ({uy,u,,...,ux)), dan ii) a-M
tertutup terhadap kombinasi linier.

i) Karena a,,a,,...,a,_r # 0 dan R adalah daerah ideal utama,
maka a # 0.
Pilih 0 € M. Dengan demikian, terdapat 0 € a- M. Hal ini
berarti bahwa a - M tak kosong.
Selanjutnya, karena G = {u4, ..., Uy, V4, ..., V_x} tidak bebas
linier, maka terdapat r7y,...,7%,Sq,...,Sh—x € R yang tidak
semuanya nol sedemikian sehingga
i UL+t U S0V Sy Ui F 0.

Misalkan x € a - M. Tulis
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x=a - (r ug+F+rUu+s v+ o+ Spk Vnek)
dengan ry, ..., 7%, S1, -+, Sn—x € R.

Perhatikan bahwa

al'v1+T'11'u1+-“+T'1k'uk=0

S a; v =Ty U+ (ST Ug)
dan
A = AT RS S - N Sy Vi)

a(mud)+--+a (- w)ta-(sgrv)+-+

a: (Sn—k " Vn-k)
Selanjutnya, perhatikan bahwa
a (sy'vy) = (agX..Xan ) (s1°v1)
= (ay; X ..X@p_p Xay)*(51°19)
= (A X .. X Qp_j X Ay X S1) " Vg
= (ay X .. X @p_ XS; X A1) " Vy
= (a, X ..Xan_p Xs7) (a; vy)
= (a; X ..X Qp_p X S1) -
(—Tn RUTEE R (S uk))
(ay X X @y X S1) - (=191 "uq) + -+ +
(az X . X ap_j X 1) * (=1yp " Uy)
(@ X X Qg X 83 X —=Tyq) " U + o +
(ap X o X Qg X S X —Tyx) " Uy
Hal ini berarti bahwa a - (s; - v;1) € ((uy, Uy, ..., Ug)).
Dengan cara yang sama, akan diperoleh bahwa

a-(s;°01), e, @ (Sp_i " Vi) € ((Ug, Uy ..., Uy)).
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Akibatnya, diperoleh x € ({u4, ..., ux)). Hal ini berarti bahwa
a - M adalah subhimpunan tak kosong dari ((uy, ..., uy)).
i) Misalkan a, 8 € Rdan c,x € a - M. Tulis
c=a-(r,u+-+r, w+s, v+t se  Vng)

i <rx1-u1+---+rxk-uk+sx1-v1>
tt Sy, Vn-k

dengan Tew Scjr Ty Sx; € R 1= 1,2, ., kdanj=1,2,..,n—k.

Perhatikan bahwa

a-ct+tf-x =a-

rc1 Uy + 1, U + )
Sc, "V1t T+ Se, T Un—k

5. rxl A AP e T )>

8% {2y TS, S

a (sc1 v1)+ +a- (sc vn_k)

B

o
(o

5 <a (/g o ac uk)+>+
(

a (e, -w)+-+a- (rxk uk)+>
a- (sx1 v1)+ +a- (sx vn_k)

=aX a(rc1 -ul) TRl X a(rck -uk) +
a X a(sc1 -171) +-t+aX a(scn_k : vn_k) +
B X (Jt(rx1 -ul) +--4+pB X a(rxk -uk) +

B X a(sx1 -vl) +--+ [ X a(sxn_k : vn_k)



= (axaxr) u++
(axaxr,) u+
(axaxsy) vy +-+
(axaxs. ) vpp+
(Bxaxn,) u +-+
(Bxaxr,) w+
(Bxaxsy) vy +-+
(Bda s liSy, <

= (axaxr) u +-+
(axaxr,) u+
(axaxsy) vy +-+
(axaxs, ) vni+
(axBx1) u +-+
(axpxr) w+

(aXﬁszl)-v1+---+

70
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(a X (B % rxk)) ‘U +
(a X (ﬁ X le)) SN V20 SR o

(a X (ﬁ X an—k)) “Vn_k

(a X rcl) Uy e+
(a X rck) Uy +
(axse) vy+-+
(a X SCn—k) "Un—k t
(Bx1,) ug+-+
(Bx1y) we +
(BXsy) vy +-+
(ﬁ X an_k)'vn—k

/(“XTcl+ﬁ><rx1)-u1+...+\

(aXer+ﬁ><rxk)-uk+

=8
k(aXSC1+ﬁ><sxl)-v1+~--+/

((Z X SCn—k i 'B X an—k) "Vn-k

/(axrcl+ﬁ><rxl)-u1+~--+\
o (axrck +p erk)-uk+
(ax s, +BXse,) vy ++

) € a-M, maka
(a X Sc, B X an—k) “VUn_k
ac+f-x€a-M. Hal ini berarti bahwa a-M tertutup
terhadap kombinasi linier.
Berdasarkan i) dan ii), terbukti bahwa a - M adalah submodul dari
((uqg, uy ..., uy)). Karena ((uq,us,,...,u;)) adalah modul bebas,
maka a - M adalah bebas.
b) Untuk menunjukkan bahwa ¢ adalah suatu R-isomorfisma, akan

ditunjukkan bahwa 1) ¢ adalah suatu pemetaan, 2) ¢ adalah suatu

R-homomorfisma, 3) ¢ surjektif, dan 4) ¢ injektif.
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(1)Misalkan u,v € M dengan u = v. Akibatnya, a-u=a-v.

Hal ini berarti bahwa ¢ (u) = @ (v).

Karena untuk sebarang u,v € M dengan u = v diperoleh

o(u) = @(v), maka ¢ adalah suatu pemetaan.
(2)Misalkan u,v € M danr € R.

Perhatikan bahwa

eo(u+v) =a-(u+v)

=a-ut+a-v

e + o)
dan
ol =) af (i )
=N (aFx MilFu
=(rxa)u
=r-(a-u)
=7
Karena untuk sebarang u,v € M dan r € R diperoleh bahwa
pu+v) =0 +oe) dan @(r-u)=r-¢@(u), maka ¢
adalah suatu R-homomorfisma.
(3)Misalkan y € a- M. Tulis y = a - m, untuk suatu m € M.
Hal ini berarti bahwa terdapat m € M sedemikian sehingga
p(m)=a-m=y€a-M
Karena untuk semua y € a-M terdapat m € M sedemikian
sehingga ¢ (m) = y, maka ¢ surjektif.

(4)Misalkan m;, m, € M dengan ¢(m;) = @(m,).
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Tulis
p(m,) =a-my
p(my) = a-m;
Perhatikan bahwa
p(m,) = q@(my)
= a-m; =a-m,
& a(m—my) =0
Karena a#0 dan M bebas torsi, maka m; —m, = 0.
Akibatnya, m; = m,. Lebih lanjut, karena untuk sebarang
my,m, € M dengan @(m,) = @(m,) diperoleh m; = m,,
maka ¢ injektif.
Berdasarkan (1), (2), (3), dan (4), terbukti bahwa M isomorfik
dengana - M.
Berdasarkan a) dan b), terbukti bahwa untuk kasus n yang
berhingga, jika M adalah modul torsi, maka M adalah bebas.
Dengan demikian, berdasarkan kasus i, ii, dan iii, terbukti bahwa jika M
adalah modul torsi, maka M bebas.
Berdasarkan 1) dan 2), terbukti bahwa suatu modul yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama adalah bebas jika dan hanya jika bebas

torsi.

2.13 Kajian Dekomposisi dalam Islam

Secara bahasa, kata dekomposisi berarti penguraian (Al-Barry dan Yacub,

2003:123). Dekomposisi modul berarti penguraian suatu modul menjadi jumlah
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langsung submodul-submodul yang lebih sederhana. Secara umum, dekomposisi
dilakukan untuk membagi suatu kumpulan objek menjadi beberapa kelompok
berdasarkan sifat khusus objek-objek tersebut. Salah satu contoh kajian
dekomposisi modul dalam Islam adalah pembagian manusia menjadi beberapa
kelompok pada hari kiamat.

Peristiwa tentang terjadinya hari kiamat telah disebutkan beberapa kali di
dalam al-Quran. Salah satunya dalam surah al-Waqi’ah. Menurut Al-Jazairi
(2009:235), hari kiamat disebut al-Wagqi’ah karena hari kiamat pasti terjadi, tidak
mungkin tidak. Hari kiamat ditandai dengan ditiupnya sangkakala oleh malaikat

Isro’il. Allah Swt. berfirman di dalam al-Quran surat az-Zumar ayat 68-70, yaitu:

“5 9 ‘7&‘ a,,:. 3l .A“ X X & .~"/7" a B “¢ ~ 5 & 1 a i’
gt A BUS e W) e BT 8 ey lgatd) (8 (e Brad ) saall 3 il
SR o’y Wy st Gl 3l A (5 et [l b 138 (5 AT 4
sy 19 Ggallay UShG G0 aeln (oaiy olagdlly il sslaly

Ve sl ey el A0 e [
Artinya: “Dan ditiuplah sangkakala, maka matilah siapa yang di langit dan di
bumi kecuali siapa yang dikehendaki Allah. Kemudian ditiup sangkakala itu
sekali lagi, maka tiba-tiba mereka berdiri menunggu (putusannya masing-masing)
(68). Dan terang benderanglah bumi (padang mahsyar) dengan cahaya
(keadilan) Tuhannya; dan diberikanlah buku (perhitungan perbuatan masing-
masing) dan didatangkanlah para nabi dan saksi-saksi dan diberi keputusan di
antara mereka dengan adil, sedang mereka tidak dirugikan (69). Dan
disempurnakan bagi tiap-tiap jiwa (balasan) apa yang telah dikerjakannya dan
Dia lebih mengetahui apa yang mereka kerjakan (70).” (QS. az-Zumar/39:68-70).

Allah Swt. berfirman di dalam al-Quran surat al-Waqi’ah ayat 7, yaitu:

NERES R IR -
Artinya: “Dan kamu menjadi tiga golongan” (QS. al-Waqi’ah/56:7).

Avyat ke-7 dari surat al-Wagqi’ah ini ditafsirkan oleh Al-Jazairi (2009:235)
bahwa pada hari kiamat, umat manusia terbagi menjadi tiga golongan. Adapun

ketiga golongan yang dimaksud dalam surah al-Wagqi’ah ayat 7 telah disebutkan
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di dalam al-Quran sebagaimana firman Allah Swt. di dalam al-Quran surat al-

Wagqi’ah ayat 8-10, yaitu:

12

4l Ll Goadeal Caaly A el el Goadedl (el

Ve QA O AL
Artinya: “Yaitu golongan kanan, alangkah mulianya golongan kanan itu (8), dan
golongan kiri, alangkah sengsaranya golongan kiri itu (9), dan orang-orang yang
paling dahulu (beriman), merekalah yang paling dahulu (masuk surga) (10)”
(QS. al-Waqiah/56:8-10).

WY

T

Pertama, pada hari kiamat nanti akan ada sekelompok manusia yang
disebut golongan kanan. Menurut Junaidi (2010:587), golongan kanan yaitu
orang-orang yang kitab catatan amalnya diberikan melalui tangan kanan. Adapun
menurut Al-Jazairi (2009:235) kedudukan mereka sangan terhormat karena
mereka semua dimasukkan ke dalam surga.

Kedua, pada hari kiamat nanti akan ada sekelompok manusia yang disebut
golongan kiri. Menurut Junaidi (2010:588), golongan Kiri yaitu mereka yang
masing-masing kitab catatan amalnya diberikan kepada mereka pada tangan Kiri.
Adapun menurut Al-Jazairi (2009:236) kedudukan mereka sangat buruk karena
mereka semua akan dimasukkan ke dalam neraka.

Ketiga, pada hari kiamat nanti akan ada sekelompok manusia yang disebut
orang-orang yang paling dahulu beriman. Menurut Junaidi (2010:588), orang
yang paling dahulu beriman yaitu orang-orang yang paling dahulu terhadap

kebaikan. Mereka adalah para nabi. Adapun kedudukan orang-orang yang paling

dahulu beriman telah disebutkan dalam surat al-Waqi’ah ayat 11, yaitu ar) j

o )fi;ﬁ\yang berarti “mereka itulah yang didekatkan (kepada Allah Swt.)”.

Menurut Al Jazairi (2009:236), ayat tersebut dapat ditafsirkan bahwa mereka
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itulah orang-orang yang didekatkan kepada Allah Swt. di hari kiamat, karena

Allah Swt. akan memasukkan mereka ke surga.
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PEMBAHASAN

3.1 Dekomposisi Modul yang Dibangun Secara Hingga Atas Daerah Ideal
Utama Menjadi Jumlah Langsung Submodul-submodul Siklis

hingga

siklis

Langkah pertama dalam mendekomposisikan modul yang dibangun secara

atas daerah ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul

adalah dengan mendekomposisikan modul tersebut menjadi jumlah

langsung submodul bebas dan submodul torsi. Hal ini terangkum dalam Teorema

3.1 sebagai berikut:

Teorema 3.1

Bukti :

Modul yang dibangun secara hingga M atas daerah ideal utama R adalah
jumlah langsung dari R-modul bebas yang dibangun secara hingga dan R-
modul torsi yang dibangun secara hingga, yaitu

M = Mfree © Mior
dengan Mg, adalah modul bebas yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama dan M,,, adalah modul torsi yang dibangun secara

hingga atas daerah ideal utama (Roman, 2008:146).

Misalkan M adalah modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal
utama R dan o : M - M /M,,, adalah suatu pengaitan yang didefinisikan
sebagai o(v) = v + M,,, untuk semua v € M.

Menggunakan Teorema 2.89, untuk membuktikan bahwa M merupakan
jumlah langsung dari M;,, dan suatu modul bebas yang unsur-unsur di

basisnya merupakan wakil dari unsur-unsur di basis M/M,,,, akan

77
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ditunjukkan bahwa: 1) M;,, adalah submodul dari M dan M,,, dibangun
secara hingga, 2) M/M,,, adalah modul bebas yang dibangun secara
hingga, 3) o merupakan suatu R-epimorfisma, dan 4) M,,,, = ker(o).

1) Berdasarkan Proposisi 2.90, diperoleh bahwa M,,, adalah submodul
dari M. Lebih lanjut, karena M dibangun secara hingga, maka Mq,,
dibangun secara hingga. Dengan demikian, M,,, adalah submodul dari
M dan M,,, dibangun secara hingga.

2) Berdasarkan Teorema 2.93, untuk menunjukkan bahwa M /M,,,, adalah
modul bebas yang dibangun secara hingga, akan ditunjukkan bahwa: a)
M /M,,, bebas torsi, dan b) M /M,,, dibangun secara hingga.

a) Berdasarkan Proposisi 2.91, diperoleh bahwa M /M,,, adalah bebas
torsi.

b) Perhatikan bahwa M dibangun secara hingga.
Misalkan G = {m,,m,, ..., m;;} adalah pembangun dari M. Akan
ditunjukkan bahwa M /M., dibangun secara hingga, yaitu

M/Myor = ({my + Meor, My + Miop, .., My + Mior)),

dengan my, m,, ..., my, € G.
Misalkan x € M/M,,,.. Hal ini berarti bahwa x dapat dituliskan
sebagal x =m + M, dengan m € M. Perhatikan karena M
dibangun oleh G, maka untuk setiap m € M, m dapat dituliskan
sebagaim =1, my + 1, my + -+ 13, My,
dimanary, 1y, ..., 7 € R dan my, m,, ..., m; € G. Dengan demikian,

x =y my+r,-my,+-+rmy) + My,



79
= (11 My + Myop) + (rp My + Myoy) + -+ (1 - My + Myo,)
=711 (Mg + Myop) + 150 (Mg + Myor) + -+ 1 (M + Myo,)
€ ((my + Mior, My + Myor, oo, My + Myor))

Karena untuk sebarang x € M /M, diperoleh
x € ((my + Mior, My + Myor, ., My + Myor)),
maka M /Mor S ((My + Mior, Mg + Mior, oy My + Mior)).
Selanjutnya,
misalkan y € ((my + Mo, My + Myor, ..., My + My,,-)). Tulis
y =51 (Mg + Meop) +55° (Mg + Meop) + o0 + 5 (Mg + Myor),
dengan sy, s,, ..., S € R. Perhatikan bahwa
y =51 (my + Meop) +55° (Mg + Myor) + -+ 5 (e + Meor)
= (51 M) + Moy + (52 - my) + Mygy + -+ + (S - mMy) + My
= (s1 My + 53 My + -+ S My) + Myor € M/Myoy
Karena untuk sebarang
Y € ((my + Myor, My + Mior, oo, My + Mior))
diperoleh y € M /M,,,., maka
((my + Myor, my + Mior, oo, My + Myor)) € M/ Myo,.
Karena M /M;,, < {({my + Mo, My + M¢or, ..., My + My,,)) dan
(M1 + Mior, Mg + Myor, oo, My + Myor)) S M /Myor, Maka
M/Mor = ((Mmy + Meor, my + Meor, oo, My + Meor))
Hal ini berarti bahwa M /M,,,- dibangun secara hingga.
Berdasarkan a) dan b), maka terbukti bahwa M/M,,, adalah modul

bebas yang dibangun secara hingga.
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3) Untuk menunjukkan bahwa o adalah suatu R-epimorfisma, akan
ditunjukkan bahwa: (a) ¢ adalah suatu pemetaan, (b) o adalah suatu R-
homomorfisma, dan (c) o adalah surjektif.
(a)Misalkan m,, m, € Mdengan m; = m,.
Perhatikan bahwa my + My = my + My, Akibatnya,
o(my) = a(my,).
Karena untuk sebarang m,,m, € M dengan m, = m, diperoleh
o(m,) = a(m,), maka ¢ adalah suatu pemetaan.
(b)Misalkan m,,m, € M danr € R.
Perhatikan bahwa
o(my +my) = (my+my) + Mo,
= (Mmy + M) + (M + Meor)
= a(my) + o(my)
dan
o(r-my) = -my)+ My,
=71 (my + Mo,)
=r-o(my)
Karena untuk sebarang m;,m, € M dan r € R diperoleh
o(m; +my) =a(my) + o(m,) dana(r-m,) =r-o(m,), maka o
adalah suatu R-homomorfisma.
(c)Misalkan x € M /M,,,.
Tulis x = m + M,,,, untuk suatu m € M. Hal ini berarti bahwa
untuk x € M/M,,, terdapat m e M sedemikian sehingga

o(m) =m+ M, = x.
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Karena untuk semua x € M/M,,, terdapat m € M sedemikian
sehingga a(m) = x, maka ¢ adalah surjektif.
Berdasarkan (a), (b), dan (c), diperoleh bahwa o adalah suatu R-
epimorfisma.
4) Misalkan x € M,,,..
Berdasarkan definisi pemetaan o, diperoleh bahwa
o(x) = x + My,
Karena x € M,,,, maka x + M,,, dapat dituliskan sebagai
X + Mgy = 0 + Moy
Akibatnya, o(x) = 0+ M,,,. Hal ini berarti bahwa x € ker(o).
Karena untuk sebarang x € M,,, diperoleh x € ker(o), maka
M;,, € Ker(o).
Selanjutnya, misalkan y € ker(c). Hal ini berarti bahwa y € M
sedemikian sehingga a(y) = 0 + M;,,..
Perhatikan bahwa
o(y) =0+ Mo,
S y+ My, =0+ My,
Sy E My,
Karena untuk sebarang x € ker(o) diperolen x € M;,,, maka
ker(o) € M,y
Lebih lanjut, karena M,,, < ker(os) dan Kker(o) S M,,,, maka
M,,, = ker(o).
Berdasarkan 1), 2), 3), dan 4), terbukti bahwa

M =M, @F
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dengan F adalah suatu modul bebas yang isomorfik dengan M /M, .

Dengan demikian, modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal

utama M merupakan jumlah langsung dari suatu modul bebas yang

dibangun secara hingga dan modul torsi yang dibangun secara hingga.

Perhatikan bahwa bagian M,,, pada Teorema 3.1 tunggal karena M;,,
merupakan himpunan semua unsur torsi di M bersama dengan 0 € M.
Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.88 diperoleh bahwa jika M = M,,, ® F,
dimana F; merupakan suatu submodul bebas dari M, maka F;, = M/M;,,.
Demikian juga jika M = M., @ F dengan F merupakan suatu submodul bebas
dari M, maka F = M /M,,,. Akibatnya, kita peroleh F; = F. Hal ini berarti bahwa
bagian bebas pada Teorema 3.1 tunggal terhadap isomorfisma.

Langkah kedua dalam mendekomposisikan modul yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul
siklis adalah dengan mendekomposisikan modul bebas menjadi jumlah langsung
submodul-submodul siklis. Hal ini terangkum dalam Proposisi 3.2 sebagai
berikut:

Proposisi 3.2
Misalkan My, adalah modul bebas yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama maka
Mfree = ((b1)) © (b)) © ... © (b))
dengan {by, b, ..., by} adalah basis dari M.
Bukti :

Misalkan R adalah daerah ideal utama, My, adalah modul bebas yang

dibangun secara hingga atas daerah ideal utama R, dan {by, b, ..., by}
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adalah basis dari My,... Perhatikan bahwa untuk setiap i = 1,2,...,k,
((b;)) merupakan submodul dari M yang dibangun oleh b;. Untuk
membuktikan  bahwa Mg, = ((b1)) D ((b2)) D ... D ((by)), akan
ditunjukkan bahwa 1) My, = {({(b1)) + ({b2)) + --- + ({bx)), dan 2) untuk
setiap i = 1,2, ..., k, ((b;)) N Xj» (b)) = {0}
1) Misalkan x € Mg,.,.

Karena Mg, dibangun oleh {b;,b,, ..., b}, maka x dapat dituliskan

sebagai x =1, "by+ 1, by +--+1,-b, dengan 71,1y, ..,7 €R.

Akibatnya, x € ((by)) + ((by)) + - + ((by)). Karena untuk sebarang

X € Mgy, diperoleh x € ((by)) + ((b2)) + --- + ({by)), maka

Mpree S ((b1)) + ((b2)) + -+ + ((bg)).

Selanjutnya, misalkan y € ({(b;)) + ({b,)) + --- + ({by)).

Karena untuk i = 1,2,..., k, {{b;)) adalah submodul dari M¢,.., maka

({b;)) subhimpunan dari M,.... Dengan demikian diperoleh

Y € ((b1)) + ((b2)) + -+ + ((Dy)) S Mpree.

Akibatnya, y € Mg,

Karena untuk sebarang x € ({(b;)) + ({b,)) + :- + ({by)) diperoleh

X € Mpree, Maka ((b1)) + -+ + (b)) S Mpree.

Lebih lanjut, karena My, S ((b1)) + ({b2)) + --- + ({by)) dan

(b)) + -+ ((bk)) € Mpree, Maka Mpree = ((b1)) + -+ + ((by)).
2) Misalkan x € ((b;)) N X ;»; {{b;)). Hal ini berarti bahwa x € ((b;)) dan

x € X j=i {(bj)).
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Untuk x € ((b;)), tulis x =r-b; dengan r € R. Sedangkan untuk
X € X4 (b)), tulis
X=5S8y b+ +5S;_1-bj_1+Siy1 biz1+ -+ Sk by
dengan sy, ..., Si—1, Si+1, ---» Sk € R. Dengan demikian kita peroleh
Sy by + -+ 5Si_1bi_1+Siy1 big1 F+ -+ S by =1"b;
s by++5s;_4°bi_g—1bj+Si41 b1+ +Sp b =0
Karena {b4, b, ..., b, } bebas linier, maka
PAENSTS T = S STRSS) 2 s == S =Y
Akibatnya, x = 0. Hal ini berarti bahwa untuk setiap i = 1,2,...,k,
(b)) N Xy {(by)) = {0}.
Berdasarkan 1) dan 2), terbukti bahwa modul bebas yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama dapat didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul siklis melalui unsur-unsur di basisnya.
Langkah ketiga dalam mendekomposisikan modul yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul
siklis adalah dengan mendekomposisikan modul torsi menjadi jumlah langsung
submodul-submodul primer. Hal ini terangkum dalam Teorema 3.3 sebagai
berikut:
Teorema 3.3
Misalkan M adalah modul torsi atas daerah ideal utama R berorde
[=D3t X Pa? X o X Pt
dengan p; adalah unsur prima di R yang tidak saling sekawan, maka
M=M, ®M,, & .. DM,

dengan
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M,,;%-Mz{vempfi-v:o}
i

adalah submodul primer berorde pf" (Roman, 2008:147).

Misalkan Lel = u; dan didefinisikan suatu himpunan
D

piM={pv|veM}

Untuk membuktikan bahwa M =M, S M, & .. & M, melalui

himpunan y; - M, akan ditunjukkan bahwa: 1) u; - M adalah submodul dari

M, 2) M, adalah submodul dari M, 3) M=}, u-M, dan

B pi-MNYj.u-M= {0}

1) Untuk menunjukkan bahwa yu; - M adalah submodul dari M, akan
ditunjukkan bahwa: a) u; - M adalah subhimpunan tak kosong dari M,
dan b) u; - M tertutup terhadap kombinasi linier.

a) Karena terdapat 0 € M sedemikian sehingga 0 = y; -0, maka
0 € u; - M. Hal ini berarti bahwa y; - M tak kosong.
Selanjutnya, misalkan x € u; - M.
Tulis x = y; - v, untuk suatu v € M. Karena y; € R dan v € M,
maka x = y; - v € M. Hal ini berarti bahwa u; - M < M.
Dengan demikian, y; - M adalah subhimpunan tak kosong dari M.
b) Misalkan r,s € R dan x,y € y; - M. Tulis
x = u; - vydany = y; - vy, dengan vy, v, € M.
Perhatikan bahwa

rex+s-y =r-(u-v)+s- (v,
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=X p) v+ (s X ) vy
= (i X1) vy + (W X 5) v,
=pi-(r-v) +p (s vy)
= (r-vi+s-v)€Eu-M
Hal ini berarti u; - M tertutup terhadap kombinasi linier.
Berdasarkan a) dan b), maka terbukti bahwa p; - M adalah submodul
dari M.
2) Untuk menunjukkan bahwa M,, = u; - M, akan ditunjukkan bahwa: a)

WM c Mpi, dan b) Mpi Cui-M.
a) Misalkan x € p;’ - (u; - M). Tulis x =p;*- (u; - v), untuk suatu
v € M. Perhatikan bahwa
x=pi (i v) = (pft x ) v € (pf' x ;) M.
Hal ini berarti bahwa p;*- (u;- M) S (p;* X p;) - M. Sebaliknya,
misalkan y € (p;* x w;) - M. Tulis y = (p;" X ;) - m, untuk suatu
m € M. Perhatikan bahwa
y= (o xw) m=p (u-m)ep (M.
Hal ini berarti bahwa (p;*x ;) M Sp;*-(u;-M). Karena
pit (uy M) € (pf" x i)+ M dan (p" x ;) - M S pt- (u; - M),
maka p;* - (u; - M) = (p{* X ;) - M.
Perhatikan bahwa

pit M) = (pi ) M=p-M
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Karena u adalah orde dari M, yaitu (u) = ann(M), maka u-m = 0,
untuk semua m € M. Hal ini berarti bahwa p-M = {0}. Dengan
demikian, u; - M < My,
b) Misalkan x € M,,.. Tulis x = 1-x. Perhatikan bahwa untuk setiap
i=1,2,..,n,u; dan piei saling relatif prima, yaitu
untuk i =1, u; = pgz XE28pt,
UNtuk i = 2, piy = p;t X .. X p,
dan sampai untuk suatu n, g, = p;* X ... X p,"7t
Karena y; dan pf" adalah relatif prima, maka berdasarkan Teorema
2.41 terdapat a, b € R sedemikian sehingga
a-p+bp=
Dengan demikian,
x =1-x
=(axu+bxp)x
=(axu) x+(bxpt)-x
= (,ui-a)-x+b-(piei)-x
=p-(@ax)eu-M

Karena untuk sebarang x € M, diperoleh x € y;-M, maka

Berdasarkan a) dan b), terbukti bahwa M,,, = p; - M

3) Misalkan x € M. Tulis x = 1 - x. Perhatikan bahwa p4, s, ..., u, adalah

relatif prima, yaitu

_ U _ e e
P = e =Dy X X P
1
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Mz = o =P X Xy,
2

demikian juga sampai n diperoleh

Uy = pn% =Pyt X X Pyt
Karena puq, U, ..., 4 saling relatif prima, maka berdasarkan Corollary
2.42, terdapat a4, a,, ..., a, € R sedemikian sehingga

ay Xy +a; Xpu;+--+a, Xu, =1.

Dengan demikian,

=(ay Xy +a; Xy + -+ ay Xpy) x

=(ay X ) x+ (A X pp) x4+ (an X py) " X

= (g Xa) x+ (U Xaz) x4+ (up Xay) x

=py (@ x) +pp - (az %) + o+ pp - (@ X X)
Karena x=p;-(ai-x)+uy,-(ay-x)+-+p, (a,xx) dan
po (@ x)+ -t py (@ Xx) €y M+ -+ py-M=31 ;- M,
maka x € }j-, ;- M. Lebih lanjut, karena untuk sebarang x € M
diperoleh x € Y7 ;- M, makaM S Y7 pu; - M.
Selanjutnya, misalkan y € >, u; - M. Tulis
y=U;-my+ U, -my+--+u, -my,, dengan my,m,,..,m, €M.
Karena untuk setiap i=1,2,..,n u; €R dan m; € M, maka
w;-m; € M. Akibatnya, y=pu;-mqy+pu, -my+--+pu, -m, €M.
Karena untuk sebaran x € Y™ u;-M diperoleh x € M, maka

i=ilitM S M.
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Lebih lanjut, karena M € Y-, u;-M dan Y, p;-M S M, maka
M= M.
4) Misalkan x € p; - M N ¥ u; - M. Hal ini berarti bahwa x € y; - M dan
X € Xjxilj M.
Untuk x € p; - M = M,,, tulis x = y; - v;, dengan v; € M,, . Sedangkan
untuk x € Yjzipuj- M = Zjﬂ-ij =, tulis
X=py VUt t Uiy Uiy F Pigr " Vigr T Uy Vg,
dengan v; € My, ..
Dengan demikian,
PVt ot Rioq Viog T figr " Vigr Tt U U = U0
Perhatikan bahwa
PVt gt Vet iy " Vigg ot Uy U = Y
S py (U v+ oy Vica F i Vigr T i Un)
= p1* (i~ vp)
S py (v + ot Wimg im) i (e Vi) + 0+
Ha - (- V) = pa - (s - ;)
Karena py = py? X .. X pIZi X pit X pii*t x p* mengnolkan
U " Vo eery Uiq " Vieq, Ui " Vi Uig1 " Vigs1 s -r Up * Uy, Maka diperoleh
pt1 - (py - v1) = 0. Hal ini berarti bahwa u; € (p;*). Tulis
py =1 X p;t, untuk suatu r € R. Akibatnya,
py vy =(rxpt) vy =r-(pi*-v) =0,

Dengan cara yang sama, akan diperoleh
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Po*Vp = = Ui 1" Viog = W " Vi = Pip1 " Vigg = = "V = 0.
Hal ini berarti bahwa x = 0. Dengan demikian,
fi*MNOYjeip-M={0}
Berdasarkan 1), 2), 3), dan 4), terbukti bahwa modul torsi yang dibangun
secara hingga atas daerah ideal utama dapat didekomposisikan menjadi
jumlah langsung submodul-submodul primer.
Langkah terakhir dalam mendekomposisikan modul yang dibangun secara

atas daerah ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul

siklis adalah dengan mendekomposisikan modul primer menjadi jumlah langsung

submodul-submodul siklis. Hal ini terangkum dalam Teorema 3.4 sebagai berikut:

Teorema 3.4

Bukti :

Misalkan M adalah modul torsi primer yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama berorde p€, dengan p unsur prima di R dan e € Z™,
maka M adalah jumlah langsung

M = {(v1)) ® {((v1)) D ... ® ((vn))
dari submodul-submodul siklis dengan annihilator ann({{v;))) = (p®),
yang dapat disusun dalam orde naik

ann({(v1))) € ann({((v2))) S -+ € ann({{vy)))

atau ekuivalen

v
\Y
o

e=e =e

(Roman, 2008:149).

Misalkan M adalah modul primer yang dibangun secara hingga atas daerah

ideal utama R berorde p¢, dimana p prima dan e € Z*. Untuk
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membuktikan bahwa M adalah jumlah langsung dari submodul-submodul
siklis, yaitu M = {((v))) ® (1)) B ... D {(v,)) dengan
ann({{(v;))) = (p¢), akan ditunjukkan bahwa: 1) unsur-unsur di M
berorde p*, dengan k € Z* dan k > e, 2) setiap submodul dari modul
primer yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama adalah
primer, 3) terdapat v € M berorde p¢, dan 4) dengan induksi, akan
ditunjukkan bahwa M = ((v,)) @ S;, dimana v, € M dan S adalah
submodul primer dari M.

1) Jelas bahwa ann(v) € (p*).
Selanjutnya, misalkan v € M. Karena M berorde p®, maka
ann(M) = (p®). Hal ini berarti bahwa unsur-unsur di M dinolkan oleh
(p®). Lebih lanjut, jika v € M, maka v dinolkan oleh (p*) dimana
k > e. Hal ini berarti bahwa (p*) € ann(v). Karena ann(v) € (p®)
dan (p*) € ann(v), maka ann(v) = (p*). Hal ini berarti bahwa
orde dari suatu v € M adalah p*. Karena untuk sebarang v € M berorde
p*, maka unsur-unsur di M berorde p*.

2) Jelas bahwa ann(S) < (p*).
Selanjutnya, misalkan S adalah submodul dari modul primer M yang
dibangun secara hingga atas daerah ideal utama R. Karena S submodul
dari M, maka S € M. Lebih lanjut, karena v € M dinolkan oleh p*,
maka unsur-unsur di S juga dinolkan oleh p*. Hal ini berarti bahwa
(p*) € ann(S). Karena ann(S) € (p*) dan (p*) € ann(S), maka

ann(S) = (p*). Hal ini berarti bahwa orde dari S adalah p*. Karena
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orde dari S adalah perpangkatan dari suatu unsur prima, maka S adalah
modul primer.

3) Andaikan tidak terdapat v € M berorde p®. Hal ini berarti bahwa
ann(v) = (p*) dengan k > e. Akibatnya, p®-v # 0, untuk suatu
v € M. Hal ini kontradiksi dengan orde M adalah p¢. Dengan demikian
haruslah terdapat v € M berorde p°.

4) Pilih v; yang berorde p€. Perhatikan bahwa ({(v,)) adalah submodul
dari M.

Jelas bahwa {(v;))N{0} ada. Misalkan M; = ({(v,))N{0}.
Asumsikan bahwa ada S, < M sehingga ({v;)) + S, adalah jumlah
langsung. Misalkan M, = ((v;)) @ Sy.
Akan dicari Sy, > Sj sehingga ((v,)) + Sk adalah jumlah langsung.
Misalkan M., ; = ((v1)) @ Si4+1 dan Sp.1 = (S, u — a - v1)), dengan
u € M\M,. Dengan demikian, akan ditentukan a sedemikian sehingga
((v1)) + S+ adalah jumlah langsung, yaitu ({(v;)) N Sy, = {0}.
Misalkan x € ((v;)) N Si4+1. Untuk x € ({(v;)), tulis x = a - v; dengan
a €R. Untuk x € Sj4, tulis x=s+b-(u—a-v,) dengan s €S,
danb € R.
Akibatnya,

avy=s+b-(u—a-v)
Selanjutnya, akan ditentukan « € R sedemikian  sehingga
b-(u—a-vy) €Sy.

Perhatikan bahwa
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avy, =s+b-(u—a-v)
o a-v;, =s+b-u—b-(a-v,)
s a'vy, =s+bu—(bxa) v

& avi+(bxa)-v,—s b-u

< (a+(bxa)) vy—s =b-u
Karena (a+b X @) vy —s € ((v1)) D Sy = My, maka b - u € M,.
Misalkan 7 = {r € R | r-u € M, }. Perhatikan bahwa J adalah ideal
utama.
Karena p¢-u =0 € M, maka p¢ € 7. Selain itu, karena 7 adalah
utama, maka 7 = (p/) dengan f < e.
Selanjutnya, karena b-u € M,,, maka b € 7. Akibatnya, b = g x p/
untuk suatu S € R.
Perhatikan bahwa p” - u € My, = ((v,)) @ Sy. Tulis p/ *u=a, - v; +
t,dimanaa, € Rdant € S,.
Dengan demikian,
bou =@xp)u=g @ u) =B (a vy +10)
=B (az-v) +B-t
Perhatikan bahwa
pf-u =ay v+t
e pl-@w =p*(apr v +t)
e @I xp)u =p*T(agrv)+p* ot
And pru =p* (ayrv) +p° ot
© 0 =@ xap) vy +p*/ -t € () ® Sk

Karena (p¢/ X ay) vy + p¢/ -t = 0 dan ((v,)) N S, = {0}, maka
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(p¢~f x ay) - vy = 0. Hal ini berarti bahwa p®~/ x a, € ({(p®)). Tulis

p®f x a, = ¢; X p® untuk suatu ¢, € R.

Perhatikan bahwa

P xa, =c xp°

o pxp*fxa, =p xc;xp°
o p¢ xa, =p/ xc xp°
o a, =p/ x¢g

Hal ini berarti bahwa p”|a,. Lebih lanjut, karena p/|a,, maka terdapat

5 € R sedemikian sehingga a, = § x p”.

Selanjutnya, diperoleh bahwa

b -

= b
= b
= b
= b
= b
= b
=3 b
= b
= b -

u

u

u

u

u

‘u

u

S bu—b-(6vy)

=3 b-(u—96-v)

=p-(a v)+p-t
=B Xxay) vi+p-t
=(a;xp) vi+p-t

=ay (Brv)+p-t

u =8xp/-(Brv)+B-t
u =(xp/xB) v +B-t

u =(@xpxp) v, +B-t

=(@0xb)-vi+pB-t
=(bx8) v +h-t
=b-(8-v)+B-t
=p-t
=p-t

Dengan demikian, pilih a = 6. Dengan cara yang sama, dapat

ditunjukkan bahwa terdapat submodul primer S dari S, ; sedemikian
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sehingga Si;1 = ((v,)) @ S dengan orde v, sama dengan orde Si.,;.
Perhatikan bahwa dekomposisi M = ({(v;)) @ ... @ ((v,)) D Si dapat
berlanjut jika S,, # {0}. Tetapi karena M adalah Modul Noether, maka
rantai naik submodul

((v1)) & (V1)) © (V) & -
harus berhenti. Hal ini berarti bahwa terdapat bilangan bulat n sehingga
pada akhirnya S,, = {0}.

Berdasarkan 1), 2), 3), dan 4), terbukti bahwa modul torsi primer yang

dibangun secara hingga atas daerah ideal utama adalah jumlah langsung

dari submodul-submodul siklis.

Sebagaimana telah disebutkan pada subbab 2.13 bahwa pengelompokan
manusia pada hari kiamat merupakan salah satu contoh kajian dekomposisi yang
berkaitan dengan Islam. Allah Swt. berfirman di dalam al-Quran surat al-Waqi’ah
ayat 7-10, yaitu:
el (sl A Al Cisal Gl Cinala v 436 112750 il

Vo oall oy ARl 4 Al el G
Artinya: “Dan kamu menjadi tiga golongan (7). Yaitu golongan kanan, alangkah
mulianya golongan kanan itu (8), dan golongan kiri, alangkah sengsaranya

golongan kiri itu (9), dan orang-orang yang paling dahulu (beriman), merekalah
yang paling dahulu (masuk surga) (10)” (QS. al-Waqiah/56:7-10).

Berdasarkan surat al-Wagqi’ah ayat 7-10 tersebut, dapat diketahui bahwa
pada hari kiamat, Allah Swt. membagi manusia menjadi 3 golongan. Golongan-
golongan tersebut adalah:

1. Golongan kanan, yaitu orang-orang yang menerima catatan amalnya melalui

tangan kanan,
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2. Golongan Kiri, yaitu orang-orang yang menerima catatan amalnya melalui
tangan Kiri, dan

3. Orang-orang yang paling dahulu beriman, yaitu orang-orang yang selalu

bersegera dalam mengerjakan kebaikan.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama dapat
didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis melalui
langkah-langkah sebagai berikut:

1 Mendekomposisikan modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal
utama menjadi jumlah langsung submodul bebas dan submodul torsi yang
dibangun secara hingga.

2 Mendekomposisikan modul bebas yang dibangun secara hingga atas daerah
ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis.

3 Mendekomposisikan modul torsi yang dibangun secara hingga atas daerah
ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul primer yang
dibangun secara hingga.

4 Mendekomposisikan modul primer yang dibangun secara hingga atas daerah

ideal utama menjadi jumlah langsung submodul-submodul siklis.

4.2 Saran

Pada penelitian ini, penulis telah melakukan dekomposisi modul yang
dibangun secara hingga atas daerah ideal utama. Lebih lanjut, penulis
menyarankan kepada peneliti selanjutnya untuk melakukan penelitian tentang
dekomposisi modul dengan gelanggang tumpuan yang berbeda, misalkan daerah
Dedekind, dan lain-lain. Dengan demikian, pada penelitian selanjutnya

diharapkan peneliti dan para pembaca dapat mengetahui sifat-sifat dekomposisi

97
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modul dengan gelanggang tumpuan yang berbeda-beda dan mengetahui

perbedaan masing-masing dekomposisi tersebut.
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