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ABSTRAK 

 

Adiningsih, Nur Evita. 2018. Analisis Dinamik Sistem Persamaan Diferensial 

Predator-Prey Tiga Spesies. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas 

Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 

Malang. Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) Dr. Abdussakir, 

M.Pd. 

 

Kata kunci: Predator-Prey Tiga Spesies, Rantai Makanan, Ekosistem, 

Kestabilan, Analisis dinamik, Model populasi. 

 

Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam suatu ekosistem 

adalah model predator-prey tiga spesies. Predator-prey tiga spesies ini tersusun 

dari satu spesies prey, satu spesies intermediate predator, dan satu spesies top 

predator. Prey merupakan spesies yang dimangsa oleh intermediate predator dan 

top predator. Intermediate predator merupakan spesies yang memangsa prey 

tetapi juga dimangsa oleh top predator. Sedangkan top predator adalah spesies 

yang memangsa prey dan intermediate predator. Model dari predator-prey tiga 

spesies ini berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinier. 

Berdasarkan permasalahan di atas maka penelitian ini bertujuan untuk 

mengetahui bagaimana analisis dinamik dari model predator-prey tiga spesies 

tersebut. Sehingga diharapkan dapat mengetahui bagaimana arah kepunahan suatu 

spesies predator maupun prey. Hasil analisis dinamik dari sistem persamaan 

diferensial predator-prey tiga spesies didapatkan tiga titik tetap yaitu titik tetap (a) 

𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0,  dan 𝑧1 = 0  (tidak stabil), (b) 𝑥2 = 0,3297008434,  𝑦2 =
 2,486229719, dan 𝑧2 = 0  (tidak stabil), (c) 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 =
0,08667445145, dan 𝑧3 =  0,4485840923 (tidak stabil). 
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ABSTRACT 

 

Adiningsih, Nur Evita. 2018. Dynamic Analysis of Differential Equations 

System Predator-Prey Three Species. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, Islamic State 

University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (I) Dr. Usman 

Pagalay, M.Si. (II) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

 

Keyword: Predator-Prey Three Species, Food Chain, Ecosystem, Stability, 

Dynamic Analysis, Population Model. 

 

One model of interaction between living things in an ecosystem is a 

predator-prey of three species model. The predator-prey of three species is 

composed of one species of prey, one species of intermediate predator, and one 

species of predator. Preys are species that is preyed by intermediate predators and 

top predators. Intermediate predators are species that prey on preys but are also 

preyed by top predators. While top predators are species that prey on preys and 

intermediate predators. The model of the predator-prey of these three species is a 

system of nonlinier differential equations.  

Based on the problem then this research is aimed to know how dynamic 

analysis from predator-prey of three species model. So it is expected to know how 

the extinction of the predator or the prey. The results of this study indicate that (a) 

𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, and 𝑧1 = 0 (unstable), (b) 𝑥2 = 0,3297008434,  𝑦2 =
 2,486229719, and 𝑧2 = 0 (unstable), (c) 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 =
0,08667445145, and 𝑧3 =  0,4485840923 (unstable). 
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صلخم  

لية . التحليل الديناميكي لنظام المعادلات التفاض۸١٠٢ ادينينغسيه,نور إيفيتا.
ية العلوم قسم الرياضيات, كل. بحث جامعي المفترس الفريسة الثلاثة الأنواع.

( ١ف: )والتكنولوجيا, الجامعةالحكوميةالإسلاميةمولانامالك إبراهيم مالانج. . المشر 
( الدكتو رعبدالشاكرالماجستير. ٢الدكتو عثمان فاغلاي الماجستير )  

تقرار ، التحليل ثلاثة أنواع، السلسلة الغذائية ، النظام البيئي ، الاس :مفتاحيةلة اكلم
يناميكي ، نموذج السكانالد  

فترس لثلاثة نموذج واحد للتفاعل بين الكائنات الحية في النظام البيئي هو نموذج م
من الفرائس ،  أنواع من الفرائس. يتكون الفريسة الفريسة من ثلاثة أنواع من نوع واحد

ترسة. ونوع واحد من الحيوانات المفترسة الوسيطة ، ونوع واحد من الحيوانات المف
ة والحيوانات ريسة هي نوع من الأنواع التي تفترسها الحيوانات المفترسة الوسيطف

حيوانات المفترسة. المفترسة. الحيوانات المفترسة الوسيطة هي الأنواع التي تفترسها ال
حيوانات المفترسة في حين أن الحيوانات المفترسة هي الأنواع التي تفترس الفريسة وال

معادلات ترس الفريسة لهذه الأنواع الثلاثة هو نظام من الالوسيطة. إن نموذج المف
 التفاضلية غير الخطية. 

كية نموذج استناداً إلى المشكلة المذكورة أعلاه ، يهدف هذا البحث إلى معرفة دينامي
انقراض الفصيلة  المفترس الفريسة من الأنواع الثلاثة. لذلك فمن المتوقع أن نعرف كيف

:ه الدراسة تشير إلى أننتائج هذأو الفريسة.   
(١)  𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, و   𝑧1 = 0   مستقر( )غير 

(٢) 𝑥2 = 0,3297008434,  𝑦2 = و   ,2,486229719  𝑧2 = 0   مستقر( )غير 
(٣) 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145, و   𝑧3 =  0,4485840923  

(مستقر غير)  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Fenomena yang terjadi di antara makhluk hidup sering membentuk 

masalah-masalah yang pembahasannya berupa model matematika. Salah satu 

masalah yang sering dihadapi adalah tentang ekosistem makhluk hidup. 

Ekosistem tersusun dari organisme biotik dan organisme abiotik. Konsep 

ekosistem diintegrasikan dengan konsep tropik dan rangkaian perubahan 

lingkungan. Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam suatu 

ekosistem adalah model predator-prey tiga spesies. Predator-prey tiga spesies ini 

tersusun dari satu spesies prey, satu spesies intermediate predator, dan satu 

spesies top predator. Misal prey sebagai produsen yaitu tumbuhan, intermediate 

predator sebagai konsumen I yaitu kelinci dan top predator sebagai konsumen II 

yaitu buaya. Hubungan di antara ketiga spesies yang terjadi adalah sebuah rantai 

makanan pada suatu ekosistem. 

Seiring perkembangan zaman, populasi pada ekosistem mengalami 

penurunan dan peningkatan secara tidak stabil. Adapun faktor yang memicu 

pertumbuhan populasi seperti migrasi, kelahiran, kematian, dan lain sebagainya. 

Beberapa faktor tersebut terjadi dari waktu ke waktu sehingga waktu adalah salah 

satu yang mempengaruhi faktor laju pertumbuhan populasi tersebut. 

Peneliti menganalisis sistem persamaan diferensial pada model predator-

prey tiga spesies menggunakan penjabaran secara sistematis mengenai persamaan 

diferensial model tersebut dan menganalisis sistem persamaan diferensial model 
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tersebut sesuai perilaku pada spesies prey terhadap spesies intermediate predator 

dan spesies top predator. Model tersebut memiliki tiga persamaan yaitu laju 

pertumbuhan pada populasi prey, laju pertumbuhan pada populasi intermediate 

predator, dan laju pertumbuhan pada populasi top predator. Peneliti menganalisis 

model tiap persamaan dan mengetahui model perilaku dari model persamaan 

predator-prey tiga spesies. Peneliti menganalisis untuk kestabilan pada model 

persamaan tersebut dengan menentukan nilai Eigen, vektor Eigen, linierisasi, dan 

titik kestabilan. Dari semua itu menghasilkan gambaran dengan simulasi 

menggunakan Matlab atau Maple. 

Peneliti menggunakan persamaan yang ada pada jurnal Suwanto (2013) 

bahwa di dalam jurnal tersebut membahas model predator-prey tiga spesies 

termasuk model sistem dinamis yang dapat dianalisis secara numerik dengan 

menggunakan metode Runge Kutta Orde 4. 

Berdasarkan rujukan di atas, peneliti meneruskan penelitian dengan 

menggunakan model predator-prey milik Suwanto (2013), yaitu predator-prey 

tiga spesies dengan cara menentukan model dan perilaku dari masing-masing 

persamaan, menentukan analisis dinamis dari persamaan predator-prey tiga 

spesies. Model ini sangat memiliki peran penting dalam bidang ekologi. Predator-

prey adalah contoh sederhana dari ekosistem di kehidupan sehari-hari. Kehidupan 

yang saling bergantung pada satu sama lain, prey yang bergantung pada ekosistem 

sekitar, intermediate predator yang bergantung pada prey, dan top predator yang 

bergantung pada intermediate predator dan prey. Sesuai dengan firman Allah Swt 

surat Al-Hijr ayat 20 

(٠٢) وَجَعَلْنَا لَكُمْ فِيهَا مَعَايِشَ وَمَنْ لَسْتُمْ لَهُ بِرَازقِِينَ   
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 “Dan Kami telah menjadikan untukmu di bumi keperluan-keperluan hidup, dan 

(Kami menciptakan pula) makhluk-makhluk yang kamu sekali-kali bukan pemberi rezeki 

kepadanya” (QS. Al-Hijr: 20). 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa ekosistem di bumi memiliki manfaat 

masing-masing dan saling bergantung bagi makhluk hidup lainnya. Peneliti 

berpendapat bahwa mempelajari tentang predator-prey akan mengetahui 

pentingnya menjaga keharmonisan ekosistem termasuk rantai makanan pada 

ekosistem agar terjaga dan selalu berkaitan erat. 

Oleh karena itu, dalam penelitian ini peneliti mengambil judul “Analisis 

Dinamik Sistem Persamaan Diferensial Model Predator-Prey Tiga Spesies” yang 

akan menganalisis model sistem persamaan predator-prey tiga spesies pada jurnal 

Suwanto dan menganalisis dinamik persamaan predator-prey tiga spesies beserta 

simulasinya. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarakan latar belakang tersebut, maka permasalahan dalam penelitian 

ini adalah: 

1. Bagaimana analisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies 

pada jurnal Suwanto (2013)? 

2. Bagaimana analisis dinamik sistem persamaan diferensial predator-prey tiga 

spesies dan simulasinya? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarakan permasalahan tersebut, maka tujuan penelitian ini adalah: 

1. Untuk menganalisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies 

pada jurnal Suwanto (2013). 
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2. Untuk menganalisis dinamik sistem persamaan diferensial predator-prey tiga 

spesies dan simulasinya. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Sistem persamaan yang digunakan dalam penelitian ini memiliki tiga 

persamaan diferensial. Penulis membuat batasan masalah penelitian dalam 

pembahasan, yaitu: 

1. Sistem persamaan pada spesies predator-prey yang diambil dari jurnal 

Suwanto (2013) dengan tiga persamaan 

𝑑𝑋(𝑡)

𝑑𝑇
= 𝑟𝑋(𝑡)(1 −

𝑋(𝑡)

𝐾
)−

𝐴1𝑋(𝑡)𝑌(𝑡)

𝜌 + 𝑋(𝑡) + 𝛾𝑌(𝑡)
−
𝐴2𝑋

2(𝑡)𝑍(𝑡)

𝛼2 + 𝑍2(𝑡)
 

𝑑𝑌(𝑡)

𝑑𝑇
=

𝐵1𝑋(𝑡)𝑌(𝑡)

𝜌 + 𝑋(𝑡) + 𝛾𝑌(𝑡)
−
𝐴3𝑌

2(𝑡)𝑍(𝑡)

𝛽2 + 𝑌2(𝑡)
− 𝜇∗𝑌(𝑡) 

𝑑𝑍(𝑡)

𝑑𝑇
=
𝐵2𝑋

2(𝑡)𝑍(𝑡)

𝛼2 +𝑋2(𝑡)
+
𝐵3𝑌

2(𝑡)𝑍(𝑡)

𝛽2 + 𝑌2(𝑡)
− 𝜇∗𝑍(𝑡) − 𝑄𝑍(𝑡) 

𝑋(0) > 0, 𝑌(0) > 0, 𝑑𝑎𝑛  𝑍(0) > 0 

(1.1) 

Sistem persamaan (1.1) disederhanakan dengan menggunakan 

penskalaan parameter sesuai pada jurnal Suwanto (2013) dan variabelnya 

yaitu 𝑇 =
𝑡

𝑟
, 𝑋 = 𝐾𝑥, 𝑌 = 𝐾𝑦, 𝑍 = 𝐾𝑧, 𝐴1 = 𝑟𝑎1, 𝐴2 = 𝑟𝑎2, 𝐴3 = 𝑟𝑎3, 𝐵1 =

𝑟𝑏1, 𝐵2 = 𝑟𝑏2, 𝐵3 = 𝑟𝑏3, 𝜇
∗ = 𝑟𝜇 dan𝑄 = 𝑟. Penskalaan tersebut memperoleh 

hasil sistem persamaan diferensial biasa nonlinier model predator-prey yang 

lebih sederhana, yaitu 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑥(𝑡)(1 − 𝑥(𝑡))−

𝑎1𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)

𝑚1 + 𝑥(𝑡) + 𝛾𝑦(𝑡)
−
𝑎2𝑥

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚2
2 + 𝑥2(𝑡)
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𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑏1𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)

𝑚1 + 𝑥(𝑡)+ 𝛾𝑦(𝑡)
−
𝑎3𝑦

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚3
2 + 𝑦2(𝑡)

− 𝜇𝑦(𝑡) 

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑏2𝑥

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚2
2 + 𝑥2(𝑡)

+
𝑏3𝑦

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚3
2 + 𝑦2(𝑡)

− 𝜇𝑧(𝑡)− 𝑞𝑧(𝑡) 
(1.2) 

(Suwanto, 2013) 

2. Penelitian yang dilakukan terdapat nilai besaran paramater  𝑎1 = 0,8, 𝑎2 =

0,6 , 𝑎3 = 0,25 , 𝑏1 = 0,9 , 𝑏2 = 0,5 , 𝑏3 = 1,9 , 𝛾 = 0,9 , 𝜇 = 0,1,  𝑞 = 0,5 , 

𝑚1 = 0,4 , 𝑚2 = 0,2 , 𝑚3 = 0,2 , sesuai dengan jurnal penelitian Suwanto 

(2013). 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan mampu sebagai rujukan bagi penelitian 

berikutnya, terutama dalam sistem persamaan diferensial predator-prey tiga 

spesies dalam mencari titik kesetimbangan antara populasi prey, populasi 

intermediate predator dengan populasi top predator dengan kondisi yang berbeda. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Jenis penelitian yang digunakan adalah jenis penelitian kepustakaan 

(library research) atau studi literatur. Hal ini dilakukan dengan cara membaca, 

memahami, menelaah kemudian mengidentifikasi pengetahuan yang diperoleh 

dari literatur tersebut. Literatur utama yang digunakan adalah jurnal Niarti 

Suwanto (2013) dan beberapa literatur pendukung yang lain. 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam membahas penelitian ini: 

1. Analisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies. 

a. Menormalisasi persamaan predator-prey tiga spesies. 
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b. Mengidentifikasi tiap variabel pada persamaan predator-prey tiga spesies. 

c. Menganalisis model tiap persamaan. 

d. Menganalisis perilaku persamaan predator-prey tiga spesies. 

2. Analisis dinamik dan simulasi. 

a. Menentukan titik tetap. 

b. Melinierisasi sistem persamaan. 

c. Menentukan nilai Eigen dan vektor Eigen. 

d. Menentukan kestabilan. 

e. Mensimulasi dengan bantuan Matlab. 

f. Membuat kesimpulan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan sistematika penulisan 

yang terdiri dari empat bab, dengan masing-masing bab dibagi dalam subbab 

dengan sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Berisi latar belakang masalah penelitian, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Berisi teori-teori yang berhubungan dengan permasalahan yang akan 

dibahas dalam penelitian. 

Bab III Pembahasan 

Berisi pembahasan mengenai analisa sistem persamaan diferensial pada 
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predator-prey tiga spesies dengan perlambatan dan kondisi titik 

kesetimbangan pada sistem persamaan predator-prey tiga spesies 

dengan perlambatan. 

Bab IV Penutup 

Berisi kesimpulan dan saran. 

 

 



 
  

8 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Predator-Prey Tiga Spesies 

Ekosistem terdapat model linier dari predator-prey tiga spesies dimana 𝑥 

sebagai populasi prey dengan tingkatan terendah, 𝑦 sebagai populasi intermediate 

predator atau konsumen I dengan tingkatan tengah, dan 𝑧 sebagai populasi top 

predator atau konsumen II dengan tingkat tertinggi pada lingkup ekosistem 

predator-prey tiga spesies. Contoh ekosistem pada model predator-prey tiga 

spesies seperti tikus-ular-burung hantu, tumbuhan-kelinci-harimau, dan cacing-

burung kecil-elang (Chauvet, 2002). Model dari contoh predator-prey tiga spesies 

adalah: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑦                 (2.1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦 + 𝑑𝑥𝑦 − 𝑒𝑦𝑧 (2.2) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝑓𝑧 + 𝑔𝑦𝑧             (2.3) 

untuk 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 𝑔 > 0,  dimana 𝑎, 𝑏, 𝑐  dan 𝑑  adalah persamaan dari Lotka-

Voltera, 

1) 𝑎 menunjukkan tingkat pertumbuhan alami prey saat predator tidak ada, 

2) 𝑏 menunjukkan efek pemangsa pada prey, 

3) 𝑐 menunjukkan tingkat kematian alami dari predator saat prey tidak ada, 

4) 𝑑 menunjukkan tingkat perkembangbiakkan dan efisiensi predator dalam 

keberadaan prey, 

5) 𝑒 menunjukkan perlakuan yang terjadi akibat spesies 𝑧 memakan spesies 𝑦, 
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6) 𝑓 menunjukkan tingkat kematian alami predator 𝑧 saat prey tidak ada atau 

tidak terhitung, dan 

7) 𝑔  menunjukkan tingkat perkembangbiakkan dan efisiensi predator 𝑧 

dalam keberadaan prey. 

Persamaan (2.1) merupakan persamaan diferensial untuk menyatakan 

kejadian dari spesies prey. Persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial 

untuk menyatakan kejadian dari spesies intermediate predator. Persamaan (2.3) 

merupakan persamaan diferensial untuk menyatakan kejadian dari spesies top 

predator (Chauvet, 2002). 

 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial dapat mengekspresikan fenomena yang 

terjadi pada dunia nyata secara matematis dengan mengambil resiko perubahan 

dalam satu besaran terhadap perubahan besar lainnya. Fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑦 termasuk 

sistem persamaan diferensial. Adanya variabel 𝑥  menentukan nilai variabel 𝑦 

sehingga pada variabel 𝑦  bergantung pada nilai 𝑥. Relasi tersebut dapat 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
 

= lim
Δ𝑥→0

𝑓(Δ𝑥) − 𝑓(𝑥)

Δ𝑥
 (2.4) 

jika limitnya ada (Kartono, 2012). 

Persamaan diferensial terdapat variabel bebas dan variabel terikat. 

Banyaknya variabel bebas yang terlibat, maka ada dua bentuk persamaan 

diferensial yaitu persamaan diferensial biasa jika hanya ada satu variabel bebas 
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yang terlibat dan persamaan diferensial parsial jika ada lebih dari satu variabel 

bebas yang terlibat (Kartono, 2012). 

Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa adalah: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦̇, 𝑦̈, 𝑦, … , 𝑦𝑛) = 0. (2.5) 

Pada persamaan tersebut mengatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel 

bebas 𝑥  dan variabel terikat 𝑦  beserta derivatif-derivatifnya dalam bentuk 

himpunan persamaan yang secara identik sama dengan nol yang menyatakan 

model matematika dari fenomena perubahan yang terjadi (Kartono, 2012). 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat 𝑛  buah 

fungsi yang tidak diketahui. Sistem persamaan diferensial biasa muncul secara 

alamiah dalam masalah yang melibatkan beberapa variabel bebas (misalnya 𝑥1,

𝑥2, … , 𝑥𝑛)  yang masing-masing darinya merupakan sebuah fungsi dari satu 

variabel bebas (misalnya 𝑡) (Kartono, 2012). 

Bentuk umum dari suatu sistem 𝑛  persamaan orde pertama mempunyai 

bentuk sebagai berikut: 

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓1(𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑡) 

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑓2(𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑡) 

⋮ 

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝑓𝑛(𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑡) (2.6) 

dengan 𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛 adalah variabel bebas dan 𝑡 adalah variabel terikat, sehingga 

𝑥1 = 𝑥1(𝑡),  𝑥2 = 𝑥2(𝑡), … ,  𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑡), dengan 
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡
  merupakan derivatif fungsi 𝑥𝑛 

terhadap 𝑡 (Kartono, 2012). 
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Waluya (2006) memberikan contoh pada sistem persamaan diferensial 

tersebut. Contoh sederhana yang digunakan yaitu sistem dua massa pegas dengan 

masing-masing massa 𝑚1 dan 𝑚2 diberikan gaya berturut-turut 𝐹1(𝑡) dan 𝐹2(𝑡). 

Pada masa berlaku hukum Newton 

∑𝐹1 = 𝑚1
𝑑2𝑥1

𝑑𝑡2
 𝑑𝑎𝑛 ∑𝐹2 = 𝑚2

𝑑2𝑥2

𝑑𝑡2
, (2.7) 

dengan ∑𝐹1  dan ∑𝐹2  adalah jumlah gaya pada 𝑚1  dan 𝑚2  berturut-turut. Pada 

persamaan 𝑥1(𝑡)  dan 𝑥2(𝑡)  adalah pasangan karena dikaitkan dengan sebuah 

pegas yang mempunyai konstanta pegas 𝑘2. Oleh karena itu sistem yang terbentuk 

dinyatakan sebagai: 

𝑚1
𝑑2𝑥1

𝑑𝑡2
= −𝑘1𝑥1 + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)+ 𝐹1 = −(𝑘1 + 𝑘2)𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝐹1 

𝑚2
𝑑2𝑥2

𝑑𝑡2
= −𝑘3𝑥3 + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)+ 𝐹2 = −(𝑘2 + 𝑘3)𝑥2 + 𝑘2𝑥3 + 𝐹2 

(2.8) 

(2.9) 

Kartono (2012) membahas metode penyelesaian pada sistem persamaan 

diferensial. Contoh sederhana tersebut menggunakan dua persamaan diferensial 

linier orde pertama 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦) 

(2.10) 

dengan persamaan linier pada masing-masing fungsi menyatakan dalam bentuk: 

𝑓1(𝑊)𝑥 + 𝑔1(𝑊)𝑦 = 𝑠1(𝑡) 

𝑓2(𝑊)𝑥 + 𝑔2(𝑊)𝑦 = 𝑠2(𝑡) 

(2.11) 

(2.12) 

dengan operator 𝑊 =
𝑑

𝑑𝑡
. 
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2.3 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Nonlinier 

Waluya (2006) menjelaskan bahwa persamaan diferensial biasa yang 

berbentuk 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦̇, 𝑦̈, … , 𝑦𝑛) = 0 dikatakan linier jika 𝐹  adalah linier dalam 

variabel-variabel 𝑥, 𝑦, 𝑦̇, 𝑦̈, … , 𝑦𝑛. Secara umum persamaan diferensial biasa linier 

dapat diberikan sebagai berikut: 

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1(𝑡)𝑦′ + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑓(𝑡). (2.13) 

Menurut Baiduri (2002), persamaan (2.13) merupakan persamaan 

diferensial orde-𝑛 dikatakan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut: 

a. Variabel-variabel terikat dan turunannya paling tinggi pangkat satu. 

b. Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan 

variabel terikat lainnya, atau turunan yang satu dengan turunan yang lainnya, 

atau variabel terikat dengan sebuah turunan. 

c. Variabel terikat 𝑦 bukan merupakan fungsi transenden. 

Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡),… , 𝑎0(𝑡) dan fungsi 

𝑓(𝑡)  merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang 𝐼 . Jika fungsi 

𝑓(𝑡) = 0 maka persamaan (2.13) disebut persamaan homogen. Jika fungsi 𝑓(𝑡) ≠

0 maka persamaan (2.13) disebut persamaan nonhomogen atau tak homogen. Bila 

semua koefisien 𝑎𝑛(𝑡), 𝑎𝑛−1(𝑡), … , 𝑎0(𝑡) adalah suatu konstanta, maka persamaan 

(2.13) disebut persamaan linier koefisien konstanta, jika semua variabelnya 

berupa fungsi maka disebut persamaan linier koefisien variabel (Finizio dan 

Ladas, 1988). 

Menurut Finizio dan Ladas (1988), sistem persamaan diferensial linier 

adalah suatu sistem yang memuat 𝑛 buah persamaan diferensial dengan 𝑛 buah 

fungsi yang tidak diketahui, dengan 𝑛 merupakan bilangan bulat positif yang lebih 
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besar sama dengan 2. Bentuk umum dari suatu sistem persamaan diferensial linier 

orde satu dengan 𝑛 fungsi yang tidak diketahui adalah: 

{

𝑥̇1 = 𝑎11(𝑡)𝑥1 + 𝑎12(𝑡)𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛(𝑡)𝑥𝑛 + 𝑓1(𝑡)

𝑥̇2 = 𝑎21(𝑡)𝑥1 + 𝑎22(𝑡)𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛(𝑡)𝑥𝑛 + 𝑓2(𝑡)
⋮

𝑥̇𝑛 = 𝑎𝑛1(𝑡)𝑥1 + 𝑎𝑛2(𝑡)𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛(𝑡)𝑥𝑛 + 𝑓𝑛(𝑡)

 (2.14) 

Bentuk persamaan (2.14) dapat ditulis secara singkat menjadi: 

𝑥̇1 =∑𝑎𝑦(𝑡)x𝑗 + 𝑓𝑖(𝑡)

𝑛

𝑗=𝑖

 

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

(2.15) 

Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linier apabila sistem tersebut 

terdiri dari lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait. Sedangkan 

koefisiennya bisa berupa konstanta fungsi. Sedangkan sistem persamaan 

diferensial dikatakan nonlinier apabila sistem tersebut terdiri dari lebih dari satu 

persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce dan Diprima, 1999). 

 

2.4 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Autonomous 

Misal diberikan sistem persamaan diferensial 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦)

} (2.16) 

Dengan 𝑃  dan 𝑄  merupakan fungsi kontinu dari 𝑥  dan 𝑦  serta derivatif 

parsial pertamanya juga kontinu. Persamaan (2.18) dengan 𝑃  dan 𝑄  tidak 

bergantung secara eksplisit terhadap 𝑡 disebut autonomous. Sebaliknya jika 𝑃 dan 

𝑄  bergantung secara eksplisit terhadap 𝑡  maka disebut sistem nonautonomous 

(Hariyanto, dkk,1992). 



14 
 

 
 

Jika suatu sistem autonomous memiliki bentuk: 

𝑥′ = 𝐹(𝑥, 𝑦) 

𝑦′ = 𝐺(𝑥, 𝑦) 
(2.17) 

maka titik kritis sistem persamaan (2.19) adalah 𝑝∗ = 𝑥∗,  𝑦∗ sedemikian sehingga 

𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 0, 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 (2.18) 

Suatu titik kesetimbangan 𝑝∗  pada ruang fase dari suatu persamaan 

diferensial biasa autonomous adalah sebuah titik dimana semua derivatif dari 

variabel adalah nol. Titik kesetimbangan juga disebut sebagai titik stasioner 

(tetap) atau suatu posisi yang mantap (steady state). Maka 𝑝∗ = (𝑥∗, 𝑦∗) adalah 

titik kesetimbangan, 𝑥 = 𝑥∗,  𝑦 = 𝑦∗  (untuk sebarang 𝑡)  adalah suatu solusi 

konstan (Robinson, 2004). 

 

2.5 Titik Kesetimbangan Sistem Autonoumous 

Sistem autonomous adalah suatu sistem persaman diferensial yang 

berbentuk: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦) (2.19) 

dimana fungsi-fungsi 𝑓 dan 𝑔 bebas dari waktu. Bila sistem autonomous di atas 

linier degan koefisien yaitu jika  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦,  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐 dan 

𝑑  merupakan konstanta. Jika dimisalkan bahwa 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, maka titik (0, 0) 

adalah satu-satunya titik kritis dari persamaan di atas dan persamaan 

karakteristiknya berbentuk: 

𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 0 (2.20) 
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dengan 𝜆1 dan 𝜆2 adalah akar-akar dari persamaan (2.20). 

Penentuan kestabilan titik kesetimbangan didapat dengan melihat nilai-

nilai Eigennya, yaitu 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 yang diperoleh dari persamaan karakteristik 

dari 𝐴, yaitu (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. 

Secara umum kestabilan titik kesetimbangan mempunyai tiga perilaku 

sebagai berikut: 

Teorema I 

1. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas stabil jika dan hanya jika kedua akar dari 

persamaan (2.20) adalah riil negatif atau mempunyai bagian riil tak positif. 

2. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas stabil asimtotik jika dan hanya jika kedua 

akar dari persamaan (2.20) adalah riil negatif atau mempunyai bagian riil 

negatif. 

3. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas tak stabil jika salah satu (atau kedua akar) 

dari persamaan (2.20) adalah riil dan positif atau paling sedikit satu akar 

mempunyai bagian riil positif (Finizio dan Ladas, 1988). 

 

2.6 Linierisasi Sistem PDB Autonomous 

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier 

dengan persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan 

diferensial nonlinier. Suatu sistem autonomous di atas dengan 𝑓  dan 𝑔  adalah 

nonlinier, selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier disekitar (𝑥∗, 𝑦∗) 

dengan melakukan ekspansi menurut deret Taylor di sekitar (𝑥∗, 𝑦∗)  dan 

menghilangkan suku nonliniernya sebagai berikut: 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥∗, 𝑦⁮∗) +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗) 

(2.21) 

Bila dilakukan subtitusi (𝑥 − 𝑥∗) = 𝑢  dan (𝑦 − 𝑦∗) = 𝑣  maka 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

dan 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 pada keadaan setimbang 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 , 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0  sehingga 

diperoleh persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)𝑢 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)𝑣 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝜕𝑔

𝐷𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)𝑢 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)𝑣 

(2.22) 

Sistem berikut dapat ditulis dalam bentuk matriks 

(

𝑑𝑢
𝑑𝑡
𝑑𝑣
𝑑𝑡

) =

(

 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)

)

 
 
(
𝑢

𝑣
) (2.23) 

Sehingga sistem linier pada titik tetap (𝑥∗, 𝑦∗) diberikan dengan 

(
𝑢

𝑣
) =

(

 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦)

 
 

 (2.24) 

dengan semua turunan parsial di dalam matrik adalah dievaluasi pada (𝑥∗, 𝑦∗) 

(Boyce dan DiPrima, 1999). 

Sebagai contoh, diberikan sistem persamaan diferensial berikut: 

𝑥̇ = −𝑥 + 𝑦 

𝑦̇ = 2 − 2𝑥𝑦2 

(2.25) 
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Nullcline dari persamaan tersebut adalah 𝑥 = 𝑦 dan 𝑥𝑦2 = 1, terdapat titik tetap 

tunggal yaitu 𝑥 = 1 dan 𝑦 = 1. Pada sistem tersebut menggunakan tanda 𝑥̇ dan 𝑦̇ 

tidak cukup untuk menentukan perilaku solusi di sekitar titik tetap. Oleh karena 

itu dapat menggunakan ekspansi deret Taylor tentang titik tetap dari dua 

persamaan diferensial, yaitu: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥 + 𝑦 

𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦) = 2 − 2𝑥𝑦2 
(2.26) 

diberikan 𝑢 = 𝑥 − 1 dan 𝑣 = 𝑦 − 1, maka: 

𝑢̇ = 𝑥̇ = 𝑓(1, 1) + 𝑢
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(1, 1) + 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(1, 1) + ⋯ = −𝑢 + 𝑣 

𝑣̇ = 𝑦̇ = 𝑔(1, 1) + 𝑢
𝜕𝑔

𝜕𝑥
(1, 1) + 𝑣

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(1, 1) + ⋯ = −2𝑢 − 4𝑣 +⋯ 

(2.27) 

Koefisien matriks untuk sistem linier tersebut memiliki nilai Eigen −2 dan −3 

dengan vektor Eigen [
1
−1
]  dan [

1
−2
]  berturut-turut. Sistem yang terlinierisasi 

bersifat stabil node di titik asal. Sistem linier mendominasi di sekitar titik tetap, 

sehingga persamaan nonlinier juga memiliki titik tetap yang menarik, dan 

sebagian besar solusi mendekati titik tetap dengan garis asimtotik 𝑦 − 1 =

−(𝑥 − 1).  Stabil manifold titik tetap (1,1)𝑊𝑠((1,1))  tentunya memuat 

kemiringan tentang titik tetap. 

Untuk persamaan umumnya yaitu: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦) 
(2.28) 

linierisasi sistem pada titik tetap (𝑥∗, 𝑦∗) diberikan oleh 
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(
𝑢̇

𝑣̇
) =

(

 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦)

 
 
(
𝑢

𝑣
) (2.29) 

dengan semua turunan parsial pada matriks ditaksir pada (𝑥∗, 𝑦∗) . Ketika 

membandingkan sistem linier dengan solusi sistem nonlinier, koordinat (𝑢, 𝑣) 

untuk sistem linier harus dibandingkan dengan (𝑥, 𝑦) = (𝑢 + 𝑥∗, 𝑣 + 𝑦∗) untuk 

sistem nonlinier. Jika 

𝐹(𝑥, 𝑦) = (
𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑔(𝑥, 𝑦)

) (2.30) 

maka dapat ditulis 

𝐷𝐹(𝑥∗, 𝑦∗) =

(

 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗)

)

 
 

 (2.31) 

untuk matriks turunan parsial atau turunan biasa. Pada 𝑛 variabel, jika 

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = (
𝐹1(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
𝐹𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

) (2.32) 

dan 𝑥∗ = (𝑥1
∗, … , 𝑥2

∗) adalah titik tetap, maka kita tulis 

𝐷𝐹(𝑥∗) = (
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑥∗)) (2.33) 

dengan matriks 𝑛 × 𝑛  dari turunan parsial maupun turunan biasa. Linierisasi 

sistemnya adalah: 

𝑢̇ = 𝐷𝐹(𝑥∗) = 𝐷𝐹(𝑥∗)𝑢 (2.34) 

Jika 𝑥̇  adalah titik tetap dari 𝑥̇ = 𝐹(𝑥) , maka kembali ke nilai Eigen 

matriks turunan parsial 𝐷𝐹(𝑥∗) sebagai nilai Eigen titik tetap atau nilai Eigen dari 

𝑥∗.  Titik tetap 𝑥∗  dinamakan hiperbolik dengan syarat bahwa bagian riil dari 
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semua nilai Eigen dari matriks 𝐷𝐹(𝑥∗) bukan nol. Stabil manifold dari titik tetap 

𝑊𝑠(𝑥∗) adalah himpunan semua titik yang mendekati titik tetap seperti 𝑡 menuju 

tak hingga positif. 𝑊𝑠(𝑥∗) = {𝑃0: ϕ(𝑡; 𝑃0)  mendekati 𝑥∗  sebagai 𝑡 → ∞} =

{𝑃0: 𝜔(𝑃0) = {𝑥
∗}} pada konteks ini, jika orbit konvergen ke satu titik 𝑥∗ sebagai 

𝑡 menuju tak hingga, maka himpunan 𝜔-limit sama dengan satu titik (𝜔(𝑃0) =

{𝑥∗}). Tak stabil manifold dari titik tetap 𝑊𝑢(𝑥∗) adalah himpunan semua titik 

yang mendekati titik tetap sebagai 𝑡  menuju tak hingga negatif. 𝑊𝑢(𝑥∗) =

{𝑃0: ϕ(𝑡; 𝑃0)  mendekati 𝑥∗  sebagai 𝑡 → ∞} = {𝑃0: 𝜔(𝑃0) = {𝑥
∗}}, jika titik 

tetapnya adalah hiperbolik maka tipe kestabilan titik tetap untuk sistem nonlinier 

adalah sama seperti sistem terlinierisasi (Robinson, 2004). 

 

2.7 Titik Tetap atau Fixed point 

Satu karakteristik dari sistem linier mengidentifikasi banyak solusi kearah 

asal. Asumsikan bahwa sistem persamaan diferensial 

𝑥̇ = 𝐹(𝑥) 

memiliki turunan parsial komponen dari 𝐹, ini adalah solusi yang unik. Diberikan 

∅(𝑡; 𝑥0) maka: 

𝑑

𝑑𝑡
∅(𝑡; 𝑥0) = 𝐹(∅(𝑡; 𝑥0)) dan ∅(0; 𝑥0) = 𝑥0 

Satu titik 𝑥∗ disebut satu titik tetap, jika 𝐹(𝑥∗) = 0. Solusi mulai pada satu 

titik tetap mempunyai percepatan nol dari ∅(𝑡; 𝑥∗𝑛) = 𝑥∗  bagi seluruh 𝑡 , ini 

adalah titik tetap. Kekuatan berada di dalam keseimbangan dan berkumpul pada 

titik disebut titik keseimbangan. Titik tetap untuk sistem linier 𝑒𝐴𝑡0 = 0 ini satu-

satunya titik tetap dari satu sistem linier kecuali memasuki nilai Eigen (Robinson, 

2004). 
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Berikut adalah tabel solusi dalam menentukan titik tetap pada kondisi 

kontinu dan diskrit. 

Tabel 2.1 Mencari Titik Tetap 

Titik Tetap 

Waktu Sistem Persamaan Solusi 

Kontinu 𝑥′ = 𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 0 

Diskrit 𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑥(𝑘)) 𝑓(𝑥) = 𝑥 

 

Dalam menemukan titik-titik tetap dari sistem dinamis tidak diharuskan untuk 

menemukan formula yang tepat untuk  𝑥(𝑘) atau 𝑥(𝑡). Hal yang harus dilakukan 

adalah menyelesaikan beberapa persamaan. Tentu saja, memecahkan sistem 

persamaan bisa sulit, tetapi setidaknya menghibur untuk mengetahui bahwa ini 

adalah satu-satunya masalah yang terlibat. Persamaan yang dipecahkan 

bergantung pada 𝑓  dan apakah sistem dalam waktu diskrit atau kontinu sesuai 

pada Tabel 2.1 (Scheinerman, 1996). 

 

2.8 Analisis Kestabilan Fixed point 

Sistem linier bilangan riil yang semua nilai Eigennya memiliki nilai 

negatif, maka trayektorinya tidak hanya berada dekat dengan titik asal tetapi juga 

cenderung mendekati titik asal. Berikut ini definisi jenis-jenis kesatbilan dari titik 

tetap 𝑥∗ = (𝑥∗, 𝑦∗) dengan 𝜙(𝑡; 𝑥0) adalah solusi dekat 𝑥∗ untuk semua 𝑡 ≥ 0 jika 

kondisi awal 𝑥0 dimulai cukup dekat kepada 𝑥∗. 

Definisi 1: Titik tetap 𝑥∗ disebut L-stabel, dibuktikan bahwa untuk sebarang 𝜀 >

0, ada 𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika ‖𝑥0 − 𝑥
∗‖ < 𝛿 maka ‖𝜙(𝑡; 𝑥0) − 𝑥

∗‖ < 𝜀 

untuk semua 𝑡 ≥ 0. 
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Definisi 2: Titik tetap 𝑥∗ disebut tak stabil, dibuktikan bahwa 𝑥∗ tidak stabil untuk 

sebarang 𝜀1 > 0, dan 𝛿 > 0 terdapat 𝑥𝛿  dengan ‖𝑥𝛿 − 𝑥
∗‖ < 𝛿  dan 𝑡1 > 0 maka 

‖𝜙(𝑡1; 𝑥𝛿) − 𝑥
∗‖ > 𝜀1. 

Definisi 3: Titik tetap 𝑥∗  disebut stabil asimtotis lemah, dibuktikan bahwa ada 

𝛿1 > 0  sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0) = {𝑥
∗}  untuk semua ‖𝑥0 − 𝑥

∗‖ < 𝛿1  (yaitu 

‖𝜙(𝑡; 𝑥0) − 𝑥
∗‖  menuju 0  sebagaimana 𝑡  menuju takhingga untuk semua 

‖𝑥0 − 𝑥
∗‖ < 𝛿1 ). Titik tetap 𝑥∗  disebut stabil asimtotis, dibuktikan bahwa itu 

adalah stabil dan stabil asimtotis lemah. 

Definisi 4: Titik tetap 𝑥∗ disebut repelling, dibuktikan bahwa stabil asimtotik di 

𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika ‖𝑥0 − 𝑥
∗‖ < 𝛿 maka ‖𝜙(𝑡; 𝑥0) −

𝑥∗‖ < 𝜀  untuk semua 𝑡 ≤ 0  dan terdapat 𝛿1 > 0  sedemikian sehingga 𝛼(𝑥0) =

{𝑥∗} untuk semua ‖𝑥0 − 𝑥
∗‖ < 𝛿1 (Robinson, 2004). 

 

2.9 Nilai-Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Jika 𝑨  adalah matriks 𝑛 × 𝑛,  maka vektor tak nol 𝑥  di dalam 𝑅𝑛 

dinamakan vektor Eigen dari 𝑨 jika 𝑨𝑥 adalah kelipatan skalar dari 𝑥, atau dapat 

ditulis 

𝑨𝑥 = 𝜆𝑥 (2.35) 

untuk suatu skalar 𝜆, maka skalar 𝜆 dinamakan nilai Eigen (Eigen value) dari 𝐴 

dan 𝑥 dinamakan vektor Eigen dari 𝑨 yang terkait dengan 𝜆 (Anton dan Rorres, 

2004). 

Andaikan bahwa 𝜆 adalah nilai Eigen dari matriks 𝑨, dan 𝑥 adalah vektor 

Eigen yang terkait dengan nilai Eigen 𝜆,  maka 𝑨𝑥 = 𝑥 = 𝑰𝑥  dimana 𝑰  adalah 
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matriks identitas 𝑛 × 𝑛 , sedemikan sehingga (𝑨 − 𝑰)𝑥 = 0  karena 𝑣 ∈ 𝑅𝑛  tidak 

nol, maka det(𝑨 − 𝜆𝑰) = 0 atau dengan kata lain 

𝑨 = [

𝑎11 − 𝜆 𝑎12
𝑎21
⋮
𝑎𝑛1

𝑎22 − 𝜆
 
𝑎𝑛2

    

… 𝑎1𝑛
 
⋱
 

𝑎2𝑛
 

𝑎𝑛𝑚 − 𝜆

]. (2.36) 

Persamaan di atas adalah persamaan polinomial. Penyelesaian matriks 𝑨 tersebut 

harus ada nilai Eigen atau sebarang nilai Eigen 𝜆 dari matriks 𝑨 dengan himpunan 

{𝑣 ∈ 𝑅𝑛: (𝑨 − 𝑰) = 0} adalah ruang null dari matriks (𝑨 − 𝑰). Persamaan di atas 

disebut juga persamaan karakteristik matriks 𝑨. Jika matriks tersebut diperluas 

maka terdapat determinan (𝑨 − 𝑰)  sebagai polinomial 𝑝  dalam variabel 𝜆  yang 

disebut sebagai polinomial karakteristik (Chen, 2008). 

Jika 𝑨  adalah sebuah matriks 𝑛 × 𝑛,  maka polinomial karakteristik 𝑨 

memiliki derajat 𝑛 dan koefisien variabel 𝑛𝜆 adalah 1. Secara umum, polinomial 

karakteristik 𝑝(𝑣) dari sebuah matriks 𝑛 × 𝑛 memiliki bentuk 

𝑝(𝑣) = det(𝑨 − 𝑰) = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑐𝑛. (2.37) 

Berdasarkan teorema dasar aljabar, bahwa persamaan karakteristik 

𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑐𝑛 = 0 (2.37) 

memiliki sebanyak-banyaknya 𝑛  solusi yang berbeda, sehingga sebuah matriks 

𝑛 × 𝑛  memiliki sebanyak-banyaknya 𝑛  nilai Eigen yang berbeda (Anton dan 

Rorres, 2004). 

Setiap pasangan nilai Eigen dan vektor Eigen (𝜆𝑗 , 𝜆𝑣
𝑖) maka ada suatu 

vektor solusi yang bersesuaian 𝑣𝑖𝑒𝜆1𝑡 untuk matriks 𝐴. Jika nilai Eigennya adalah 

𝜆1,  𝜆2, … ,  𝜆𝑛  dan semuanya berbeda, maka akan ada 𝑛  solusi yaitu 

𝑣1𝑒1
𝑡
, … ,  𝑣𝑛𝑒𝑛

𝑡
. 
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Pada kasus ini, solusi umum dari matriks 𝐴 adalah kombinasi linier dari 

𝑥 = 𝑐1𝑣
1𝑒𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑣

2𝑒𝜆2𝑡 +⋯+ 𝑐𝑛𝑣
𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡 (2.38) 

dengan konstanta 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 dapat diperoleh dengan memberikan sebuah nilai 

awal pada persamaan (2.38) (Boyce dan DiPrima, 2001). 

  

2.10 Kajian Al-Quran tentang Kestabilan Ekosistem 

Ekosistem merupakan suatu sistem ekologis yang terbentuk oleh hubungan 

timbal-balik antara makhluk hidup dengan lingkungannya. Menurut pengertian, 

suatu sistem terdiri dari atas komponen-komponen yang bekerja secara teratur 

sebagai suatu kesatuan. Kesatuan itu terjadi oleh adanya arus materi dan energi 

yang terkendalikan oleh arus informasi antar komponen dalam ekosistem itu. 

Selama masing-masing komponen itu melakukan fungsinya dan bekerja sama 

dengan baik, keteraturan ekosistem itu pun terjaga. Jadi, lingkungan adalah suatu 

wadah bagi makhluk hidup, baik berbentuk benda, kondisi atau keadaan, yang 

menjadi tempat makhluk hidup berproses dan berinteraksi. Di samping itu, 

lingkungan merupakan objek ekologi dan bagian dari ekosistem. Dengan 

demikian, ekologi, ekosistem dan lingkungan hidup merupakan satu kesatuan 

yang tidak dapat terpisahkan. Keteraturan ekosistem menunjukkan ekosistem 

tersebut berada pada suatu keseimbangan. Keberadaan keseimbangan itu tidaklah 

statis, melainkan dapat berubah-ubah (dinamis) (Soemarwoto, 1994). 

Al-Qur'an telah menjelaskan bahwa alam ini diciptakan Allah dalam 

keadaan seimbang, yakni dalam Q.S. Al-Mulk ayat 3, yaitu: 

نِ مِنْ  حْمَٰ  تفََاوُتٍ ۖ فَارْجِعِ الَّذِي خَلقََ سَبْعَ سَمَاوَاتٍ طِبَاقاً ۖ مَا ترََىٰ فِي خَلْقِ الرَّ

(٣) الْبَصَرَ هَلْ ترََىٰ مِنْ فطُُورٍ   
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“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak melihat pada 

ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka lihatlah 

berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?” (Q.S. Al-Mulk: 3). 

Selain sebagai tempat tinggal, bumi juga menyediakan semua kebutuhan 

makhluk di dalamnya. Oleh karena itu sudah sepatutnya manusia sebagai khalifah 

fil ardh mensyukuri nikmat tersebut. Alam raya ini telah diciptakan oleh Allah 

Swt dalam suatu sistem yang sangat serasi dan sesuai dengan kehidupan manusia 

(Shihab, 2005). 

Perlu diusahakannya untuk menjaga ekosistem agar menjadi stabil, hal ini 

dimaksudkan demi kelangsungan hidup dan kesejahteraan manusia dari generasi 

ke generasi. Di samping itu perlu disadari pula, bahwa manusia harus berfungsi 

sebagai subjek dari ekosistemnya, walaupun tidak boleh mengabaikan arti 

pentingnya menjadi kestabilan ekosistemnya sendiri. Perubahan-perubahan yang 

terjadi di dalam daerah lingkungan hidupnya akan mempengaruhi eksistensi 

manusianya karena manusia akan banyak sekali bergantung pada ekosistemnya 

(Hadjoesoemantri, 1993). 

Banyak di antaranya yang menebang hutan secara membabi buta tanpa 

melakukan penanaman kembali sebagai ganti pohon yang telah ditebang. 

Kerusakan alam juga terjadi pada sumber air yang ada di sekitar lingkungan hidup 

manusia dengan adanya pencemaran berbagai macam limbah. Akibat dari 

perbuatan yang tidak terkontrol tersebut membuat keseimbangan ekosistem yang 

ada di bumi ini menjadi terganggu, dan akibatnya banyak terjadi bencana seperti 

kebanjiran, kekeringan, banyak hewan yang terancam punah, dan hama tanaman 

yang merajalela (Shihab, 2005). 

Sesuai Al-Qur'an menjelaskan bahwa alam ini diciptakan Allah dalam 

keadaan seimbang, yakni dalam Q.S. An-Nahl ayat 112, yaitu: 
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وَضَرَبَ اللَّهُ مَثلًًَ قرَْيَةً كَانَتْ آمِنَةً مُطْمَئنَِّةً يَأتِْيهَا رِزْقهَُا رَغَداً مِنْ كُل ِ مَكَانٍ 

(١١٢) بِمَا كَانوُا يَصْنَعوُنَ فكََفرََتْ بِأنَْعمُِ اللَّهِ فَأذَاَقهََا اللَّهُ لِبَاسَ الْجُوعِ وَالْخَوْفِ   

“Dan Allah telah membuat suatu perumpamaan (dengan) sebuah negeri yang dahulunya 

aman lagi tenteram, rezekinya datang kepadanya melimpah ruah dari segenap tempat, 

tetapi (penduduk) nya mengingkari nikmat-nikmat Allah; karena itu Allah merasakan 

kepada mereka pakaian kelaparan dan ketakutan, disebabkan apa yang selalu mereka 

perbuat” (Q.S. An-Nahl: 112). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Model Predator-Prey Tiga Spesies 

Pada penelitian sebelumnya pada jurnal Suwanto telah dilakukan 

penjabaran sederhana. Peneliti melakukan penjabaran untuk membuktikan 

kebenaran dari penjabaran pada jurnal tersebut dengan variabel yang telah 

diketahui pada batasan masalah:  

a. Penskalaan variabel 𝑥(𝑡) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥

𝑑𝑋

𝑑𝑋

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
 

(3.1) 

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari 
𝑑𝑥

𝑑𝑋
, diketahui 𝑋 =

𝐾𝑥, maka 

𝑥 =
1

𝐾
𝑋 

𝑑𝑥

𝑑𝑋
=
1

𝐾
. 

Kedua untuk mencari  
𝑑𝑇

𝑑𝑡
, diketahui 𝑡 = 𝑟𝑇, maka 

𝑇 =
1

𝑟
𝑡 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=
1

𝑟
 

Ketiga untuk mencari 
𝑑𝑋

𝑑𝑇
, diketahui 𝑌 = 𝐾𝑦, 𝑍 = 𝐾𝑧 , 𝐴1 = 𝑟𝑎1 , dan 𝐴2 = 𝑟𝑎2 , 

maka 

𝑑𝑋

𝑑𝑇
= 𝑟𝑋 (1 −

𝑋

𝐾
) −

𝐴1𝑋𝑌

𝜌 + 𝑋 + 𝛾𝑌
−
𝐴2𝑋

2𝑍

𝛼2 + 𝑋2
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= 𝑟𝐾𝑥 (1 −
𝐾𝑥

𝐾
) −

𝑟𝑎1𝐾𝑥𝐾𝑦

𝜌 + 𝐾𝑥 + 𝛾𝐾𝑦
−
𝑟𝑎2(𝐾𝑥)

2𝐾𝑧

𝛼2 + (𝐾𝑥)2
 

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.1),  diperoleh 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
1

𝐾
(𝑟𝐾𝑥(1 −

𝐾𝑥

𝐾
)−

𝑟𝑎1𝐾𝑥𝐾𝑦

𝜌 +𝐾𝑥+ 𝛾𝐾𝑦
−
𝑟𝑎2(𝐾𝑥)

2𝐾𝑧

𝛼2 + (𝐾𝑥)2
)
1

𝑟
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
1

𝑟𝐾
(

 𝑟𝐾𝑥(1 − 𝑥)−
𝑟𝑎1𝐾𝑥𝐾𝑦
𝜌
𝐾 + 𝑥+ 𝛾𝑦

−
𝑟𝑎2𝑥

2𝐾𝑧

𝛼2

𝐾2
+ 𝑥2

)

  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
1

𝑟𝐾

(

 
 
𝑟𝐾𝑥(1 − 𝑥)− 𝑟𝐾

(

 
𝑎1𝑥𝑦

𝜌
𝐾+ 𝑥 + 𝛾𝑦

+
𝑎2𝑥

2𝑧

𝛼2

𝐾2
+ 𝑥2

)

 

)

 
 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥)−

𝑎1𝑥𝑦
𝜌
𝐾+ 𝑥 + 𝛾𝑦

−
𝑎2𝑥

2𝑧

𝛼2

𝐾2
+ 𝑥2

 

dimisalkan 𝑚1 =
𝜌

𝐾
 dan 𝑚2 =

𝛼

𝐾
 maka  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥)−

𝑎1𝑥𝑦

𝑚1 + 𝑥 + 𝛾𝑦
−
𝑎2𝑥

2𝑧

𝑚2
2 + 𝑥2

 

b. Penskalaan variabel 𝑦(𝑡) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝑑𝑦

𝑑𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
 

(3.2) 

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari 
𝑑𝑦

𝑑𝑌
, diketahui 𝑌 =

𝐾𝑦, maka 

𝑦 =
1

𝐾
𝑌 

𝑑𝑦

𝑑𝑌
=
1

𝐾
 

Kedua untuk mencari 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
, diketahui 𝑡 = 𝑟𝑇, maka 
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𝑇 =
1

𝑟
𝑡 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=
1

𝑟
 

Ketiga untuk mencari 
𝑑𝑌

𝑑𝑇
, diketahui 𝑋 = 𝐾𝑥 , 𝑍 = 𝐾𝑧 , 𝐴3 = 𝑟𝑎3 , 𝜇∗ = 𝑟𝜇  dan 

𝐵1 = 𝑟𝑏1, maka 

𝑑𝑌

𝑑𝑇
=

𝐵1𝑋𝑌

𝜌 + 𝑋 + 𝛾𝑌
−
𝐴3𝑌

2𝑍

𝛽2 + 𝑌2
− 𝜇∗𝑌 

=
𝑟𝑏1𝐾𝑥𝐾𝑦

𝜌 + 𝐾𝑥 + 𝛾𝐾𝑦
−
𝑟𝑎3(𝐾𝑦)

2𝐾𝑧

𝛽2 + (𝐾𝑦)2
− 𝑟𝜇𝐾𝑦 

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.2),  diperoleh 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
1

𝐾
(
𝑟𝑏1𝐾𝑥𝐾𝑦

𝜌+𝐾𝑥+ 𝛾𝐾𝑦
−
𝑟𝑎3(𝐾𝑦)

2𝐾𝑧

𝛽2 + (𝐾𝑦)2
− 𝑟𝜇𝐾𝑦)

1

𝑟
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
1

𝑟𝐾

(

 
 𝑟𝑏1𝑥𝐾𝑦
𝜌
𝐾+ 𝑥 + 𝛾𝑦

−
𝑟𝑎3𝑦

2𝐾𝑧

𝛽2

𝐾2
+ 𝑦2

− 𝑟𝜇𝐾𝑦

)

 
 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑏1𝑥𝑦
𝜌
𝐾 + 𝑥+ 𝛾𝑦

−
𝑎3𝑦

2𝑧

𝛽2

𝐾2
+ 𝑦2

− 𝜇𝑦 

dimisalkan 𝑚1 =
𝜌

𝐾
 dan 𝑚3 =

𝛽

𝐾
 maka 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑏1𝑥𝑦

𝑚1 + 𝑥+ 𝛾𝑦
−
𝑎3𝑦

2𝑧

𝑚3
2 + 𝑦2

− 𝜇𝑦 

c. Penskalaan variabel 𝑧(𝑡) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝑑𝑧

𝑑𝑍

𝑑𝑍

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
 

(3.3) 

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari 
𝑑𝑧

𝑑𝑍
, diketahui 𝑍 =

𝐾𝑧, maka 
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𝑧 =
1

𝐾
𝑍 

𝑑𝑧

𝑑𝑍
=
1

𝐾
 

Kedua untuk mencari 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
, diketahui 𝑡 = 𝑟𝑇, maka 

𝑇 =
1

𝑟
𝑡 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=
1

𝑟
 

Ketiga untuk mencari 
𝑑𝑍

𝑑𝑇
, diketahui 𝑋 = 𝐾𝑥, 𝑌 = 𝐾𝑦, 𝐵2 = 𝑟𝑏2, 𝐵3 = 𝑟𝑏3, 𝜇∗ =

𝑟𝜇, 𝑄 = 𝑟𝑞, maka 

𝑑𝑍

𝑑𝑇
=
𝐵2𝑋

2𝑍

𝛼2 + 𝑋2
+
𝐵3𝑌

2𝑍

𝛽2 + 𝑌2
− 𝜇∗𝑍 − 𝑄𝑍 

=
𝑟𝑏2(𝐾𝑥)

2𝐾𝑧

𝛼2 + (𝐾𝑥)2
+
𝑟𝑏3(𝐾𝑦)

2𝐾𝑧

𝛽2 + (𝐾𝑦)2
− 𝑟𝜇𝐾𝑧 − 𝑟𝑞𝐾𝑧 

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.3),  diperoleh 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
1

𝐾
(
𝑟𝑏2(𝐾𝑥)

2𝐾𝑧

𝛼2 + (𝐾𝑥)2
+
𝑟𝑏3(𝐾𝑦)

2𝐾𝑧

𝛽2 + (𝐾𝑦)2
− 𝑟𝜇𝐾𝑧 − 𝑟𝑞𝐾𝑧)

1

𝑟
 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
1

𝑟𝐾

(

 
 𝑟𝑏2𝑥

2𝐾𝑧

𝛼2

𝐾2
+ 𝑥2

+
𝑟𝑏3𝑦

2𝐾𝑧

𝛽2

𝐾2
+ 𝑦2

− 𝑟𝜇𝐾𝑧 − 𝑟𝑞𝐾𝑧

)

 
 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝑏2𝑥

2𝑧

𝛼2

𝐾2
+ 𝑥2

+
𝑏3𝑦

2𝑧

𝛽2

𝐾2
+ 𝑦2

− 𝜇𝑧 − 𝑞𝑧 

dimisalkan 𝑚1 =
𝛼

𝐾
 dan 𝑚3 =

𝛽

𝐾
 maka diperoleh 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝑏2𝑥

2𝑧

𝑚2
2 + 𝑥2

+
𝑏3𝑦

2𝑧

𝑚3
2 + 𝑦2

− 𝜇𝑧 − 𝑞𝑧 



30 
 

 
 

Dari penjabaran variabel 𝑥, 𝑦, 𝑧, maka dapat diperoleh persamaan yang terdapat 

pada jurnal Suwanto adalah benar dan pada penelitian ini menggunakan 

persamaan tersebut, yaitu: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥) −

𝑎1𝑥𝑦

𝑚1 + 𝑥 + 𝛾𝑦
−
𝑎2𝑥

2𝑧

𝑚2
2 + 𝑥2

 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑏1𝑥𝑦

𝑚1 + 𝑥 + 𝛾𝑦
−
𝑎3𝑦

2𝑧

𝑚3
2 + 𝑦2

− 𝜇𝑦 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝑏2𝑥
2𝑧

𝑚2
2 + 𝑥2

+
𝑏3𝑦

2𝑧

𝑚3
2 + 𝑦2

− 𝜇𝑧 − 𝑞𝑧 
(3.4) 

 

3.2 Identifikasi Model Predator-Prey Tiga Spesies 

Model predator-prey tiga spesies terdiri dari spesies prey, spesies 

intermediate predator, dan top predator. Identifikasinya adalah sebagai berikut: 

𝑥(𝑡) : banyaknya populasi prey terhadap 𝑡 

𝑦(𝑡) : banyaknya populasi intermediate predator terhadap 𝑡 

𝑧(𝑡) : banyaknya populasi top predator terhadap 𝑡 

𝑎1 : koefisien pemangsa intermediate predator terhadap prey 

𝑎2 : koefisien pemangsa top predator terhadap prey 

𝑎3 : koefisien pemangsa top predator terhadap intermediate predator 

𝛾 : koefisien gangguan intermediate predator 

𝜇 : laju kematian alami intermediate predator dan top predator 

𝑞 : laju emigrasi top predator 

𝑏1 : koefisien pertumbuhan intermediate predator akibat prey 

𝑏2 : koefisien pertumbuhan top predator akibat prey 

𝑏3 : koefisien pertumbuhan top predator akibat intermediate predator 
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𝑚1 : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya 

  kapasitas yang dilakukan oleh spesies intermediate predator kepada 

  spesies prey 

𝑚2 : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya 

  kapasitas yang dilakukan oleh spesies top predator kepada spesies prey 

𝑚3 : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya 

  kapasitas yang dilakukan oleh spesies top predator kepada spesies 

  intermediate predator 

 

3.3 Analisis Model Predator-Prey Tiga Spesies 

a. Populasi Prey 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑥(𝑡)(1 − 𝑥(𝑡)) 

Persamaan di atas menunjukkan bahwa kejadian banyaknya populasi 𝑥(𝑡) 

pada spesies prey yang terjadi dari waktu ke waktu (𝑑𝑡) yaitu pertumbuhan alami 

pada populasi spesies prey (𝑥(𝑡)) berkurang dari populasi pada awalnya (𝑥2(𝑡)) 

dikarenakan adanya 

−
𝑎1𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)

𝑚1 + 𝑥(𝑡) + 𝛾𝑦(𝑡)
 

pengaruh dari laju pertumbuhan pada banyaknya satuan perlakuan memangsa 

sebesar 𝑎1  yang dilakukan oleh spesies intermediate predator (𝑦(𝑡))  terhadap 

spesies prey (𝑥(𝑡))  yang jumlahnya berbanding terbalik dengan jumlah dari 

satuan tingkat kejenuhan sebesar 𝑚1 yang dialami dengan pertambahan populasi 

spesies prey (𝑥(𝑡))  akibat gangguan ( 𝛾 ) yang datang dari populasi spesies 
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intermediate predator (𝑦(𝑡)) sehingga populasi tersebut mengalami penurunan 

akibat faktor tersebut. 

−
𝑎2𝑥

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚2
2 + 𝑥2(𝑡)

 

Kemudian ada pengaruh lain yang datang dari banyaknya perlakuan memangsa 

sebesar 𝑎2 yang dilakukan oleh spesies top predator (𝑧(𝑡)) terhadap spesies prey 

(𝑥(𝑡)). Pengaruh tersebut berbanding terbalik dengan jumlah banyaknya tingkat 

kejenuhan sebesar 𝑚2  yang dialami oleh spesies prey (𝑥(𝑡)). Perlakuan 

memangsanya dua kali lipat dari perlakuan spesies intermediate predator (𝑦(𝑡)). 

b. Populasi Intermediate Predator 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑏1𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)

𝑚1 + 𝑥(𝑡) + 𝛾𝑦(𝑡)
 

Persamaan di atas menunjukkan laju perubahan  pada banyaknya populasi spesies 

intermediate predator (𝑦(𝑡))  yang terjadi dari waktu ke waktu (𝑑𝑡)  dengan 

tingkat pertumbuhan sebesar 𝑏1 yang dialami oleh spesies intermediate predator 

(𝑦(𝑡)) akibat memakan spesies prey (𝑥(𝑡)) berbanding terbalik dengan jumlah 

dari satuan tingkat kejenuhan sebesar 𝑚1  yang dialami dengan pertambahan 

populasi spesies prey (𝑥(𝑡))  akibat gangguan (𝛾 ) yang datang dari populasi 

spesies intermediate predator (𝑦(𝑡)). 

−
𝑎3𝑦

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚3
2 + 𝑦2(𝑡)

 

Namun ada pengaruh juga yang menghambat pertumbuhan dari spesies 

intermediate predator (𝑦(𝑡)) yaitu tingkat memangsa sebesar 𝑎3 yang dilakukan 

oleh spesies top predator (𝑧(𝑡)) terhadap spesies intermediate predator (𝑦2(𝑡)) 

berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat tingkat kejenuhan sebesar 𝑚3
2 
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yang dialami oleh spesies intermediate predator (𝑦2(𝑡)) akibat ulah dari spesies 

top predator. 

−𝜇𝑦(𝑡) 

Faktor lainnya yaitu intermediate predator (𝑦(𝑡))  mengalami kematian secara 

alami pada lingkup ekosistemnya. 

c. Populasi Top Predator 

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑏2𝑥

2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚2
2 + 𝑥2(𝑡)

 

Persamaan di atas menunjukkan laju perubahan  pada banyaknya populasi spesies 

prey (𝑥(𝑡)) yang terjadi dari waktu ke waktu (𝑑𝑡) dengan tingkat pertumbuhan 

sebesar 𝑏2 yang dialami oleh spesies top predator (𝑧(𝑡)) akibat memakan spesies 

prey (𝑥2(𝑡))  lebih banyak berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat 

tingkat kejenuhan sebesar 𝑚2
2 yang dialami oleh spesies prey (𝑥(𝑡)) akibat ulah 

dari spesies top predator. 

𝑏3𝑦
2(𝑡)𝑧(𝑡)

𝑚3
2 + 𝑦2(𝑡)

 

Perlakuan lain yang didapat oleh spesies top predator (𝑧(𝑡))  yaitu tingkat 

pertumbuhan sebesar 𝑏3  yang dialami oleh spesies top predator (𝑧(𝑡))  akibat 

memakan spesies intermediate predator (𝑦2(𝑡))  lebih banyak dua kali lipat 

berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat tingkat kejenuhan sebesar 𝑚3
2 

yang dialami oleh spesies intermediate predator (𝑦2(𝑡)) akibat ulah dari spesies 

top predator. 

−𝜇𝑧(𝑡) − 𝑞𝑧(𝑡) 
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Dari sekian faktor yang dialami dalam pertumbuhan dari spesies top predator 

(𝑧(𝑡)) yaitu beberapa faktor yaitu kematian alami 𝜇 dan kejadian laju emigrasi 𝑞 

yang mengurangi populasi spesies top predator (𝑧(𝑡)). 

 

3.4 Analisis Perilaku dari Model Predator-Prey Tiga Spesies 

Model rantai makanan ini dipengaruhi oleh beberapa faktor internal dan 

eksternal sehingga model ini diperlukan asumsi yang membatasi pemodelan 

tersebut. Asumsi yang digunakan dalam pembahasan ini antara lain: 

1. Model rantai makanan yang digunakan adalah model predator-prey tiga 

spesies yang terdiri dari spesies prey, spesies intermediate predator, dan  

spesies top predator. 

2. Prey adalah mangsa pertama yang dimangsa oleh intermediate predator dan 

top predator, intermediate predator adalah mangsa kedua yang dimangsa 

oleh top predator. Intermediate predator dan top predator mengalami 

kematian alami. Top predator juga mengalami pengaruh akibat emigrasi 

alami. 

3. Tidak ada perulangan siklus rantai makanan. Prey tidak akan memakan top 

predator. 

 

3.5 Besaran Parameter 

Parameter yang digunakan dalam model persamaan predator-prey tiga 

spesies berdasarkan studi literatur yang dilakukan oleh Suwanto (2013) adalah 

sebagai berikut: 
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Tabel 3.1 Besaran Parameter 

No. Parameter Nilai Parameter Nilai 

1. 𝑎1 0,8 𝛾 0,9 

2. 𝑎2 0,6 𝜇 0,1 

3. 𝑎3 0,25 𝑞 0,5 

4. 𝑏1 0,9 𝑚1 0,4 

5. 𝑏2 0,5 𝑚2 0,2 

6. 𝑏3 1,9 𝑚3 0,2 

 

Tabel 3.2 Nilai Awal 

No. Variabel Nilai 

1. 𝑥 0,8 

2. 𝑦 0,2 

3. 𝑧 0,9 

 

3.6 Titik Tetap pada Sistem Persamaan 

Titik tetap dari persamaan (3.4) diperoleh jika 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0, dan 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0. 

Pada saat titik tetap didapat maka laju pertumbuhan dari tiap persamaan akan 

tetap. Dengan kata lain tidak terdapat perubahan pada jumlah populasi lagi. Dari 

persamaan (3.4) dicari nilai titik tetap dengan bantuan program Maple 

sebagaimana lampiran, sehingga diperoleh tiga titik tetap yaitu: 

1. 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑧1 = 0 

2. 𝑥2 = 0,3297008434, 𝑦2 =  2,486229719, 𝑧2 = 0 dan  

3. 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145, 𝑧3 =  0,4485840923. 

Tiga titik tetap ini akan digunakan pada analisis kestabilan. 
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3.7 Linierisasi 

Sistem persamaan diferensial dari model predator-prey tiga spesies 

merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinier sehingga diperlukan 

melinierkan persamaan tersebut yang nantinya akan dianalisis kestabilannya 

tersebut di sekitar titik tetap. Menurut Boyce dan DiPrima (2000), linierisasi 

adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier dengan persamaan 

diferensial linier untuk membantu memahami persamaan diferensial nonlinier. 

Berdasarkan pernyataan tersebut, dari sistem persamaan diferensial pada model 

predator-prey tiga spesies dicari pendekatan di sekitar titik tetapnya dengan 

menggunakan deret Taylor. 

Di bawah ini merupakan penjelasan untuk mengetahui bentuk linierisasi 

pada sistem persamaan diferensial dari model predator-prey tiga spesies. Misal 

persamaan (3.4) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

Selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar titik tetap 𝑥∗, 𝑦∗ 

dan 𝑧∗ dengan menggunakan deret Taylor dan dipotong sampai orde 1 sebagai 

berikut: 

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓1(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +

𝜕𝑓1
𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓1
𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕𝑓1
𝜕𝑧
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑧 − 𝑧∗) 
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𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓2(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +

𝜕𝑓2
𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓2
𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕𝑓2
𝜕𝑧
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑧 − 𝑧∗) 

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓3(𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗) +

𝜕𝑓3
𝜕𝑥
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑥 − 𝑥∗) +

𝜕𝑓3
𝜕𝑦
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑦 − 𝑦∗)

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑧
(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑧∗)(𝑧 − 𝑧∗) 

Dengan melakukan substitusi dengan memasukkan besaran parameter 

beserta titik tetapnya pada keadaan masing-masing titik tetap: 

1. 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑧1 = 0 

Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan 

linier sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑥 − 0,5714285714𝑦 − 0,5769230769𝑧 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0,5428571429𝑦 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −0,1192307692𝑧 

Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari 

persamaan linier tersebut adalah 𝑥 = 1, 𝑦 = 0,  dan 𝑧 = 0.  Nilai titik tetap 

ini sama dengan nilai titik tetap dari persamaan nonliniernya, sehingga 

persamaan linier tersebut merupakan linierisasi di sekitar titik tetap dari 

persamaan nonliniernya. Apabila ditulis dalam bentuk matriks Jacobian, 

persamaan linier menjadi sebagai berikut: 

𝑱𝟏 = [
−1 −0,5714285714 −0,5769230769
0 0,5428571429 0
0 0 −0,1192307692

] 
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2. 𝑥2 = 0,3297008434, 𝑦2 =  2,486229719, 𝑧2 = 0 

Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan 

linier sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −0,2552231594𝑥 − 0,02185897320𝑦 − 0,4386040825𝑧 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0,6702991567𝑥 − 0,07540865515𝑦 − 0,2483926288𝑧 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 1,653287381𝑧 

Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari 

persamaan linier tersebut adalah 𝑥 = 0,3297008434, 𝑦 =  2,486229719 dan 

𝑧 = 0.   Nilai titik tetap ini sama dengan nilai titik tetap dari persamaan 

nonliniernya, sehingga persamaan linier tersebut merupakan linierisasi di 

sekitar titik tetap dari persamaan nonliniernya. Apabila ditulis dalam bentuk 

matriks Jacobian, persamaan linier menjadi sebagai berikut: 

𝑱𝟐 = [
−0,2552231594 −0,02185897320 −0,4386040825
0,67029915670 −0,07540865515 −0,2483926288

0 0 1,653287381
] 

 

3. 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145, 𝑧3 =  0,4485840923. 

Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan 

linier sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −0,0812481224𝑥 − 0,2415094562𝑦 − 0,3594964641𝑧 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0,07142631154𝑥 − 0,1727706857𝑦 − 0,03952889648𝑧 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0,4405963374𝑥 + 2,617963062𝑦 
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Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari 

persamaan linier tersebut adalah 𝑥 = 0,2445212315, 𝑦 =  0,08667445145 

dan 𝑧 = 0,4485840923.  Nilai titik tetap ini sama dengan nilai titik tetap dari 

persamaan nonliniernya, sehingga persamaan linier tersebut merupakan 

linierisasi di sekitar titik tetap dari persamaan nonliniernya. Apabila ditulis 

dalam bentuk matriks Jacobian, persamaan linier menjadi sebagai berikut: 

𝑱𝟑 = [
−0,0812481224 −0,2415094562 −0,3594964641
0,07142631154 −0,1727706857 −0,03952889648
0,4405963374 2,617963062 0

] 

 

3.8 Nilai Eigen 

Nilai Eigen diperoleh dengan cara menyelesaikan det(𝜆𝑰 − 𝑱) = 0, maka 

perhitungan nilai Eigen untuk masing-masing tiga titik tetap sebagai berikut: 

1. 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑧1 = 0 

det(𝜆𝑰 − 𝑱𝟏) = 0 

det ([
𝜆 + 1 −0,5714285714 −0,5769230769
0 𝜆 − 0,5428571429 0
0 0 𝜆 + 0,1192307692

]) = 0 

Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas 

berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program 

Maple sehingga diperoleh nilai Eigen 

𝜆1 = −1,  𝜆2 = 0,5428571429,  𝜆3 = 0,5428571429. 

2. 𝑥2 = 0,3297008434, 𝑦2 =  2,486229719, 𝑧2 = 0 

det(𝜆𝑰 − 𝑱𝟐) = 0 

det ([
𝜆 + 1 −0,5714285714 −0,5769230769
0 𝜆 − 0,5428571429 0
0 0 𝜆 + 0,1192307692

]) = 0 
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Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas 

berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program 

Maple sehingga diperoleh nilai Eigen  

𝜆1 = −0,1653159073 + 0,08104774715𝑖,  𝜆2 =

−0,1653159073 − 0,08104774715𝑖, 

𝜆3 = 1,653287381 

3. 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145, 𝑧3 =  0,4485840923. 

det(𝜆𝑰 − 𝑱𝟑) = 0 

det ([
𝜆 + 1 −0,5714285714 −0,5769230769
0 𝜆 − 0,5428571429 0
0 0 𝜆 + 0,1192307692

]) = 0 

Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas 

berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program 

Maple sehingga diperoleh nilai Eigen 

𝜆1 = 0,03094513171 + 0,5583543089𝑖 

𝜆2 = 0,03094513171 − 0,5583543089𝑖 

𝜆3 = −0,3159090715. 

 

3.9 Kestabilan Titik Tetap 

Menurut Finizio dan Ladas (1988), penentuan kestabilan titik tetap dapat 

diperoleh dengan melihat nilai-nilai eigennya, yaitu 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛  yang 

diperoleh dari persamaan karakteristik dari suatu matrik 𝑨, yaitu (𝑨 − 𝜆𝑰) = 0. 

Secara umum kestabilan titik tetap mempunyai tiga perilaku sebagai berikut: 

1. Stabil 

Suatu nilai titik tetap dikatakan stabil jika: 
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a. Setiap nilai eigen real adalah negatif (𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛), 

b. Setiap komponen nilai eigen kompleks, bagian realnya lebih kecil atau 

sama dengan nol, 𝑅𝑒(𝜆𝑖 ≤ 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). 

2. Tidak stabil 

Suatu nilai titik tetap dikatakan stabil jika: 

a. Setiap nilai eigen real adalah positif (𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛), 

b. Setiap komponen nilai eigen kompleks, bagian realnya lebih besar atau 

sama dengan nol, 𝑅𝑒(𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). 

3. Pelana (saddle) 

Suatu nilai titik tetap dari suatu sistem autonomous adalah pelana jika 

perkalian dua nilai Eigen real adalah negatif (𝜆𝑖𝜆𝑗 < 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 𝑗 =

1, 2, … , 𝑛) 

Berdasarkan teori kestabilan di atas maka 

1. Untuk titik tetap 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑧1 = 0 , sistem pada model predator-prey 

tiga spesies ini dinyatakan tidak stabil karena terdapat nilai Eigen yang positif 

(𝑅𝑒(𝜆𝑖 > 0), untuk setiap 𝑖). 

2. Untuk titik tetap 𝑥2 = 0,3297008434, 𝑦2 =  2,486229719, 𝑧2 = 0, sistem 

pada model predator-prey tiga spesies ini dinyatakan tidak stabil karena 

terdapat nilai Eigen yang positif (𝑅𝑒(𝜆𝑖 > 0), untuk setiap 𝑖). 

3. Untuk titik tetap 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145, 𝑧3 =

 0,4485840923, sistem pada model predator-prey tiga spesies ini dinyatakan 

tidak stabil karena terdapat nilai Eigen kompleks positif (𝑅𝑒(𝜆𝑖 > 0),  untuk 

setiap 𝑖). 
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3.10 Simulasi Predator-Prey Tiga Spesies 

Simulasi pada gambar 3.1 diperoleh dari model sistem persamaan 

diferensial predator-prey tiga spesies dengan titik tetap 𝑥3 = 0,2445212315,

𝑦3 = 0,08667445145, dan 𝑧3 =  0,4485840923 dari persamaan tersebut dengan 

𝑡 → ∞  dapat dikatakan bahwa sistem persamaan diferensial nonlinier tersebut 

tidak stabil karena menjauh dari titik tetap.  

 

Gambar 3.1 Grafik simulasi prey, intermediate predator, top predator 

dengan 𝑥(0) = 0.8, 𝑦(0) = 0.2, dan 𝑧(0) = 0.9. 

Simulasi prey dapat dilihat sebagai berikut: 

 

Gambar 3.2 Grafik simulasi prey dengan 𝑥(0) = 0.8. 
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Gambar di atas menunjukkan bahwa populasi prey menghalangi 

fluktuatif sampai pada waktu ke-𝑛, dimana dalam iterasi di atas sampai waktu ke 

500 hari dengan populasi 0,2445212315. Hal ini menunjukkan bahwa perubahan 

populasi prey  menjauh dari titik tetap pada 𝑥3 = 0,2445212315.  Perubahan 

populasi prey terhadap waktu juga disebabkan menurunnya jumlah populasi 

predator, baik intermediate predator maupun top predator seperti pada gambar 

berikut: 

 

Gambar 3.3 Grafik simulasi intermediate 

predator dengan 𝑦(0) = 0.2. 

 

Gambar 3.4 Grafik simulasi top predator dengan 

𝑧(0) = 0.9.  
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Perubahan populasi menunjukkan bahwa populasi intermediate predator menjauh 

dari titik tetap pada 𝑦3 = 0,08667445145 . Untuk Gambar 3.4 menunjukkan 

bahwasanya jumlah populasi dari top predator mengalami penurunan secara 
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populasi top predator. Perubahan populasi menunjukkan bahwa populasi top-

predator menjauh dari titik tetap pada 𝑧3 =  0,4485840923. 

 

3.9 Kajian Agama tentang Keseimbangan Makhluk Hidup 

Sesuai dengan pembahasan di atas, terdapatnya titik tetap yang eksis 

yang tidak stabil dan tidak terdapat data yang stabil dikarenakan stabil dalam 

penelitian ini harus menggunakan syarat. Akan tetapi, adanya besaran parameter 

yang sudah diketahui sebelumnya maka tanpa syarat pun, titik tetap eksis dan 

stabil bersyarat ternyata tidak stabil. Ketidakstabilan ini terpengaruh akibat 

adanya kematian pada populasi intermediate predator dan top predator dan 

perpindahan tempat atau migrasi yang dilakukan oleh populasi top predator. 

Maka dari itu sebagai manusia yang hidup dengan jiwa kepimpinan (khalifah) di 

bumi, wajib menjaga kelestarian dan keseimbangan makhluk hidup agar 

kehidupan makhluk hidup menjadi stabil. Seperti yang dijelaskan pada ayat 

sebelumnya yaitu Al-Mulk ayat 3 (Shihab, 2005).  

Perbuatan merusak alam yang dilakukan oleh manusia tersebut sangatlah 

bertentangan dengan tujuan penciptaan manusia, yakni sebagai khalifah fil ardhi. 

Sebagai khalifah atau wakil tuhan di bumi, manusia dituntut untuk memelihara, 

menjaga dan memakmurkan bumi ini agar tujuan dari penciptaan bisa tercapai. 

Al-Qur'an sendiri memuat banyak ayat dalam berbagai surat yang menjelaskan 

tentang masalah lingkungan (ekologi). Sebagaimana yang dijelaskan pada surat 

Al-Huud ayat 7, yaitu: 
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وَكُمْ وَهُوَ الَّذِي خَلقََ السَّمَاوَاتِ وَالْْرَْضَ فِي سِتَّةِ أيََّامٍ وَكَانَ عَرْشُهُ عَلىَ الْمَاءِ لِيبَْلُ 

فَرُوا إِنْ الْمَوْتِ ليََقوُلَنَّ الَّذِينَ كَ  أيَُّكُمْ أحَْسَنُ عَمَلًً ۗ وَلئَِنْ قلُْتَ إنَِّكُمْ مَبْعوُثوُنَ مِنْ بَعْدِ 

ذاَ إلََِّّ سِحْرٌ مُبِينٌ  (٧) هَٰ  

“Dan Dialah yang menciptakan langit dan bumi dalam enam masa, dan adalah 

singgasana-Nya (sebelum itu) di atas air, agar Dia menguji siapakah di antara kamu 

yang lebih baik amalnya, dan jika kamu berkata (kepada penduduk Mekah): 

"Sesungguhnya kamu akan dibangkitkan sesudah mati", niscaya orang-orang yang kafir 

itu akan berkata: "Ini tidak lain hanyalah sihir yang nyata".” (Q.S Al-Huud:7). 

Menurut Quraish Shihab menyatakan dalam ayat di atas menafsirkan, dan 

Allah Swt telah menciptakan langit dan bumi beserta isinya selama enam hari. 

Sebelumnya, yang ada hanyalah dunia air yang di atasnya terletak singgasana 

('arsy) Allah Swt. Alam raya ini diciptakan sedemikain rupa untuk menguji 

kalian, wahai umat manusia, agar tampak siapa yang taat kepada Allah Swt dan 

melakukan amal saleh dan siapa yang menentang-Nya. Akan tetapi, meskipun 

dengan adanya kekuasaan penciptaan seperti ini, bila kamu, Muhammad, 

menegaskan bahwa mereka akan dibangkitkan dari kubur, diciptakan untuk 

kemudian dimatikan dan lalu dibangkitkan kembali, mereka serta merta 

membantahmu. Bahkan mereka menganggap apa yang kamu sampaikan ini 

sebagai suatu ilusi yang tidak ada hakikatnya, sebagaimana sihir yang dapat 

mempermainkan dan menipu akal (Shihab, 2005). 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Kesimpulan dari pembahasan di atas diperoleh bahwa: 

1. Normalisasi yang terdapat pada jurnal Suwanto (2013) adalah benar. 

2. Hasil analisis dinamik dari sistem persamaan diferensial predator-prey tiga 

spesies didapatkan tiga titik tetap yaitu titik tetap 

a. 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 0, dan 𝑧1 = 0 (tidak stabil), 

b. 𝑥2 = 0,3297008434, 𝑦2 =  2,486229719, dan 𝑧2 = 0 (tidak stabil), 

c. 𝑥3 = 0,2445212315, 𝑦3 = 0,08667445145,  dan 𝑧3 =  0,4485840923 

(tidak stabil). 

Keberadaan populasi pada model predator-prey tiga spesies ini 

dipengaruhi adanya faktor perilaku antar populasi prey, populasi intermediate-

predator, populasi top predator, dan adanya faktor kematian pada populasi 

intermediate predator dan top predator serta adanya faktor migrasi akibat 

kurangnya sumber daya makanan bagi populasi top predator. Dalam analisis 

kestabilan dan simulasi bahwa model predator-prey tiga spesies ini tidak stabil 

dengan adanya nilai Eigen yang positif dan gambar simulasi yang menunjukkan 

bahwa gambar model tersebut menjauh dari nilai titik tetap. 

 

4.2 Saran 

Peneliti berharap bahwa penelitian selanjutnya dapat dilakukan dengan 

adanya penerapan metode saat mencari titik tetap secara analitik atau numerik dan 

kontrol pada spesies prey maupun predator dengan menggunakan metode lain. 
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Lampiran 1: Nilai Titik Tetap, Matrik Jacobian, san Nilai Eigen dengan Maple 

> restart;> 

a1:=0.8;a2:=0.6;a3:=0.25;b1:=0.9;b2:=0.5;b3:=1.9;m1:=0.

4;m2:=0.2;m3:=0.2;mu:=0.1; q:=0.5;gama:=0.9; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

> dx:=x*(1-x)-a1*x*y/(gama*y+m1+x)-a2*x^2*z/(m2^2+x^2); 

 

> dy:=b1*x*y/(gama*y+m1+x)-a3*y^2*z/(m3^2+y^2)-mu*y; 

 

> dz:=b2*x^2*z/(m2^2+x^2)+b3*y^2*z/(m3^2+y^2)-mu*z-q*z; 

 

> fixedpoint:=solve({dx,dy,dz},{x,y,z}); 



 
 

 
 

 

> 

#fixedpoint1:=fixedpoint[3];fixedpoint2:=fixedpoint[17]

;fixedpoint3:=fixedpoint[4];#fixedpoint4:=fixedpoint[5]

; 

> #konstanta1 
> #fixedpoint1:={x = 1., y = 0., z = 

0.};fixedpoint2:={x = .4477187570, y = 1.545416698, z = 

0.};fixedpoint3:={x = .4834515480, y = 0.6331373042e-1, 

z = .4366166941}; 
> #konstanta3 
> fixedpoint1:={x = 1., y = 0., z = 0.};fixedpoint2:={x 

= .3297008434, y = 2.486229719, z = 0.};fixedpoint3:={x 

= .2445212315, y = 0.8667445145e-1, z = .4485840923}; 

 

 

 

> with(linalg): 



 
 

 
 

> jac:=jacobian([dx,dy,dz],[x,y,z]): 

 

> jac1:=subs(fixedpoint1,evalm(jac)); 

 

> jac2:=subs(fixedpoint2,evalm(jac)); 

 

> jac3:=subs(fixedpoint3,evalm(jac)); 

 

> neigen1:=eigenvals(jac1); 

 

> neigen2:=eigenvals(jac2); 
 

> neigen3:=eigenvals(jac3); 
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