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ABSTRAK

Adiningsih, Nur Evita. 2018. Analisis Dinamik Sistem Persamaan Diferensial
Predator-Prey Tiga Spesies. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (I1) Dr. Abdussakir,
M.Pd.

Kata kunci: Predator-Prey Tiga Spesies, Rantai Makanan, Ekosistem,
Kestabilan, Analisis dinamik, Model populasi.

Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam suatu ekosistem
adalah model predator-prey tiga spesies. Predator-prey tiga spesies ini tersusun
dari satu spesies prey, satu spesies intermediate predator, dan satu spesies top
predator. Prey merupakan spesies yang dimangsa oleh intermediate predator dan
top predator. Intermediate predator merupakan spesies yang memangsa prey
tetapi juga dimangsa oleh top predator. Sedangkan top predator adalah spesies
yang memangsa prey dan intermediate predator. Model dari predator-prey tiga
spesies ini berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinier.

Berdasarkan permasalahan di atas maka penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui bagaimana analisis dinamik dari model predator-prey tiga spesies
tersebut. Sehingga diharapkan dapat mengetahui bagaimana arah kepunahan suatu
spesies predator maupun prey. Hasil analisis dinamik dari sistem persamaan
diferensial predator-prey tiga spesies didapatkan tiga titik tetap yaitu titik tetap (a)
x; =19, =0, dan z, =0 (tidak stabil), (b) x, = 0,3297008434, y, =
2,486229719, dan z, =0 (tidak stabil), (c) x; = 0,2445212315, y; =
0,08667445145, dan z; = 0,4485840923 (tidak stabil).

Xiv



ABSTRACT

Adiningsih, Nur Evita. 2018. Dynamic Analysis of Differential Equations
System Predator-Prey Three Species. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Islamic State
University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (1) Dr. Usman
Pagalay, M.Si. (I1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Keyword: Predator-Prey Three Species, Food Chain, Ecosystem, Stability,
Dynamic Analysis, Population Model.

One model of interaction between living things in an ecosystem is a
predator-prey of three species model. The predator-prey of three species is
composed of one species of prey, one species of intermediate predator, and one
species of predator. Preys are species that is preyed by intermediate predators and
top predators. Intermediate predators are species that prey on preys but are also
preyed by top predators. While top predators are species that prey on preys and
intermediate predators. The model of the predator-prey of these three species is a
system of nonlinier differential equations.

Based on the problem then this research is aimed to know how dynamic
analysis from predator-prey of three species model. So it is expected to know how
the extinction of the predator or the prey. The results of this study indicate that (a)
x;=1y;, =0, and z; =0 (unstable), (b) x, =0,3297008434, y, =
2,486229719, and 2z, =0 (unstable), (c) x; = 0,2445212315, y; =
0,08667445145, and z; = 0,4485840923 (unstable).
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Fenomena yang terjadi di antara makhluk hidup sering membentuk
masalah-masalah yang pembahasannya berupa model matematika. Salah satu
masalah yang sering dihadapi adalah tentang ekosistem makhluk hidup.
Ekosistem tersusun dari organisme biotik dan organisme abiotik. Konsep
ekosistem diintegrasikan dengan konsep tropik dan rangkaian perubahan
lingkungan. Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam suatu
ekosistem adalah model predator-prey tiga spesies. Predator-prey tiga spesies ini
tersusun dari satu spesies prey, satu spesies intermediate predator, dan satu
spesies top predator. Misal prey sebagai produsen yaitu tumbuhan, intermediate
predator sebagai konsumen | yaitu kelinci dan top predator sebagai konsumen II
yaitu buaya. Hubungan di antara ketiga spesies yang terjadi adalah sebuah rantai
makanan pada suatu ekosistem.

Seiring perkembangan zaman, populasi pada ekosistem mengalami
penurunan dan peningkatan secara tidak stabil. Adapun faktor yang memicu
pertumbuhan populasi seperti migrasi, kelahiran, kematian, dan lain sebagainya.
Beberapa faktor tersebut terjadi dari waktu ke waktu sehingga waktu adalah salah
satu yang mempengaruhi faktor laju pertumbuhan populasi tersebut.

Peneliti menganalisis sistem persamaan diferensial pada model predator-
prey tiga spesies menggunakan penjabaran secara sistematis mengenai persamaan

diferensial model tersebut dan menganalisis sistem persamaan diferensial model
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tersebut sesuai perilaku pada spesies prey terhadap spesies intermediate predator
dan spesies top predator. Model tersebut memiliki tiga persamaan yaitu laju
pertumbuhan pada populasi prey, laju pertumbuhan pada populasi intermediate
predator, dan laju pertumbuhan pada populasi top predator. Peneliti menganalisis
model tiap persamaan dan mengetahui model perilaku dari model persamaan
predator-prey tiga spesies. Peneliti menganalisis untuk kestabilan pada model
persamaan tersebut dengan menentukan nilai Eigen, vektor Eigen, linierisasi, dan
titik kestabilan. Dari semua itu menghasilkan gambaran dengan simulasi
menggunakan Matlab atau Maple.

Peneliti menggunakan persamaan yang ada pada jurnal Suwanto (2013)
bahwa di dalam jurnal tersebut membahas model predator-prey tiga spesies
termasuk model sistem dinamis yang dapat dianalisis secara numerik dengan
menggunakan metode Runge Kutta Orde 4.

Berdasarkan rujukan di atas, peneliti meneruskan penelitian dengan
menggunakan model predator-prey milik Suwanto (2013), yaitu predator-prey
tiga spesies dengan cara menentukan model dan perilaku dari masing-masing
persamaan, menentukan analisis dinamis dari persamaan predator-prey tiga
spesies. Model ini sangat memiliki peran penting dalam bidang ekologi. Predator-
prey adalah contoh sederhana dari ekosistem di kehidupan sehari-hari. Kehidupan
yang saling bergantung pada satu sama lain, prey yang bergantung pada ekosistem
sekitar, intermediate predator yang bergantung pada prey, dan top predator yang
bergantung pada intermediate predator dan prey. Sesuai dengan firman Allah Swt

surat Al-Hijr ayat 20

(v+) &gty 8 4 g Giutas (g 180 lass
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“Dan Kami telah menjadikan untukmu di bumi keperluan-keperluan hidup, dan
(Kami menciptakan pula) makhluk-makhluk yang kamu sekali-kali bukan pemberi rezeki
kepadanya” (OS. Al-Hijr: 20).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa ekosistem di bumi memiliki manfaat
masing-masing dan saling bergantung bagi makhluk hidup lainnya. Peneliti
berpendapat bahwa mempelajari tentang predator-prey akan mengetahui
pentingnya menjaga keharmonisan ekosistem termasuk rantai makanan pada
ekosistem agar terjaga dan selalu berkaitan erat.

Oleh karena itu, dalam penelitian ini peneliti mengambil judul “Analisis
Dinamik Sistem Persamaan Diferensial Model Predator-Prey Tiga Spesies” yang
akan menganalisis model sistem persamaan predator-prey tiga spesies pada jurnal
Suwanto dan menganalisis dinamik persamaan predator-prey tiga spesies beserta

simulasinya.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarakan latar belakang tersebut, maka permasalahan dalam penelitian
ini adalah:
1. Bagaimana analisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies
pada jurnal Suwanto (2013)?
2. Bagaimana analisis dinamik sistem persamaan diferensial predator-prey tiga

spesies dan simulasinya?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarakan permasalahan tersebut, maka tujuan penelitian ini adalah:
1. Untuk menganalisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies

pada jurnal Suwanto (2013).
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2. Untuk menganalisis dinamik sistem persamaan diferensial predator-prey tiga

spesies dan simulasinya.

1.4 Batasan Masalah

Sistem persamaan yang digunakan dalam penelitian ini memiliki tiga
persamaan diferensial. Penulis membuat batasan masalah penelitian dalam
pembahasan, yaitu:
1. Sistem persamaan pada spesies predator-prey yang diambil dari jurnal

Suwanto (2013) dengan tiga persamaan

dx(t) X(0) AXOYE)  AXEOZ0)
ar "”X(t)<1_ K >_p+X(t)+yY(t)_ R0

dY(®) _ B X@®Y(®)  AYWIQ)
dT — p+X@®O+yY(®) g2 +7v20)

uY (o)

dZ(t) _BX*(0Z(t)  BsY’'WZ(®) ... (1.1)
dT a2+ X%(t) & B+ Y2(t) y ARy

X(0) >0, Y(0) >0, dan Z(0) >0
Sistem persamaan (1.1) disederhanakan dengan menggunakan

penskalaan parameter sesuai pada jurnal Suwanto (2013) dan variabelnya
yaitu T = f X=Kx,Y=Ky, Z=Kz A =ra,, Ay =ray, A3 =ras, B; =
by, B, =1b,, B3 = rbs, u* = rudanQ = r. Penskalaan tersebut memperoleh

hasil sistem persamaan diferensial biasa nonlinier model predator-prey yang

lebih sederhana, yaitu

dx(t) a x(£)y(t) axx*(t)z(t)
——=x()(1 —x(t)) — M+ 200 +7y(0) mE + 22(6)

dt



dy® _  bix(®y®  azy*®Oz(t) @
&t~ mrx @ m+yie
dz(t) _ byx*()z(t) | bsy*(D)z(t) B
dt — mZ+x2(t) m2+y2(t) Hz(®) — qz(6) (1.2)

(Suwanto, 2013)

2. Penelitian yang dilakukan terdapat nilai besaran paramater a; = 0,8, a; =
0,6, a3 =0,25,b;, =09, b,=0,5,b3=19,y=09,u=01, ¢q=0,5,
m; = 0,4, m, = 0,2, my = 0,2, sesuai dengan jurnal penelitian Suwanto

(2013).

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan mampu sebagai rujukan bagi penelitian
berikutnya, terutama dalam sistem persamaan diferensial predator-prey tiga
spesies dalam mencari titik kesetimbangan antara populasi prey, populasi

intermediate predator dengan populasi top predator dengan kondisi yang berbeda.

1.6 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah jenis penelitian kepustakaan
(library research) atau studi literatur. Hal ini dilakukan dengan cara membaca,
memahami, menelaah kemudian mengidentifikasi pengetahuan yang diperoleh
dari literatur tersebut. Literatur utama yang digunakan adalah jurnal Niarti
Suwanto (2013) dan beberapa literatur pendukung yang lain.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam membahas penelitian ini:
1. Analisis sistem persamaan diferensial predator-prey tiga spesies.

a. Menormalisasi persamaan predator-prey tiga spesies.



b. Mengidentifikasi tiap variabel pada persamaan predator-prey tiga spesies.
c. Menganalisis model tiap persamaan.
d. Menganalisis perilaku persamaan predator-prey tiga spesies.
2. Analisis dinamik dan simulasi.
a. Menentukan titik tetap.
b. Melinierisasi sistem persamaan.
c. Menentukan nilai Eigen dan vektor Eigen.
d. Menentukan kestabilan.
e. Mensimulasi dengan bantuan Matlab.

f.  Membuat kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan sistematika penulisan
yang terdiri dari empat bab, dengan masing-masing bab dibagi dalam subbab
dengan sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab |  Pendahuluan
Berisi latar belakang masalah penelitian, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka
Berisi teori-teori yang berhubungan dengan permasalahan yang akan
dibahas dalam penelitian.
Bab 11l Pembahasan

Berisi pembahasan mengenai analisa sistem persamaan diferensial pada
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predator-prey tiga spesies dengan perlambatan dan kondisi titik
kesetimbangan pada sistem persamaan predator-prey tiga spesies
dengan perlambatan.

Bab IV Penutup

Berisi kesimpulan dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Predator-Prey Tiga Spesies

Ekosistem terdapat model linier dari predator-prey tiga spesies dimana x

sebagai populasi prey dengan tingkatan terendah, y sebagai populasi intermediate

predator atau konsumen | dengan tingkatan tengah, dan z sebagai populasi top

predator atau konsumen Il dengan tingkat tertinggi pada lingkup ekosistem

predator-prey tiga spesies. Contoh ekosistem pada model predator-prey tiga

spesies seperti tikus-ular-burung hantu, tumbuhan-kelinci-harimau, dan cacing-

burung kecil-elang (Chauvet, 2002). Model dari contoh predator-prey tiga spesies

adalah:

dx

[e— —_ 2.1
ar = bxy (2.1)
d

4= —cy +dxy —eyz (2.2)
dt

dz

= 2.3
I fz+gyz (2.3)

untuk a,b,c,d,e, f g > 0, dimana a, b,c dan d adalah persamaan dari Lotka-

Voltera,

1) a menunjukkan tingkat pertumbuhan alami prey saat predator tidak ada,

2)
3)

4)

5)

b menunjukkan efek pemangsa pada prey,

¢ menunjukkan tingkat kematian alami dari predator saat prey tidak ada,

d menunjukkan tingkat perkembangbiakkan dan efisiensi predator dalam

keberadaan prey,

e menunjukkan perlakuan yang terjadi akibat spesies z memakan spesies y,
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6) f menunjukkan tingkat kematian alami predator z saat prey tidak ada atau
tidak terhitung, dan
7) g menunjukkan tingkat perkembangbiakkan dan efisiensi predator z
dalam keberadaan prey.

Persamaan (2.1) merupakan persamaan diferensial untuk menyatakan
kejadian dari spesies prey. Persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial
untuk menyatakan kejadian dari spesies intermediate predator. Persamaan (2.3)
merupakan persamaan diferensial untuk menyatakan kejadian dari spesies top

predator (Chauvet, 2002).

2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial dapat mengekspresikan fenomena yang
terjadi pada dunia nyata secara matematis dengan mengambil resiko perubahan
dalam satu besaran terhadap perubahan besar lainnya. Fungsi f(x) = y termasuk
sistem persamaan diferensial. Adanya variabel x menentukan nilai variabel y
sehingga pada variabel y bergantung pada nilai x. Relasi tersebut dapat
didefinisikan sebagai berikut:

dy I Ay
e e 00

_ i f(Ax) — f(x)
= A0 Ax (2.4)

jika limitnya ada (Kartono, 2012).
Persamaan diferensial terdapat variabel bebas dan variabel terikat.
Banyaknya variabel bebas yang terlibat, maka ada dua bentuk persamaan

diferensial yaitu persamaan diferensial biasa jika hanya ada satu variabel bebas
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yang terlibat dan persamaan diferensial parsial jika ada lebih dari satu variabel
bebas yang terlibat (Kartono, 2012).

Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa adalah:

F(x,v,v,9,¥,..,y™") = 0. (2.5)
Pada persamaan tersebut mengatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel
bebas x dan variabel terikat y beserta derivatif-derivatifnya dalam bentuk
himpunan persamaan yang secara identik sama dengan nol yang menyatakan
model matematika dari fenomena perubahan yang terjadi (Kartono, 2012).

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah
fungsi yang tidak diketahui. Sistem persamaan diferensial biasa muncul secara
alamiah dalam masalah yang melibatkan beberapa variabel bebas (misalnya x;,
Xy, ..., Xn) Yang masing-masing darinya merupakan sebuah fungsi dari satu
variabel bebas (misalnya t) (Kartono, 2012).

Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai
bentuk sebagai berikut:

dx1
E = fl(xl, X2, ey X,y t)

E fz(xl, X2 seny Xn,t)

dx,
W = fn(xll x2’ ey xn; t) (26)

dengan x4, x5, ..., X, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga
X1 = x1(t), x3 = x2(¢), ..., X, = x,(t), dengan % merupakan derivatif fungsi x,,

terhadap t (Kartono, 2012).
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Waluya (2006) memberikan contoh pada sistem persamaan diferensial
tersebut. Contoh sederhana yang digunakan yaitu sistem dua massa pegas dengan
masing-masing massa m, dan m, diberikan gaya berturut-turut F(t) dan F,(t).

Pada masa berlaku hukum Newton

zFlzml% dan ZFzzmz%' (2.7)
dengan Y F; dan ¥, F, adalah jumlah gaya pada m; dan m, berturut-turut. Pada
persamaan xq(t) dan x,(t) adalah pasangan karena dikaitkan dengan sebuah
pegas yang mempunyai konstanta pegas k,. Oleh karena itu sistem yang terbentuk

dinyatakan sebagai:

d*x

mq ?21 = —klxl + kz(Xz e Xl) + Fl = _(kl + kz)xl + kzXz + F1 (28)
d*x

m; ?22 = —k3X3 + kz(Xz — xl) + Fz = —(kz + k3)X2 + kng ar F2 (29)

Kartono (2012) membahas metode penyelesaian pada sistem persamaan
diferensial. Contoh sederhana tersebut menggunakan dua persamaan diferensial

linier orde pertama

dx
%= F(t,x,y)
(2.10)
Y _ e
dt — ( ,X,y)

dengan persamaan linier pada masing-masing fungsi menyatakan dalam bentuk:
f1W)x + g, W)y = s1(8) (2.11)
fo,(W)x + g,(W)y = s2(t) (2.12)

dengan operator W = %.
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2.3 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Nonlinier

Waluya (2006) menjelaskan bahwa persamaan diferensial biasa yang
berbentuk F(x,y,y,¥,..,¥") = 0 dikatakan linier jika F adalah linier dalam
variabel-variabel x,y, v, ¥, ..., y™. Secara umum persamaan diferensial biasa linier
dapat diberikan sebagai berikut:

(Y™ + a1 (OY" ™+ -+ a ()Y + ag(D)y = f(D). (2.13)

Menurut Baiduri (2002), persamaan (2.13) merupakan persamaan
diferensial orde-n dikatakan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut:

a. Variabel-variabel terikat dan turunannya paling tinggi pangkat satu.

b. Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan
variabel terikat lainnya, atau turunan yang satu dengan turunan yang lainnya,
atau variabel terikat dengan sebuah turunan.

c. Variabel terikat y bukan merupakan fungsi transenden.

Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien a,,(t), a,,_1(t), ..., ay(t) dan fungsi

f(t) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang /. Jika fungsi

f(t) = 0 maka persamaan (2.13) disebut persamaan homogen. Jika fungsi f(t) #

0 maka persamaan (2.13) disebut persamaan nonhomogen atau tak homogen. Bila

semua koefisien a,(t), a,_1(t), ..., ap(t) adalah suatu konstanta, maka persamaan

(2.13) disebut persamaan linier koefisien konstanta, jika semua variabelnya

berupa fungsi maka disebut persamaan linier koefisien variabel (Finizio dan

Ladas, 1988).

Menurut Finizio dan Ladas (1988), sistem persamaan diferensial linier
adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan diferensial dengan n buah

fungsi yang tidak diketahui, dengan n merupakan bilangan bulat positif yang lebih
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besar sama dengan 2. Bentuk umum dari suatu sistem persamaan diferensial linier
orde satu dengan n fungsi yang tidak diketahui adalah:

X = a1 (O)x; + ag(O)xy + -+ ag (Ox, + f1(8)
Xy = A1 (0)x1 + Az ()xy + o+ + A (O)xy, + f2(6) (2.14)

o = Gy (071 + g (X5 +  + G (O + ()

Bentuk persamaan (2.14) dapat ditulis secara singkat menjadi:

n

A B LT
,Zy ’ (2.15)

i=12,..,n
Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linier apabila sistem tersebut
terdiri dari lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait. Sedangkan
koefisiennya bisa berupa konstanta fungsi. Sedangkan sistem persamaan
diferensial dikatakan nonlinier apabila sistem tersebut terdiri dari lebih dari satu

persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce dan Diprima, 1999).

2.4 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Autonomous

Misal diberikan sistem persamaan diferensial

d
d—f = P(x,y)
(2.16)
cly.
T Q(x,y)

Dengan P dan Q@ merupakan fungsi kontinu dari x dan y serta derivatif
parsial pertamanya juga kontinu. Persamaan (2.18) dengan P dan Q tidak
bergantung secara eksplisit terhadap t disebut autonomous. Sebaliknya jika P dan
Q bergantung secara eksplisit terhadap t maka disebut sistem nonautonomous

(Hariyanto, dkk,1992).
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Jika suatu sistem autonomous memiliki bentuk:

x'=F(x,y)
(2.17)

y' =G(xy)
maka titik Kkritis sistem persamaan (2.19) adalah p* = x*, y* sedemikian sehingga
f&hy) =0 gx'hy) =0 (2.18)
Suatu titik kesetimbangan p* pada ruang fase dari suatu persamaan
diferensial biasa autonomous adalah sebuah titik dimana semua derivatif dari
variabel adalah nol. Titik kesetimbangan juga disebut sebagai titik stasioner
(tetap) atau suatu posisi yang mantap (steady state). Maka p* = (x*, y*) adalah

titik kesetimbangan, x = x*, y = y* (untuk sebarang t) adalah suatu solusi

konstan (Robinson, 2004).

2.5 Titik Kesetimbangan Sistem Autonoumous

Sistem autonomous adalah suatu sistem persaman diferensial yang

berbentuk:
dx — Fluy)
dt floy
dy
-9y (2.19)

dimana fungsi-fungsi f dan g bebas dari waktu. Bila sistem autonomous di atas

linier degan koefisien yaitu jika % = ax + by, % = cx + dy dengan a, b, c dan
d merupakan konstanta. Jika dimisalkan bahwa ad — bc # 0, maka titik (0,0)
adalah satu-satunya titik Kkritis dari persamaan di atas dan persamaan

karakteristiknya berbentuk:

22— (@+d)A+ (ad—bc) =0 (2.20)
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dengan A, dan A, adalah akar-akar dari persamaan (2.20).

Penentuan kestabilan titik kesetimbangan didapat dengan melihat nilai-
nilai Eigennya, yaitu 4;, i = 1,2, ...,n yang diperoleh dari persamaan karakteristik
dari A, yaitu (A — A)x = 0.

Secara umum kestabilan titik kesetimbangan mempunyai tiga perilaku
sebagai berikut:

Teorema |

1. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas stabil jika dan hanya jika kedua akar dari
persamaan (2.20) adalah riil negatif atau mempunyai bagian riil tak positif.

2. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas stabil asimtotik jika dan hanya jika kedua
akar dari persamaan (2.20) adalah riil negatif atau mempunyai bagian riil
negatif.

3. Titik kritis (0, 0) dari sistem di atas tak stabil jika salah satu (atau kedua akar)
dari persamaan (2.20) adalah riil dan positif atau paling sedikit satu akar

mempunyai bagian riil positif (Finizio dan Ladas, 1988).

2.6 Linierisasi Sistem PDB Autonomous

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier
dengan persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan
diferensial nonlinier. Suatu sistem autonomous di atas dengan f dan g adalah
nonlinier, selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier disekitar (x*,y™)
dengan melakukan ekspansi menurut deret Taylor di sekitar (x*,y*) dan

menghilangkan suku nonliniernya sebagai berikut:
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dx o L O L (2.21)
E—f(x,y)+a(x,y)(x x)+ay(x,y)(y y*)

— g(x,y)+ax(x,y)(x x)+ay(x.y)(y ")

dt
Bila dilakukan subtitusi (x —x*) = u dan (y —y*) = v maka % = Z—IZ
dan Z—Z = % pada keadaan setimbang f(x*,y*) =0, g(x*,y*) = 0 sehingga
diperoleh persamaan linier sebagai berikut:
au™ of s A O,
E—a(x A )u+$(x , Vv
(2.22)
dv dg , ., |, ag . ., .,
E_D_x(x , ¥ )u+@(x YO
Sistem berikut dapat ditulis dalam bentuk matriks
259 I B 4. Y
i /—(x ) ==y )\
d8 10 x dy | u 293
@_Og**ag**(v) (2.23)
at) \3; @) 3,60y )/
Sehingga sistem linier pada titik tetap (x*, y*) diberikan dengan
af afw
uy [ d0x Ody
(v) =l o (2.24)
dx Ody

dengan semua turunan parsial di dalam matrik adalah dievaluasi pada (x*,y*)
(Boyce dan DiPrima, 1999).
Sebagai contoh, diberikan sistem persamaan diferensial berikut:
x=—-x+y

(2.25)
y =2 —2xy?
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Nullcline dari persamaan tersebut adalah x = y dan xy? = 1, terdapat titik tetap
tunggal yaitu x = 1 dan y = 1. Pada sistem tersebut menggunakan tanda x dan y
tidak cukup untuk menentukan perilaku solusi di sekitar titik tetap. Oleh karena
itu dapat menggunakan ekspansi deret Taylor tentang titik tetap dari dua

persamaan diferensial, yaitu:

¥ =f(ry)=—x+y

(2.26)
y=g(x,y) =2—2xy?
diberikanu = x —1danv = y — 1, maka:
d d
p=i= LD+ LD +vL @1 4= —u v
ox dy
(2.27)
=y = gD +u 001 + 22 WD) 4= —2um avt
VA= s uax , vay : = —-2u v

Koefisien matriks untuk sistem linier tersebut memiliki nilai Eigen —2 dan —3
. 1 ik . 'y .
dengan vektor Eigen [_1] dan [_2] berturut-turut. Sistem yang terlinierisasi

bersifat stabil node di titik asal. Sistem linier mendominasi di sekitar titik tetap,
sehingga persamaan nonlinier juga memiliki titik tetap yang menarik, dan
sebagian besar solusi mendekati titik tetap dengan garis asimtotik y — 1 =
—(x—1). Stabil manifold titik tetap (1,1)W*°((1,1)) tentunya memuat
kemiringan tentang titik tetap.

Untuk persamaan umumnya yaitu:

x = f(x,y) 2.28)

y=gx7y)

linierisasi sistem pada titik tetap (x*, y*) diberikan oleh
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of of

) 0 0

() =15 an]C) (2.29)
ax dy

dengan semua turunan parsial pada matriks ditaksir pada (x*,y*). Ketika
membandingkan sistem linier dengan solusi sistem nonlinier, koordinat (u,v)
untuk sistem linier harus dibandingkan dengan (x,y) = (u + x*, v + y*) untuk

sistem nonlinier. Jika

=[5

maka dapat ditulis

(2 ey %(x*.y*)\l

DF (x*,y*) = ag( ) 1 ag( 21 (2.31)
ox Y oy e /
untuk matriks turunan parsial atau turunan biasa. Pada n variabel, jika
i Gl -477)
F(xy, ., =< ! ) 2.32
(0, e, 2) i (A J (2.32)
dan x* = (xj, ..., x5) adalah titik tetap, maka kita tulis

DF oy = aFi( ) 2.33
@) =\ 5%, x (2.33)

dengan matriks n X n dari turunan parsial maupun turunan biasa. Linierisasi
sistemnya adalah:

i = DF(y+y = DFyu (2.34)

Jika x adalah titik tetap dari x = F(x), maka kembali ke nilai Eigen

matriks turunan parsial DF,~, sebagai nilai Eigen titik tetap atau nilai Eigen dari

x*. Titik tetap x* dinamakan hiperbolik dengan syarat bahwa bagian riil dari
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semua nilai Eigen dari matriks DF,~ bukan nol. Stabil manifold dari titik tetap
W*(x*) adalah himpunan semua titik yang mendekati titik tetap seperti ¢ menuju
tak hingga positif. WS(x*) = {Py: d(t; P,) mendekati x* sebagai t — oo} =
{P,: w(Py) = {x*}} pada konteks ini, jika orbit konvergen ke satu titik x* sebagai
t menuju tak hingga, maka himpunan w-limit sama dengan satu titik (w(Py) =
{x*}). Tak stabil manifold dari titik tetap W*(x*) adalah himpunan semua titik
yang mendekati titik tetap sebagai t menuju tak hingga negatif. W*(x*) =
{Py: &(t; P,) mendekati x* sebagai t — o} = {Py: w(Py) = {x*}}, jika titik
tetapnya adalah hiperbolik maka tipe kestabilan titik tetap untuk sistem nonlinier

adalah sama seperti sistem terlinierisasi (Robinson, 2004).

2.7 Titik Tetap atau Fixed point

Satu karakteristik dari sistem linier mengidentifikasi banyak solusi kearah
asal. Asumsikan bahwa sistem persamaan diferensial

x =F(x)

memiliki turunan parsial komponen dari F, ini adalah solusi yang unik. Diberikan
@ (t; x,) maka:

= B(t;%0) = F(B(t; X%o)) dan B(0; x) = xg

Satu titik x* disebut satu titik tetap, jika F(x*) = 0. Solusi mulai pada satu
titik tetap mempunyai percepatan nol dari @(t; x*n) = x* bagi seluruh ¢, ini
adalah titik tetap. Kekuatan berada di dalam keseimbangan dan berkumpul pada
titik disebut titik keseimbangan. Titik tetap untuk sistem linier e4t0 = 0 ini satu-

satunya titik tetap dari satu sistem linier kecuali memasuki nilai Eigen (Robinson,

2004).
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Berikut adalah tabel solusi dalam menentukan titik tetap pada kondisi

kontinu dan diskrit.

Tabel 2.1 Mencari Titik Tetap

Titik Tetap
Waktu Sistem Persamaan Solusi
Kontinu 2al="f () fx)=0
Diskrit x(k+1) = f(x(k)) fx) =x

Dalam menemukan titik-titik tetap dari sistem dinamis tidak diharuskan untuk
menemukan formula yang tepat untuk x(k) atau x(t). Hal yang harus dilakukan
adalah menyelesaikan beberapa persamaan. Tentu saja, memecahkan sistem
persamaan bisa sulit, tetapi setidaknya menghibur untuk mengetahui bahwa ini
adalah satu-satunya masalah yang terlibat. Persamaan yang dipecahkan
bergantung pada f dan apakah sistem dalam waktu diskrit atau kontinu sesuai

pada Tabel 2.1 (Scheinerman, 1996).

2.8 Analisis Kestabilan Fixed point

Sistem linier bilangan riil yang semua nilai Eigennya memiliki nilai
negatif, maka trayektorinya tidak hanya berada dekat dengan titik asal tetapi juga
cenderung mendekati titik asal. Berikut ini definisi jenis-jenis kesatbilan dari titik
tetap x* = (x*, y*) dengan ¢(¢; x,) adalah solusi dekat x* untuk semua t > 0 jika
kondisi awal x, dimulai cukup dekat kepada x*.
Definisi 1: Titik tetap x* disebut L-stabel, dibuktikan bahwa untuk sebarang € >
0, ada & > 0 sedemikian sehingga jika ||x, — x*|| < é maka [|¢p(t;xy) — x*|| < €

untuk semua t > 0.
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Definisi 2: Titik tetap x* disebut tak stabil, dibuktikan bahwa x* tidak stabil untuk
sebarang €; > 0, dan 6 > 0 terdapat x5 dengan ||xs — x*|| < § dan t; > 0 maka
P (ts; x5) — x| > €.
Definisi 3: Titik tetap x* disebut stabil asimtotis lemah, dibuktikan bahwa ada
&, > 0 sedemikian sehingga w(x,) = {x*} untuk semua ||x, — x*|| < &§; (yaitu
llp(t; xo) — x*|| menuju O sebagaimana t menuju takhingga untuk semua
l[xo — x*|| < &;). Titik tetap x* disebut stabil asimtotis, dibuktikan bahwa itu
adalah stabil dan stabil asimtotis lemah.
Definisi 4: Titik tetap x* disebut repelling, dibuktikan bahwa stabil asimtotik di
€ > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga jika ||x, — x*|| < & maka [|¢(t; xo) —
x*|| < € untuk semua t < 0 dan terdapat §; > 0 sedemikian sehingga a(x,) =

{x*} untuk semua ||x, — x*|| < §; (Robinson, 2004).

2.9 Nilai-Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika A adalah matriks n xn, maka vektor tak nol x di dalam R™
dinamakan vektor Eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x, atau dapat
ditulis
Ax = Ax (2.35)
untuk suatu skalar A, maka skalar A dinamakan nilai Eigen (Eigen value) dari A
dan x dinamakan vektor Eigen dari A yang terkait dengan A (Anton dan Rorres,
2004).
Andaikan bahwa A adalah nilai Eigen dari matriks A, dan x adalah vektor

Eigen yang terkait dengan nilai Eigen A, maka Ax = x = Ix dimana I adalah
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matriks identitas n X n, sedemikan sehingga (A — I)x = 0 karena v € R™ tidak

nol, maka det(A — AI) = 0 atau dengan kata lain

a11 - A alz aln
azi ay, — A Qzn
A=| ™ 22 . (2.36)
ani (02%) Anm — A

Persamaan di atas adalah persamaan polinomial. Penyelesaian matriks A tersebut
harus ada nilai Eigen atau sebarang nilai Eigen A dari matriks A dengan himpunan
{v eR™ (A—-1I) = 0} adalah ruang null dari matriks (4 — I). Persamaan di atas
disebut juga persamaan karakteristik matriks A. Jika matriks tersebut diperluas
maka terdapat determinan (A — I) sebagai polinomial p dalam variabel 1 yang
disebut sebagai polinomial karakteristik (Chen, 2008).

Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka polinomial karakteristik A
memiliki derajat n dan koefisien variabel nA adalah 1. Secara umum, polinomial
karakteristik p(v) dari sebuah matriks n x n memiliki bentuk

p(w)=detA—1) = A"+ ¢, A" 1 + -+ ¢, (2.37)
Berdasarkan teorema dasar aljabar, bahwa persamaan karakteristik
M+ A+ 4, =0 (2.37)
memiliki sebanyak-banyaknya n solusi yang berbeda, sehingga sebuah matriks
n X n memiliki sebanyak-banyaknya n nilai Eigen yang berbeda (Anton dan
Rorres, 2004).

Setiap pasangan nilai Eigen dan vektor Eigen (/1j,/1vi) maka ada suatu

vektor solusi yang bersesuaian vie?tt untuk matriks A. Jika nilai Eigennya adalah

A1, Ay, ., A, dan semuanya berbeda, maka akan ada n solusi yaitu

t
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Pada kasus ini, solusi umum dari matriks A adalah kombinasi linier dari
x = cyvtett + cyvletet + .+ ¢ vent (2.38)
dengan konstanta C;, C,, ..., C,, dapat diperoleh dengan memberikan sebuah nilai

awal pada persamaan (2.38) (Boyce dan DiPrima, 2001).

2.10 Kajian Al-Quran tentang Kestabilan Ekosistem

Ekosistem merupakan suatu sistem ekologis yang terbentuk oleh hubungan
timbal-balik antara makhluk hidup dengan lingkungannya. Menurut pengertian,
suatu sistem terdiri dari atas komponen-komponen yang bekerja secara teratur
sebagai suatu kesatuan. Kesatuan itu terjadi oleh adanya arus materi dan energi
yang terkendalikan oleh arus informasi antar komponen dalam ekosistem itu.
Selama masing-masing komponen itu melakukan fungsinya dan bekerja sama
dengan baik, keteraturan ekosistem itu pun terjaga. Jadi, lingkungan adalah suatu
wadah bagi makhluk hidup, baik berbentuk benda, kondisi atau keadaan, yang
menjadi tempat makhluk hidup berproses dan berinteraksi. Di samping itu,
lingkungan merupakan objek ekologi dan bagian dari ekosistem. Dengan
demikian, ekologi, ekosistem dan lingkungan hidup merupakan satu kesatuan
yang tidak dapat terpisahkan. Keteraturan ekosistem menunjukkan ekosistem
tersebut berada pada suatu keseimbangan. Keberadaan keseimbangan itu tidaklah
statis, melainkan dapat berubah-ubah (dinamis) (Soemarwoto, 1994).

Al-Qur'an telah menjelaskan bahwa alam ini diciptakan Allah dalam
keadaan seimbang, yakni dalam Q.S. Al-Mulk ayat 3, yaitu:

2 I HE Ga el A 8 05 5 UL sl g GIA

(v) yshd e 558 b il
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“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak melihat pada
ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka lihatlah
berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?” (Q.S. Al-Mulk: 3).

Selain sebagai tempat tinggal, bumi juga menyediakan semua kebutuhan
makhluk di dalamnya. Oleh karena itu sudah sepatutnya manusia sebagai khalifah
fil ardh mensyukuri nikmat tersebut. Alam raya ini telah diciptakan oleh Allah
Swt dalam suatu sistem yang sangat serasi dan sesuai dengan kehidupan manusia
(Shihab, 2005).

Perlu diusahakannya untuk menjaga ekosistem agar menjadi stabil, hal ini
dimaksudkan demi kelangsungan hidup dan kesejahteraan manusia dari generasi
ke generasi. Di samping itu perlu disadari pula, bahwa manusia harus berfungsi
sebagai subjek dari ekosistemnya, walaupun tidak boleh mengabaikan arti
pentingnya menjadi kestabilan ekosistemnya sendiri. Perubahan-perubahan yang
terjadi di dalam daerah lingkungan hidupnya akan mempengaruhi eksistensi
manusianya karena manusia akan banyak sekali bergantung pada ekosistemnya
(Hadjoesoemantri, 1993).

Banyak di antaranya yang menebang hutan secara membabi buta tanpa
melakukan penanaman kembali sebagai ganti pohon yang telah ditebang.
Kerusakan alam juga terjadi pada sumber air yang ada di sekitar lingkungan hidup
manusia dengan adanya pencemaran berbagai macam limbah. Akibat dari
perbuatan yang tidak terkontrol tersebut membuat keseimbangan ekosistem yang
ada di bumi ini menjadi terganggu, dan akibatnya banyak terjadi bencana seperti
kebanjiran, kekeringan, banyak hewan yang terancam punah, dan hama tanaman
yang merajalela (Shihab, 2005).

Sesuai Al-Qur'an menjelaskan bahwa alam ini diciptakan Allah dalam

keadaan seimbang, yakni dalam Q.S. An-Nahl ayat 112, yaitu:
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“Dan Allah telah membuat suatu perumpamaan (dengan) sebuah negeri yang dahulunya
aman lagi tenteram, rezekinya datang kepadanya melimpah ruah dari segenap tempat,
tetapi (penduduk) nya mengingkari nikmat-nikmat Allah; karena itu Allah merasakan
kepada mereka pakaian kelaparan dan ketakutan, disebabkan apa yang selalu mereka
perbuat” (Q.S. An-Nahl: 112).
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PEMBAHASAN

3.1 Model Predator-Prey Tiga Spesies

Pada penelitian sebelumnya pada jurnal Suwanto telah dilakukan
penjabaran sederhana. Peneliti melakukan penjabaran untuk membuktikan
kebenaran dari penjabaran pada jurnal tersebut dengan variabel yang telah
diketahui pada batasan masalah:
a. Penskalaan variabel x(t)

dx _ dx dX dT (3.2)

dt ~ dXdT dt

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari Z—; diketahui X =

Kx, maka

dx_l
dX K

dr

Kedua untuk mencari A

diketahui t = rT, maka

1
T==t
T
dT_l
dt r

Ketiga untuk mencari Z—)T(, diketahui Y = Ky, Z = Kz, A; = ray, dan A, = ra,,
maka

X A XY A,X%7
=rx(1-%)- -
dr K/ p+X+yY a?+X?

26
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Kx) ra; KxKy ra,(Kx)*Kz

Tx K p+Kx+yKy a?+ (Kx)?

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.1), diperoleh

dx 1( " (1_Kx> _ ra;KxKy raz(Kx)ZKz>

dat g\ K) p+Kx+yKy o+ (Kx)?

raleKy razxZKz\

1
rKx(1 —x) —
\

dt B+x+yy _i‘HCZ/
K

e ( 2\
d_::m|er(1—x)—rK palxy +c;2xz |

\R+x+my ) )

K

dx a xy a,x*z
E—x(l—x)—p i

2
gTxtvy %+x2

dimisalkan m; = % dan m, = % maka

2

dx axy arx*z
ok (la—%) 2 —
dt mi+x+yy mi+x2
b. Penskalaan variabel y(t)
dy dydYdT (3.2)
dt dYdT dt

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari %, diketahui Y =

Ky, maka
Y=k
dy 1
dY K

Kedua untuk mencari %, diketahui t = rT, maka



1
T=-t

r
ar
dt r
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Ketiga untuk mencari %, diketahui X = Kx, Z = Kz, A; = raz, p* = ru dan

B; = rb;, maka

dY  BXY A;Y2Z
dT  p+X+yY [p2+Y2

*

u'yY

_ rbKxKy ra;(Ky)*Kz
~ptKx+yKy B%+(Ky)?

—ruKy

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.2), diperoleh

dy 1 ( rb1KxKy ras;(Ky)*Kz )1
= — ruk
T

dt K p+Kx+yKy_52+(Ky)2 r

iy o / rbixKy  razy*Kz

Ezﬁk%ﬂcﬂ/y Iﬂ(_z_wz NE
dy  bhixy  ay’z
dt_%+x+yy Iﬂ(_z_l_yz o
dimisalkan m; = £ dan m3 = % maka
dy _ bixy azy*z

E_m1+x+yy_m§+y2_uy

c. Penskalaan variabel z(t)

dz dzdZdT

dt _ dZdT dt

(3.3)

dengan menjabarkan persamaan di atas, pertama untuk mencari % diketahui Z =

Kz, maka
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=%
dz_l
dZ K

Kedua untuk mencari %, diketahui t = rT, maka

1
T=-t
77
dT_l
dt  r

Ketiga untuk mencari Z—i, diketahui X = Kx,Y = Ky, B, =rb,, B3 = rbs, u* =
ru, Q = rq, maka

dZ _ B,X*Z | BN
dT ~ a?+X2 p2+7Y?2

L A v

_ rhy(Kx)?Kz N rby(Ky)?Kz
a2+ (Kx)? B2+ (Ky)?

—ruKz —rqKz

Kemudian substitusikan ketiga persamaan diatas ke persamaan (3.3), diperoleh

dz 1 <rb2(Kx)2KZ rb3(Ky)?Kz
T

il
— == —1uKz —rqKz
dt ~ K\ @+ K% g+ ®&y2 1 >

dz 1 | rbyx*Kz s rb3y?Kz

P R, 2 —ruKz—rqKz
=+ x2 B, y2
K K2
dz _ byx*z  b3y’z w2 — qz
) 2
dt a_z +x2 B 2
K K2
dimisalkan m; = = dan mz = % maka diperoleh
dz _ byx*z bsy*z
—uz—qz

At mZ+x? mi+y?
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Dari penjabaran variabel x, y, z, maka dapat diperoleh persamaan yang terdapat
pada jurnal Suwanto adalah benar dan pada penelitian ini menggunakan

persamaan tersebut, yaitu:

dx a, xy a,x%z
—=x(1-x) - - —
dt my+x+yy ms+x?
dy  byxy asy’z
it mitx+yy mityz
dzes \bYct 7 bsy?z
= —uz —qz

dt  mZ+x2 m2+y? (3.4)
3.2 ldentifikasi Model Predator-Prey Tiga Spesies

Model predator-prey tiga spesies terdiri dari spesies prey, spesies
intermediate predator, dan top predator. Identifikasinya adalah sebagai berikut:
x(t) :banyaknya populasi prey terhadap t
y(t) :banyaknya populasi intermediate predator terhadap t

z(t) :banyaknya populasi top predator terhadap t

a, : koefisien pemangsa intermediate predator terhadap prey

a, - koefisien pemangsa top predator terhadap prey

as : koefisien pemangsa top predator terhadap intermediate predator
Y : koefisien gangguan intermediate predator

u . laju kematian alami intermediate predator dan top predator

q . laju emigrasi top predator

b, : koefisien pertumbuhan intermediate predator akibat prey

b, : koefisien pertumbuhan top predator akibat prey

bs : koefisien pertumbuhan top predator akibat intermediate predator
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my : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya
kapasitas yang dilakukan oleh spesies intermediate predator kepada
spesies prey
m, : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya
kapasitas yang dilakukan oleh spesies top predator kepada spesies prey
ms : besaran satuan kejenuhan yang berpengaruh terhadap besarnya daya
kapasitas yang dilakukan oleh spesies top predator kepada spesies

intermediate predator

3.3 Analisis Model Predator-Prey Tiga Spesies

a. Populasi Prey

dx(t)
= 2O - x(®)
Persamaan di atas menunjukkan bahwa kejadian banyaknya populasi x(t)
pada spesies prey yang terjadi dari waktu ke waktu (dt) yaitu pertumbuhan alami
pada populasi spesies prey (x(t)) berkurang dari populasi pada awalnya (x2(t))

dikarenakan adanya

_ ax(®y(0)
my + x(t) + yy(t)

pengaruh dari laju pertumbuhan pada banyaknya satuan perlakuan memangsa
sebesar a, yang dilakukan oleh spesies intermediate predator (y(t)) terhadap
spesies prey (x(t)) yang jumlahnya berbanding terbalik dengan jumlah dari
satuan tingkat kejenuhan sebesar m, yang dialami dengan pertambahan populasi

spesies prey (x(t)) akibat gangguan (y) yang datang dari populasi spesies
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intermediate predator (y(t)) sehingga populasi tersebut mengalami penurunan

akibat faktor tersebut.

ax?(£)z(t)
T m2 4+ x2(0)

Kemudian ada pengaruh lain yang datang dari banyaknya perlakuan memangsa
sebesar a, yang dilakukan oleh spesies top predator (z(t)) terhadap spesies prey
(x(t)). Pengaruh tersebut berbanding terbalik dengan jumlah banyaknya tingkat
kejenuhan sebesar m, yang dialami oleh spesies prey (x(t)). Perlakuan
memangsanya dua kali lipat dari perlakuan spesies intermediate predator (y(t)).
b. Populasi Intermediate Predator

dy(t)  byx(®)y(t)
dt  my+x(t) +yy(t)

Persamaan di atas menunjukkan laju perubahan pada banyaknya populasi spesies
intermediate predator (y(t)) yang terjadi dari waktu ke waktu (dt) dengan
tingkat pertumbuhan sebesar b; yang dialami oleh spesies intermediate predator
(y(t)) akibat memakan spesies prey (x(t)) berbanding terbalik dengan jumlah
dari satuan tingkat kejenuhan sebesar m; yang dialami dengan pertambahan
populasi spesies prey (x(t)) akibat gangguan (y) yang datang dari populasi
spesies intermediate predator (y(t)).

_ay*(0)z(0)
m3 + y2(t)

Namun ada pengaruh juga yang menghambat pertumbuhan dari spesies
intermediate predator (y(t)) yaitu tingkat memangsa sebesar a; yang dilakukan
oleh spesies top predator (z(t)) terhadap spesies intermediate predator (y2(t))

berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat tingkat kejenuhan sebesar m?2
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yang dialami oleh spesies intermediate predator (y?2(t)) akibat ulah dari spesies
top predator.

—uy (o)
Faktor lainnya vaitu intermediate predator (y(t)) mengalami kematian secara
alami pada lingkup ekosistemnya.
c. Populasi Top Predator

dz(t) st )e@)
dt — m?+ x2(t)

Persamaan di atas menunjukkan laju perubahan pada banyaknya populasi spesies
prey (x(t)) yang terjadi dari waktu ke waktu (dt) dengan tingkat pertumbuhan
sebesar b, yang dialami oleh spesies top predator (z(t)) akibat memakan spesies
prey (x2(t)) lebih banyak berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat
tingkat kejenuhan sebesar m3 yang dialami oleh spesies prey (x(t)) akibat ulah

dari spesies top predator.

b3y (t)z(t)
mj + y2(t)

Perlakuan lain yang didapat oleh spesies top predator (z(t)) yaitu tingkat
pertumbuhan sebesar b; yang dialami oleh spesies top predator (z(t)) akibat
memakan spesies intermediate predator (y2(t)) lebih banyak dua kali lipat
berbanding terbalik dengan jumlah dua kali lipat tingkat kejenuhan sebesar m?2
yang dialami oleh spesies intermediate predator (y?2(t)) akibat ulah dari spesies

top predator.

—uz(t) — qz(t)
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Dari sekian faktor yang dialami dalam pertumbuhan dari spesies top predator
(z(t)) yaitu beberapa faktor yaitu kematian alami u dan kejadian laju emigrasi g

yang mengurangi populasi spesies top predator (z(t)).

3.4 Analisis Perilaku dari Model Predator-Prey Tiga Spesies

Model rantai makanan ini dipengaruhi oleh beberapa faktor internal dan
eksternal sehingga model ini diperlukan asumsi yang membatasi pemodelan
tersebut. Asumsi yang digunakan dalam pembahasan ini antara lain:

1. Model rantai makanan yang digunakan adalah model predator-prey tiga
spesies yang terdiri dari spesies prey, spesies intermediate predator, dan
spesies top predator.

2. Prey adalah mangsa pertama yang dimangsa oleh intermediate predator dan
top predator, intermediate predator adalah mangsa kedua yang dimangsa
oleh top predator. Intermediate predator dan top predator mengalami
kematian alami. Top predator juga mengalami pengaruh akibat emigrasi
alami.

3. Tidak ada perulangan siklus rantai makanan. Prey tidak akan memakan top

predator.

3.5 Besaran Parameter
Parameter yang digunakan dalam model persamaan predator-prey tiga
spesies berdasarkan studi literatur yang dilakukan oleh Suwanto (2013) adalah

sebagai berikut:
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Tabel 3.1 Besaran Parameter

No. Parameter Nilai Parameter Nilai
1. ay 0,8 y 0,9
2. a, 0,6 U 0,1
3. as 0,25 q 0,5
4, b, 0,9 my 0,4
5, b, 0,5 m, 0,2
6. b 1,9 mg 0,2

Tabel 3.2 Nilai Awal

No. Variabel Nilai
1. x 0,8
R, y 0,2
3. z 0,9

3.6 Titik Tetap pada Sistem Persamaan

Titik tetap dari persamaan (3.4) diperoleh jika % =200 % =0, dan % =0.
Pada saat titik tetap didapat maka laju pertumbuhan dari tiap persamaan akan
tetap. Dengan kata lain tidak terdapat perubahan pada jumlah populasi lagi. Dari
persamaan (3.4) dicari nilai titik tetap dengan bantuan program Maple
sebagaimana lampiran, sehingga diperoleh tiga titik tetap yaitu:
1. x,=1,y;,=0,2,=0
2. x, =0,3297008434,y, = 2,486229719, z, = 0 dan
3. x3 =0,2445212315, y; = 0,08667445145,z; = 0,4485840923.

Tiga titik tetap ini akan digunakan pada analisis kestabilan.
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3.7 Linierisasi
Sistem persamaan diferensial dari model predator-prey tiga spesies
merupakan sistem persamaan diferensial biasa nonlinier sehingga diperlukan
melinierkan persamaan tersebut yang nantinya akan dianalisis kestabilannya
tersebut di sekitar titik tetap. Menurut Boyce dan DiPrima (2000), linierisasi
adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier dengan persamaan
diferensial linier untuk membantu memahami persamaan diferensial nonlinier.
Berdasarkan pernyataan tersebut, dari sistem persamaan diferensial pada model
predator-prey tiga spesies dicari pendekatan di sekitar titik tetapnya dengan
menggunakan deret Taylor.
Di bawah ini merupakan penjelasan untuk mengetahui bentuk linierisasi
pada sistem persamaan diferensial dari model predator-prey tiga spesies. Misal

persamaan (3.4)
dig |l
dt — fl(x'yrz)
dy
E - f2 (X, Y, Z)

dz
- = fi(63.2)
Selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar titik tetap x*, y*
dan z* dengan menggunakan deret Taylor dan dipotong sampai orde 1 sebagai

berikut:

Fi03,2) = iy 2) + PR Gy 2 = x) 4 2 20 - )

afl * * * *
+E(x 5,2 )(z—2")
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F0n) = ')+ DGy 2 ) = x) 4 Ly 20— )

+E(x V5,2 )z —z%)

fs(x,y,2) = f3(x7 *Z*)+%(x* *Z*)(x—x*)+%(x* Lz —y")
3 'y' 3 'y ) ax 'y ) ay 'y ) y y

d
+ 0_];3 (x*y*,2°)(z— z%)

Dengan melakukan substitusi dengan memasukkan besaran parameter
beserta titik tetapnya pada keadaan masing-masing titik tetap:
1. x=1,y;=0,2z,=0
Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan

linier sebagai berikut:

dx

E = —x — 0,5714285714y — 0,5769230769z
dy

E = 0,5428571429y

dz
— = —-0,1192307692z
dt

Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari
persamaan linier tersebut adalah x =1, y = 0, danz = 0. Nilai titik tetap
ini sama dengan nilai titik tetap dari persamaan nonliniernya, sehingga
persamaan linier tersebut merupakan linierisasi di sekitar titik tetap dari
persamaan nonliniernya. Apabila ditulis dalam bentuk matriks Jacobian,
persamaan linier menjadi sebagai berikut:

-1 -0,5714285714 —-0,5769230769

Ji=|0 05428571429 0
0 0 —0,1192307692
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x, = 0,3297008434,y, = 2,486229719, z, =0
Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan

linier sebagai berikut:

dx
I = —0,2552231594x — 0,02185897320y — 0,43860408252

d
d_Jt/ = 0,6702991567x — 0,07540865515y — 0,2483926288z

dz
— =1,653287381z
dt

Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari
persamaan linier tersebut adalah x = 0,3297008434,y = 2,486229719 dan
z = 0. Nilai titik tetap ini sama dengan nilai titik tetap dari persamaan
nonliniernya, sehingga persamaan linier tersebut merupakan linierisasi di
sekitar titik tetap dari persamaan nonliniernya. Apabila ditulis dalam bentuk
matriks Jacobian, persamaan linier menjadi sebagai berikut:

—0,2552231594 -0,02185897320 —0,4386040825

J» =10,67029915670 —0,07540865515 —0,2483926288
0 0 1,653287381

x3 = 0,2445212315, y; = 0,08667445145,z; = 0,4485840923.
Berdasarkan bantuan Maple pada lampiran maka diperoleh persamaan

linier sebagai berikut:

dx
I = —0,0812481224x — 0,2415094562y — 0,3594964641z

d
d_}t, = 0,07142631154x — 0,1727706857y — 0,039528896482

dz
E = 0,4405963374x + 2,617963062y
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Dengan bantuan program Maple diperoleh nilai titik tetapnya dari
persamaan linier tersebut adalah x = 0,2445212315,y = 0,08667445145
dan z = 0,4485840923. Nilai titik tetap ini sama dengan nilai titik tetap dari
persamaan nonliniernya, sehingga persamaan linier tersebut merupakan
linierisasi di sekitar titik tetap dari persamaan nonliniernya. Apabila ditulis

dalam bentuk matriks Jacobian, persamaan linier menjadi sebagai berikut:

—0,0812481224 —0,2415094562 —0,3594964641
J3 =(0,07142631154 —0,1727706857 —0,03952889648
0,4405963374 2,617963062 0

3.8 Nilai Eigen

Nilai Eigen diperoleh dengan cara menyelesaikan det(AI —J) = 0, maka
perhitungan nilai Eigen untuk masing-masing tiga titik tetap sebagai berikut:
18 % =1Ly =0,z,.=0

A+1 —0,5714285714 —0,5769230769
det( 0 A —0,5428571429 0 D =0
0 0 A+ 0,1192307692

Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas
berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program
Maple sehingga diperoleh nilai Eigen

A =-1, 1, =0,5428571429, 1; = 0,5428571429.

2. x, =0,3297008434,y, = 2,486229719, z, =0

det (

det(AI — J,) = 0

0 A —0,5428571429 0

A+1 —0,5714285714 —0,5769230769 D
=0
0 0 A+ 0,1192307692
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Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas
berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program
Maple sehingga diperoleh nilai Eigen
A, =—=0,1653159073 + 0,08104774715i, A, =
—0,1653159073 — 0,08104774715i,
A3 =1,653287381
3. x3 =0,2445212315, y; = 0,08667445145,z; = 0,4485840923.

det(AI — J3) = 0

A+1 —0,5714285714 —0,5769230769
det( 0 A—0,5428571429 0 D =0
0 0 A+ 0,1192307692

Untuk mencari determinan matriks di atas, determinan Matrik di atas
berbentuk persamaan karakteristik. Penulis menggunakan bantuan program
Maple sehingga diperoleh nilai Eigen

A, =0,03094513171 + 0,5583543089i

A, =0,03094513171 — 0,5583543089i

A3 = —0,3159090715.

3.9 Kestabilan Titik Tetap

Menurut Finizio dan Ladas (1988), penentuan kestabilan titik tetap dapat
diperolen dengan melihat nilai-nilai eigennya, yaitu A;, i =1,2,3,...,n yang
diperoleh dari persamaan karakteristik dari suatu matrik A4, yaitu (A — AI) = 0.
Secara umum kestabilan titik tetap mempunyai tiga perilaku sebagai berikut:
1. Stabil

Suatu nilai titik tetap dikatakan stabil jika:
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a. Setiap nilai eigen real adalah negatif (1; < 0,i =1, 2, ..., n),
b. Setiap komponen nilai eigen kompleks, bagian realnya lebih kecil atau
sama dengan nol, Re(4; < 0,i = 1,2, ...,n).
Tidak stabil
Suatu nilai titik tetap dikatakan stabil jika:
a. Setiap nilai eigen real adalah positif (4; > 0,i = 1,2, ...,n),
b. Setiap komponen nilai eigen kompleks, bagian realnya lebih besar atau
sama dengan nol, Re(4; > 0,i = 1,2, ...,n).
Pelana (saddle)
Suatu nilai titik tetap dari suatu sistem autonomous adalah pelana jika
perkalian dua nilai Eigen real adalah negatif (1,4, <0,i =1,2,..,n, j =
1,2,..,n)
Berdasarkan teori kestabilan di atas maka
Untuk titik tetap x; = 1,y; = 0,2z, = 0, sistem pada model predator-prey
tiga spesies ini dinyatakan tidak stabil karena terdapat nilai Eigen yang positif
(Re(4; > 0), untuk setiap i).
Untuk titik tetap x, = 0,3297008434,y, = 2,486229719, z, = 0, sistem
pada model predator-prey tiga spesies ini dinyatakan tidak stabil karena
terdapat nilai Eigen yang positif (Re(A4; > 0), untuk setiap i).
Untuk  titik tetap  x3; = 0,2445212315, y; = 0,08667445145,z5 =
0,4485840923, sistem pada model predator-prey tiga spesies ini dinyatakan
tidak stabil karena terdapat nilai Eigen kompleks positif (Re(4; > 0), untuk

setiap i).
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3.10 Simulasi Predator-Prey Tiga Spesies
Simulasi pada gambar 3.1 diperoleh dari model sistem persamaan
diferensial predator-prey tiga spesies dengan titik tetap x; = 0,2445212315,
y; = 0,08667445145, dan z; = 0,4485840923 dari persamaan tersebut dengan
t — oo dapat dikatakan bahwa sistem persamaan diferensial nonlinier tersebut
tidak stabil karena menjauh dari titik tetap.

Simulasi Prey-predator
1.8 13 13 T 14
prey X(t)
1.6 intermediat predator Y(t) 7
predator Z(t)

1.4

L2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

i ' ! f i | i {

0 P F ! b b £ f F

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
waktu(hari)

Gambar 3.1 Grafik simulasi prey, intermediate predator, top predator
dengan x(0) = 0.8, y(0) = 0.2, dan z(0) = 0.9.

Simulasi prey dapat dilihat sebagai berikut:

Simulasi Prey x(t)

0.8
prey X(t)

0.7

0.6

0.5 l

04 “

0.3

0.2

0.1

0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
waktu(hari)

Gambar 3.2 Grafik simulasi prey dengan x(0) = 0.8.
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Gambar di atas menunjukkan bahwa populasi prey menghalangi
fluktuatif sampai pada waktu ke-n, dimana dalam iterasi di atas sampai waktu ke
500 hari dengan populasi 0,2445212315. Hal ini menunjukkan bahwa perubahan
populasi prey menjauh dari titik tetap pada x; = 0,2445212315. Perubahan
populasi prey terhadap waktu juga disebabkan menurunnya jumlah populasi

predator, baik intermediate predator maupun top predator seperti pada gambar

Simulasi Intermediate predator y(t) Simulasi Top Predator z(t)
0.22 T T T T 1.8 T T
[ [ intermediat predator Y (t) predator Z(t)
" AT EF I 1 - o A B L S T A S -
{[ NSO | R S| I |
B I 14— t—f—— — e a —
| | |
QBT =
| | L o [ e [ B e I (e
| |
[

1

0.8

|

———

U

| |
13 b

o
=)
>

| F
| ermn
| I

0’020 50 100 150 260 21%0 300 3&0 400 450 500 00 50 100 150 200 250 300 350 A(rJO 4;0 500
waktu(hari) waktu(hari)
Gambar 3.3 Grafik simulasi intermediate Gambar 3.4 Grafik simulasi top predator dengan
predator dengan y(0) = 0.2. z(0) = 0.9.

Dari Gambar 3.3 menunjukkan bahwasanya jumlah populasi dari intermediate
predator mengalami penurunan secara fluktuatif. Hal ini disebabkan oleh
menurunnya jumlah ketersediaan sumber daya alam yang mendukung ekosistem
secara fluktuatif dan faktor kematian pada populasi intermediate predator.
Perubahan populasi menunjukkan bahwa populasi intermediate predator menjauh
dari titik tetap pada y; = 0,08667445145. Untuk Gambar 3.4 menunjukkan
bahwasanya jumlah populasi dari top predator mengalami penurunan secara
fluktuatif. Hal ini juga disebabkan oleh menurunnya jumlah ketersediaan sumber

daya alam yang mendukung ekosistem dan faktor kematian serta migrasi pada
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populasi top predator. Perubahan populasi menunjukkan bahwa populasi top-

predator menjauh dari titik tetap pada z; = 0,4485840923.

3.9 Kajian Agama tentang Keseimbangan Makhluk Hidup

Sesuai dengan pembahasan di atas, terdapatnya titik tetap yang eksis
yang tidak stabil dan tidak terdapat data yang stabil dikarenakan stabil dalam
penelitian ini harus menggunakan syarat. Akan tetapi, adanya besaran parameter
yang sudah diketahui sebelumnya maka tanpa syarat pun, titik tetap eksis dan
stabil bersyarat ternyata tidak stabil. Ketidakstabilan ini terpengaruh akibat
adanya kematian pada populasi intermediate predator dan top predator dan
perpindahan tempat atau migrasi yang dilakukan oleh populasi top predator.
Maka dari itu sebagai manusia yang hidup dengan jiwa kepimpinan (khalifah) di
bumi, wajib menjaga kelestarian dan keseimbangan makhluk hidup agar
kehidupan makhluk hidup menjadi stabil. Seperti yang dijelaskan pada ayat
sebelumnya yaitu Al-Mulk ayat 3 (Shihab, 2005).

Perbuatan merusak alam yang dilakukan oleh manusia tersebut sangatlah
bertentangan dengan tujuan penciptaan manusia, yakni sebagai khalifah fil ardhi.
Sebagai khalifah atau wakil tuhan di bumi, manusia dituntut untuk memelihara,
menjaga dan memakmurkan bumi ini agar tujuan dari penciptaan bisa tercapai.
Al-Qur'an sendiri memuat banyak ayat dalam berbagai surat yang menjelaskan
tentang masalah lingkungan (ekologi). Sebagaimana yang dijelaskan pada surat

Al-Huud ayat 7, yaitu:
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{,sjugw\g;a;ﬁutsjeu 34 L,,_o,uaﬂ\}u\jw\@;gj

(V)uﬁﬁﬂ\fl 5

“Dan Dialah yang menciptakan langit dan bumi dalam enam masa, dan adalah
singgasana-Nya (sebelum itu) di atas air, agar Dia menguji siapakah di antara kamu
yang lebih baik amalnya, dan jika kamu berkata (kepada penduduk Mekah):
"Sesungguhnya kamu akan dibangkitkan sesudah mati", niscaya orang-orang yang kafir
itu akan berkata: "Ini tidak lain hanyalah sihir yang nyata™. ” (Q.S Al-Huud:7).

Menurut Quraish Shihab menyatakan dalam ayat di atas menafsirkan, dan
Allah Swt telah menciptakan langit dan bumi beserta isinya selama enam hari.
Sebelumnya, yang ada hanyalah dunia air yang di atasnya terletak singgasana
(‘arsy) Allah Swt. Alam raya ini diciptakan sedemikain rupa untuk menguji
kalian, wahai umat manusia, agar tampak siapa yang taat kepada Allah Swt dan
melakukan amal saleh dan siapa yang menentang-Nya. Akan tetapi, meskipun
dengan adanya kekuasaan penciptaan seperti ini, bila kamu, Muhammad,
menegaskan bahwa mereka akan dibangkitkan dari kubur, diciptakan untuk
kemudian dimatikan dan lalu dibangkitkan kembali, mereka serta merta
membantahmu. Bahkan mereka menganggap apa yang kamu sampaikan ini
sebagai suatu ilusi yang tidak ada hakikatnya, sebagaimana sihir yang dapat

mempermainkan dan menipu akal (Shihab, 2005).



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Kesimpulan dari pembahasan di atas diperoleh bahwa:

1. Normalisasi yang terdapat pada jurnal Suwanto (2013) adalah benar.
2. Hasil analisis dinamik dari sistem persamaan diferensial predator-prey tiga

spesies didapatkan tiga titik tetap yaitu titik tetap

a. x; =1,y; =0,dan z; = 0 (tidak stabil),

b. x, =0,3297008434,y, = 2,486229719, dan z, = 0 (tidak stabil),

Cc. x3=0,2445212315, y; = 0,08667445145, dan z; = 0,4485840923

(tidak stabil).

Keberadaan populasi pada model predator-prey tiga spesies ini
dipengaruhi adanya faktor perilaku antar populasi prey, populasi intermediate-
predator, populasi top predator, dan adanya faktor kematian pada populasi
intermediate predator dan top predator serta adanya faktor migrasi akibat
kurangnya sumber daya makanan bagi populasi top predator. Dalam analisis
kestabilan dan simulasi bahwa model predator-prey tiga spesies ini tidak stabil
dengan adanya nilai Eigen yang positif dan gambar simulasi yang menunjukkan

bahwa gambar model tersebut menjauh dari nilai titik tetap.

4.2 Saran

Peneliti berharap bahwa penelitian selanjutnya dapat dilakukan dengan
adanya penerapan metode saat mencari titik tetap secara analitik atau numerik dan

kontrol pada spesies prey maupun predator dengan menggunakan metode lain.
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Lampiran 1: Nilai Titik Tetap, Matrik Jacobian, san Nilai Eigen dengan Maple

> restart;>
al:=0.8;a2:=0.6;a3:=0.25;b1:=0.9;b2:=0.5;b3:=1.9;ml1:=0.
4;m2:=0.2;m3:=0.2;mu:=0.1; gq:=0.5;gama:=0.9;

al = 0.8
a? = 0.6
a3 = 0.25
bl == 0.9
b2 = 0.5
b3 = 1.9
ml = 0.4
m2 = 0.2
m3 = 0.2
u = 0.1

q = 0.5
gama = 0.9

> dx:=x*(1-x)-al*x*y/ (gama*y+ml+x) -a2*x*2*z/ (m242+x"2) ;
0.8xy 0.6x° z

dx == x (1 —x) — =
17 "R Y- xnf Bl .

> dy:=bl*x*y/ (gama*y+ml+x)-a3*y*2*z/ (m3*2+y~2) -mu*y;
0.9xy 0.25)° z

dy = = — 0.1
YT X409y +04 T 21004 7

> dz:=b2*x"2*z/ (m2*2+x*2) +b3*y*2*z/ (m3*2+y*2) -mu*z-g*z;
2 2
dpim 02X E 4 IV E ¢,
2 +004  y2+0.04

> fixedpoint:=solve({dx,dy,dz},{x,y,z})




fixedpoint = {x=0.,y =0.1358732441z = -0.1721061093, {x = 0.,

y = —0.1358732441z = 0.1721061093, {x = 0.2445212315y
=0.08667445145z = 04485840923, {x = 1.773590874y =
~0.04868268866z = —2.261059028, {x = 0.2138862436

+ 1.179397530L y = 0.04374162070— 0.001361398424, z
=2.493270460+ 1.0558284151}, {x = 0.0002132751569

+ 0.17047616211, y = —0.3121912782+ 1.548578800L, z =
~0.04143441243— 0.024330345931}, {x = 0.001192955439

+ 0.11639524681, y = —0.1810860483+ 0.001527709816, z =
~0.1254661606— 0.56540434491}, {x = —0.1150909842 y

= 0.1155698088z = —0.6765119223, {x = —1.133606070 y =
~0.05078645626z = —4.05502465%, {x = 0.001192955439

— 0.11639524681, y = —0.1810860483— 0.001527709816, z =
~0.1254661606+ 0.56540434491}, {x = 0.0002132751569

— 0.17047616211, y = —0.3121912782— 1.548578800L, z =
~0.04143441243+ 0.024330345931}, {x = 0.2138862436

— 1.179397530L, y = 0.04374162070+ 0.001361398428, z

=2.493270460— 1.055828415I}, {x = -6.63725644210>%°
+ 0.4898979486l, y = 0., z = 0.3333333333+ 0.68041381741}, {x
= -6.63725644210°%° — 0.4898979486l, y = 0., z = 0.333333333;

— 0.68041381741}, {x = l,y=0.,z=0.}, {x=0.3297008434y
=2.486229719z=0.}, {x = -0.1198243002y = -1.509549335z
=0.}, {x=0,y=0,z=0.}

>
#fixedpointl:=fixedpoint[3];fixedpoint2:=fixedpoint[17]
;fixedpoint3:=fixedpoint[4] ;#fixedpoint4d:=fixedpoint[5]

#f(konstantal
#$fixedpointl:={x = 1., y = 0., z
.}, fixedpoint2:={x = .4477187570,
.},;fixedpoint3:={x = .4834515480,
= .4366166941};
#konstanta3
fixedpointl:={x = 1., y = 0., z 0.};fixedpoint2:={x
.3297008434, y = 2.486229719, =z 0.};fixedpoint3:={x
.2445212315, y = 0.8667445145e-1, z = .4485840923};

fixedpointl = {x=1.,y=0.,z=0.}

fixedpoint2 = {x =0.3297008434y =2.486229719z=0.}

fixedpoint3 = {x =0.2445212315y = 0.08667445145z
=0.4485840923

1.545416698, z =
= 0.6331373042e-1,

K
|

' VYVNOOVYV-

> with(linalg):



jac:=jacobian([dx,dy,dz], [x,y,z]) :

jacl:=subs (fixedpointl,evalm(jac)) ;
-1. -0.5714285714 -0.5769230769

jacl == | 0. 0.5428571429 -0.
0. 0. -0.1192307692

jac2:=subs (fixedpoint2,evalm(jac)) ;

[ -0.2552231594 -0.02185897320 —0.4386040825|
jac2 == | 0.6702991567 -0.07540865515 -0.2483926288
0. 0. 1.653287381
jac3:=subs (fixedpoint3,evalm(jac)) ;
[ ~0.0812481224 -0.2415094562 —0.3594964641 |

jac3 = | 0.07142631154 -0.1727706857 —0.03952889648
i 0.4405963374  2.617963062 0.
neigenl:=eigenvals (jacl) ;
neigenl = —1.,0.542857142900000-0.11923076920000
neigen2:=eigenvals (jac2) ;
neigen2 = -0.165315907275000+ 0.0810477471470958,

-0.165315907275000— 0.0810477471470958, 1.65328738100000

neigen3:=eigenvals (jac3) ;
neigen3 = 0.030945131714091 H- 0.558354308852080,
0.030945131714091 1 0.558354308852080, -0.31590907152818

vekeigen3 = [0.0309451311+ 0.55835431001, 1, {[0.6463830170
+ 0.3400424663I, 0.1280941407— 0.01893565348, 0.240359574

— 1.0973350611]}], | -0.31590907101,

{[ 03888086038 ~0.1045350160 0.3240209639]} ,
[0.0309451311— 0.55835431001, 1, {[0.6463830170

— 0.34004246631, 0.1280941407+ 0.018935653481, 0.240359574
+ 1.0973350611]}]
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