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ABSTRAK

Yanto. 2018. Bilangan Kromatik pada Graf Noncommuting dari Grup
Dihedral, Skripsi, Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang, Pembimbing:
(1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (1I) Ach. Nasichuddin, M.A.

Kata Kunci: bilangan kromatik, pewarnaan titik, pewarnaan sisi, graf
noncommuting, grup dihedral.

Graf noncommuting adalah suatu graf yang mana titik-titiknya adalah
himpunan dari G\Z(G) dan titik x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika
xy # yx.Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian sebanyak k warna pada
titik sehingga titik yang terhubung langsung tidak diberi warna yang sama.
Pewarnaan sisi pada graf G adalah dua sisi yang berasal dari titik yang sama diberi
warna yang berbeda. Bilangan terkecil k sehingga suatu graf dapat diberi k warna
pada titik dan sisi inilah yang dinamakan bilangan kromatik.

Metode penelitian yang digunakan adalah study kepustakaan dengan
tahapan analisis yang diawali dengan menentukan elemen-elemen Grup dihedral
(D,,) dengan interval 3 < n < 8 pada Graf noncommuting, menggambarkan tabel
cayley dari grup dihedral, mencari elemen-elemen tidak komutatif,
menggambarkan graf noncommuting (z(D,,)) dari grup dihedral, mencari
bilangan kromatik dari pewarnaan titik dan sisi, membangun konjektur dan
membuktikan sebagai teorema. Adapun hasil penelitian ini sebagai berikut:

1. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral ialah:

1l e untuk n ganjil

X(T(DZn)) == {g_'_ 1,

2. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral ialah:
, e 2, untuk n ganjil

X (©(Dzn)) = {Zn —3, untukn genap

untuk n genap

XVi



ABSTRACT

Yanto. 2018. Chromatic Number on Noncommuting Graphs of Dihedral
Group, Thesis, Mathematics Department Science and Technology Faculty,
State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang, Supervisors: (1)
Dr. Abdussakir, M.Pd. (1) Ach. Nasichuddin, M.A.

Keywords: chromatic number, vertex colouring, edge colouring, noncommuting
graph, dihedral group.

Noncommuting graph is a graph which the the vertex is a set of G\(G) and
two vertices x and y are adjacent if and only if xy # yx. The vertex colouring of
G is giving k colour at the vertex, two vertices that are adjacent not given the
same colour. Edge colouring of G is two edges that have common vertex are
coloured with different colour. The smallest number k so that a graph can be
coloured by assigning k colours to the vertex and edge called chromatic number.

The research method used in this research is literature study with analysis
begins with determine the elements of the dihedral group 3 <n <8 for
noncommuting graph, create the cayle,s table, determine noncommutative
elements, draw noncommuting graph from dihedral group, determine of the
patterns of chromatic number from vertex and edge colouring, write the
conjecture, and proof it to be theorem. The result of this research are:

1. Chromatic number from vertex colouring noncommuting graph of dihedral
group is:

n+1, tonis odd

X(T(DZn)) = E +1

> tonis even
2. Chromatic number from edge colouring noncommuting graph of dihedral
group is:

) _(2n+1, tonis odd
X' (@(Dzn)) = { 2n—3,  toniseven

XVii



da"d.a
der9) 8,83 noncommuting Ok wy M chromatic 34 2018 . s\,
Aaalr (Lomsl oSl polall ST Aol )l 2ad L e ) ) dibedral
S e (sl Vb 20 S 2yl sl S BYse

Lol ct}UcT sl ¢ w98y sl cchromatic i @i Y LS

.dihedral 4293 8,43 <noncommuting

Olw) 5 G\ (G)p a9t 2 95y (sl Lkl oa noncommutinglalesll
kesds or miy 5o Glalasell e gy cusl oy # yx 13 Lk 5 13] 550 dlatay ox
s Oslll ks 8,800 Aadd LN 0 il Jond ¥ ot gy 3 O
oty Al Ol sllacl Wil ks 0 0L Ll AG L o)) S (G

.chromatic sds _ws5y eda (3 Jalascl) ol S ks al

s ) Jedodl e ~ TN WP S INEE I (RCIEA I v
S el Je 3<n<8 i e dihedral (Dy)f 5o ol Ll
d2r9y 8y oo (@(Dyn)) noncommuting (3ledl )l Ciz; noncommuting
ol Sy el sly |, 0lskly LG e dsl sde e Ems dihedral
& noncommuting k>t - s chromatic sds) delall daall dsgr Al ol 8

dihedral &9y 8,8y o &5
daglais noncommuting lelasell wes I sl oo gl sue L
dihedral

( n+1, n s
x(@(Dzp)) =
§+1, n &

xviii



daslais  noncommuting Jelesll B els e skl sue LY
dihedral
2n + 1, n oS

X,(T(DZn)) =
2n — 3, n 3

XiX



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika adalah salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai
ilmu lain. Matematika juga merupakan alat untuk menyederhanakan penyajian
dan pemahaman masalah (Sujono, 1998).

Graf G merupakan pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut titik, dan
E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak berurutan dari titik-
titik yang berbeda dari V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur dari V(G)
disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di
E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G), jika graf yang
dibicarakan hanya graf dan dilambangkan dengan G maka order dan ukuran dari G
masing-masing cukup ditulis p dan q. Graf dengan order p dan ukuran q disebut
graf -(p, q) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v, jika e = (u, v)
adalah sisi pada graf G maka u dan v dikatakan terhubung langsung (adjacent), v
dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident). Dan titik u dan v disebut
titik ujung dari e. dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung
(adjacent), jika terkait langsung pada titik yang sama. Untuk selanjutnya sisi e =
(u, v) akan ditulis e = uv (Abdussakir, dkk, 2009:6). Salah satu bahasan dalam
matematika yang dijadikan alat bantu untuk pemecahan masalah hingga saat ini

adalah konsep graf. Graf merupakan himpunan titik dan sisi yang saling



2
terhubung jika dikaitkan dengan kehidupan sehari-hari, menjalin hubungan yg
harmonis antar sesama manusia merupakan idealnya suatu kehidupan, dalam Al-

Quran surat At-Taubah ayat 71 disebutkan:

T/i*ﬁ/ 2

Dbty ST 2 055 Syl S8U e 2 ek Elglls 05l

VA S5 e il O AT a5l Bt il Oty S50 084
”Dan orang-orang yang beriman, lelaki dan perempuan, sebagian mereka (adalah)
menjadi penolong bagi sebagian yang lain. Mereka menyuruh (mengerjakan) yang
ma’ruf, mencegah dari yang munkar, mendirikan shalat, menunaikan zakat dan mereka

taat pada Allah dan Rasul-Nya. Mereka itu akan diberi rahmat oleh Allah; sesungguhnya
Allah Maha Perkasa lagi Maha Bijaksana.

Perkembangan sebelumnya muncul bilangan kromatik pewarnaan titik
dan pewarnaan sisi pada graf, yaitu mewarnai titik, sisi dan wilayah dari graf
sehingga setiap dua titik yang berhubungan langsung dengan dua buah sisi yang
saling terkait langsung, dua obyek yang bertetanggaan langsung mendapat warna
yang berbeda. Kemungkinan jumlah pewarnaan berbeda pada graf dapat dihitung
dengan banyaknya warna yang diberikan. Pertanyaan yang menarik adalah berapa
ukuran terkecil banyaknya warna yang dapat diberikan pada sebuah graf G,
persoalan inilah yang kita sebut dengan bilangan kromatik.

Alauddin pada tahun 2009 telah melakukan penelitian mengenai
bilangan kromatik graf prisma yang diperoleh dari hasil produk kartesian antara
graf lintasan dengan graf siklus, dan pada skripsi ini penulis akan meneliti

bilangan kromatik pada graf lain yaitu graf nonkommuting dari grup dihedral.
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Ayat Al-Quran yang menginspirasi penulis untuk menyusun skripsi ini

adalah dalam surat An-Nisa’ ayat 36 Allah Swt Berfirman:
AT 53 JoTs oSy ATy AT (sdos L) o000 L8 T80 N all ey
Ve O s &4 Yl O ST Sl g LTl ol ety T U

NRNTEE

”Sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan sesuatupun. Dan
berbuat baiklah kepada dua orang ibu-bapa, karib-kerabat, anak-anak yatim, orang-
orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang jauh, dan teman sejawat, ibnu sabil
dan hamba sahayamu. Sesungguhnya Allah tidak menyukai orang-orang yang sombong

dan membangga-banggakan diri” (An-Nisa’:36).

Dalam ayat di atas dapat diketahui bahwa terdapat pola keterhubungan antara
manusia dan manusia dan juga antara manusia dengan Allah Swt Pola
keterhubungan itu dapat dianalogikan dengan pewarnaan sisi pada sebuah graf
dan komponen yang dalam hal ini diwakili oleh Allah Swt dan manusia dapat
dianalogikan dengan elemen titik pada sebuah graf. Konsep bilangan kromatik
adalah konsep dimana terdapat beberapa hubungan diantara dua elemen, baik
yang menyangkut sesama manusia dan juga dengan Allah Swt dalam ranah ruang
maupun waktu sebagai wadah untuk beribadah sesuai yang telah tertulis dalam
Al-Quran dan Hadits.

Sehingga pola keterhubungan itulah kita akan makin tahu batasan antara
manusia dengan manusia lainnya dan juga Allah Swt. Sehingga dari penjelasan di
atas judul skripsi yang akan dibahas penulis pada penelitian ini adalah ”Bilangan

Kromatik dari Graf Noncommuting Grup Dihedral’.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana rumus umum dari bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf
noncommuting grup dihedral?
2. Bagaimana rumus umum dari bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf

noncommuting grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah dan fokus penelitian, maka tujuan
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Untuk mengetahui rumus umum dari bilangan kromatik dari pewarnaan
titik graf noncommuting grup dihedral?
2. Untuk mengetahui rumus umum dari bilangan kromatik dari pewarnaan

sisi graf noncommuting grup dihedral?

1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan tujuan penelitian maka manfaat penelitian ini
dikelompokkan berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu:
1. Sebagai tambahan pengetahuan dan wawasan dalam pengembangan ilmu
tentang bilangan kromatik pada graf noncommuting grup dihedral.
2. Sebagai tambahan literatur yang dapat dijadikan acuan untuk
menyelesaikan  persoalan terkait bilangan kromatik dari graf

noncommuting dari grup dihedral.



1.5 Metode Penelitian

Metode dalam penelitian ini, menggunakan pendekatan penelitian

kepustakaan (library research), yakni melakukan pemahaman terhadap beberapa

kajian teori maupun literatur yang telah dipublikasikan, yang sesuai dengan topik

pembahasan. Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini yaitu:

1.

Menentukan elemen-elemen yang saling komutatif pada grup dihedral—2n,
yaitu Dg, Dg, D1g, D12, D14, Dis.

Menggambarkan tabel cayley dari grup dihedral—2n, yaitu D¢, Dg, D;¢, D12,
D14, Dss.

Menggambarkan graf noncommuting dari grup dihedral—2n, yaitu D¢, Dg,
Dyg, D12, D14, Dys.

Mewarnai setiap titik dan sisi dari grup dihedral—2n, yaitu D¢, Dg, D;¢, D12,
D14, Dss.

Mengamati dan menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya warna
yang digunakan dari grup dihedral—2n, yaitu D¢, Dg, Do, D12, D14, D1¢.
Membuktikan pola yang terbentuk sebagai teorema.

Menarik kesimpulan.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan ini digunakan untuk mempermudah dalam

memahami dan menyusun laporan penelitian. Adapun sistematika penulisan

dalam penelitian ini yaitu:



Bab | Pendahuluan
Pada bab ini berisi tentang latar belakang penelitian, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka
Bab ini menjelaskan tentang gambaran umum dari teori yang mendasari
pembahasan, yaitu mengenai graf, derajat titik, graf terhubung, bilangan
kromatik, grup dihedral—2n, center grup, tabel cayley, graf noncommuting
serta keterkaitan antara hablumminallah dan hablumminannas dengan shalat
tepat waktu dalam Al-Quran sesuai dengan konsep pewarnaan pada suatu
graf.

Bab 111 Pembahasan
Pada bab ini akan dijelaskan tenteng grup dihedral—2n (D), graf
noncommuting grup dihedral—2n (D,,), pewarnaan titik dan sisi serta
bilangan kromatiknya, dan pola yang terbentuk dari graf noncommuting
grup dihedral—2n (Dsy,.

Bab IV Penutup
Pada bab ini dijelaskan intisari dari hasil penelitian yang berupa
kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dengan dilengkapi dengan

saran-saran yang berkaitan dengan penelitian ini.



BAB I1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g. Graf dengan order

p dan ukuran g dapat disebut graf-(p, q) (Abdussakir, 2009).

2.2 Derajat Titik

Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis Ng(v).
Derajat dari titik v di graf G, ditulis deg.;(v)., adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf
G, maka tulisan deg (v) disingkat menjadi deg(v) dan N (v). disingkat menjadi
N(v). Jika dikaitkan dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf G adalah
banyaknya anggota dalam N (v).

deg(v) = |N(v)|
Titik yang berderajat 0 disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik

yang berderajat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Titik yang berderajat genap
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disebut titik genap dan titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil. Derajat
maksimum titik di ¢ dilambangkan dengan D(G) dan derajat minimum titik di G
dilambangkan dengan d(G) (Abdussakir, dkk, 2009:9).

Perhatikan graf G berikut mempunyai himpunan titik V(G) =

{a,b,c,d}dan E(G) ={e; e, e5 e4 €5}

90

Gambar 2.1 Gambar G dengan Himpunan Titik V(G)

Berdasarkan gambar diperoleh bahwa:
N(a) = {b,c,d}
N(b) = {a,c}
N(c) ={a,b,d}
N(ad) = {a,c}
Dengan demikian, maka
deg(a) = 3
deg(b) = 2
deg(c) =3
deg(d) = 2d
Diperoleh derajat maksimum di G adalah 3 dan derajat minimum di G
adalah 2. Titik b dan a dalah titik genap, sedangkan titik a dan ¢ adalah titik
ganjil, karena tidak ada yang berderajat O atau 1, maka graf G tidak mempunyai

titik terisolasi dan titik ujung.
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Kenyataan bahwa jumlah derajat semua titik yang hasilnya sama dengan

dua kali banyak sisinya berlaku secara umum untuk semua graf. Hubungan antara
jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu q adalah

Yv=c deg(v) = 2q

Graf G dikatakan beraturan —r atau beraturan dengan derajat r jika

masing-masing titik v di G, maka deg(v) = r, untuk bilangan bulat tak negatif r.

Suatu graf disebut beraturan jika beraturan—r untuk suatu bilangan bulat tak

negatif r. Graf beraturan—3 biasa disedut graf kubik.Berikut ini merupakan

1A

/

contoh graf beraturan—4.

Gambar 2.2. Graf Beraturan 4

Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang saling terhubung
langsung (adjacent). Graf komplet dengan order n dinyatakan dengan K,,. Dengan

demikian maka graf K,, merupakan graf beraturan—(n — 1) dengan order p = n

n(nz+1) {TL

2}. Sebuah graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik

dan ukuran g =

di G bisa dipartisi menjadi himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-
masing sisi pada graf G tersebut menghubungkan satu titik di 1/; dengan satu titik
di V,. Jika graf G bipartisi beraturan—r dengan r > 1 maka |V;| = |V,|

(Abdussakir, dkk, 2009:21).
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Graf G dikatakan partisi—n komplet jika G adalah graf partisi—n
dengan himpunan partisi Vi, V5, ..., V,, sehingga titik u € V; dan v € V},i # j,

maka u v € E(G) jika |V;| = p;, maka graf ini dinotasikan dengan K, ,

Urutan pq, p,, ..., py, tidak begitu diperhatikan. Graf partisi—n komplet merupakan
graf komplet K,, jika dan hanya jika p; = 1 untuk semua i. jika p; = t untuk
semua i, t = 1 maka graf partisi—n komplit ini merupakan graf beraturan dan
dinotasikan dengan K. Jadi K, tidak lain adalah K, (Abdussakir, dkk,

2009:23).

2.3 Graf Terhubung

Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit.
Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup tak trivial. Jalan tertutup tak trivial
yang semua titiknya berbeda disebut sikel. Dengan demikian setiap sikel pasti
merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit merupakan sikel. Jika dicarikan
hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh bahwa trail tertutup dan tak trivial
pada graf G disebut sirkuit di G. Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik
u dan v dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan © — v di G. Suatu
graf G dikatakan terhubung, jika untuk setiap titik © dan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap
titik u dan v di G terdapat lintasan u — v di G. Sebaliknya,jika ada dua titik u dan
v di G, tetapi tidak ada lintasan u — v di G, maka G dikatakan tak terhubung
(disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009:55-56).

Sebuah graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua

titik G yang berbeda terdapat sebuah lintasan yang menghubungkan kedua titik
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tersebut. Sebaliknya, graf G disebut tidak terhubung (disconnected). Sebuah
komponen graf G adalah sebuah graf bagian terhubung maksimal (titik dan sisi)
dari G. Graf H dikatakan graf bagian terhubung maksimal dari graf G, jika tidak
ada graf bagian lain dari G yang terhubung dan memuat H. Jadi setiap graf
terhubung memiliki tepat satu komponen sedangkan graf tak terhubung memiliki

paling sedikit dua komponen (Budayasa, 2007:8).

2.4 Pewarnaan pada Graf

Pewarnaan graf adalah suatu bentuk pelabelan graf, yaitu dengan
memberikan warna pada elemen graf. Terdapat tiga macam persoalan pewarnaan
graf, meliputi pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring),
dan pewarnaan wilayah (region coloring).

Diketahui graf klasik G(V,E). Pewarnaan pada G adalah pemetaan
C:V — N sedemikian hingga dua buah titik yang bertetangga diwarnai dengan
warna yang berbeda atau C (i) # C(j) jika (i,j) € E(G). Titik i dan j disebut tak
kompatibel (incompatible), jika (i,j) € E(G). Sebaliknya, titiki dan j disebut
kompatibel (compatible) jika (i,j) € E(G)). Dengan demikian dua buah titik yang
kompatibel dapat diwarnai dengan warna yang sama, sedangkan dua buah titik

yang tak kompatibel diwarnai dengan warna yang berbeda.

2.5 Pewarnaan Titik (Vertex Coloring)
Pewarnaan titik pada graf G adalah memberikan warna berbeda pada
setiaptitik pada graf G yang bertetangga sehingga tidak ada dua titik yang

bertetanggadengan warna yang sama. Dalam pewarnaan titik juga mengenal
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istilah bilangan kromatik yang sangat erat kaitannya, yaitu masalah menentukan
banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada graf
sehingga dua titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Suatu bilangan k yang terkecil sedemikian hingga graf G dapat diwarnai
dengan k warna disebut bilangan kromatik dari graf G disimbolkan y(G). Apabila
suatu graf G dapat diwarnai dengan k minimal darin warna, maka G dikatakan
memiliki bilangan kromatik n(y(G)) = n. Lihat pada Gambar 2.2.

Jika G adalah sebuah graf khusus dengan p titik dan g sisi dan G mempunyai

bilangan kromatik y maka hubungannya (y — 1)p < 2q (Ringel, 1994).

2.6 Pewarnaan Sisi (Edge Coloring)
Sebuah pewarnaan sisi pada graf G adalah pewarnaan semua sisi
G sedemikianhingga setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama

mendapatkan warna yang berbeda (Budayasa, 2007).

s ' C ( /]

Gj_ G'2 G;_J,

Gambar 2.2 pewarnaan titik

Jika ¢ mempunyai pewarnaan sisi—k, maka dikatakan sisi-sisi di G diwarnai

dengan k warna. Contoh pewarnaan sisi dapat dilihat pada Gambar 2.3.
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¢ ,;
Gy Gy Gy

Gambar 2.3 Pewarnaan Sisi

2.7 Pewarnaan Wilayah
Pewarnaan wilayah adalah pemberian pada setiap wilayah pada graf
sehingga wilayah yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Biasanya

sering dipakai untuk mewarnai peta. Contoh pewarnaan wilayah dapat dilihat pada

Gambar 2.4.
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Gambar 2.4 pewarnaan wilayah

2.8 Bilangan Kromatik

Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian sebanyak n warna pada
titik sehingga dua titik yang saling terhubung langsung tidak diberi warna yang
sama. Pewarnaan sisi pada graf G adalah pemberian sebanyak n warna pada sisi
sehingga dua sisi yang saling terkait langsung tidak diberi warna yang sama.
Bilangan n terkecil sehingga graf G dapat diwarnai dengan cara tersebut
dinamakan bilangan kromatik. Bilangan kromatik titik ditulis y(G) dan bilangan

kromatik sisi ditulis y'(G) (G. Chartrand and Lesniak, 1986).
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2.9 Grup Dihedral
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*)
dengan G adalah himpunan tak kosong dan * adalah operasi biner di G yang

memenuhi sifat-sifat berikut:

1. (a * b) *c = a = (b * ¢),untuk semua a, b, c € G (yaitu assosiatif ).

2. Ada suatu elemen e di G sehingga a * e = e * a = a, untuk semua
a € G (e disebut identitas di G).

3. Untuk setiap a € G ada suatu element a~! di G sehingga a * a1 =
a”! x a =e(a"?!disebut invers dari a)

Adapun grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika axb = bxa
untuk semua a, b € G (Raisinghania and Aggrawal, 1980:31)

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan, dinotasikan D,,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n > 3.
Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D,, (D. Dummit and
R. Foote, 1991:24-25).

Misalkan D,, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk st € D,,
yang diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga st adalah
fungsi komposisi). Jika st akibat permutasi titik berturut-turut o, T maka st akibat
dari o°t Operasi biner pada D,,adalah assosiatif karena fungsi komposisi adalah
assosiatif. ldentitas dari D,, adalah identitas dari simetri (yang meninggalkan
semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari s € D,,, adalah kebalikan
semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada titik os~1 akibat

dari =1 ) (Dummit dan Foote, 1991:24-25).
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Karena grup dihedral akan digunakan secara ekstensif, maka diperlukan
beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan
selanjutnya dan membantu mengamati D,,, sebagai grup yang abstrak yaitu:
(D 1,772, ..., r* L
(2) Is] = 2.
(3) r # s untuk semua i.
(4) srt #sr/ untuk semua 0<i, j<n—1 dengan i #j. Jadi D,, =
{1,7,72, ..., 7", s,sr,s7?, ...sr™ 1} yaitu setiap elemen dapat dituliskan
tunggal dalam bentuk s®r‘untuk k = 0 atau 1dan0 <i <n—1.
(5)Sta= 7S

(6) srt = r~ts, untuk semua 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991:26).

2.10 Center Grup
Missal G grup, center dari grup G dituliskan Z(G) sebagai berikut:
Z(G) ={z € G:zx = xz,Vx € G}
Jadi, Z(G) adalah himpunan anggota G yang komutatif terhadap semua anggota

Z(G) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:229).

2.11 Graf Nonkommuting Grup Dihedral

Misal G grup non abelian dan (G) adalah center dari G. Graf
noncommuting I'; adalah suatu graf yang mana titik-titiknya merupakan himpunan
dari G\Z(G) dan dua titik x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika xy #

yx. (Abdollahi dkk, 2006).
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2.12 Hubungan antara Allah, Manusia dan Makhluk-Nya dalam Al-Quran

Sebagaimana Allah Swt berfirman dalam surat al Hujurat ayat 13:

[ }L/

I e s 8y e oty Lpnd (Kltess 1505 35 2 (Kl ) 00 Gl

wﬁz;;,g;w‘ff;;vgﬂ

Artinya,” hai manusia, sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang lakilaki dan
seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku supaya
kamu saling mengenal. Sesungguhnya orang yang paliang mulia di sisi Allah ialah orang
yang paling takwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha
mengenal (Q.S al-Hujurat:13).

Ayat ini mengisyaratkan bahwa terjalinnya hubungan satu sama lain
diantara sesama manusia merupakan suatu ketetapan dari Alla Swt dan hubungan
ini berawal dari perbedaan watak atau karakter setiap manusia. Manusia sengaja
diciptakan Allah Swt berbeda-beda, laki-laki, perempuan, bersuku-suku, dan
berbangsa-bangsa supaya mereka saling mengenal. Hal ini untuk saling mengisi
sehingga terciptakan manusia terbaik.

Seruan kepada manusia untuk menyembah Allah Swt ini dijelaskan
lebih dalam oleh Yusuf Ali (2009:22) dalam kitab tafsirnya yang berjudul Tafsir
Yusuf Ali bahwa penyembahan adalah suatu tindakan tertinggi serta sikap rendah
hati yang luar biasa dalam ibadah. Keimanan manusia akan menghasilkan segala
amal shaleh. Inilah kesempatan bagi manusia yang diberikan oleh Allah.

Imani (2006:115) dalam kitab tafsir karangannya juga menjelaskan
makna penyembahan yang diserukan kepada manusia. Penyembahan yang
dimaksud ialah aspek penyerahan diri yang paling tinggi kepada Dzat yang

memiliki derajat kebaikan dan kemurahan hati yang tertinggi.
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Beberapa riwayat menunjukkan bahwa apa yang diperintankan Allah
agar dihubungkan adalah hubungan kekerabatan. Yakni, memelihara hubungan
kekerabatan maupun ikatan ideologis yang mencakup ikatan-ikatan kontinyu dan
mendalam dengan para pemimpin suci serta mengikuti garis wilayah
(kepemimpinan) nya (Imani, 2005:77).

Berdasarkan terjemah dari ayat di atas, “dan orang-orang yang
menghubungkan apa yang diperintahkan Allah agar dihubungkan” dijelaskan
lebih dalam oleh al-Jazairi (2004:56) pada Tafsir al-Aisar yaitu menghubungkan
apa yang Allah perintahkan untuk dihubungkan berupa iman, Islam, ihsan, dan
silaturrahim. Penjelasan serupa juga diungkapkan oleh Yusuf Ali (2009:598)
bahwa menghubungkan apa yang diperintah Allah yang dimaksud pada ayat
tersebut yaitu menghubungkan iman dengan tindakan nyata, mencintai Allah
dengan mencintai manusia, serta menghormati semua nabi tanpa membeda-
bedakan, juga mengikuti ajaran agama secara universal. “Mereka takut kepada
Tuhannya dan takut kepada hisab yang buruk.” Mereka yang dimaksud ialah
orang-orang yang menjaga silaturrahim dengan orang-orang yang berhubungan
baik dengan mereka, yang diperintahkan Allah Swt untuk dipelihara, penjagaan
hubungan baik itu berupa berbakti kepada orang tua, silaturrahim, mengasuh anak
yatim, menolong orang fakir, dan memberikan bantuan kepada orang yang
tertimpa musibah (al-Qarni, 2008:350).

Pendapat serupa dikemukakan oleh ash-Shiddieqy (2000:2087) bahwa
mereka yang dimaksud pada ayat di atas adalah mereka yang menghubungi rahim
(menjalin kekerabatan) yang diperintah oleh Allah agar melakukannya. Mereka

memperlakukan kerabat-kerabatnya dengan sebaik-baiknya dan berbuat ihsan
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kepada kaum kerabat yang memerlukan sesuatu kebajikan darinya dan menolak
gangguan dari mereka. Menurut lahiriyyah ayat ini, hubungan kekerabatan yang
dikehendaki oleh Allah untuk melengkapi semua perintah-Nya adalah dilarang
memutuskan hubungan persaudaraan. Masuk ke dalamnya semua hak Allah,
sebagaimana semua hak hamba.

Hubungan antara sesama manusia adalah saling tolong-menolong,
menjalin cinta dan kasih sayang sebagaimana disebutkan dalam hadits berikut
yangartinya: “Dari Abu Hurairah r.a. bahwasanya ia berkata: “Aku mendengar
Rasulullah Saw. bersabda: “barang siapa gembira dilapangkan rizkinya dan
selalu disebut-sebut kebaikannya, maka hendaklah pelihara hubungan
silaturahim”(H.R. Bukhari, Muslim, dan Turmudzi).

Dalam hadits lain dikatakan bahwa:“Dari Ibnu Abbas ia berkata:
“Rasulullah Saw bersabda: “sesungguhnya kebajikan dan menghubungkan
silaturahim itu kedua-duanya benar-benar meringankan hisab yang buruk di hari
kiamat” (H.R. al-Khatib dari lbnuAsakir). Penjelasan dari ayat Al-Quran dan
hadits inilah yang menegaskan kepada manusia untuk selalu menjaga hubungan
baik dengan Sang Pencipta (hablumminallah) dan sesama manusia

(hablumminannas).
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PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan tentang bilangan kromatik graf
noncommuting grup dihedral. Grup dihedral dengan operasi ““ °” terlebih dahulu
akan dicari elemen-elemen komutatifnya, kemudian digambarkan graf

noncommuting-nya dengan batasan n yaitu 3 < n < 8.

3.1 Bilangan Kromatik Titik dan Sisi Graf Noncommuting dari Grup
Dihedral—2n

Bilangan kromatik titik graf noncommuting D,,, adalah jumlah terkecil
warna yang mungkin untuk mewarnai setiap titik pada graf noncommuting D,,,.
Bilangan kromatik sisi graf noncommuting D,,, adalah jumlah terkecil warna yang
mungkin untuk mewarnai setiap sisi pada graf noncommuting D,,. Graf yang
digunakan pada pembahasan ini akan dikhususkan pada graf noncommuting grup
dihedral.
3.1.1 Graf Noncommuting Grup Dihedral-6 (D)

Elemen-elemen dari D¢ adalah {1,7,72,s, sr, sr?}. Adapun hasil operasi

komposisi pada setiap elemen D, dalam bentuk Tabel cayley sebagai berikut:

Tabel 3.1 Tabel cayley grup Dg

° 1 r r? ST sr?
1 1 r i s sr sr?
r r r? 1 it s sr
r? r? 1 T ST sr? s
s s ST sr? 1 r r?
sr sr sr? s r? 1 r
sr? sr? s ST r r? 1

19
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Warna hijau pada tabel di atas merupakan center grup dihedral Dj.

Adapun center grup dihedral—6 (D) yang dimaksud yaitu {1}. Dikatakan center
grup karena jika dioperasikan, 1 komutatif dengan semua elemen di Ds.
Selanjutnya warna kuning yang merupakan elemen-elemen yang tidak komutatif
pada grup dihedral—6 (D). Elemen-elemen yang tidak komutatif tersebut dapat

disajikan sebagai berikut:

1°s # s°r r2%s = 512 S°ST # ST°S
o o, 20 0,.2 o 2 20
r°sr # Sr°r re°sr # Sr°r S°Sr< # Sr<°s
KoSTNES S oS TRl T oy T N

Berdasarkan definisinya, graf noncommuting merupakan graf yang
setiap titiknya bukan merupakan elemen-elemen center dari suatu graf G.
Artinya, dilakukan pengambilan atau penghapusan elemen center pada graf G .
Dengan demikian center dari grup dihedral—6 (p,) dihilangkan sehingga graf
noncommuting dari grup dihedral—6 (p,) memiliki himpunan titik-titik Ij, =
{1,7,1%,s,sr,sr?}. Himpunan titik-titik dapat gambarkan dalam bentuk graf

sebagai berikut:

@
Gambar 3.1 Graf G,

r°sr = s dan sr°r = sr? maka r°sr # sr°r jadi bisa dikatakan bahwa
r°sr tidak komutatif dengan sr°r, sehingga titik r dan sr adalah terhubung

langsung, sehingga dapat kita bentuk graf sebagai berikut:
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Gambar 3.2 Graf G,

r°sr? = sr dan sr?°r = s maka r°sr? # sr2°r jadi dapat dikatakan
bahwa r°sr? tidak komutatif dengan sr2°r, sehingga titik r dan sr? adalah

terhubung langsung, sehingga diperoleh graf berikut:

I N

s |

®
ST
Gambar 3.3 Graf G5
s°sr =r dan sr°s = r? maka s°sr # sr°s jadi bisa dikatakan bahwa

s°sr tidak komutatif dengan sr°s , sehingga titik s dan sr adalah terhubung

langsung, sehingga didapatkan graf berikut:
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Gambar 3.4 Graf G,

sr°sr? =r dan  sr?°sr =r? maka sr°sr? # sr?°sr jadi bisa
dikatakan bahwa sr°sr? tidak komutatif dengan sr2°sr , sehingga titik sr dan

sr? adalah terhubung langsung, sehingga didapatkan graf berikut:

]
s® ® .2
L]
=
Gambar 3.5 Graf Gg

Dengan cara yang sama maka akan berlaku juga pada titik yang lain
kecuali kita operasikan dengan center dari D, maka kedua titik akan bersifat

nonkomutatif, sehingga diperoleh graf noncommuting D, sebagai berikut:
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Gambar 3.6 I,

selanjutnya yaitu melakukan pewarnaan titik pada graf noncommuting grup
dihedra—6 untuk mengetahui bilangan kromatik atau jumlah warna terkecil untuk
memberi warna pada setiap titik pada graf tersebut. Dari gambar 3.6 misalkan r
dan r2 diberi warna kuning, s diberi warna orange, sr diberi warna hitam dan
sr2diberi warna biru, maka pewarnaan titik dari graf noncommuting dari D, dapat

digambarkan sebagai berikut:

S@® Sr

Gambar 3.7 Pewarnaan Titik pada I,
Dari gambar diatas diketahui bahwa titik r terhubung langsung ke titik ,
sr dan sr?, sehingga keempat titik kita beri warna yg berbeda yaitu kuning untuk
titik 7, coklat untuk titik s, hitam untuk titik sr dan biru untuk titik sr2, karena

titik r2tidak terhubung langsung dengan titik r tetapi terhubung langsung dengan
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titik titik s , sr dan sr? maka titik 2 kita warnai dengan warna yang sama dengan
titik  yaitu kuning, sehingga dari pewarnaan titik pada gambar diketahui bahwa

bilangan kromatik titik pada I, adalah 4.

Berdasarkan gambar I, maka diperoleh pewarnaan sisi sebagai berikut:

r r
) ,\ L A [ W2
NS
sr

Gambar 3.8 Pewarnaan Sisi Pada Ip,

Sisi (r, s) saling terkait langsung dengan sisi (7, sr) dan (r,sr?) maka
ketiga sisi ini kita beri 3 warna yang berbeda yaitu warna ungu untuk sisi (7, s),
warna biru untuk sisi (r, sr) dan warna hitam untuk sisi (r, sr?), sisi (r,sr) dan
(r?, sr?) tidak terhubung langsung maka kita beri pewarnaan yg sama yaitu biru,
sisi (r,sr?), sisi (r?,sr) dan (s,sr?) tidak terhubung langsung maka kita beri
pewarnaan yg sama Yaitu hijau, sisi (s,72) dan (sr,sr?) tidak terhubung
langsung maka kita beri pewarnaan yg sama yaitu kuning, jadi kita bisa
menggunakan 5 warna untuk mewarnai yaitu warna ungu, biru, hitam, hijau dan

kuning, sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi Dg adalah 5.

3.1.2 Graf Noncommuting Grup Dihedral—8 (Dg)

Bilangan kromatik titik pada I adalah banyaknya pewarnaan yang

mungkin untuk mewarnai masing-masing titik pada Graf noncommuting Dg.
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Elemen-elemen dari Dg adalah {1,7,72%,73s,sr,sr?, sr3}. Dengan tahapan yang
sama sesuai dengan pewarnaan titik pada I, maka diperoleh hasil pewarnaan

titik pada Ip,, seperti pada gambar berikut:

3
T r
- @
S® Qsrr3
i ®
ST sr2

Gambar 3.9 Pewarnaan Titik pada Ip,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik titik pada untuk graf noncommuting dari
Dg adalah 3 atau (I3, ) = 3.
Dengan tahapan yg sama sesuai dengan pewarnaan sisi pada I, , maka

diperoleh hasil pewarnaan sisi pada I, pada gambar berikut:

Gambar 3.10 Pewarnaan Sisi pada Iy,

Sehingga  diperoleh  bilangan kromatik sisi pada pada [Ip, adalah 5

atau x'(Ip,) = 5.
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3.1.3 Graf Noncommuting Grup Dihedral—10 (D44)

Bilangan kromatik titik graf noncommuting D;, adalah banyaknya
pewarnaan yang mungkin untuk mewarnai masing-masing titik pada graf
noncommuting Dyy. Elemen-elemen dari Dy, adalah
{1,7,7%,73,r*s,sr,sr?,sr3,sr*}. Dengan tahapan yang sama sesuai dengan

pewarnaan titik pada t(D;,) maka diperoleh gambar sebagai berikut:

o
® T'2 T.3 rt
»
s oS / @
=g G G
sr sr

Gambar 3.11 Pewarnaan Titik pada Ip,

sehingga akan diperoleh bilangan kromatik titik pada p,, adalah 6 atau
X(er) = 6.
Dengan tahapan yang sama sesuai dengan pewarnaan sisi pada I, maka

diperoleh hasil pewarnaan sisi pada I}, , pada gambar berikut:

T
® T‘2 T'3 r#
®
® @
sC e e ®,
ST sre//
///
]
sr?

gambar 3.12 pewarnaan sisi pada I,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi pada I, adalah 9 atau X,(rDm) =09.
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3.1.4 Graf Noncommuting Grup Dihedral-12 (D)
Bilangan kromatik titik graf noncommuting D;, adalah banyaknya
pewarnaan yang mungkin untuk mewarnai masing-masing titik pada graf
noncommuting Dy,. Elemen-elemen dari Dy, adalah

5,s,sr,sr%,sr3,sr* sr5). Dengan tahapan yang sama sesuai

{(1,7r,r%3,7r3,r4r
dengan pewarnaan titik pada z(Dg), maka diperoleh hasil pewarnaan dan bilangan

kromatik titik pada t(D,,) pada gambar berikut:

r e r rs
. ® 4 4
\ \ 2|

% A / sr
S @S )
|y ;
\ o\ |
\ \< / |
o ! >
57..3 — 55’4 Sr

Gambar 3.13 Pewarnaan Titik pada Ip,,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik titik pada r;, , adalah 6 atau )((I“Dlz) =4,

Bilangan kromatik sisi pada graf noncommuting dari grup
dihedral—12 ( D,,) adalah banyaknya pewarnaan yang mungkin untuk mewarnai
masing-masing sisi pada graf noncommuting D;,. Elemen-elemen dari grup
dihedral—=12 ( D,,) adalah {1,r,72,73,7% 15 s,sr, 512, sr3,sr* sr5}. Dengan
tahapan yang sama sesuai dengan pewarnaan sisi pada t(Dg), maka diperoleh
hasil pewarnaan dan bilangan kromatik sisi pada I, , seperti pada gambar sebagai

berikut:
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Gambar 3.14 Pewarnaan Sisi pada Ip,,

sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi pada r;, , adalah 9 atau X’(FDU) =0.

3.1.5 Graf Noncommuting Grup Dihedral-14 (D4)

Bilangan kromatik titik graf noncommuting D,, adalah banyaknya pewarnaan
yang mungkin untuk mewarnai masing-masing titik pada graf noncommuting
Dy,. Elemen-elemen dari Dy, adalah
{1,7,72,73, 7%, 75,7%,s, 57,512, 513, s7*, s1°, s1¢}. Dengan tahapan yang sama
dengan pewarnaan titk pada r;,,, maka diperoleh hasil pewarnaan dan bilangan

kromatik titik pada 1., pada gambar berikut:

T3 r4
o v
T'2 r5
@
re
o’
S ‘ ) > %
G o6
sr WV A A
3 » \ - - 7.
? o sre
- :
. sr3  srt

Gambar 3.15 Pewarnaan Titik pada Ip,,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi pada r,,, adalah 8 atau x(I,,) = 8.
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Dengan tahapan yang sama sesuai dengan pewarnaan sisi pada I, ,
maka diperoleh hasil pewarnaan dan bilangan kromatik sisi pada 1,, pada

gambar berikut:

r3 4
) 4 @
Tz /, TS
]
4
r @l /
s &S
Y AN -
S
5?"2 3

Gambar 3.16 pewarnaan sisi pada I,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi pada 1, adalah 13 atau x'(I},,,) =

[1 5

3.1.6 Graf Noncommuting Grup Dihedral-16 (D)

Bilangan kromatik titik graf noncommuting grup dihedral-16 (D;¢)
adalah banyaknya pewarnaan yang mungkin untuk mewarnai masing-masing titik
pada graf noncommuting grup dihedral-16 (D,¢). Elemen-elemen dari grup
dihedral-16 (D16) adalah
(1,7, 72,73, 7%, 75,7817, s,s1, 572,513,574, 575, 57%,sr7}. Dengan tahapan yang
sama sesuai dengan pewarnaan titik pada r;,,, maka diperoleh hasil pewarnaan dan

bilangan kromatik titik pada 1;,, pada gambar berikut:
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gambar 3.17 pewarnaan titik pada I,

Sehingga akan didapatkan bahwa bilangan kromatik titik pada r;, , adalah 5
atau x(Ip,,) = 5.
Dengan tahapan yang sama sesuai dengan pewarnaan sisi pada I,

maka diperoleh hasil pewarnaan dan bilangan kromatik sisi seperti pada gambar

sebagai berikut:

gambar 3.18 pewarnaan sisi pada Iy,

Sehingga diperoleh bilangan kromatik sisi pada r;,, adalah 13 atau )(’(AD16) =

13.
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Dari beberapa bilangan kromatik di atas di dapatkan Tabel sebagai

berikut:
Tabel 3.2 Tabel bilangan kromatik graf noncommuting grup dihedral D,,,
F(DZn ) X(F(DZn )) X'(F(DZn )
I'(Dg ) 4 5
I'(Dg) 3 5
I'(Dyp) 6 9
(D) 4 9
I'(D14) 8 13
I'(D16 ) S 13
r,,) n + 1, n ganjil 2n — 1, n ganjil
>+ 1, n genap 2n — 3, n genap
Berdasarkan Tabel 3.8, diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.1

Misal I'(D,,) adalah graf noncommuting dari grup dihedral-2n (I"(D,,)),
maka bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting pada grup
dihedral-2n (I'(D,,)) adalah (I'(D,,)) =n+1 untuk 72 ganjil dan
X(I'(D3y)) = > + 1untuk 7 genap.

Bukti: Untuk n ganjil, diperoleh himpunan S = {r,s, sr,...,sr™ 1} saling tidak
komutatif di I (D,,, ), untuk i # j. Dapat dikatakan bahwa r* dan sr/ , untuk
i,j = 0,1,2, ... , n—1yang saling terhubung langsung. Dengan demikian, S =
{r,s,sr,...,sr™ 1} akan membentuk subgraf komplit paling besar di G. Karena
S = {r,s,sr,...,sr™ 1} membentuk subgraf terbesar di G, maka bilangan clique
atau order subgraf komplit terbesar graf G adalah n + 1, yaitu kardinalitas

himpunan S. Karena order dari subgraf komplit terbesarnya adalah n + 1, maka
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pewarnaan titik pada graf ¢ membutuhkan minimal warna sebanyak n + 1
warna. Dengan demikian didapatkan bilangan kromatik titik pada graf

noncommuting grup dihedral yaitu (I'(D,,)) = n + 1, untuk n ganjil.

Untuk n genap, diketahui bahwa Z(G) = {1,r§ ). Karena r! dan sr/ , untuk
i,j = 0,1,2,..,n — 1 tidak saling komutatif, maka r* dan sr/, untuk i,j =
0,1,2,..,n—1 terhubung langsung di G, untuk i=j. Karena sr/,i =

0,1,2, ... ,— saling komutatif dengan sr/ ,j =
2

N3

2+1,2+2,..,n —1, maka
sr- tidak terhubung langsung dengan sr’/. Namun demikian, srt,i = 0,1,2, g
tidak komutatif satu sama lain. Maka , sr',i = 0,1,2, ... g akan membentuk
subgraf komplit. Karena srt, i = 0,1,2, ... ,gterhubung langsung dengan r, maka
diperoleh subgraf komplit terbesar yang memuat g + 1 titik. Dengan kata lain,
bilangan clique atau order subgraf komplit terbesar graf G adalah g + 1. Karena
order dari subgraf komplit terbesar G adalah §+ 1, maka pewarnaan titik pada

graf G membutuhkan minimal warna sebanyak g + 1 warna. Dengan demikian,
dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik titik graf noncommuting grup
dihedral yaitu y(z(Dyy)) = g + 1, untuk n genap.

Teorema 3.2

Misal I'(D,, ) adalah graf noncommuting dari grup dihedral-2n (D,,), maka
bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-
27 (D,,, ) adalah #(I'(D,, )) = 272 — 1 untuk 7 ganjil dan #(I'(D,, )) = 22 — 3

untuk 7z genap.
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Bukti: Untuk n ganjil, diketahui r* dan sr/, i, j = 0,1,2, ... , n — 1 tidak
komutatif, artinya r* dan sr/, i, j =0,1,2, ... , n — 1 saling terhubung langsung di
D,,,, untuk i # j. Karena r' dan sr/, saling terhubung langsung, maka membentuk
subgraf komplit di I'(D,,,). Misal v merupakan titik di I"(D,,,). Diketahui bahwa
banyaknya titik berderajat ganjil pada sebuah graf adalah genap, dapat ditulis
Xyer(p,,) deg(v) = 2n. Pada graf noncommuting, pada n ganjil banyaknya
2(Z(D,y)) adalah 1. Karena pada graf noncommuting center grup tidak
dimunculkan, maka dapat ditulis D(I'(D2,)) = Xver(p,,) deg(v) X (z((D2y)) =
2n — 1. Dengan demikian, minimum warna yang digunakan vyaitu g— 1.
Sehingga didapatkan (I"'(D,,,)) = 2n — 1 untuk n ganjil.
Untuk n genap, diketahui r* dan sr/, i, j =0,1,2, ... , n — 1 tidak saling komutatif,
maka r' dan sr/ , i,j =0,1,2,...,n— 1 terhubung langsung di I'(D,,),i # j.
Diketahui bahwa banyaknya derajat titik pada sebuah graf adalah dua kali banyak

sisi. Misal v merupakan titik di I"(D,,), maka dapat ditulis X,cr(p,,) deg(v) =

2n. Diketahui pada graf noncommuting (D,,) = {1,r§ }maka X(Z(D,,)) = 2.

Dari banyaknya titik dan center grup di I"(D,,, ), dapat dikatakan D(I"(D,, )) =

g — 2. Karena sr,i = 0,1,2,..,n —1 saling komutatif dengan sr/,j =

NS
N3

=+ 1,2 +2,..,n—1, maka sr',i =0,1,2,..,n—1 tidak terhubung
langsung dengan sr/,j = %§+ 1,g+2,...,n— 1, sehingga D(I'(D,y)) =
2n — 3. Karena D(I'(D,,)) = |[N(v € D,,)| yaitu g— 3, maka dapat dikatakan

minimal warna yang digunakan sebanyak 2n — 3 warna. Dengan demikian

(A(DZn)) = 2n — 3 untuk n genap.
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3.2 Keterkaitan Antara Hablumminaallah dan Hablumminannas dalam Al-
Quran Sesuai dengan Konsep Pewarnaan pada Graf.

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam
Al-Quran. Salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu
matematika serta berbagai cabangnya yang ada dalam Al-Quran di antaranya
adalah masalah logika, pemodelan, statistik, teori graf, dan lain-lain. Teori graf
yang merupakan salah satu cabang dari matematika tersebut menurut definisinya
adalah himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-elemen yang disebut
titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut elemen itu yang disebut sisi. Dalam
teori Islam elemen-elemen yang dimaksud meliputi Pencipta (Allah) dan hamba-
hambanya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan elemen-elemen
tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan hambanya dan juga
hubungan sesama hamba yang terjalin, Hablumminallah wa Hablumminannas.
Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan atau
keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain.

Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang
terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian
tertentu yang dalam , yang selanjutnya kejadian-kejadian tersebut memiliki
keterkaitan dengan titik lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya.

Sebagai contoh representasi suatu graf adalah shalat. Shalat memiliki
kedudukan yang amat penting dalam Islam dan merupakan pondasi yang kokoh
bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat dalam Islam sangat penting, sehingga

shalat harus dilakukan pada waktunya, dimanapun, dan bagaimanapun keadaan
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seorang muslim yang mukalaf. Dalam kaitannya dengan peribadatan shalat, Allah

Swt berfirman:

Z
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1T U ] o i
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Artinya: “Maka apabila kamu Telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah diwaktu
berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila kamu Telah merasa
aman, Maka Dirikanlah shalat itu (sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah
fardhu yang ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman” (Q.S. An-
Nisaa’:103).

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu shalat telah
ditentukan waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu shalat fardhu
maupun shalat sunnah. Shalat lima waktu diwajibkan dalam sehari (Dhuhur,
‘Ashar, Maghrib, ‘Isya’, dan Subuh) merupakan shalat yang wajib ditunaikan dan
tidak boleh ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu shalat fardhu
berbeda dengan empat waktu shalat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah Swt,
Akan tetapi kelima waktu shalat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan

hanya melaksanakan satu shalat saja.

Dhuhur

Shubuh Ashar

Isya’ Maghrib

Gambar 3.19 Representasi Graf Terhadap Waktu-waktu Shalat
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Seperti  halnya pewarnaan pada graf, pola keterhubungan
Hablumminaallah, Hablumminannas dan shalat tepat waktu, bisa dianalogikan
dengan dengan pola keterhubungan 3 warna pada graf yang memuat 3 titik dan 3
sisi, dari pola keterhubungan yang sudah ada akan membentuk pola
keterhubungan yang lain yaitu terkait menegakkan kewajiban yang paling utama
sebagai seorang muslim yaitu shalat, etika dan tata cara melaksanakan shalat
sendiri ataupun berjamaah dan juga keharusan untuk melaksanakan shalat tepat

pada waktunya.

Hablumminaallah

Hablumminannas

Sholat tepat wakt

Gambar 3.20 Representasi Graf Relasi Antara Hablumminaallah, Hablumminannas dan Shalat
Tepat Waktu

Dari gambar bentuk graf di atas dapat dijelaskan bahwa untuk menuju
ke Allah Swt manusia harus menegakkan kewajibannya sebagai seorang muslim
yaitu Shalat tepat pada waktunya, tanda panah yang menghubungkan antara
Hablumminannas ke Allah maksudnya adalah suatu hubungan antara manusia
dengan Tuhannya sebagai seorang hamba, tanda panah yang menghubungkan
antara Hablumminannas dan shalat tepat waktu maksudnya adalah sebuah

kewajiban diantara semua manusia sebagai jalan untuk menuju Allah Swt.
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Sehingga dari sistem di atas akan semakin tampak betapa sesungguhnya shalat
adalah hal yang paling penting untuk dipertanggungjawabkan kepada Allah Swt di

akhirat kelak.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, maka dapat diambil
kesimpulan mengenai bilangan kromatik graf noncommuting dari grup dihedral
yaitu sebagai berikut:
1. Bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral ialah:

i 1 untuk n ganjil

= W
x(@(D3) {E g untuk n genap

2. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral ialah:

I o L el untuk n ganjil
X (D)) = {Zn —3, untukn genap

4.2 Saran

Pada penulisan skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok
masalah mengenai bilangan kromatik pada graf noncommuting grup dihedral.
Dengan demikian untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan kepada

pembaca untuk meneliti bilangan kromatik pada graf yang lainnya.
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