SPEKTRUM GRAF SUBGRUP DAN KOMPLEMENNYA
DARI GRUP DIHEDRAL

SKRIPSI

OLEH
ALINUL LAYALI
NIM. 14610042

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2018

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



SPEKTRUM GRAF SUBGRUP DAN KOMPLEMENNYA
DARI GRUP DIHEDRAL

SKRIPSI

Diajukan Kepada
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Oleh
ALINUL LAYALI
NIM. 14610042

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2018



SPEKTRUM GRAF SUBGRUP DAN KOMPLEMENNYA
DARI GRUP DIHEDRAL

SKRIPSI

Oleh
ALINUL LAYALI
NIM. 14610042

Telah Diperiksa dan Disetujui untuk Diuji
Tanggal 09 Maret 2018

Pembimbing I, Pembimbing II,
( ﬂ) -
'\ =
\ \

Dr. Abd ir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001

AN

4\1&5 i in, M.A
P, 0705 200003 1 002

—

Mengetahui,

NIP. 19650414 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



SPEKTRUM GRAF SUBGRUP DAN KOMPLEMENNYA
DARI GRUP DIHEDRAL

SKRIPSI

Oleh
ALINUL LAYALI
NIM. 14610042

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi
dan Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)
Tanggal 26 Maret 2018

Penguji Utama : H. Wahyu H. Irawan, M.Pd

...................................

Ketua Penguji : Dr. H. Turmudi, M.Si, Ph.D

J
Sekretaris Penguji ~ : Dr. Abdussakir, M.Pd

AnggotaPenguji  : Ach. Nashichuddin, M.A //%\

Mengetahui,

NIP..19650414 200312 1 001

LIBRARY OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini:

Nama . Alinul Layali

NIM 1 14610042

Jurusan . Matematika

Fakultas ¢ Sains dan Teknologi

Judul Skripsi : Spektrum Graf Subgrup dan Komplemennya dari Grup
Dihedral

menyatakan dengan sebenamya bahwa skripsi yang saya tulis ini benar-benar
merupakan hasil karya sendiri, bukan merupakan pengambilan data, tulisan, atau
pikiran orang lain yang saya akui sebagai hasil tulisan atau pikiran saya sendiri,
kecuali dengan mencantumkan sumber cuplikan pada daftar rujukan. Apabila di
kemudian hari terbukti atau dapat dibuktikan skripsi ini hasil jiplakan, maka saya

bersedia menerima sanksi atas perbuatan tersebut,

Malang, 09 Maret 2018
Yang membuat pernyataan,

METERA] (gf)

JEMPEL,_\
Alinul Layali

' 3?031;\0&57455069
NIM. 14610042

‘ |

CENAM Ript
Pt oy RN

LIBRARY OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTO

(A) S58 &y J13 (V) Caaite b 156
“Maka apabila engkau telah selesai (dari sesuatu urusan), tetaplah bekerja keras (untuk

urusan yang lain). Dan hanya kepada Tuhanmulah engkau berharap”
(QS. Al-Insyirah/94:07-08).

“Jika dapat cepat berkualitas, kenapa harus berlama-lama dan mengulur-ulur

waktu” (Habiburrahman El-Shirazy)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERSEMBAHAN

Skripsi ini penulis persembahkan untuk:

Ayahanda Muhammad Fatikh, ibunda Yeti Indahsari,
adik Umar Mukhtar, Zaidan Nafis Al-Asfahani (Alm.), dan Azkia Agila

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh

Segala puji bagi Allah Swt atas rahmat, taufik dan hidayahNya, sehingga
penulis dapat menyelesaikan penyusunan skripsi ini sebagai salah satu syarat
untuk memperoleh gelar sarjana dalam bidang matematika di Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang. Shalawat
serta salam semoga tercurah kepada Rasulullah Muhammad Saw yang telah
membimbing manusia kepada ajaran yang paling benar, yakni ajaran agama
Islam.

Dalam penyusunan skripsi ini, penulis banyak mendapat bimbingan dan
arahan dari berbagai pihak. Untuk itu penulis menyampaikan terima kasih yang
sebesar-besarnya dan juga doa agar segala sesuatu yang telah diberikan dibalas
oleh Allah Swt dengan balasan yang lebih baik dan dapat menjadi pemberat
timbangan amal kebaikan di akhirat kelak, yaitu kepada:

1. Prof. Dr. H. Abdul Haris, M.Ag, selaku rektor Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

2. Dr. Sri Harini, M.Si, selaku dekan Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

3. Dr. Usman Pagalay, M.Si, selaku ketua Jurusan Matematika, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

4. Dr. Abdussakir, M.Pd, selaku dosen pembimbing | sekaligus dosen wali yang
telah banyak memberikan ilmu, nasihat, motivasi dan arahan kepada penulis

sejak semester 1 hingga pada saat penulisan skripsi di semester 7 dan 8.

viii



Ach. Nashichuddin, M.A, selaku dosen pembimbing Il yang telah
memberikan ilmu, motivasi dan arahan kepada penulis.

Seluruh dosen Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang yang telah ikhlas
dan sabar dalam mendidik, memberikan ilmu dan bimbingannya.

Ayah dan Ibu yang dengan ikhlas dan sabar merawat, mendidik dan
membesarkan penulis hingga mengantarkan sampai pada pendidikan sarjana.
Beliau yang tanpa diminta selalu memberikan doa, nasihat dan motivasi
kepada penulis.

Teman-teman di Jurusan Matematika angkatan 2014 dan kos “Excellent”
yang telah membersamai dalam mewujudkan cita-cita.

Semua pihak yang ikut membantu dalam menyelesaikan skripsi ini.

Akhirnya penulis berharap semoga skripsi ini bermanfaat bagi penulis dan

bagi pembaca.

Wassalamu alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh

Malang, Maret 2018

Penulis



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL

HALAMAN PENGAJUAN

HALAMAN PERSETUJUAN

HALAMAN PENGESAHAN

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN
HALAMAN MOTO

HALAMAN PERSEMBAHAN

KATAPENGANTAR®......ocooe ML L ol B oones Safeesensererererer Mg e eeneenns viil
DAEFAR IS1, 8% ..o 0 N X
DAFTAR RABELNE ..., L e e DN N Xii
DAFTARMGAMBAR . il . Sl b o e i ieiasanes enap Ve e agutfie e cennecesel- . Xiv
AERNRC e e R R R B XV
SBEINRRIT IS BT N Dol B R A AN e XVii
QST G A Y B RS A VAN W UR—— Xix

BAB | PENDAHULUAN

11
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7

Latar BelaKang ..........ccccoiiiiiiiiiiiiiiinieeiiesee e s s e ssse s s b e
RUMUSAN MaSAIAN ....eoeeiiieiiie e
MUjUaBEnelitiafiie . ey, ... ... AANEE e . ...
Manfaat PENEIITIAN .......ccvvvieiieiiiee et
Batasan Masalah ...........ccccccooiviiiiiiii e
Metode PENEIITIAN .......oocveiiiiieiiiee e
Sistematika PENULISAN .......cc.evviiiiiiiic e

BAB Il KAJIAN PUSTAKA

2.1

2.2

TEOM Graf ..o s
2. 1.1 Graf .o s
2.1.2 Derajat TIIK ..occveiieiiic e
2.1.3 Graf TerhubuNg ........cccovviiiiiee e
2.1.4 Graf KOmpIemen .........coovviiiiii e
Graf dan MatriKS........coviieiieiee e
2.2.1 Matriks Adjacency TitiK .......cccccovevieiiieiee e
2.2.2 Matriks Laplace .........ccccviieiinenenesese s
2.2.3 Matriks Signless Laplace ..........ccccovveviiiviiiiiciic e,
2.2.4 MaLriKS DEIOUN .....oevveeieciiecieeie e



2.3

2.4

2.5
2.6
2.7

SPEKEITUM .ot sreens 13
2.3.1 DELEIMINGN ...cviiiieiiecieeie ettt es 13
2.3.2 Polinomial KaraKteristiK ...........ccccoceiininiininieeene e 13
2.3.3 ElIMINAST GAUSS ......eeiveeiiiiieiiieiieeie ettt 14
2.3.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen .........cccocevviievieveccic e 15
2.3.5 SPEKIIUM ..ot 15
Grup dan SUDGIUD ...cveevieece e 16
241 GIUP ottt ettt n e e 16
2.4.2 Subgrup dan Subgrup Normal ...........ccccccvvveiievicc e 16
Graf Subgrup dan Komplemennya ..........ccccceeeeiiniieniiiesieeneee e 17
Grup DIRedral .......ccooouiiieiiee e 18
Gambaran Ketelitian Allah dalam Al-Quran ..........cccocoovviiiiiiininee. 19

BAB Il PEMBAHASAN

3.1

3.2

3.3

Spektrum Adjacency Titik, Laplace, Signless Laplace dan Detour

Graf Subgrup (12, s) dari Grup Dihedral Dyj, ..cocvcvvicciireciciciens 22
Sxi INEUIDINEdral i, T, . R S e e, . 22
SN2 DiNedralid, e S L KA. e . 8 32
SHRSRESTH PRI hedial=, . S0, VA0 I S el . 40
Spektrum Adjacency Titik, Laplace, Signless Laplace dan Detour

Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral D,,, ................. 59
SIZVNG D Diliedial, Dy B Ry 40 . 5. Vo0 . B Sunnnneeeny . N .. 59
3.2.2 Grup DINEAral Dy p...ciicuieiieiiiueieiiasuesaes s ontihiasnasssssansssnuasasnasstsschte s 76
SI250Gup Rihedraliiy) ... Y. Al . . S nnnaey. ¥ . 85
Perhitungan Spektrum dalam Pandangan Islam.............cccooceiiiiis 111

BAB IV PENUTUP

A Kesimpulansmnii. .o e L . 114

A ST T I S . o S S AR 115
DAFTAR RUJUKAN ...ttt nae e e 116
LAMPIRAN

Xi



Tabel 3.1
Tabel 3.2
Tabel 3.3
Tabel 3.4
Tabel 3.5
Tabel 3.6
Tabel 3.7

Tabel 3.8

Tabel 3.9

Tabel 3.10

Tabel 3.11

Tabel 3.12

Tabel 3.13
Tabel 3.14
Tabel 3.15
Tabel 3.16

Tabel 3.17

Tabel 3.18

Tabel 3.19

Tabel 3.20

Tabel 3.21

DAFTAR TABEL

Tabel Cayley Grup Dihedral Dg ........ccccooovivieiieieiieseece e 22
Tabel Cayley Subgrup dari Grup Dihedral Dg ........cccccovvvvviveiienne 22
Tabel Cayley Grup Dihedral Dy ...cccovvevvviiiiieiecieceece e 33
Tabel Cayley Subgrup dari Grup Dihedral D;5 ...cocooovecvviiiiiciee, 33
Tabel Cayley Grup Dihedral Dig ....cccovveveeiiiiieeieiieieece e 40
Tabel Cayley Subgrup dari Grup Dihedral Dig ....ccooovvvvviiiiieiinee 41
Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Titik dari

Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral D,,, .................... 49
Spektrum Adjacency Titik dari Beberapa Graf Subgrup (12, s)
darfGrup Bihedrall D, L. i R N e 49
Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari

Beberapa Graf Subgrup (r2, s) dari Grup Dihedral D,,, ................... 52
Spektrum Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari
GhpiDIhedral ., . . B, S R (SR, . .. .. 52
Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari

Beberapa Graf Subgrup (r2, s) dari Grup Dihedral D,,, ................... 55
Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s)

dari Grup Dihedral Do;; ..ooccooenvee i e e 56
Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral Dy ............. 59
Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D;, ........... 76
Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D;¢4 ........... 86
Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Titik dari Beberapa
Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral D,,, .............. 98
Spektrum Adjacency Titik dari Beberapa Komplemen

Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral Dy, ..o, 98
Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa

Komplemen Graf Subgrup (r?2, s) dari Grup Dihedral D,,, ............ 101
Spektrum Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup

(r2,s) dari Grup Dihedral Dy, cocvcveveeeeeieeeeeee e, 102
Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa
Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral D,,, ............ 103
Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Komplemen

Graf Subgrup (r2, s) dari Grup Dihedral Dy;, «..oovovvvvevevereeerrnene 103

xii



Tabel 3.22 Polinomial Karakteristik Matriks Detour dari Beberapa
Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral D,,, ............

Tabel 3.23 Spektrum Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r?,s) dari Grup Dihedral Dy, .cocvvvveieieeeeeee e,

Xiii



Gambar 3.1
Gambar 3.2
Gambar 3.3
Gambar 3.4
Gambar 3.5
Gambar 3.6

DAFTAR GAMBAR
Graf 1,2 5, (Dg) oo 23
Graf 1,2 ) (D12) v 34
Graf Ify2 6y (D1g) wooviiminniiiiiici s 41
Graf T2 ) (Dg) weeeeneeesreessseesseesesssssesssesssssssasesssasssssnsssssssssansssns 60
GIaf T2 5)(D12) wevvermeeesssmmsesssssssssssssisseesssnissessesssssssssssssssssnsesess 77
Gl Tz DT S Ao f o M, 86

Xiv

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ABSTRAK

Layali, Alinul. 2018. Spektrum Graf Subgrup dan Komplemennya dari Grup
Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang. Pembimbing:
(1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (1I) Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: spektrum, graf subgrup, komplemen graf subgrup, grup dihedral

Misalkan G subgrup dan H subgrup normal dari G. Graf subgrup I, (G)

adalah graf dengan himpunan titik semua unsur di G dan dua titik berbeda x dan y

terhubung langsung jika dan hanya jika xy € H. Pada penelitian ini ditentukan

spektrum adjacency titik, Laplace, signless Laplace dan detour graf subgrup

(r?,s) dan komplemennya di grup dihedral D,,. Hasil penelitian ini adalah

sebagai berikut:

1. Pada graf subgrup hanya didapatkan spektrum adjacency titik, Laplace dan
signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf yang
diperoleh adalah graf tidak terhubung.

a. Spektrum adjacency titik A(I(D,,)) dengan H = (r%,s) untuk n genap
dann > 4 adalah
1| Sl -1
SPECA(Iy(D2n)) ~ [( i ) 2n — 2]
b. Spektrum Laplace L(I}(D,,)) dengan H = (r?,s) untuk n genap dan n =
4 adalah
n 0
SPECL(ru(Dyn)) = [Zn -2 2]
c. Spektrum signless Laplace L* (FH(DZn)) dengan H = (r?,s) untuk n genap
dan n > 4 adalah
215 12Ns n — 2
SPECLH (1 (Do) = [ 2 2n — 2]

2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan spektrum adjacency titik, Laplace,
signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf terhubung.
a. Spektrum adjacency titik A(T;(D,,)) dengan H = (r%,s) untuk n genap

dann = 4 adalah
SPeCA(Ty (D) = [n 0 —n]
H\Zz2n 1 2n—-2 1
b. Spektrum Laplace L(I};(D,,)) dengan H = (r2,s) untuk n genap dan n >
4 adalah
 _[2n n 0
SPeCL(Ty (D) = [ 1 2n-2 1

c. Spektrum signless Laplace L+(FH(D2n)) dengan H = (r?2,s) untuk n genap

dann > 4 adalah

_ [Zn n 0
SPEL ) T 11 2n-2 1

XV



d. Spektrum detour DD (I (D,,)) dengan H = (r?,s) untuk n genap dan n >
4 adalah

_[(4n®*-5n+2) —-(2n-2) —-(Bn-2
SP€CpD(Ty (D) — [( 1 ) gn -2 . ( 1 )]

Untuk penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan teorema terkait
spektrum yang diperoleh dari graf yang lainnya atau pada graf subgrup dari grup
lainnya.

XVi



ABSTRACT

Layali, Alinul. 2018. Spectrum of Subgroup Graph and their Complement of
Dihedral Group. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim
Malang. Advisors: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (Il) Ach. Nashichuddin,
M.A.

Keyword: spectrum, subgroup graph, complement subgroup graph, dihedral
group

Let G be a subgroup and H is a normal subgroup of G. Subgroup graph

Iy (G) is a graph with a set of points of all elements in G and two distinct vertices

x and y are directly connected if and only if xy € H. This study determined the

spectrum of adjacency, Laplace, signless Laplace and detour of subgroup graph

(r?,s) and their complement of dihedral group D,,,. The results of this study are

as follows:

1. In the subgroup graph, the obtained spectrum is only the adjacency spectrum,
the Laplacian spectrum, and the signless Laplacian spectrum. The detour
spectrum can not be determined because the graph obtained is an unconnected
graph.

a. The adjacency spectrum A(I;;(D,y,)) with H = (r?,s) foreven n > 4 is
a et al) W B
SPECA(ry(Dn)) = [ 2 on — 2]
b. The Laplacian spectrum L(I};(D,,)) with H = (r?,s) for even n > 4 is
n 0
SPECL(ry(D2n)) = [Zn -2 2]
c. The signless Laplacian spectrum L+(1“H(D2n)) with H = (r?,s) for even
n=4is
2n—2 n-—2
SPECLH(ry(Dan)) = [ 2 N — 2]

2. In the complement subgroup graph, the obtained spectrum is the adjacency
spectrum, the Laplacian spectrum, the signless Laplacian spectrum, and the
detour spectrum because the graph obtained is a connected graph.

a. The adjacency spektrum A(FH(DZn)) with H = (r?,s) forevenn > 4 is
_In 0 -n
SPeCA(Ty(D2n) — [1 m—2 1 ]

b. The Laplacian spectrum L(FH(DZn)) with H = (r?,s) forevenn > 4 is

2n n 0
SPeCL(Tom) = | 1 2n-2 1
c. The signless Laplacian spectrum L*(I};(D,,)) with H = (r2,s) for even
n=>4is
2n n 0

SPECLH (Ty(Den) = [ 1 2n-2 1

XVii



d. The detour spectrum DD (I} (D,,,)) with H = (r?,s) forevenn > 4 is
_[(4n*-5n+2) —(2n—-2) —(Bn-2)
SP€Cpp(ryy(Dzn)) — [ 1 n—2 1 ]
For the further research the author suggests to determine the theorem related to
the spectrum obtained from the other graphs or the spectrum subgroup graph and
their complement of the other groups.

Xviii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran merupakan Kkitab suci umat Islam yang menjadi sumber hukum
utama dalam ajaran Islam. Ketelitian Allah dalam menghitung amalan manusia
juga telah dijelaskan dalam Al-Quran. Allah Swt berfirman dalam surat Yasin

ayat 12:

4

g‘j': CLQ; L;g e 96" f}fj ;ﬁj\j\’;j lsadsls Q,& I u"ﬁ';'s‘ L;w e Ll

“Sesungguhnya Kami menghidupkan orang-orang mati dan Kami menuliskan apa yang
telah mereka kerjakan dan bekas-bekas yang mereka tinggalkan. Dan segala sesuatu
Kami kumpulkan dalam kitab Induk yang nyata”.

Ayat di atas menjelaskan bahwasannya Allah telah menghidupkan orang
yang telah mati dan menghitung seluruh amalan yang telah dilakukan dengan
sangat teliti, baik berupa amalan kebaikan atau keburukan. Sehingga sebagai
seorang hamba juga harus bisa mencontoh gambaran ketelitian Allah tersebut.

Graf adalah salah satu ilmu dalam matematika yang cara memperolehnya
harus dikerjakan dengan perhitungan yang teliti. Graf G adalah pasangan
(V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari
objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong)
pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang disebut sisi
(Abdussakir, dkk, 2009).

Misalkan G graf dengan order p (p = 1) dan ukuran g serta himpunan

titik V(G) = {vy, vy, ..., v, }. Matriks keterhubungan titik dari graf G dinotasikan

dengan A(G), adalah matriks (p X p) dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-
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j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v; serta bernilai 0 jika
titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata lain matriks
keterhubungan titik dapat ditulis A(G) = [aij],l <1i,j <p (Abdussakir, dkk,
2009).

Matriks derajat dari graf G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari v;,i =
1,2,3,...,p. Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace dan matriks
L*(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless Laplace dari graf G (Brouwer &
Haemers, 2011).

Pada graf G, lintasan-v, v, adalah barisan titik-titik berbeda 44, 1,, ..., 1,
sedemikian hingga titik yang berurutan terhubung langsung. Suatu graf disebut
terhubung jika terdapat suatu lintasan antara sebarang dua titik di G. Misalkan G
adalah graf terhubung dengan order p. Matriks detour dari G, dinotasikan dengan
DD(G) adalah matriks (p X p) sedemikian hingga unsur pada baris ke-i dan
kolom ke-j adalah bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di
G (Ayyaswamy & Balachandran, 2010).

Spektrum graf G yang dinotasikan dengan Spec(G) adalah matriks berordo
(2xn) vyang memuat A;,4,,..,4, pada baris pertama dan
m(4,),m(4,), ..., m(4,) pada baris kedua, dengan 1,, 4,, ..., 1,, adalah nilai eigen
berbeda dari A, dan 1, > 4, >...> A, serta m(4,),m(4,), ...,m(4,) adalah
banyaknya basis untuk ruang vektor Eigen masing-masing 4; (Yin, 2008).
Spektrum matriks adjacency titik dilambangkan dengan Spec(A(G)), spektrum

matriks Laplace dilambangkan dengan Spec(L(G)), spektrum matriks signless



3
Laplace dilambangkan dengan Spec(L*(G)), dan spektrum matriks detour
dilambangkan dengan Spec(DD(G)).

Graf juga dapat diperoleh dari grup. Anderson, dkk (2012) mengenalkan
konsep baru terkait graf yang diperoleh dari grup yaitu graf subgrup. Graf I};(G)
disebut graf subgrup dari G jika xy € H dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan
x # y maka x dan y dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan
demikian, jika H subgrup normal di G, maka akan diperoleh graf I';(G) yang
tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple edge). Kakeri dan Erfanian
(2015) juga menjelaskan bahwa jika H subgrup normal di G, maka xy € H
berakibat yx = x~(xy)x € H. Dengan demikian, komplemen dari graf subgrup
I;(G) juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah (digraph).

Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf yang sudah pernah
dilakukan adalah spektrum keterhubungan titik dan spektrum Laplace pada graf
G, yang diperoleh dari graf komplit K; dengan menambahkan pohon isomorfik
berakar untuk masing-masing titik di K; oleh Shuhua Yin (2006). Penelitian
spektrum keterhubungan titik pada graf komplit (K,,), graf star (S,,), graf bipartisi
komplit (Ky,,), dan graf lintasan (B,) oleh Abdussakir, dkk (2009). Penelitian
spektrum detour pada beberapa graf yang meliputi graf K(n,n), graf korona G
dan K;, graf perkalian kartesius G dengan K,, graf perkalian leksikografik G
dengan K,, dan perluasan dobel kover dari graf beraturan oleh Ayyaswamy &
Balachandran (2010).

Penelitian spektrum graf yang diperoleh dari grup juga sudah pernah
dilakukan. Penelitian spektrum adjacency, Laplace, singless Laplace, dan detour

graf multipartisi komplit oleh Abdussakir, dkk (2012). Penelitian spektrum
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keterhubungan titik, Laplace, singless Laplace, dan detour graf commuting dari
grup dihedral oleh Abdussakir, dkk (2013). Penelitian spektrum keterhubungan
titik, Laplace, singless Laplace graf non commuting dari grup dihedral oleh
Rivatul Ridho Elvierayani (2014). Penelitian spektrum detour graf non commuting
dari grup dihedral oleh Nafisah (2014), dan penelitian spektrum graf konjugasi
dan komplemen graf konjugasi dari grup dihedral oleh Abdussakir dkk (2016).
Penelitian terkait spektrum yang diperoleh dari graf subgrup dan komplemen graf
subgrup dari grup dihedral dengan mengambil subgrup yang dibangun oleh (r?)
dan (r?,rs) juga pernah dilakukan.

Berdasarkan uraian di atas, maka belum ada penelitian terkait spektrum
yang diperoleh dari graf subgrup dan komplemennya dari grup dihedral dengan
mengambil subgrup yang dibangun oleh (r?2,s). Dengan demikian, penulis
mengambil judul “Spektrum Graf Subgrup dan Komplemennya dari Grup

Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimana spektrum graf subgrup dari grup dihedral?

2. Bagaimana spektrum komplemen graf subgrup dari grup dihedral?

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah:
1. Mengetahui spektrum graf subgrup dari grup dihedral.

2. Mengetahui spektrum komplemen graf subgrup dari grup dihedral.



1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Memberikan informasi mengenai spektrum graf subgrup dari grup dihedral.
2. Memberikan informasi mengenai spektrum komplemen graf subgrup dari grup

dihedral.

1.5 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, spektrum yang akan dibahas dibatasi pada spektrum
adjacency titik, Laplace, signless Laplace, dan detour. Subgrup yang diambil
adalah subgrup normal (r?, s). Dengan demikian, akan diperoleh graf I}, (G) yang
tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple edge). Dikarenakan
subgrup dari grup dihedral (D,,) yang dibangun oleh (r2, s) hanya terdapat pada

n genap, maka grup dihedral yang diteliti adalah D,,, > 4.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini termasuk ke dalam jenis penelitian kepustakaan (library
research). Penelitian dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku
teori graf, aljabar linier, dan aljabar abstrak. Kajian pada buku teori graf dan
jurnal terkait penelitian dikhususkan pada kajian mengenai graf. Kajian pada
buku-buku aljabar linear berkaitan dengan topik matriks, khususnya tentang
penentuan spektrum suatu matriks. Kajian pada buku aljabar abstrak berkaitan

dengan topik grup dan subgrup normal.
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Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Pola pembahasannya

dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju pada suatu generalisasi yang

bersifat deduktif. Langkah-langkah penelitian ini adalah:

1. Menentukan spektrum adjacecy titik, Laplace, signless Laplace, dan detour

graf subgrup (r2, s) dari grup dihedral.

a.

Menentukan semua subgrup (r?,s) pada suatu grup D,,, untuk beberapa
kasus n, yaitun =4, 6, 8.

Menggambar graf subgrup kemudian menyatakan keterhubungan titik ke
dalam bentuk matriks adjacency titik, Laplace, dan signless Laplace.
Menentukan spektrum matriks adjacency titik, Laplace, dan signless
Laplace graf subgrup.

Membuat dugaan (konjektur) tentang spektrum berdasarkan pola yang
ditemukan untuk masing-masing kasus.

Merumuskan konjektur tentang spektrum sebagai suatu teorema.
Menghasilkan suatu teorema tentang spektrum yang dilengkapi dengan

bukti secara deduktif.

2. Menentukan spektrum adjacecy titik, Laplace, signless Laplace, dan detour

komplemen graf subgrup (2, s) dari grup dihedral.

a.

Menentukan komplemen subgrup (r2,s) pada suatu grup D,, untuk

beberapa kasus n, yaitun =4, 6, 8.

b. Menggambar komplemen graf subgrup kemudian menyatakan

keterhubungan titik ke dalam bentuk matriks adjacency titik, Laplace,

signless Laplace, dan detour.
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Menentukan spektrum matriks adjacency titik, Laplace, signless Laplace,
dan detour komplemen graf subgrup.

Membuat dugaan (konjektur) tentang spektrum berdasarkan pola yang
ditemukan untuk masing-masing kasus.

Merumuskan konjektur tentang spektrum sebagai suatu teorema.
Menghasilkan suatu teorema tentang spektrum yang dilengkapi dengan

bukti secara deduktif.

1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi lebih terarah dan mudah dipahami, digunakan

sitematika penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi

ke dalam beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut.

Bab |

Bab 11

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Kajian pustaka terdiri dari teori-teori yang dapat digunakan untuk
menjawab rumusan masalah sehingga dapat mendukung pembahasan.
Pada penelitian ini, teori yang digunakan meliputi: teori graf, matriks,
spektrum, grup, dan subgrup. Juga disertai dengan tafsir ayat yang dapat
dijadikan teladan dalam melakukan penelitian ini, yaitu tentang

ketelitian Allah dalam Al-Qur’an.



Bab 111

Bab IV

Pembahasan

Pembahasan berisi tentang bagaimana spektrum adjacency titik,
spektrum Laplace, spektrum signless Laplace, spektrum detour graf
subgrup dan komplemen graf subgrup (r2,s) dari grup dihedral, dan
perhitungan spektrum dalam pandangan Islam.

Penutup

Penutup berisi kesimpulan mengenai hasil dari pembahasan dan saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Graf
2.1.1 Graf

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk,
2009).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik « dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik « dan v disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika
terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan

ditulis e = uv (Bondy & Murthy, 2008).

2.1.2 Derajat Titik
Jika v adalah titik pada graf G, maka himpunan semua titik di G yang
terhubung langsung dengan v disebut lingkungan dari v dan ditulis Ng(v). Derajat

titik v di graf G, ditulis degs(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung
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dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan
dega(V) disingkat menjadi deg(v) dan Ng(v) disingkat menjadi N(v). Jika dikaitkan
dengan konsep lingkungan, derajat titik v di graf G adalah banyaknya anggota

dalam N(v). Jadi, deg(v) :‘N(v)‘ (Abdussakir, dkk, 2009).

2.1.3 Graf Terhubung

Misalkan G graf. Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling
W:u=vyeq,v1,63,Vz, ...,€p,Vy =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan
e =v;_1v;,i=1,2,3,...,n
adalah sisi di G. v, disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titik vy, v, ..., v
disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # v,, maka W
disebut jalan terbuka. Jika v, = v,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang
tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial (Abdussakir, dkk, 2009).

Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi,
maka jalan u — v
W:u =vy,eq,v1,63,V3, e, €,V =V
dapat ditulis menjadi
W:u =wvy,v,,0,, ..., V1, Vp = V.

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang
semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan pasti
merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan (Abdussakir, dkk,

2009).
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Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan
terhubung (connected), jika terdapat lintasan u — v di G. Suatu graf G dikatakan
terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected), jika
untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan u — v di G. Sebaliknya, jika ada
dua titik u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u — v di G, maka G dikatakan tak

terhubung (disconnected) (Bondy & Murthy, 2008).

2.1.4 Graf Komplemen

Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G).
Komplemen dari graf G, ditulis G, adalah graf dengan himpunan titik V(G)
sedemikian hingga dua titik akan terhubung langsung jika dan hanya jika dua titik
tersebut tidak terhubung langsung di G. Jadi, diperoleh bahwa V(G) = V(G) dan

uv € E(G) jika dan hanya jika uv ¢ E(G) (Abdussakir, dkk, 2009).

2.2 Graf dan Matriks
2.2.1 Matriks Adjacency Titik

Misalkan G graf dengan order p (p = 1) dan ukuran q serta himpunan
titik V(G) ={vy, vy .., vp}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks
keterhubungan) dari graf G dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p X p)
dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung
langsung dengan titik v; serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung

dengan titik v;. Dengan kata lain matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) =

[a;;],1<i,j <p,dengan
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1 ,Jika v;v; € E(G)
a. =
|0 , jika v,v; ¢ E(G)

Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0
dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak

memuat lup dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009).

2.2.2 Matriks Laplace

Misal G(V, E) adalah graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi E,
dimisalkan |V| = n dan |E| = m. Jadi, G adalah graf dengan n titik dan m sisi.
Matriks Laplace dari G adalah matriks L(G) = D(G) — A(G); dengan D(G)
adalah diagonal matriks yang entrinya adalah derajat titik dari G dan A(G) adalah

matriks adjacency titik dari G (Biyikoglu, dkk, 2007).

2.2.3 Matriks Signless Laplace
Matriks signless Laplace dari G adalah matriks L*(G) = D(G) — A(G);
dengan D(G) adalah diagonal matriks yang entrinya adalah derajat titik dari G dan

A(G) adalah matriks adjacency titik dari G (Biyikoglu, dkk, 2007).

2.2.4 Matriks Detour
Matriks detour dari G, ditulis DD(G), didefinisikan sebagai matriks yang
unsur (i,j) adalah lintasan terpanjang antara titik i dan j (Ayyaswamy &

Balachandran, 2010).
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2.3 Spektrum

2.3.1 Determinan

Determinan sebuah matriks dapat dihitung dengan mereduksi matriks
tersebut pada bentuk eselon baris. Metode ini penting untuk menghindari
perhitungan panjang yang terlibat dalam penerapan definisi determinan secara
langsung. Jika A adalah sebarang matriks persegi yang mengandung sebaris
bilangan nol, maka det(A) = 0. Karena hasil kali elementer bertanda dari A
mengandung satu faktor dari setiap baris A, maka tiap-tiap hasil kali elementer
bertanda memuat faktor dari baris bilangan nol dan sebagai konsekuensinya juga
akan mempunyai nilai nol. Karena det(4) adalah jumlah semua hasil kali
elementer bertanda, maka didapatkan det(A) = 0 (Anton, 2000).

Matriks persegi dinamakan segitiga atas (upper triangular) jika semua
entri di bawah diagonal utama adalah nol. Jika semua entri nol ada di atas
diagonal utama, maka dinamakan segitiga bawah (lower triangular). Suatu
matriks yang semua entrinya bernilai nol baik di atas maupun di bawah diagonal
utama disebut segitiga (triangular). Jika A adalah suatu matriks segitiga n X n
(segitiga atas, segitiga bawah, atau segitiga), maka det(4) adalah hasil kali
anggota-anggota pada diagonal utamanya, vyaitu det(4) = a1 - ayy * ..." App

(Anton, 2000).

2.3.2 Polinomial Karakteristik
Jika A adalah matriks n x n, maka polinomial karakteristik A memiliki
derajat n dan koefisien variabel A™ adalah 1, maka polinomial karakteristik p(x)

dari suatu matriks n x n memiliki bentuk
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p(A) =det(A— A ="+ c;, AV 1+ A" 2 + L+,
Berdasarkan teorema dasar aljabar, maka persamaan karakteristik dapat ditulis
sebagai berikut
p(D) =det(A—AD) ="+ ;A" L+, A" 2+ L+, =0

(Anton dan Rorres, 2004).

2.3.3 Eliminasi Gauss
Suatu matriks dikatakan dalam bentuk eselon baris tereduksi (reduced
row-echelon form) jika mempunyai sifat-sifat berikut:

1. Jika baris tidak terdiri dari seluruhnya nol, maka bilangan tak nol pertama
dalam baris tersebut adalah 1 (dinamakan 1 utama).

2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka semua baris seperti
itu dikelompokkan bersama-sama di bagian matriks paling bawah.

3. Dalam sebarang dua baris yang berurutan yang seluruhnya tidak terdiri dari
nol, maka 1 utama dalam baris yang lebih rendah terdapat lebih jauh ke kanan
dari 1 utama dalam baris yang lebih tinggi.

4. Masing-masing kolom yang mengandung 1 utama mempunyai nol di tempat
lain.

Jika suatu matriks hanya mempunyai sifat sampai pada nomer 3, maka
langkah yang telah dilakukan untuk mendapatkannya disebut eliminasi Gauss.

Tetapi jika mempunyai sifat sampai homer 4, maka langkah yang telah dilakukan

untuk mendapatkannya disebut eliminasi Gauss Jordan (Anton & Rorres, 2004).
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2.3.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Misalkan G graf berorder p dan A adalah matriks keterhubungan titik dari
graf G. Suatu vektor tak nol x disebut vektor Eigen (Eigen vector) dari A jika Ax
adalah suatu kelipatan skalar dari x; yakni, Ax = Ax, untuk sebarang skalar A.
Skalar A disebut nilai Eigen (Eigen value) dari A, dan x disebut sebagai vektor
Eigen dari A yang bersesuaian dengan A. Untuk menentukan nilai Eigen dari
matriks A, persamaan Ax = Ax ditulis kembali dalam bentuk (4 — AI)x =0,
dengan | adalah matriks identitas berordo (p X p). Persamaan ini akan
mempunyai solusi taknol jika dan hanya jika det(A — AI) = 0. Persamaan
det(A — AI) = 0 akan menghasilkan persamaan polinomial dalam variable A dan
disebut persamaan karakteristik dari matriks A. Skalar-skalar 2 yang memenuhi
persamaan karakteristik ini tidak lain adalah nilai-nilai Eigen dari matriks A

(Anton & Rorres, 2004).

2.3.5 Spektrum

Misalkan A adalah matriks adjacency titik dan misalkan 44,4,,...,4,
adalah nilai Eigen berbeda dari A, dengan A; > 1, >...> 1, dan
m(1,),m(4,), ..., m(4,) adalah multiplisitas atau banyaknya basis untuk ruang
vektor Eigen masing-masing A;, maka matriks berordo (2 X n) yang memuat
A1, A5, ..., A, pada baris pertama dan m(4,), m(4,), ..., m(4,) pada baris kedua
disebut spektrum graf G, dan dinotasikan dengan Spec(G). Jadi, spektrum graf G
dapat ditulis dengan

A A

. An
Spec(G) = m(4,) m@,) .. m,)

(Yin, 2008).
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2.4 Grup dan Subgrup
2.4.1 Grup
Suatu sistem aljabar (G,*) dengan G adalah himpunan tak kosong dengan
operasi biner * disebut grup jika memenuhi sifat-sifat berikut:
1. Hukum asosiatif berlaku pada operasi *
(axb)xc=ax*x(bx*c),Va,b,c EG
2. Setiap unsur di G mempunyai identitas terhadap operasi *. Terdapat unsur di G
yang dinotasikan dengan e sedemikian sehingga
exa=axe=aq,VaeEaG
3. Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi *. Setiap unsur a € G,
terdapat suatu unsur yang disebut invers dari a dan dinotasikan dengan a™! €
G sedemikian sehingga
A= T g e
dengan e adalah unsur identitas di G.
Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian atau grup komutatif jika
axb=bx*aVabE€EG

(Raisinghania, dkk, 1980).

2.4.2 Subgrup dan Subgrup Normal

Misalkan G grup dan H himpunan bagian di G. Jika H dengan operasi biner yang
sama dengan di G membentuk grup, maka H disebut subgrup dari G dan
dinotasikan dengan H < G (Dummit dan Foote, 1991). Unsur identitas di subgrup
H adalah unsur identitas di grup G. Dengan demikian, maka H subgrup G jika dan

hanya jika H € G, H # @, dan xy~! € H untuk semua x,y € H.
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Subgrup H dari grup G disebut subgrup normal dari G jika aH = Ha

untuk semua a € G dan dinotasikan dengan H = G. Jika G grup abelian maka
semua subgrup di G adalah subgrup normal karena h = eh = gg~th = ghg™' €

H untuk semua h € H dan g € G (Gallian, 2012).

2.5 Graf Subgrup dan Komplemennya

Misalkan G grup dan H subgrup G. Misalkan I;(G) adalah graf berarah
(digraph) dengan himpunan titik memuat semua unsur di G dan titik x terhubung
langsung ke y (atau ada busur dari x ke y) jika dan hanya jika x # y dan xy € H.
Jikaxy € H dan yx € H untuk suatu x,y € G dengan x #y maka x dan y
dihubungkan langsung oleh suatu sisi tak berarah. Dengan demikian, akan
diperoleh graf I;(G) yang tidak memuat gelung (loop) dan sisi rangkap (multiple
edge). Graf I, (G) ini disebut graf subgrup dari G (Anderson, dkk, 2012).

Sebagai contoh, misalkan G adalah grup dihedral Dg dan H adalah subgrup
yang dibangun oleh (r?,s), yaitu H = {1,72%,s,sr?}. Ambil 1 dan r? di Dg, 10

r?2 =r2 € {1,r?% s, sr?}, sehingga diperoleh gambar graf berikut

1 Sy

Tetapi r201 =12 € {1,r%,s,sr?}, maka 1 dan r? dihubungkan langsung oleh

suatu sisi tak berarah. sehingga diperoleh gambar graf berikut

1 r?
Begitu juga dengan elemen lainnya. Dengan demikian, didapatkan I,z ¢ (Dg)
yang merupakan graf subgrup dari Dyg.
Kakeri dan Erfanian (2015) menjelaskan bahwa graf subgrup I';(G) jelas

eksistensinya ketika H adalah subgrup normal dari G. Jika xy € H maka belum
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tentu yx € H. Jika H subgrup normal di G, maka xy € H berakibat yx =
x~Y(xy)x € H. Dengan demikian, ketika H subgrup normal maka komplemen
dari graf subgrup I,(G) juga berbentuk graf (graph), bukan graf berarah
(digraph).

Sebagai contoh, misalkan G adalah grup dihedral Dg dan H adalah subgrup
yang dibangun oleh (r?,s), yaitu H = {1,r%,s,sr?}. Karena I},2 ;,(Dg) sudah
jelas merupakan graf subgrup, maka I3,z (Dg) juga berbentuk graf, bukan graf

berarah.

2.6 Grup Dihedral
Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan yang dinotasikan dengan D,,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan
n = 3. Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D,,. Karena
grup dihedral akan digunakan secara ekstensif, maka perlu beberapa notasi dan
beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan selanjutnya dan
membantu mengamati D,,, sebagai grup abstrak, yaitu:
(1) 1,7,7% ..,7" ! semuanya berbeda, dan 7™ = 1. Jadi |r| = n.
(2) |s| = 2.
(3) s # riuntuk semua i.
(4) sri = sr/,untuk semua 0 < j,j <n — 1dengani = j, jadi
D,, = {1,772, ...,v" L, s,sr,s1%, ..., 57" 1}
yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r¢ untuk

k=0atauldan0<i<n-1.
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(5) rs =sr~1. Ini menunjukkan bahwa r dan s keduanya tidak komutatif
sehingga D,,, tidak abelian.

ris = sr~%, untuk semua 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991).

2.7 Gambaran Ketelitian Allah dalam Al-Quran

Menghitung pada dasarnya adalah pekerjaan yang sering dilakukan di
dalam matematika, sehingga ilmu matematika juga sering disebut dengan ilmu
hisab atau ilmu hitung. Dalam urusan hitung-menghitung ini, Allah adalah
rajanya. Allah sangat cepat dalam menghitung dan sangat teliti (Abdusysyakir,

2007). Sebagaimana firman Allah Swt dalam surat Yasin ayat 12:

¢ 2 p Je- o o/LQ}/°}/2// & <N fof/ Co,o o4 507 (&
;’ﬁjﬁcb‘?%ﬁgw}\ %fdfjv}:)b\;_j \j;.,\.ﬁ\.ﬁ :_./vngj &)A‘@Jﬁbl

“Sesungguhnya Kami menghidupkan orang-orang mati dan Kami menuliskan apa yang
telah mereka kerjakan dan bekas-bekas yang mereka tinggalkan. Dan segala sesuatu
Kami kumpulkan dalam kitab Induk yang nyata”.

Berikut akan dijelaskan tafsir ayat dari surat Yasin ayat 12. Allah Swt
berfirman

@

!

“Sesungguhnya Kami menghidupkan orang-orang mati”.
Menurut Ibn Katsir bahwa pada hari kiamat semua yang telah mati akan
dihidupkan kembali. Dijelaskan juga bahwa Allah akan menghidupkan hati siapa
saja yang Dia kehendaki termasuk orang kafir yang hatinya mati karena kesesatan
dan kemudian menunjukkannya kepada kebenaran (Katsir, 2006).

Selanjutnya, penjelasan bahwa Allah akan mencatat setiap amalan yang
pernah dilakukan manusia, yaitu amalan kebaikan dan kejelekan terdapat pada

ayat
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15438 G LG
“dan Kami menuliskan apa yang telah mereka kerjakan”.
Dilanjutkan dengan ayat
2 5 5

“(dan Kami menuliskan apa yang telah mereka kerjakan) dan bekas-bekas yang mereka
tinggalkan”.

Dalam tafsir Ibn Katsir terdapat dua makna, yang pertama adalah bahwa
Allah akan mencatat amalan yang dilakukan diri sendiri, dan mendapatkan
balasan amalan orang yang mengikutinya tanpa mengurangi sedikitpun balasan
orang yang mengikuti tersebut. Jika yang dikerjakan adalah kebaikan, maka
balasannya adalah pahala. Jika yang dikerjakan keburukan, maka balasannya
adalah dosa. Kedua, bahwa bekas langkah kaki akan dicatat, baik langkah dalam
kebaikan maupun keburukan sebagaimana penjelasan Qotadah (seorang rabi’in)
yang disebutkan dalam tafsir Ibn Katsir. Qotadah mengatakan, “Seandainya Allah
lalai dari urusan manusia, maka tentu saja bekas-bekas (kebaikan dan kejelekan)
itu akan terhapus dengan hembusan angin. Akan tetapi Allah Swt menghitung
seluruh amalan manusia, begitu pula bekas amalan-amalan mereka. Sampai-
sampai Allah Swt akan menghitung bekas-bekas amalan mereka baik dalam
ketaatan maupun dalam kemaksiatan (Katsir, 2006).

Suatu riwayat dari Imam Ahmad, bahwasanya ia berkata “terdapat
bangunan di sekitar masjid, maka Bani Salamah ingin berpindah dekat masjid,
lalu kabar tersebut sampai pada Rasulullah Saw dan kemudian bertanya kepada
mereka “Apakah kalian ingin berpindah dekat masjid?”. Bani Salamah menjawab
“benar wahai Rasulullah, kami ingin berpindah dekat masjid”. Kemudian

Rasullullah Saw bersabda “wahai Bani Salamah, rumahmu adalah pahala
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kebaikanmu” beliau mengulanginya sampai dua kali” (HR. Muslim dalam Katsir,
2006).

Riwayat tersebut menjelaskan bahwa setiap langkah menuju masjid yang
merupakan amalan kebaikan akan dihitung dan dicatat. Begitu pula para penuntut
ilmu yang harus menaiki kendaraan karena sangat jauhnya tempat menuntut ilmu,
maka putaran roda pun akan dihitung dan dicatat sebagai kebaikan. Sungguh
Maha Besar karunia Allah. Namun banyak dari kita yang tidak menyadari akan
hal ini (Al-Qurthubi, 2007).

Selanjutnya, segala sesuatu akan dicatat di Lauhul Mahfuzh (lembaran

yang terjaga). Allah Swt menyebutkan dalam firmanNya
o gl B st o3 485
“Dan segala sesuatu Kami kumpulkan dalam kitab induk yang nyata (Lauh Mahfuzh)”.

Dalam tafsir Al-Qurthubi, kata ij dimanshub dengan fi’il mudhmar yang
menunjukkan padanya. Ayat 3230, seolah-olah Allah berkata, “Dan kami
menghitung segala sesuatu yang Kami menghitungnya”. Kemudian ayat b 2

o=+, Mujahidah, Qatadah, dan lbn Zaid berkata, “maksudnya adalah al-lauh al-

mahfuzh” (Al-Qurthubi, 2007).

Berdasarkan penjelasan di dalam tafsir Ibn katsir dan Al-Qurthubi pada
firman Allah Swt surat Yasin ayat 12 bahwa Allah sangat teliti dalam menghitung
amalan manusia, bahkan menghitung amalan orang-orang yang telah mengikuti
amalannya tersebut untuk diberikan kepadanya tanpa tertinggal sedikitpun. Inilah
gambaran ketelitian Allah di dalam Al-Quran yang dapat dijadikan sebagai

contoh, termasuk ahli matematika dalam melakukan perhitungan.



3.1 Spektrum Adjacency Titik, Laplace, Singless Laplace, dan Detour Graf
Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D5,,)

3.1.1 Grup Dihedral Dg

Dua unsur di grup dihedral Dg jika dioperasikan menggunakan operasi

PEMBAHASAN

BAB Il

komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley berikut.

Tabel 3.1 Tabel Cayley Grup Dihedral Dg

o 1 7 r? i s ST ST Sl
1 1 r r? 7 s ST STl ST
7 7 r? S il L 5 ST S
772 i i 1 7 sr? sr3 s F
7 i 1 r i Sif S it s
s s ST sr? St 1 r 72 7
ST ST Skl sr s i il 7 7
i ST sr S sr r? i 1 7
ST ST s sr sr? 7i 4 7 1

Subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r?2,s) adalah
{1,7%,s,sr?}. Titik graf subgrup (r2,s) dari grup dihedral (Dg) adalah

1% (I}rz,s) (Dg)) ={1,7,7%,713,s,s1,51%,s13}.Vx,y EDgdx0y E

{1,72,s,sr?}, maka x terhubung y, dapat dilihat pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2 Tabel Cayley Subgrup dari Grup Dihedral Dg

o 1 r r? r3 s ST sr? sr3
1 1 r r? r3 s ST sr? sr3
T T r? r3 1 sr3 s ST sr?
r? r? r3 1 r sr? sr3 s ST
r3 r3 1 r r? sr sr? sr3 s
s s ST sr? sr3 1 r r? r3
sr ST sr? sr3 s r3 1 r r?
sr? sr? sr3 s sr r? r3 1 r
sr3 sr3 s ST sr? r r? r3 1

22
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Dari Tabel 3.2 dapat digambarkan graf subgrup berikut.

Gambar 3.1 Graf F(rz’s)(Dg)

Dari Gambar 3.1 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari I,z , (Dg)

sebagai berikut

Of O ¥ © IIWOW i W0y

ORLOM © L0l YRl 0 Wil

180 _O_oONSIEN0l 1990

— O
<N
— O
o O
(=]
S
- O
S

01 01 0001
1 01 01 0 0 O
‘0 1 0 1 0 1 0 O

A(1,2409)

det (A (r(rzls) (Dg)) - ,11) =

det(
|

|
J_

A 0 0 0 0 0 0 O
04200 00 OO
0 04 0 0 O0O0O
0 004 0 O0O0OTO
0 0002 0O0TDO
0 0 000 4 0 O
0 000 O0O0 A0

‘0 0 0 0 00 0 A

0 0 1 0 1 0 1 0
0 001 01 0 1
10 00 1 0 1 O
0100 01 01
101 0 00 1 O
01010 0 01
101 01 0 00O

0 1 01 0 1 0 O

\||||JA
O-HO—HO O |
o

~<
- OoO-HoOoO-wo | ©
o
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut

Sehingga polinomial karakteristik A(Iﬂ(rzjs) (Dg)) diperoleh dari perkalian

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut

p() = (=1)? (—

- — A

A

) (

=A-3)2@A+1°

.

akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

)

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 3 dan A,

A —21-3

a2

>2

1. Kemudian

Untuk A, = 3 disubstitusikan ke dalam (A(I“(rzm(Dg))—/lI), sehingga

diperoleh
—3 0

0 -3

1 0

0 1

1 0

0 1

1 0
Lo 1

O R O R OoORF

OFRr O R ORFrOo
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut

-3 0 1 0 1 0 1t D
0 -3 0 1 0 1 0 1
. 8 4 L
[ 0 -— — 0 = 0
3 3 3
( 0 ( - i 0O — 0 i
3 3 3
[ [ [ 0 =20 2 0
0 0 0 0 -2 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0
o o 0 0O 0 0 0 0O

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 2.

Untuk A, = —1 disubstitusikan ke dalam (A (I—Zrz’s> (DS))—/H), sehingga

diperoleh

10101010
01010101
10101010
01010101
10101010
ORR 0 1 o0Mi 0 1
10101010
01010101

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

101010140
1010101
00000000
00000000
00000000
00000000
00000000
00000000

dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 6.
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Dengan demikian spektrum adjacency titik dari I3,z 5y (Dg) adalah sebagai

berikut

spec = [3 _1]
A(F(TZIS) (DB)) 2 6
Jadi, nilai Eigen dari matriks A (I—Zrz,s) (DS)) adalah 3 dan —1. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 6.
Selanjutnya, dari Gambar 4.1 dapat diperoleh matriks derajat dari

I3,z 5y (Dg) sebagai berikut

300000 0 O
0300000 0
GatonzNloe o gl ol
0003000 0
D(F<T2,S>(D8))_0 0003000
0000030 0
00000O0TO0 3 0
000O0GO0TO0O0 3

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I}z oy (Dg)

L (25 (Da)) = D (Ey2) (Dg)) — ATy, 5) (D))

3 0 0 0 000 07 (0O 0 1 0 1 0 1 0
0300 0 0 O0 O 0001 0101
0 0 300 00O 1 0 00 1 0 1 0

|0 0 0 300 0O |01 0O0O0T1TO01

oo 0o 0o 3 000 1 01 0 0 0 1 0
0 000 0 3 0O 0 1. 01 0 0 01
0 000 0O 0 3 0 1 01 01 0 0O
0 0 0 00 00 3 01 0101 0 O
r 3 —1 oyl T eemm(E

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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decll0 -1 0 3 0o -1 0 -1/ Jo o0 2000 Off_
-1 0 -1 0 3 0 -1 0 0000 A 000
0 -1 0 -1 0 3 0 =1/ lo o o 0 0 12 0 0
-1 0 -1 0 -1 0 3 0| looo0oo0o0wo0 120
Lo -1 0 -1 0 -1 0o 34 b ooooo o0 A
3—-1 0 = 1 0 -1 0 -1 0
/0 3 9 ) -1 0 =i 0 -1
[ -1 048 3 — 1 = 0 -1 0
| o 1 0% B IIM™) -1 0 -1

-1 0 -1 0 =1l 0 =/ 0
0 =1l 0 -1 0 -1 0 & =/
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o
|
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|
=
(=)
w
|
Y
(e}
|
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\_____/
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut

i—n 0 -1 0 -1 0 -1 0
03— 0 -1 0 -1 0 -1
0 0 - K —ﬁa-+S 0 - —4+f'_ 0 - —4+jx 0
-3+ A =2} St -3+ A
0 0 0 A —6;1_+S 0 —1'+T'. 0 ~ —4+if;
-3+ A -3+ A -3+4
| 0 0 0 A fjn—k-# 0 _—_4+n 0
h—12 Ah—12
| 0 0 0 0 A f_wu+4 0 =4+
A=12 h—
| | - . ; . ~ (-4+ %)% |
A—1
( ( ( 0 0 : A —.— + A A
=1

Sehingga polinomial karakteristik L(I“(Tz‘s) (DS)) diperoleh dari perkalian

diagonal matriks segitiga sebagai berikut

22— 6]+ 8>2 <_ A2 —5]+ 4)2 (_ (—4 + A)A)z

p(/l)=(3—/1)2<— ) 1-2 -1

= (1 —4)62?
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Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 4 dan A, = 0. Kemudian

akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.
Untuk A; =4 disubstitusikan ke dalam (L (F(rz,s> (Dg)) - AI), sehingga

diperoleh

—1 0 -1 0 -1 0 -1 07
o -1.0 -1 0 -1 0 -1
-1 0 -1 0 -1 0 -1 O
o -1..0 -1 0 -1 0 -1
UV ) il O =i 0
0 —1¢ OF R ()N R () R
ey o =i 0 =i 0 =i
AF & 0 =il O =i 0 =i

selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut

-1 0-1 0-1 0-1 0
0 -1 0-1 0-1 0 -1

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 6.
Untuk A, = 0 disubstitusikan ke dalam (L (I}rz,s) (Dg)) — /11), sehingga

diperoleh
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

o -1 0 -1 0 -1 0
030 -1 0 -1 0 -1
. 8 4 4
b= | -— l - (
3 ] 3
00 f; 0 - % o - %
3 3 2
oo o0 o 2 0 -2 0
00 0 0 2 0 =2
o0 f 0 0 0 0 0
00 0 O 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 2.
Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I3,z 5y (Dg) sebagai
berikut

spec 4k 0]

Yrpeq @) ~ L6 2
Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I}Tz,s> (DS)) adalah 4 dan 0. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 6 dan 2.
Kemudian matriks signless Laplace dari I7,2 (Dg) dapat ditentukan

dengan menggunakan cara berikut

L (T (Dg)) = D (L) (D9)) + A (Fiy2 ) (D))

0 0 1 01 01 0] (3 0 0 0 0O 0 0 Of
0 0010101 0 300 0000
1 00 01 01O 0 0300 00O
_101. 000 101 n 0 003 00 0O
1 01 00 01O 0 000 3 00O
01010001 0 000 0 3 00O
101 01 0 0O 0 000 OO0 30

0 1.0 1. 0120 0o/ 'O OO O OO O 3
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3 0 1010 10
03010101
10301010
o103 0101
110103010
0101030 1
10101030
0 1 01 0 1 0 3
det (L+ (Qrz Y (DS)) - ,11) =
3 0 101010 A 000UO0TO0 0 O
/03010101 042000000
([T 0301010 0021200000
detl10 103 010 1f o 0 0200 0 oOff_
[l1 0103 010/ loooo0o 2200 o
0 A 0 Yo o, BN ToN0ND. o0 4 0 0
10101030 looooo0o02a10
0 1 01010 3 b oooooo A
3 — =0 1 0 1 0 1 0
/o 3-1 0 1 0 1 0 1\
| 1 O3~ Q0 1 0 1 0 |
[ o i h B> 1 0 .
s5 0 1 T 1% WD 1 0o |
| o 1 0 1 dn EE V. [ 1|
\1 0 1 0 1 e 2 o/
0 1 0 1 0 1 [ # o RN

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut

0 0 - 0 - 0 . 0
-3+ A -3+ A =5 <Y
0 0 0 s —"6 rL_+ g 0 _f == r 0 —: + r
-3+ -3 Lot -3+
32— 7h+ 10 BE
') 0 0 L= 0 -/ 0
A—4 A—4
bl
N —Th+10 -24 A
o 0 0 0 0 - - 0 -
h—4 h—4

Sehingga polinomial karakteristik L* (I}rz,s) (Dg)) diperoleh dari perkalian

diagonal matriks segitiga sebagai berikut
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A2_61+8\" [ 12-71+10\ [ 22-81+12)\°

— _ 2 - -

P =0 ’D( 341 >< -4 )( 1-5 )
=(A—-6)2(A1—2)°

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 4; = 6 dan 4, = 2. Kemudian

akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Untuk A, = 6 disubstitusikan ke dalam (LJr (Qrm (Dg))—AI), sehingga

diperoleh

—3 041 Loy P 0 pd WO
0f B8 0, ™0 wAI0 "1
r 0 B0 180 1 0
0 1 0 -3 0 1 0 1
N0 ORIy 1 0
0o 1 0 1 0 -3 0 1
I Ot wOS 1 023 0
RO SRS 19 04 31

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil
sebagai berikut

30 1 0 1 0 1 0
0D -3 0 1 0 1 0 1

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 2.
Untuk A, =2 disubstitusikan ke dalam (L+ (F(Tz's> (DS)) — /11), sehingga

diperoleh
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101 01 010
01010101
1 01 01010
01010101
1 01 01010
01010101
101 01 010
01010101

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

10101010
01010101
0O0O00DO00O0DOD

000COCO0OO0OO0O0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 6.
Dengan demikian spektrum signless Laplace dari I3,z (Dg) adalah

sebagai berikut

SIPEEC = p 2]
B L+(r(r2,s) (Dg)) 2 6
Jadi, nilai Eigen dari matriks L* (I“(rz_s> (Dg)) adalah 6 dan 2. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 6.

3.1.2 Grup Dihedral D,
Dua unsur di grup dihedral D;, jika dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley berikut.
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Gambar 3.2 Graf I,z ,(D;,)
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Dari Gambar 3.2 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari I3,z (D)

Dari Tabel 3.4 dapat digambarkan graf subgrup berikut.

sebagai berikut
AT y25(D12)) =
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det (A (I}y2,4(D12)) — A1)

0 0 1 01 0 1 01 010 4 00O0O0O0OUOUOO0 0 07
0 001 01010101 042000 O0O0O0OOOUOTO O
100010101010 002 00O0O0O0OOOTUOTP O
010001010101 000 A 0O0O0O0OOTOUOTP O
101000101010 0000 42 000O0O0OO0OTO
det 6101000110101 J00 000200000 O0]]_
101 010O0O01O010 0 0000 O 2AO0O0O0TO0OTPO
01 010100O0O0T1T0°1 00000 O0OOTAXZO0TO0TUO0ODTDO
101010100010 00000 OOOMAZTO0TUO0ODO
010101010001 00000 O0OOOTOMAZXZO0ODO0
10101 010O0O0TO0O0 0000 0O O0OO0OOTO0ODTO0OTAXDO
‘0 1. 01 01 01 01 0 0 to0OO0OO0OUOOGO0OO0OO0OO0O A
0-4 0 1 0 il 0 1 0 1 0 1 0
0 0—-4 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 0-—-4 0 1 0 il 0 1 0 1 0
0 1 0 0—-4 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0—-4 0 1 0 1 0 1 0
det 0 1 0 1 0 0—-4 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0-2 0 i 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0—-2 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0-2 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 0—-2 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0—-2 0
0 1 0 1 0 il 0 L 0 1 0 0—-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

PR S S AN AR
w=cn(=r) (=) )

Pesi— 4\ [ 2L 4= 5\
BN s T— 4

= A -5+ 1D

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; = 5,4, = —1. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu multiplisitas untuk nilai Eigen m(4,) = 2
dan m(4,) = 10.

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency titik dari I,z 5,(D;3)

sebagai berikut
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]

-1
Jadi, nilai Eigen dari matriks A (I—Zr2,5> (Dlz)) adalah 5 dan —1. Sedangkan baris

2 10

5

sPeCA(r(TZ‘S)(Dlz)) - [

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 10.

Selanjutnya, dari Gambar 4.2 dapat diperoleh matriks derajat dari

I,z (D1) sebagai berikut.

5 0 0 0 0 0O OO O O 0 O
05000 O0O0O0OO0OTUO0OTGO0OTGO
0 05000 0O0O0O0TO0OTGO
0 00500 0O0O0O0O0TO0
0 000O5000O0O0O0TO0
0 000OO50U0O0UO0TO0TO0

0 000OO O500UO0O0TO0

0 000OOO OS5UO0UO0TUO0TO0

0 000OO O OOS5TU0TUO0TO0

0 00O OO O0OOOS5TU 0O

0 000OO O OOOTUOT S5O

‘0 0 0 0 0OOO OO 0 0 5

D (r(rz,s>(D12)>

Dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I3,z ¢, (D;2)

D (Iﬂ(rzjs)(Dlz)) — A(I},2,5)(D13))

L (r(rz,s)(Dlz))

OCHO—HO—HO—HO = OO
—“—o-HOoO-HO-"OoOHO OO
cHo—"o o A0 OO
—“—o-HoHoOoO 0000 o
cHo-"o-HOoOCocOoO O«
—“—oHOoO "o OO HO HO
O H O 1O OO HO O
—~—o-HOoOOoOoO—"OoHO HO
OC-HoO0cOoOHOHO O -
oo HOHOHAO = O
CcCoo-HO-HO-HO - O -
CO—HO—HO A0 —HO HO
|
SRR
R =R=R=R=R=R=R=R=R=Rl XK=
CcCooocCcoO0O0COoOIINO O
CooocCcOoOO0OoONO OO
cCcoocococoomnNoocoo
cCcoocococomMocooocoo
CcCoococoOMmMOoOocOoOOoOO
CcCooomMoocoocoooO
cCcoomnNocoocoococoocoo
CcCoOMmMocoocooocOoOO0OO
oOCMNMoococoococoO0OO
Moococooo0ocO0ooo




det (L (I (D12)) — A1)

det

2 00 000000 O0 0 0
0o o of 00 00 9o 0 oo tolte
00A0000U0UO0TUO0TO0 O
0001200000000 0
0000A000UO0TUO0TO 00O
0000O0A100GO0TO0TO00D0
0000O0GOUALOO0TO0TO 0O
0 0 @0 0%6 0 2 0 o0l 0
00 =0s0l O==0" 0" 0k N\ onlol o
0000O0O0UOUOU OO O
0000O0O0U OO OU OO0 A0
0 0 00000 O0O0DTO0 0 A
5-4 0 -1 0 -1 o0
0 5-24 0 -1 o0 -1
N, . ) o
il g ey ey
1 0 -1 0 5-21 0
0 -1 0 -1 0 5-2
dec % G NE—1 0. i1 o
T
L% 0 M) 0 S
W1 Ylel=1 o -1
“A%0o 110 el 0
o N &1 0 SIS
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=L 0 il 0 =il 0
0 =il 0 =il 0 =l
=3I 0 il 0 =il 0
0 =il 0 =il 0 —il
=il 0 =il 0 =il 0
0 =il 0 =1l 0 o 1
=" 0 =1l 0 =1l 0
0 5-1 0 ! 0 -1
! 0 S 0 — il 0
0 =il 0 5-1 0 -1
=il 0 -1 0 5-1 0
0 =il 0 =1l 0 5-1

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

p() = (5-21)?* (—

-5+1

A—4

22— 100+ 24)2 ( A2 —91+ 18)2

<_ 22— 81+ 12>2 (_ 22— 7A+ 6)2 <_ (—6 + ,1),1)2

A—=3

A=2 A—-1

— (/1 _ 6)10/12
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Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperolenh 1; = 6 dan A, = 0. Dengan cara

yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4,) = 10 dan m(4,) = 2.

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I},> .,(D;,) sebagai

berikut

spec = [6 0]
PEUrpayo) ~ l10 2

Jadi, nilai Eigen dari matriks L(F(,,z’S) (Dlz)) adalah 6 dan 0. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 10 dan 2.
Kemudian matriks signless Laplace dari I}, (D;,) dapat ditentukan

dengan menggunakan cara berikut

L+ (T2 (P12)) = D (Firz.(D12)) + A (T2 (D12)

S5 0 0 0 00O OO O OO 0010101010 1 0
050000O0UO0OUO0OTGO0OTG OGO O |000 101010101
0 05000O0UO0UO0OTUO0OTG 0T O |100010101010
0 00500O0UO0OGO0OTGO0OTG OGO |01 000101010 1
00005 00UO0O0OTO0OTGO0OTG O |101000101010
JOo0o0005000000,|010100010101
000 0O0O0OS5UO0UO0OTGO0TO0OTG O |1 01010001010
0000 O0O0OOS5UO0TUO0OTUO0OTG O 010101000101
000 0O0OO0OOUOS5UO0OTUO0OTG O 1010101000710
0 000O0OOOOS5TUO0OG O 01010101000 1
0000 O0OOOUOUOTU OS SU O 101010100000
o oo oo 00000 o0H+ 5 Lb1o10101010 o
S5 0 1 01 01 010 1 0
05010101010 1
105010101010
01050101010 1
101050101010
o1 0105010101
"1 01 01 0501010
0101010650101
101 010105010
0101010106501
101 010100 O0TG50
0 1 01 01 01010 5
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det (L* (25 (D1p)) — A1) =

5 0 1. 01 01 01 010 4 0O0O0O0OUOUOUOO0 0 O
050101010101 042000 O0O0O0OOOUOTO O
105010101010 002 00O0O0O0OOOTUOTP O
010501010101 000 A 0O0O0O0OOTOUOTP O
101050101010 0000 42 000O0O0OO0OTO
det 0601010501010 1 |0 0000200000 O0]]_
101010501010 0 0000 O 2AO0O0O0TO0OTPO
01 0101050101 00000 O0OOTAXZO0TO0TUO0ODTDO
101010105010 00000 OOOMAZTO0TUO0ODO
01 0101010501 00000 O0OOOTOMAZXZO0ODO0
101010100050 0000 0O O0OO0OOTO0ODTO0OTAXDO
‘0 1. 01 01 01 01 0541t 0O0OO0OO0OUO0OO0OO0OTO0OTO0OO0O A
5-1 0 1 0 il 0 1 0 1 0 1 0
0 5-1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 5-1 0 1 0 il 0 1 0 1 0
0 1 0 5-41 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 5-1 0 1 0 1 0 1 0
det 0 1 0 1 0 5-1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 5-1 0 i 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 5-1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 5-1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 SVl 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 S 0
0 1 0 1 0 il 0 L 0 1 0 5-41

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

22101+ 24\ [/ A2—111+ 28\’
-5+ A—6

p() = (5-21)? <—

120+ 32\ f 12 —131+36\ [ 12— 144 + 40\’
A7 eyl  1-=-9

= (1-10)2(1 —4)1°
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 2; = 10 dan A, = 4. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4,) = 2 dan m(4,) = 10.
Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari I,z 5 (D;,)

sebagai berikut
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spec _ [10 4]
p L+(F(T2‘S>(D12)) 2 10

Jadi, nilai Eigen dari matriks L* (F(rz_s> (Dlz)) adalah 10 dan 4. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 10.

3.1.3 Grup Dihedral D4
Dua unsur di grup dihedral D, jika dioperasikan menggunakan operasi

komposisi (o) dapat disajikan dengan Tabel Cayley berikut.

Tabel 3.5 Tabel Cayley Grup Dihedral D;¢

o 1 r Z | 7 |7 || 78I 7% | 5 s L2 || s | s || &2 | 7 || sl
1 1 7 L7 || ) 7 iR 7R s e dl 572 || a2 & || 572 || &7 || sl
7 r il Wl Wi, |k [ [0 i sl s STl st | WS Tl Wil WsTaall NS
il il el . [l < il i i P simlfs sedls2 |l 572 |Le || 9
T e I W |’ 1 r 7l || 2l 77 sl s sr | sr? | sr3 | sr*
lia i Bl il | s 1 r U 7R A okl 577 s STl | srial s T
| P | 7 |7 1 i el W A S s s || 77 || s sl s
7 | 7 | 7 il r lll 8 Y || s S || ol [ || 572 | s | s sr
7 | _# 1 7 e e | S 72 | sl || 57 || s7® || o7 || 577 IS

s g || 7 | s7ll 5724l 577 | sl Sl s77 || il ran IR Sl
g7 || s7 || 72 || s72 a7 | sradlls7 ) S5 6 i7" il 7 el | sl e el | &6
g7 | 572 | 572 || 57" [l ||l s G Vi || 7™ 1 2 LZ 17 | 7R -
g | &7 | &7 | 57 |1 87° | 7 |8 sl s MR || 7§77 1 7 7= |7l
g7 | &7 | & | 57 | s i S g7 A || sl Akl 7l #© || 77 1 7 >l
sticll| Wsrsl | WSS Ws i s, g7 s || s7° | | 7° @ | & | 7 | 7 1 r | r?
i | 52 | s L5 s | s ks || sallFsaamE — | & | & | 7@ | # 1 r
st | sr’ | s g7 ||l o2 || o7 el | s 7 |2 |2 L7 0 2 | 7° AF 1

Subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r?s) adalah
{1,72,7v%,15,s,s12, sr*,sr®}. Titik graf subgrup (r2, s) dari grup dihedral (D)
adalah % (F(rz’s)(le,)) -

5

{(L,r, 72,73, r* 75,1817, s, 51,512,513, s1%,51°, 516,577} . VX, y ED;g Dx0y E

{1,72,7v%,7%,s,s12, sr*,sr°}, maka x terhubung y, dapat dilihat pada Tabel 3.6.

Tabel 3.6 Tabel Cayley Subgrup dari Grup Dihedral D,

7

[ J 1ol r 2] ]t s v7 ] s [ sr[sr2]sr3]srt]srs]srs] sr|
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Gambar 3.3 Graf I,z o, (D)

LN RN R NRS ~ &

M ¥ (in (O | o~
™ [¢ Jn o |~ ~N ~
(S N N N el R RN A A = R R R

AU ST A Lo B = | o
o jen | | O ~
B RS S RS S S Al A - B B
o~ [ (i OIS
B Slel sl s 5l 5 5
A ol RN I N I N I RN ) IR 20 ) I o I o

Dari Tabel 3.6 dapat digambarkan graf subgrup berikut.

sr?
sr3
srt
sr’
sr®
sr’
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Dari Gambar 3.3 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari I3,z 5,(D16)

sebagai berikut

0 0 1 0 1 0 1 01 01 0 1 0 1 07

00 061 010101010101

10001 01010101010

01 00O01O010101O0101

1 01000101 0101010

01 010O0O01O0T1O01O01O01

1 01010001 0101010

1 0101010 O0O0OT1TO01O0T10
OFS1SE OR1 N ORS1FN () SIS () MR O RS OB 1 S (O R, () "l
1 0101 010O0O0OO0O0T1TO0T1T0
()1 S (01 S () A1 S (0 ST ()R] S () I (O ()1 R () R
i1 S (1 A (0 R () R () R | SR () 1 R ()R () () R 1R ()
0101 010101010001
1 0101010101010 00
0 1 01 01 01 01 0101 0 O

01010100 O0T1O0T1TTO0T1O01

A(F(rz,s)(DIB)) =

det (A (I2,5)(D1s)) = A1)

OC-HOHO-HOHO-O—HO - O O
oo "o HOHOHO HO OO
oOo-HoHoO O "o —HOo 0 OO
1O H OO HOHO HO OO O
oOHOoOHOHOHO O OO O
oo "o HOHOOOHO —H O
OCHOHOHO—"OOO —HO O -
—“oO-HOoO-HO-HOOCOOoOHO HO
OHoOHO—"T0OO0OO0—HO —HO O
oo "00CcO0OHOHO HO —H O
OHOHOOO Ao HO O — O
1O H OO0 O0OHOHOHOHO HO
O-HoocoO—HOoO Ao HO H O O
o0 HOHOHO HO HO H O
cooHoOHOoOHOHO 4O — O —
CO—HO O —HO HO 4O HO O
2

A 0 0 00O OOO OO0 O0UO0OO0O 0 0 O

042000 O0OO0OO0OO0OOOSOOTOTG OO

00412 0O0O0OO0OOOOOOTOTOTUO OO

000 2A20O0O0OO0OO0OOOO0OOO0OTO0OTGO OO

0 0002 000O0O0OOUOOTO0OTOO®O

00000 4200O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OTPO

0 00O0OO0OOA20O0O0OO0OGO0OO0OTO0OTGO0OO

000 O0OO0OOOA2AO0O0O0OO0OO0OTO0OTG OO

0 000O0OOOOMAZA2ZO0O0OO0OO0OOTG OTO
0 000O0OOOOOMAXZO0TO0OO0OOTGOTO
0 000 O0OOOOOTOMAO0OOOTUOTO
0 000O0OOOOOTOOAO0UO0OTUO0OTO
0 000OOOOOOOOAO0TUO0OTO
0 000O0OOOOOTOOOOA2ADO0TDO0
0 000 O0OOOOOTOOOOOTZXZO
'0 0 0 000OOOOOOUOU OO0 OO0 A
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

s A A N e s T
p()—(—)(— 71 )(— A )(‘,1_—2>

AR AN BN 2,1 ISRcNE) Tde I G e e =
- A—3 A Vi i Y B  1-6

= (- T(A + 1)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = 7 dan 1, = —1. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(1,) = 2 dan m(4,) = 14.

Dengan demikian terbentuklah spektrum adjacency titik dari 7,2 5, (Dy¢)
sebagai berikut

7 —1]

R oyt Iy

Jadi, nilai Eigen dari matriks A (I”(rzm (D16)) adalah 7 dan —1. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 14.
Selanjutnya, dari Gambar 3.3 dapat diperoleh matriks derajat dari

I},2 5y(Dy6) sebagai berikut.
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dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari 7,2 4, (D16)

Dty 010) A (70 50)

L (r(rz,s) (Dlﬁ))

(7 0 0 0 0O OOO 0 0 O O O O 0 O
O 7.0 O 0 O40 Ky =08 0 §0 107 0800
0o 0700 O0O0OOOUOTOTGOOOTG OO
0 007 00 0 0 OOOTUOTGOTGO0OO0OTO
O 0 0 O Z7/00 0 OQOEO NO O 0 MO [0
O 0 © 0O OR7H0 O LF MO J0 0 0§00
0 0000 O0O7 0O0OOOUOTGOTUO0OTGO0OTO
0 00O O OO0OT7 O0OO0OUO0OO0OTO0OTGO0ODTO
0 00O O OO0OO0OT7 0O0OO0OO0OTO0OO0OTOO
0 00O O OO0OO0OOT7 O0O0OO0OTO0OTGO0OSTO
0 0 00O O0OOOOUO?7O0O0O0OTO0OTFU O
0 0 0O0O0OOOOOOOT7TO0O0TO0OTUO
0 0 0O0OOOOOOOOTOT7 000
0 000 0O OO0OO0ODOUOOOO0OT7 00
0 00O OOO0OO0OOUOUOOOO0OT70O0

‘0 0 0 0O OOOOOOOUOTOTOTGO0O 7
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0 001 010101010101
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

22— 140 + 48)2 ( A2 131+ 40)2 < 22— 122+ 32)2

pm:”‘”(‘ 747 1-6 1-5

<_ 22— 112 + 24)2 <_ A2 - 101+ 16)2 (_ Ny 8>2 (_ (-8 + m>2
A—4 A-3 A—2 A-1
= (1—8)*x?
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; = 8 dan A, = 0. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(1,) = 14 dan m(4,) = 2.

Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I3, (D) sebagai

berikut

spec =[8 O]
Uryey@0) 114 2

Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I“(rz,s> (Dlé)) adalah 8 dan 0. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 14 dan 2.

Kemudian matriks signless Laplace dari [}, (D) dapat ditentukan

dengan menggunakan cara berikut

L* (r(rz,s) (D16)) =D (F(rz,s>(D16)) +A4 (r<r2,s) (Dm))
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh
polinomial karakteristik sebagai berikut.

22— 141 + 48\ 22151 +54 2/ 22—161+ 60\
—74+A A1—8 A—9

p(D) = (7= )? (—

_/12—17/1+66 : _/12—18/1+72 ’ _/12—19/1+78 ’ _/12—20/1+84 2
1—10 = 1] r 7] 1—13

=1—-14)*(A—6)*
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, = 14 dan A, = 6. Dengan cara
yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas masing-masing
nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(1,) = 2 dan m(4,) = 14.
Dengan demikian terbentuklah spektrum signless Laplace dari [,z s (Dy¢)

sebagai berikut

—— T
1H(rpege) L2 14

Jadi, nilai Eigen dari matriks L* (I_Zrz’” (D16)) adalah 14 dan 6. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 14.
Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum adjacency titik graf subgrup dari beberapa grup

dihedral, diantaranya
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Tabel 3.7 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Titik dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s)
dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral Dy, Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Titik
4 | Grup Dihedral Dg (1-3)2@1+1)°
6 | Grup Dihedral D;, (A=5)2A+ 110
8 | Grup Dihedral D¢ A=72A+ 1D
n | Grup Dihedral Dy, (A—(n- 1))2(,1 +1)2(-1)

Tabel 3.8 Spektrum Adjacency Titik dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,, Spektrum Adjacency Titik

4 | Grup Dihedral Dg 3 —1]

2 6
6 | Grup Dihedral D;, [5 —1]

2 10!
8 | Grup Dihedral D¢ =

12 14|
n | Grup Dihedral D,, (n—-1) =1

4 2(n—1)

Teorema 1
Polinomial karakteristik matriks adjacency titik A(FH(DZH)) dengan H =
(r?,s) 2 D,,, untuk n genap dan n = 4 adalah
p() =(A-(n— D) @+ 1)*2
Bukti
Misalkan grup dihedral (D,,,) = {1,7,72,...,7"" L, s, 51,512, ..., sT™ 1}, Untuk
n genap dan n = 4, ambil

H=(r?s)2 D, H={1,1%..,r"25s,sr? .., sr" 2}



Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I';(D,,,) sebagai berikut.

Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari Iy (D,,,) sebagai berikut

1R TR i~ i CECIEE <

1 (0 0" §im 0 i OFIEY0 §l C

T () gl Oh gl (%58 [0 1l
i 1 0 0 O 1 01 0 1 0
7 01 0 O 01 0 1 0 1
P 1 0 1 0 0 01 0 1 O
AR 01 0 1 0 0 01 01
A(FH(DZn))_ S 1. 0 1 0 i 0 0 @1 0
sr ¥ |0 LD o= o¢™ D F0> o 1
s¥2 |1 0 1 0 101000
st o1 0 1 010100
st |10 1 0 101010
st g1 0 1 01010 1

m=7

(= S

OROR OR -

=

STn_l

RPORPOR O P ORrOO

O .-

2

50

Polinomial karakteristik A(I';(D2,,)) diperoleh dari det(A(I};(D2,)) — Al).



o1

Dengan eliminasi Gauss pada A(I'y(D,,)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas berikut 1, 2 G-
=1 .
1 0 -1
rle o _@-DA+D
r? A
sl . (A-@-D)@+D
A—(n—2)

Maka det(A(I};(D;,)) —AI) tidak lain adalah perkalian unsur-unsur
diagonal utama matriks segitiga atas tersebut. Maka diperoleh polinomial

karakteristik dari A(I'y(D5,)) adalah

pN)=A-(m-1) A+1)"2 N

Teorema 2
Spektrum adjacency titik A(FH(DZn)) dengan H = (r?,s) 2 D,,, untuk n
genap dan n > 4 adalah

e gy il
SPECA(ry(D2n)) = [ D o — 2]

Bukti

Berdasarkan teorema 1, polinomial karakteristik dari A(I};(D,,)), n genap
dan n > 4 adalah

p(D)=(A—(m-1) A+1)?
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4; = (n—1) dan 4, = -1
dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 2dan m(1,) =2n— 2.
Spektrum adjacency titik graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral D,,

untuk n genap dan n > 4 adalah



SPECA(ry(Dan))
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- [(n 2 Y Zr: 2]

Jadi, nilai Eigen dari matriks A(F(rz,s) (DZn)) adalah (n—1) dan —1.

Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 2n — 2. m

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum Laplace graf subgrup dari beberapa grup dihedral

diantaranya

Tabel 3.9 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari Grup

Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,, Polinomial Karakteristik Matriks Laplace
4 | Grup Dihedral Dg (A — 4)62
6 | Grup Dihedral D, (1 —6)1°22
8 | Grup Dihedral Dy¢ (A — 8)1)2
n | Grup Dihedral Dy, p(A) = (1 — n)22)2

Tabel 3.10 Spektrum Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,, Spektrum Laplace
4 | Grup Dihedral Dg [4 0]
6 2
6 | Grup Dihedral D,, [ 6 0]
10 2
8 | Grup Dihedral D¢ [ 8 0]
14 2
n | Grup Dihedral D,,,

[Znn— 2 g]




Teorema 3

53

Polinomial karakteristik matriks Laplace L(Iy(D,,)) dengan H = (r?,s) =

D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

Bukti

p(D) = (A -n)?"724?

Misalkan grup dihedral (D) = {1,7,72, ..., ™" 1, s,s7,s712, ..., sr™ 1}, Untuk

n genap dan n > 4, ambil

H=(r?s)2D,, H=

AT

n-—2

IS STR e, ST S

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I;(D,,) seperti pada

teorema 1. Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari I};(D,,) sebagai

berikut

= e

S,
w N

A(FH (DZn)) = r’;‘l
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dan matriks derajat dari I';(D,,,) adalah

D(Iy(Dyy) = _ _ _ _
(TC 2n))1 roor: o3 Lzt o g 2 sr® s st
1 m-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r 0 n-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
r? 0 0 n-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
= 0 0 0 n-1 0 0 0 0 0 0 0 0
mz |0 0 0 0 n-1 0 0 0 0 0 0 0
Mmoo 0 0 0 0 n-1 0 0 0 0 0 0
s 0 0 0 0 0 0 n-1 0 0 0 0 0
st 0 0 0 0 0 0 0 n-1 0 0 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0 n-1 0 0 0
sr? 0 0 0 0 0 0 0 0 0 n-1 0 0
stz Lo 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 n-1 0

S ) 0 0 Mt O 0 0 0 0 0 . 0 n-

Matriks Laplace graf subgrup dari grup dihedral (D,,,) adalah sebagai berikut

L(FH(DZ"))IZ r r® 3 ... gn2 n-1 5 ST B s g sl
i o=t 0 =l e M BB Sl O S0 s RN
r DR =g B B 0 1R 0 R o §-1
r2 —5 0 a=i "0 B EZJRERL 0 =l 0 . —iNK
rs ARSI T N o S NG i -1
e e T 0 NER N 17 10 N =4 ¥ o
rni o B0 OBt i = 1 SR o N -1
s SN V. B 5 1M, 1 o = ¥ o
st o LB i O JF AR NS0 g § -1
s2 | -1 0 -1 o0 5 M B k=1 ¢ -1 0
sr3 0 g Ol 45" [ | G E— b § -1
ss™2 [-1 o0 -1 o . -1 0 -1 0 -1 0 . n-1 0
SO, R W oW S 0™ 1 G o - 1

Polinomial karakteristik L(I';(D2,)) diperoleh dari det(L(I}(D,y,)) — AI).
Dengan eliminasi Gauss pada L(I'y(D,,)) — Al diperoleh matriks segitiga

atas berikut

1 T e oy st
7—(1 -(n- 1))
1 0 ~(2-(-1)
rz 8 (A—n)(l— (n—Z))
" T A-(-1
st ' ( . A
0 0 0 -

Maka det(L(I};(D,,)) — AI) tidak lain adalah perkalian diagonal matriks
segitiga atas. Sehingga diperoleh polinomial karakteristik dari L(I'y(D2,))

adalah

p(D)=A—-n)?""212. =
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Teorema 4
Spektrum Laplace L(I};(D,,)) dengan H = (r?,s) 2 D5, untuk n genap dan

n > 4 adalah

SPeCL(ru(Dyn)) = [Znn_ 2 (2)]
Bukti
Berdasarkan teorema 3, polinomial karakteristik dari L(FH(DZn)), n genap
dann > 4 adalah
p(D) = (A —n)*"222

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A, =n dan A, =0 dan
diperoleh multiplisitas m(4,) = 2n — 2 dan m(1,) = 2.
Spektrum Laplace graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral D, untuk n

genap dan n > 4 adalah
_ n 0
SpeCL(FH(DZn)) & [Zn — 2 ]
Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I“(rz_s> (DZn)) adalah n dan 0. Sedangkan

baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 2n — 2 dan 2. m
Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum signless Laplace graf subgrup dari beberapa grup

dihedral diantaranya

Tabel 3.11 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s)
dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,, Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace
4 | Grup Dihedral Dg (A—-6)2(1—2)°

6 | Grup Dihedral D,, (1 —10)%2(1 — 4)1°
8 | Grup Dihedral Dy (1—-14)2( - 6)t*
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n | Grup Dihedral D,,,

(1-2n-2)°(1-(n-2)

2n-2

Tabel 3.12 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral

(DZn)
n Grup Dihedral D,, Spektrum Signless Laplace
4 | Grup Dihedral Dg [6 2]
2 6
6 | Grup Dihedral D;, [10 4 ]
2 10
8 | Grup Dihedral Ds¢ [14 6 ]
2 14
n | Grup Dihedral Dy, [Zn —Z i 32
2 21 —2

Teorema 5

Polinomial karakteristik matriks signless Laplace L*(I};(D,)) dengan H =

(r?,s) Q D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

p(D)=(1-@2n-2)"(A-(n—2)

Bukti

2n—-2

Misalkan grup dihedral (D) = {1,7,72, ..., ™" 1, s,s7, 512, ..., sr™ 1}, Untuk

n genap dan n = 4, ambil

H={(r%s)3D,,,H={1r%..,r"2%s,sr? .., sr" 2}

Sesuai definisi graf subgrup, maka diperoleh graf I,(D,,) seperti pada

teorema 1. Sehingga diperoleh matriks adjacency titik dari I, (D,,) sebagai

berikut
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Polinomial karakteristik L*(I};(D,,)) diperoleh dari det(L*(I};(D2,)) —
AI). Dengan eliminasi Gauss pada L*(Iy(D,,)) —AI diperoleh matriks

segitiga atas berikut

1 r r? sri1
- (n—-1)
1 0 A1-(n-1)
r 0 (A—n)(l—(an))
r_z - (-1)
srn-1 (; (') (; (A-(n- Zj)(l - (n-2))
y 21— (2n-3)

Maka det(L*(I};(D;,)) — AI) tidak lain adalah perkalian diagonal matriks
segitiga atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L+(FH(D2n))

adalah

2n-2

p)=(A-2n-2)1-n-2))"". g

Teorema 6
Spektrum signless Laplace L*(I};(D,,)) dengan H = (r%,s) 2 D, untuk n
genap dan n > 4 adalah

_Pr=2 n=Z
SPECLH(ry(D2n)) = [ 2 ]

2n— 2
Bukti

Dari teorema 5, polinomial karakteristik dari L* (FH(DZn)), n genap dan n =

4 adalah

2n—-2

2
p(A) = (/1 —(2n— 2)) (/1 —(n- 2))
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 2, =2n—2 dan 1, =n—2

dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 2 dan m(4,) = 2n — 2.
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Spektrum signless Laplace graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral D,

untuk n genap dan n > 4 adalah

SPECL* (ry(D2n)

=[2n—2 n—2
2 2n — 2

Jadi, nilai Eigen dari matriks L* (I}sz (DZn)) adalah 2n — 2 dan n — 2.

Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 2 dan 2n — 2. m

3.2 Spektrum Adjacency Titik, Laplace, signless Laplace, dan Detour
Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D5,,)

3.2.1 Grup Dihedral Dg

Komplemen subgrup dari grup dihedral Dg yang dibangun oleh (r?,s) adalah

{r,r3,sr,sr3}. Titik komplemen graf subgrup (r2,s) dari grup dihedral (Dg)

adalah V(I}Tzls)(Dg)) — o5 i 75 ST s

{r,r3,sr, sr3}, maka x terhubung y, dapat dilihat pada Tabel 3.13.

Tabel 3.13 Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral Dg

9 1 7 7 7 s ST STl sri
1 1 7 72 77 s ST STl srd
r 7 T T il S s ST sr?
r? i 7 1 7 Sl ST s ST
r3 s 1 7 72 ST Silis SIF s
s s ST il it 1 il r? r3
ST ST sr? i s r3 1 r r?
sr? sr? sr3 s sr r? r3 1 r
sr3 sr3 s ST sr? r r? r3 1

Vx,y€EDg3dxoyE€

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dari Tabel 3.13 dapat digambarkan komplemen graf subgrup berikut.

5“1"3

(2]

Gambar 3.4 Graf I3,z 5(Dg)

Dari Gambar 3.4 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari 7,2 sy (Dg)

sebagai berikut

0 1 0 1 0 1 0 17

1 Ol ® IO N0
ONENIE O =I==0p 1% j0 & 1

1 01 01 0 1 0
0101 010 1

1 01 01 0 1 0
01010101
‘1 0 1 0 1 0 1 O

A(F(rz,s) (DB)) =

det(A(I;y2,5(Dg)) — M)

\lJ
cCoocoococooco~
coocoococoo~RO
coococo~RoO
cooco~ooO
coo~oooo
co~RoooOoOO
o_Roocooooo
Roocococooo

|
Ao "o HO O
oc-Ho-o-HOo -
o HOoO Ao - O
oo "o Ao o
O H O HO O
CHO O O
o —HOoOHO - O
OHO = O O
(|\

4+

Y

=

\I|||JA
—HO OO |
o

~
O-HOAO A |
o
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut

Sehingga polinomial karakteristik A(I}rzls)(Dg)) diperoleh dari perkalian diagonal

matriks segitiga atas sebagai berikut
P-1\( AA*-2 22— 4)2
o e 28T =)
A % -1 12 -2

<_ (/1;—_ 64)/1) <_ (/1;—_ 96)/1> <_ (/1;— _1(2))1) (_ (/1;—_ 1162)/1>

= (1= 4)25(1 + 4)

Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1, = 4,1, =0, dan A; = —4.
Kemudian akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Untuk 4, = 4 disubstitusikan ke dalam (A(F,2,4,(Dg)) — AI), sehingga diperoleh

—4 1 0 1 0 1 0 17
1 -4 1 0 1 0 1 0
0 1 -4 1 0 1 0 1
1 0 1 -4 1 0 1 0
0 1 0 1 -4 1 0 1
1 0 1 0 1 -4 1 0
0 1 0 1 0 1 -4 1

L1 0 1 0 1 0 1 —4
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut

—
Ln | e

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 1.

Untuk 2, = 0 disubstitusikan ke dalam (A(I;,2 5 (Dg)) — AI), sehingga diperoleh

0 1 0 1 0 1 0 1
1 01 01 01 O
0101 01 0 1
101 01 0 1 0
0101 01 0 1
1 01 01 0 1 0
010101 01
‘1 0 1 0 1 0 1 O

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

1010

o o o o o O o
o o o o o o
[ = e e
o o o O o O =
o o o o o o

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 6.

—

L}

(=== =R = =
o o o o o O o
o o o o o O =

—
L]
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Untuk A; = —4 disubstitusikan ke dalam (A(F,24(Dg)) — Al), sehingga

diperoleh

O RO RO R A
O R O ORFR BN R
_ Ok OF SR O
ORPROR DR OR
Ok A RO RO
P AP ORrRORO

O R B RP OR O
AR ORPROROR

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

1 0 1 0 1 0 1
15 1 1 1
0 — 1 -— 1 -— 1 -—
? 2 2 3
0 o 36 16 4 16 4 16
1515 15% 15 15 15
ol et (s,
oo 0 — N oS
ki ] 3 3 3
0 0 0 0 0 # i —E
0 0 0 0 0 0 i 19
0 0 0 0 0 0 0 (

dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4;) = 1.
Dengan demikian spektrum adjacency dari I,z (Dg) adalah sebagai

berikut

_[+ 0
A(r(rz,s)(D8)) B 1§ 1

spec
Jadi, nilai Eigen dari matriks A(I}rz,s)(DB)) adalah 4, 0, dan —4. Sedangkan baris
yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 6, dan 1.

Selanjutnya, dari Gambar 4.4 dapat diperoleh matriks derajat dari 7,2 (Dg)

sebagai berikut
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D([Zrz,s)(DS)) =

SCoococoooh
cocoocoococobs o
cocoococohsocoO
cocoocoh~ocOO

S OO H»O O OO
oSO, O OO OO
OO OO OCOO
B OO O oo oo

Dengan demikian diperoleh Matriks Laplace dari 7,2 (Dg)

L([Zrz,s)(D8)) = D([Zrz,s)(DS)) - A([zrz,s)(DS))

4 0 0 0 0 00 0] 01010 1 0 1
04000000 (10101010
00400000 01010101

_|oFofor 2 ol o=0 ol Bly VoM No- 8" 0 g1 0

"o o004 000 01010101
000O0O0G44O0O0O 1170101010
000O0O0GOU4G0 (01010101
0 000000 4 L1 010101 o0
4 -1 0 -1 0 -1 0 -1
-1 4 -1 0 -1 0 -1 0
0 -1 4 -1 0 -1 0 -1

/-1 0 -1 4 -1 0 -1 o0

lo -1 0 -1 4 -1 0 -1
-1 0 -1 0 -1 4 -1 0
0 -1 0 -1 0 -1 4 -1
-1 0 -1 0 -1 0 -1 4

det(L(Iy2,5(Dg)) — M) =

4 -1 0 -1 0 -1 0 -1 A 0 0 0 0 0 0 O
/-—1 4 -1 0 -1 0 -1 0| [0 200000 0‘\
0 -1 4 -1 0 -1 0 -1 |0 0 2.0 0 0 0 0
deJ -1 0 -1 4 -1 0 -1 0| o oo 20000 |=
[ | 0% %t of —1 KA sas e (RI0 Y0870" 00 4 0,40 #0| |
-1 0 -1 0 -1 4 -1 0l looo0oo0o0 21200
0 -1 0 -1 0 -1 4 -1/ [0 0 0 0 0 0 2 0
-1 0 -1 0 -1 0o -1 41 1lb oooo o0 o0 Al
4—-2 -1 0 -1 0o -1 0 -1
-1 4-2 -1 0 -1 0 -1 0
0 -1 4-2 -1 0o -1 0 -1
det| 1 0 -1 4-2 -1 0 -1 0
o -1 0 -1 4-2 -1 0 -1
-1 0o -1 0 -1 4-2 -1 0
o -1 0 -1 0 -1 4-12 -1
-1 0o -1 0 -1 0 -1 4-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut
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4—1-10-1.0.-1,0.-1

I
L Ko8ats 1 1 1
B R T R Y R N
.3 .2 R .2 . . .2 . R .2 .
00 A =128 +464—36 A —8A+16 -4+ 4 A —8Aa+16 -4+ N —8Ai+16
LT Bl ] T 9 P 2T T Ty :
W—8h+ 1S W= BA+H1S A —8A+15 A —8A+15 A —8A+1S A —8A+15
poo P TREHMA-48 K -8At16 2(44K) A -8h+16 2(-4+1)
. K-8h414 X -8A+14 K-SR+l K -SA+14 A -Sh+14)
D:D:I]‘Il—h —1:-& +4¢n—4-3:_a1—8n+16‘ 1;l[—4+h,l :_JLW—SrL+16:
L—8i+12 A—8h+12 A —-B8A412 A —8A+12
D:D:D‘D:D:_a—1:-;1+59n—;8:_n1—h+16: f(—4+a’t) :
A —BA+10 A —BA+10 A —BK+10
D:D:UU:I]:U:—A —1:-;; +:6n—16:_n1—8n+16 :
A —8h+7 A —8h+7
(32— 122+ 32);
0.0.0.0.0.0,0. _fﬂlifw
L —8h+4

Sehingga polinomial karakteristik L(I}rzjs)(DS)) diperoleh dari perkalian diagonal

matriks segitiga atas sebagai berikut

- R 15)( 221222 + 462 — 56)

p(/l)=(4—’1)<_ = ST A2 —81+15

21222 + 442 — 48\ [ 2°—124* +421— 40 22 —122% +391—28
A2 —81+14 Y LF & A2 —81+10

2 -122% +362—16\[ (A —124+32)2
A= =81+ 7 A —81+4

=A-8)(1—-4)°1
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1, = 8,4, =4, dan A; =0.
Kemudian akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Untuk A, = 8 disubstitusikan ke dalam (L(I;,2 4 (Dg)) — AI), sehingga diperoleh

—4 -1 0 -1 0 -1 0 -—1j
-1 -4 -1 0 -1 0 -1 O
o -1 -4 -1 0 -1 0 -1
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 1.

Untuk A, = 4 disubstitusikan ke dalam (L (I, (Dg)) — AI), sehingga diperoleh

0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
B - 00, ' [0
RGN, 0" 1 R
_SERNGREENGE FGRE
ORI N oW 1
L0 =i (] e Ve
L B o= G &
% %0 =L =1 0 L1 Lo

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

( ( O 0 0 0 0 0
o 0 0 0o 0 0 0 0
o 0o 0 0 0 0 0 0
o o 0 0o 0 0 0 0
o o 0 0o 0 0 0 0
o o 0 0o 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 6.

Untuk 25 = 0 disubstitusikan ke dalam (L(F,2,,(Dg)) — AI), sehingga diperoleh
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Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

4 -1 0 -1 0 =1l 0 =1l
1 1 1 1

0 — -1 -= -1 -= -1 -=
? 4 3 3
[ 1 4 16 4 16

[ D0 0GRy S ¢ i
° § 1 15 15 1 15 1

g f o 24 pEIN 4 NN K

7 f 7 7

0 0 0 0 ln_fJ _; = _i
3 3 3 3

00 0 0 0 i _i _g
2 5} 2

0 0 0 0 0 0 g . L€
0 0 0 0 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A1;) = 1.
Dengan demikian terbentuklah spektrum Laplace dari I3,2 5(Dg) sebagai

berikut

8 4 o]
Urze®9) " 11 6 1

spec
Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I,2 (Dg)) adalah 8, 4, dan 0. Sedangkan baris
yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 6, dan 1.

Kemudian matriks signless Laplace dari I3,z (Dg) dapat ditentukan

dengan menggunakan cara berikut

L+(1—Zr2,s)(D8)) = D([irz,s)(DS)) + A(r(rz,s)(DS))
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4-h L0 L,O,l,(),l],

0_:-.2—s:-.+15 i 1
B R 2 T T R S N
] v . Wl . . Wl . . Wl .
o Ko1K 4460-56 K-8A+16 44k K -8h+16  -4+h K -SA+I6
T snats e ts K oerats Rosnats Posaats Aogaets|
o Kol 4440—48 3P-8h+16 2(-4+44) W —8A+16 2(-4+1)
LU YT 3 3 2T A 2T 2T :
Pogr+1d K osha1d Kosnt1s Pognttd Poshsd
L3 nd N ) = . A o
o1t a2n-40 W-BA+16 2(-4+h) AP-8h+16
0:00:0:_,' 11 ) :r1 : 1{ ) . i
Bogr+1z K —pa+n K-sa+2 AP-sa+12
] ) . a2 . .
G122 439028 A-8h+16 3(-4+A
0.0,0,0,0 -2 24 THATE A , 1( ) ]
Moghe1o At—gi+10 K—ga+10
-2 " . e h
21l asea—16 P —8n+16
0.0,0,0,0,0 -~ e :
E—gh+7 g7
. 1
(A —12a+32)%
0:00:0:0:0:0:--17]
g4

sehingga polinomial karakteristik L+(I"(rz,5)(D8)) diperoleh dari perkalian

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut

» % 0 15)( 21222 + 461 — 56)

p(ﬂ)=(4—’1)(‘ ¥ 2 L8115

22— 1222 + 442 — 48\ [ 23 —124* + 421 — 40 22 —122% +391—28
A2 —81+ 14 B L 8% 1 4 A2 —81+10

(_ 22— 122% + 361 — 16) (_ (2 — 121+ 32) /1)
A —81+7 A’ —8A+4
=1-8)(1-4)°2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A1, =8,4, =4, dan A; =0.
Kemudian akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Untuk A; =8 disubstitusikan ke dalam (L*(Fi24(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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-4 1 0 1 0 1 0 17
1 -4 1 0 1 0 1 0
0 1 -4 1 0 1 0 1
1 0 1 -4 1 0 1 0
0 1 0 1 -4 1 0 1
1 0 1 0 1 -4 1 0
0 1 0 1 0 1 -4 1

-1 0 1 0 1 0 1 —4

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut

-4 &1 0 -1 0 -1 0 -1
15 1 1 1
0 p -1 ry -1 o il y
36 16 4 16 4 16
0 0 - — e e
YN TS /W 515
R
0 0 0 0 15_3 _i =k _;
ki ] 3 i ] k]
0 0 0 0 0 it —i s
35 J 3
0 0 0 0 0 0 16 _16
0 0 0 0 0 0 0 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(1,) = 1.
Untuk A, =4 disubstitusikan ke dalam (L*(F25(Dg)) —AI), sehingga

diperoleh

O RPRO RO R ORF
RO R Ok OO

RO R ORFROR O
ORORFRO RO R
R OR O ROk O
OCROROROR
mFORORORO
OROR O RO R

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh
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10101010
01010101
000000O0COD0
000000O0CO0
000000O0COD0
000000O0COD
0O0D00D0O0O0O0
00D000O0OCO

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A1,) = 6.

Untuk A3 =0 disubstitusikan ke dalam (L*(F,24(Dg)) —AI), sehingga

diperoleh

4 41 0 1% 1 0
4 1 0NT ONINTD
01410101
10141010
01014101
10101410
01010141
1 01 0 1 0 1 4

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

4 1 0 1 1 0 1
15 1 1 1
OTI_I 1 _I 1 _I
56 16 4 16 4 16
0 'R\ 5 BN P
24 8 4 8 4
00 /QF[{ 7 T 7 "7
10 4 2 4

00 0 | g 7 3
o 0 0 0 ] i@—i
3 -l 3
0 0 ] ] ] 0 EE

7
0 0 ] ] ] ] ] 0

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4;) = 1.
Dengan demikian spektrum signless Laplace dari I3,2(Dg) adalah

sebagai berikut
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_[B 40

spec 1 6 1

L+(F(T2’S>(D8))
Jadi, nilai Eigen dari matriks L+(I"(rz,s>(D8)) adalah 8, 4, dan 0. Sedangkan baris

yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 6, dan 1.

Selanjutnya, dari Gambar 4.4 dapat diperoleh matriks detour dari

2,5/ (Dg) sebagai berikut

0 7 6 7 6 7 6 7
7 07\ g6t 7h'%
6T NONT 6 T 6 7
o =[] £ 7 978 ] ¢
7 66 7 076
G676 70 |7
NG 7G 78 67 0!
det(DD(I;2,5(Dg)) — Al) =
MRZANGINTANG] ZAN6N 79N 0 N0I (0480 40 <6] O
/70767676 ozoooooo\
[|6 7 07 6 7 6 7] [00 2000 0 0]
deel |7 6 707 67 6/ 000200 0 0f_
6 76 7 0767 00002000
76 7 67076/ 00000400
6 76 7 6 7 07 100000010
7 6 76 76 7 0 looooooo a
0-1 7 6 7 6 7 6 7
7 0-1 7 6 7 6 7 6
6 7 0-1 7 6 7 6 7
getl 7 6 Zi50-2 7 6 7 6
6 7 6 7 0-1 7 6 7
7 6 7 6 o - 27597 6
6 7 6 7 6 7 0-1 7
7 6 7 6 7 6 7 0-2

matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss yang terdapat pada software

Maple 18, diperoleh hasil sebagai berikut
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1.7.6.7.6.7.6,7].

O_x2—49 T(A+6) 6L+49 7(A+6) 6A+49 7(A+6) 6A+49
R T
00_x3—134x—588 7(0+6)° (A+6)(61+49) 7(1+6)

o W—49 AT —49 e S T
(A+6) (61 +49) 7(r+6)

V-4 aP—g9 |

0007}»376)372327\7960 7(A+6)°  2(3A+31) (A+6)
WE—6rL—=98 A —6A—98  AP—6rL-98

7(0+6)°  2(3h+31) (A+6)
W —6L—98  AT—6L—98
1222 —3300—1332  7(A+6)>  2(3A+31) (A+6)

B

0,0,0,0, - : = =
22— 121 — 160 M —120—160  A*—121—160
7(A+6)
2120 —160 |
00000_x3—18x2—441k—1782 7(0+6)°  3(2A+25) (A+6)
"""" M Ns oo . I ) (AL D00F WA RN
3 2 2
00 dmon - fz;m = 5520 =223 27(x+6) ’
A =242 — 297 A — 240 —297
B 2
0,0.0,0.00,0 - —3;)k — 676\ — 2760
fir S0 BT

Sehingga polinomial Karakteristik DD(I,2(Dg)) diperoleh dari perkalian

diagonal matriks segitiga atas sebagai berikut

) /1( A% — 49)( A3 — 1341 — 588)( A3 —6A% — 2321 — 960)
p = — - — —

A A2 —49 A2 —61—98

A3 —1224% - 3301 — 1332 A3 —182% — 4411 — 1782
A2 —121—160 A% — 181 — 222

(_ A} —242% — 5521 — 2232) (_ 2> —302% — 6761 — 2760)
A2 —24) — 297 % —301 — 372
=(A—46)(1+6)°(1+ 10)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperolen A, =46, 1, = —6, dan A3 =
—10. Kemudian akan dicari multiplisitas dari nilai Eigen tersebut.

Untuk A, =46 disubstitusikan ke dalam (DD(I;24(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh
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—46 7 6 7 6 7 6 7 7
7 —-46 7 6 7 6 7 6
6 7 —46 7 6 7 6 7
7 6 7 —46 7 6 7 6
6 7 6 7 —46 7 6 7
7 6 7 6 7 —46 7 6
6 7 6 7 6 7 —46 7
L7 6 7 6 7 6 7  —46-

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode
eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, sehingga diperoleh hasil

sebagai berikut.

4 7 6 1 6 1 6 1
2067 18 35 18 305 18 35
6 B 46 B 4 B

6968 1456 1300 1456 1300 1456

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(4,) = 1.

Untuk 1, = —6 disubstitusikan ke dalam (DD(F;,z(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh:

6 7 6 7 6 7 6 7
76 7 6 7 6 7 6
6 7 6 76 7 6 7
76 7 6 7 6 7 6
6 7 6 7 6 7 6 7
76 7 6 7 6 7 6
6 7 6 7 6 7 6 7
76 7 6 7 6 7 6

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh
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6 7 6 7 6 7 6 17

ULE R R E R ]

[l = = = =]
(=R = = = =]
oo o o o o
(=R = - =

(=R = - =
oo O O o O
(= = = = =]
[l = = A = =]

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(A1,) = 6.

Untuk A3 = —10 disubstitusikan ke dalam (DD(F,2(Dg)) — AI), sehingga

diperoleh

floff 7 a7, 6 V' 6 77
10 N6 A¥e 76
6 7 10 7 6 7 6 7
7 6™ 10N7 6 7,6
G 7 ey TR e
7 6 7 6 7 10 7 6
6 7 6 7 6 7 10 7

WG TeNT B A 10

Selanjutnya hasil matriks tersebut akan direduksi dengan menggunakan metode

eliminasi Gauss yang terdapat dalam software Maple 18, maka diperoleh

o7 6 7 6 1 6 7
5114 11 14 11 14 11
0 5 10 5 10 5 10

248 112 44 112 44 112

¢ WS 5D Gk B el i
0 0 120 56 4 56 4
ST TS TR T

58 28 2 28

0 0 0 N
8 56 30

0.0 0 00 5 % "
112 112

00 0 0 0 FERT

Dari matriks yang tereduksi tersebut dapat diperoleh m(43) = 1.

Dengan demikian spektrum detour dari I3, ) (Dg) adalah sebagai berikut

hoc _[46 —6 —10]
p DD(F(rz,s)(DS))_ 1 6 1
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Jadi, nilai Eigen dari matriks DD([;;25(Dg)) adalah 46, —6, dan —10.

Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 6, dan 1.

3.2.2 Grup Dihedral D4,

Komplemen subgrup dari grup dihedral D;, yang dibangun oleh (r?2,s)
adalah {r,r3,75 sr,sr3,sr>}. Titik komplemen graf subgrup (r?,s) dari grup
dihedral (D;,) adalah
V(.5 (D) =L, 5 780, 71, 7°, 5, 5T, 51, sidst, Siel,

Vx,y €Dy, dxoy€ {r,r3r>sr,sr3 sr°}, maka x terhubung y, dapat dilihat

pada Tabel 3.14.

Tabel 3.14 Tabel Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D,

o 1 " e i i i s el 52 | &7 | s7° | R
1 1 7 i 77 i 7 s gl 72 | 72 | &° (I
7 T 772 g e W 1 ST s g7 || &2 || 57 (Wi
772 772 7 gt i 1 T stt usr® s sr | sr? | srd
Ui 7 7 = 1 7 7 A g2 | &7 | a7 s sr | sr?
i i i 1 7 r? ¥ | 724V || s7 Siia s sr
S 7 1 7 74 7 Y e | 572 |l 57 | 72 | dF s
s s e || o2 || s7 B || s 1 7 772 T W r>
sr g7 || &2 || 572 || &7 SiF s 7 1 i 72 r3 r
s, sl Nsre s s s g7 | 7= = 1 r r? r3
sr3 sTollNscl WS s 7 e | it i r> il r r?
srt | srt | sr® s g7 | &2 || 57 || 72 7 i rs 1 r
srd | sr® s s7 | &2 || 57 || s7 r 72 s r* rs 1

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dari Tabel 3.14 dapat digambarkan komplemen graf subgrup berikut.

Gambar 3.5 Graf I3,z 5 (D;5)

dari Gambar 3.5 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari I3,z 5,(D;,) sebagali

berikut
0 1 0 1 0 10 10 1 0 1
ISR PN~ 1 40T ARV o
01010101010 1
IR YT gl
010101010101

— S % NhMheo 1 0 1 0 1 0 140

Alzs@i2) =10 1 01 01010 1 0 1
1 0 1 o 1if~ohabkdl AT 20
010101010101
101010101010
Ol U0 Dl (e L (il |
110 gt 0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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det(A(Ty2,5(D12)) — AI)

O HOHO A0 O O
CHOHOHO —HO O
o HOHO O O HO
OCHOHAO HAO HO —H O
—“oHOHO O —HO HO
OCHOHOHOHO O
O HOHAO O —HO HO
OCHOHO HO HO = O
Ao HOHO O HO HO
OCHOHOHO HO O
I R R )
CHOHO H O —HO O
E

A 0 0 0 0 0OO O 0 0 0 07

040 0 0 0 O0OOTOTUOTO OO

o, © 0 0.0 0 0.0 O 0

0 004 0O0OO0OOTOT OO OO

0 0002 0O0O0OTO0OTO0OTGO0OTDO

0 000OO A 0O0OO0OUO0OTGO0OTU O

0 000OOO A2 0O0O0OTO0TUO
0 000OO OO A 0O0O0O0
0 000OOO OO 2000
0 000OOOOOO0OAXO0TO0
0 000OO OO OO0OTOTMAZXZO0
‘0 0 0 0 0O OO O OO0 0 A

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut

)
(4> - 16)4

A% =-2)\( (A*-4)2
A2 > <_ 22
(> - 12)4

IS

( -1
Y -

p(A) =

1 —12 )
(A* - 36)2

IS

-9

IS

-6

) (_ (A2 -9)A

IS

12— 4

(> -6)A

<_

><_ /12—30>

(A* -30)A
A*-25

IS

A2 =20

(A* - 25)4

A —16

(A* - 20)2

<_
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=1-6)A1°(1+6)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1, = 6,1, =0, dan A, = —6.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas
masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4;) =1, m(21,) = 10,
dan m(43) = 1.
Dengan demikian spektrum adjacency titik dari I}, ¢ (D; ) adalah sebagai

berikut

spec

e JO —6]
A(r(rz,s)(DU)) 1 10 1

Jadi, nilai Eigen dari matriks A(I}rz,s)(Dlz)) adalah 6, 0, dan —6. Sedangkan
baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 10, dan 1.

Selanjutnya, dari Gambar 3.5 dapat diperolen matriks derajat dari

I'y,(D12) sebagai berikut.

D(F(rz,s)(Dlz)) =

=R
cCcoocoococococococooo
cCcoocoococoococooco oo
cCcoocococoococooo oo
cCcoocococoococooco oo
cCcoocoococoocoooco oo
cCcoocoocoococooco oo
cCocnocoococooco oo

S @ o e = o) e e (o) =)
e @ @ e e =N O e
SO O OO OO OCOOoCOoCOo
o) © © @ O @ © © © =i )

-

dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I{,2,5,(D;7)

L([Zrz,s)(Dlz)) = D([Zrz,s)(Dlz)) - A(r(rz,s)(Dlz))



80

A O A O —HO —HO O O
CHOAO HO HO — O
Ao O HO A0 O O
CHOHAO—HO —HO — O
O HOHOHO —HO —HO
oo HdOoOHOHO H O o
1O HOHOHO H O — O
oo HdOoOHOHO H O o
O HOHOHO HO O
CHO—HAO —H O —HO — O
O HOHOHO H O — O
OCHOHAO HO H O — O
|
SRR
cCoococoococooowo
coococo0oO00O0O0 VOO
coococoo0o0cO0 Vo OO
coocococoococwvwoooo
coocococoocwvwooo oo
coococoVvwooOooOO
coococowvwoooooOO
cCcoocwvwoocoococococoo
covoooococoooO
cVwWoocoooocoOoOoOO
OO0 O OO

det(L(Iy2,4(Dy2)) — AI)

1
el

-1

0

0

=1l

A 0 0 00O OO O O 0 0 0

042000 O0OO0OOTO0OTO0OTOO@O

00414 0O0O0OO0OOOTOTU OO

00020 0O0O0OO0OTO0OTO0OOPO

cocoocococoo~
coocococoo~RO
cocoococoo~xRoOO
cocooco~RoOO
cocoo~RoOoOOO
co~RocooOoO
oOo~RocooOoOoO
~Nooooocoo
coococococoo
coocococoocoo
coocococoocoo

el e e
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6—1 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
-1 6-—-4 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0
0 -1 6-4 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
-1 0 -1 6—-4 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0
0 -1 0 -1 6-4 -1 0 -1 0 -1 0 -1

det -1 0 -1 0 -1 6-4 -1 0 -1 0 -1 0
0 -1 0 -1 0 -1 6-4 -1 0 -1 0 -1

-1 0 -1 0 -1 0 -1 6-4 -1 0 -1 0
0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 6-4 -1 0 -1
-1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 6-1 -1 0
0 -1 0 -1 0 =11 0 -1 0 -1 6-1 -1
-1 0 -1 0 =il 0 =10 0 -1 0 -1 6-1

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

A2 —121+35 A3 —181% + 1061 — 204
-6+ 4 12 ¥ 427485

p() =(6-2) (—

( ey sy 192)

1 B g e 180)
A% — 121+ 34

Vg B

22— 1812 + 991 — 162 22 —181% + 961 — 144
1 2V ) A — 121+ 27

A2 —181% +921— 120 22— 181 +881—96
A2 — 121+ 24 A2 — 121+ 20

AP —1812+831—66\( A*—182%+781—36)[ (1*—181+72)2
A2 —121+ 16 A —122+11 A —121+6

=(1-12)1—-6)°2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =12, A, =6, dan A; = 0.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas
masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4,) = 1, m(1,) = 10,
dan m(43) = 1.
Dengan demikian spektrum Laplace dari I;25(Dy,) adalah sebagai

berikut
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]

0

6
10 1

12
1

|

Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I"(rz,s)(Dlz)) adalah 12, 6, dan 0. Sedangkan baris
0 1 0 1 01 0 1 0 1 0 1

INRORSENORSISRORNIENOMN] R0 1 0
0101 01010101
101 0101 01 010
0101 01010101
) il © d@ a0 i e [
0101 01010101
1 01 010101010
0101 01010101
101 01 01 01 0 10
0101 01010101
117 0 1 01 01 01 0 1 O

+

Specll(l"<,,2,s>(012))

D(Iy2,5y(D13)) + A(Iiy2,5)(D12))

Kemudian matriks signless Laplace dari I3,z (D;,) dapat ditentukan

6 0 0 0 0O OO O 0O 0 0 Of
0 6 00 0 0 0 O0O0OO0OTUO0OTDO
0 06 000 0 0 O0O0OTO0OTDO
0 006 00 0 0 O0O0O0OTDO
0 0006 00 0 0 O0 00O
0 00O O 6 00 0 0 00O
0 00O 0O 0O O0O6 0 0 0 00O
0 00O O OO 6 0 0 00
0 00O OOO0OTO0OG6GO0DO0O0
0O 00O O OO0OTO0OTO0OTG6GO0OO0
0 00O0OO OO0OO0OO0OTUO0OG6 0

0 0 0 0O OOO O O O O 6
1 6 1 01 01 01 01 0
0161 01010101
TREORNIENORNTRNONS IRNOFSINNO) S8 (0
0101 61010101
101 01 6 1 01 010
OR, TR0 SRORSIRNCENIEN0L, 170
101 01 01 6 1 010
0101010196 101
1 ONA IR ORISR O TGRS ()
01010101016 1

‘17 0 1 01 01 0 1 0 1 6

6 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 17
det(L-'_([er'S)(Dlz)) — AI)

yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 10, dan 1.

dengan menggunakan cara berikut

L*(Iy2,5(D12))

SCocococoocoococoo0co0 O
coocoocoocoococoocoOoRO
coococococ0ocOoOoOROO
coocococococo~ROOO
cocococoococoo~ROoOOO
coocooco~ROOOOO
coocoocoo~RoOoOCOOO
cococo~RoOoOOCOOCOOO
cooROoOOCOOCOOCOOOO
coROOOOCOOCOOOO
oOoRoOoOOoOOoCOCOoOOCOoCOO

ROO0OO0OO0DO0O0O0O0O0OO

|
A0 HO HO HO O O

OO —HO O O O
—HO A O —HO A O OO
O —H O A OO O~ O
O 1T O 1O 10V AHOAO
OO —=HO OO O
—HOH OO HO OO
O —H O A OO OO
O 1T O0O A O 10O HOHAOCO
O OO O O O
O A O A O 1O +HO O

610101010101_‘

det
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6—A1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 6—1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 6—1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 6—1 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 6—1 1 0 1 0 1 0 1

det 1 0 1 0 1 6—1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 6—1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 6—1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 6—1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 6—A1 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 6—41 1
1 0 1 0 e 0 1 0 1 0 1 6—41

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh persamaan karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

A2 —121+35 A3 —181% + 1061 — 204
-6+ 4 12 ¥ 427485

p() =(6-2) (—

( ey sy 192)

1 B g e 180)
A% — 121+ 34

Vg B

22— 1812 + 991 — 162 22 —181% + 961 — 144
1 2V ) A — 121+ 27

A2 —181% +921— 120 22— 181 +881—96
A2 — 121+ 24 A2 — 121+ 20

AP —1812+831—66\( A*—182%+781—36)[ (1*—181+72)2
A2 —121+ 16 A —122+11 A —121+6

=(1-12)1—-6)°2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =12, A4, =6, dan A3 = 0.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas
masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4,) = 1, m(1,) = 10,
dan m(43) = 1.
Dengan demikian spektrum signless Laplace grup Iz (Dy;) adalah

sebagai berikut
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e _[2 6 0
P L+(r(r2,s)(D12)) L1 10 1

Jadi, nilai Eigen dari matriks L*(I},z (D;2)) adalah 12, 6, dan 0. Sedangkan
baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 10, dan 1.
Selanjutnya, dari graf 3.5 dapat diperoleh Matriks detour dari I3,z 5,(D;2)

sebagai berikut

r0 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 117
(11 (/] I | (O 1 S (O R 1 M1 SL () ST T O L. 1 1 0
10 11 0 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 10 112 0 11 10 11 10 11 10 11 10
10 112 10 12 0 11 10 11 10 11 10 11
11 10 112 10 11 0 11 10 11 10 11 10
10 11 10 112 10 11 O 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11
fINIRN O b1 110 BNl 0N 16 BRII0F SN (SIS
1IOF ikls SUOF 18 U0 W1 S110 W11 10 R Sl S— () ] ]|
11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 O-

DD(F(rZ,s)(Dlz)) F

det(DD (T2 (D1y)) — Al) =

ro 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 113 4 0 0 O O O O O O O O O
bl © i Gl GUE© il ool kg YEE il il 0420 00O0OO0OO0OO0OTO0OTGOTO
ORISR ORE SO0} T1eES10" 11 SSl0 )" 14 $L0_ 8l 002 00O0O0OO0OUO0OO0OTGOTO
11 10 11 0 11 10 11 10 11 10 11 10 00042 00O0OOUOTU OO
10 11 10 11 O 11 10 11 10 11 10 11 00002 0O0O0OUO0OUO0OO0OO®O
ded 11 10 11 10 11 0 11 10 11 10 11 10f{_JO 0 0 0 0O 2 0 O O O O O}f_
10 11 10 11 10 11 O 11 10 11 10 11 000 O0O0OOAZ2O0O0TUO0OTO0OTO®O
11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11 10 000 O0OO0OOOA2AO0TO0OTO0OTO
10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 11 000 O0O0OOOOAZA2O0TO0TUO
11 10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 10 000 O0OOOUOOUOMZ2ZO0TO0
10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 O 11 000 O0OOOUOOUOOMUAXZO0
t11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 o044 tOo O O O O O O O O O O A
0—-4 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 0—-41 11 10 11 10 11 10 11 10 11 10
10 11 0-41 11 10 11 10 11 10 11 10 11
11 10 ilgl. 0-41 11 10 11 10 11 10 11 10
10 11 10 11 0-41 11 10 11 10 11 10 11
det 11 10 11 10 11 0—-41 11 10 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 0-2 11 10 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 0-41 11 10 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 0-41 11 10 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 0-41 11 10
10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 0-2 11
11 10 11 10 11 10 11 10 11 10 11 0-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut



85

) A( A2 —121) A2 —3421 — 2420)
p = -

1 —121

( A* —104% — 5841 — 3840

A% — 101 — 242 A% — 201 — 384

23— 40/12—1352/1 8520)

A% —301—7526 — 401 — 689

S
< A*—201° — 8261 — 5260)
S
S

23— 60/12 — 19201 — 12200>

— 604 — 1036

< A° —501% — 16361 — 10360
A% — 501 — 852

< A% —301% — 10891 — 6890)

< A% —704% — 22251 — 14250

< A3 —804%* — 25301 — 16300>
A% — 701 — 1220

A% — 801 — 1425

< A3 —901% — 28561 — 18560>
o8 155 191 GRl)

= (1—116)(1 + 10)1°(1 + 16)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh 1; = 116, 1, = —10, dan A3 =
—16. Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan
multiplisitas masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(1;) =1,
m(4,) = 10, dan m(1;) = 1.
Dengan demikian spektrum detour dari I, ¢, (D;,) adalah sebagai berikut

6™ 10 —16]
spec

DD (T2, D12)) [ i *10 1
Jadi, nilai Eigen dari matriks DD(F;,24(D;;)) adalah 116, —10, dan —16.

Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 10, dan 1.

3.2.3 Grup Dihedral D44
Komplemen subgrup dari grup dihedral D, yang dibangun oleh (r?,s)
adalah {r,r3,75,v7,sr,sr3,sr5, sr’}. Titik komplemen graf subgrup (r?,s) dari

grup dihedral (D,¢) adalah
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V(I2,59(D16)) = {1, 7,123,773, 74, 75,78, 17, 5,51, 572,573, 57%, 575, 57°, 577},

Vx,y €EDigdxoy€{r,rdr>r7, sr,sr3 sr’sr’}, maka x terhubung y, dapat

dilihat pada Tabel 3.15

Tabel 3.15 Tabel

Cayley Komplemen Subgrup dari Grup Dihedral D, ¢

° 1 ro |t 3t S [ [ 7 | s | st | sr® | sr3 | sr* | sr® | sr® | sr?
1 1 r 2817 3 il R N st | sr? | srd | sr* | sr® | sr® | sr’
r r r? i Rl Nl 1 |sr’| s sr | sr? | srd | sr* | sr® | sr®
r?2 | r? | 57| il NG 1 | s 7ol | sl | s, st | sr? | srd | srt | sr®
73 | 3 4Pr R i 1 7 2 s | sl sl s sr | sr? | sr® | sr*
rt | P | A e 1 i ol s el s s S sr | sr? | srd
75 AP S 1 i 72 7 7= s s |l s || &2 || 55 s sr | sr?
W | 45 1 r 2 | L L2 s L s e || &2 || 572 ||l sr
&\ 7 il r Z |LE AL L e L2 e e || 572 || s# ks "I

s s ST W sitaal NS Ticll Wit WS Tiatl| WsiTic| WS ad B! T L L7 e |
g7 |l 57 | a2 | a7 | s 522 | &2 | s || s r’ 1 7 ok e e e, [Nt
g2 | &7 | &2 | 57 | 52 || 7 || ikl S g || 7 || #7 1 r e NN .
Stiall Woiiesl Mol sl Bl RS | ls s || o || e | 7 || # 1 7 72 L7 | T
g~ | &7 | & | & | 577 | = Tl s | ks R ~© | 7 | 7 1 7 7 | i

g2 | s? | &2 |57 || 4 7 b7l sl || s [0 & N 72 | 7 | # 1 7 r?
F7° 52 || sF) S ks Mes il s7il |l sid! 7 M 7l & | 2 | 72| A7 1 r

ST S S, gl 72 18| sl el e || & Vil I I il 1

Dari Tabel 3.15 dapat digambarkan komplemen graf subgrup berikut.

AN

N NY%

sT

PEK DK

NS e AR VAR /i VR s i ¢
IEA X o X k<X

e X7 N7

3 4

1

ST

=N
\\‘\!"/

Gambar 3.6 Graf I},2 5 (Dy6)
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Dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks adjacency titik dari I3,z 5,(D6)

sebagai berikut

0 1 01 01 01 01 0 1 0 1 0 17

1 0101010101010 10
0101010101010 1°01

1 0101010101010 10
01 0101010101010 1

1 0101010101010 10
01010101010 1O0101

1 0101010101010 10
01 0101010101010 1

S (0 S () A G () () A () A S (1 R (R 1. ")
01010101010 1O0101

o i o i o i@ i @ d @ i O i @
()1 S () () AN () R S () R A () R A () B A () R

7] (0 SR (S S ()RR () R A () B () | A () B IR ()
0101 010101010101
‘1 01 01 01 01 0 1 0 1 0 1 O

A(r(rz,s)(Dm)) =

det(A(ly2,6(D16)) — M)

O HO-HO—"HOHO-O O - O
CHOHOHO O Ao HO O
O H O HOHO O HO HO O
oo HOoOHO A0 "0 HO O —
A0 H O T OO HO HO —HO —HO
COCH OO HAO AO A HO O
A0 H O 1O O HO HO HOD H D
oo HOoOHO A0 "0 HO O —
oo HOHOHOHO 4O - O
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A

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.
~ P-1\( AMA*-2)\/ (A*-4)
o= S o)
<_ (A% - 6)1) (_ (A% - 9)1) (2° - 12)1) (_ (A% - 16)/1>
y ! -6

( A’ -9 A% —12
<_ (,1/122—_ 2106)/1> <_ (,1;2—_ 2250),1> ( (/1/1 —_ 3205),1> (_ (,1;2—_ 3360)/1>
3

< 23— 812 — 421 + 288) (/13 812 — 491 + 336)/1>

A% —36 — 812 — 421 + 288

(A3 — 822 — 561+ 392)1\ [/ (13 — 812 — 641 + 448)1
13— 812 — 491 + 336 13— 812 — 561+ 392

= (A—8)A°(1 +8)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 1; =8, 4, =0, dan 1; = —8.

Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas

masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4;) = 1, m(1,) = 14,

dan m(43) = 1.

Dengan demikian spektrum adjacency titik dari 7,2 5y(D;) adalah sebagai

berikut

svec = 8 0 —8]
p A(r(rz,s)(Dm)) 1 14 1
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Jadi, nilai Eigen dari matriks A(I},z (D)) adalah 8, 0, dan —8. Sedangkan

baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 14, dan 1.

Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diperolen matriks derajat dari

I'r2,5/(Dy6) Sebagai berikut.
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dengan demikian diperoleh matriks Laplace dari I3,z 5,(D;¢)

D([iy2,5)(D16)) — A(Lr2,6y(D16))
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det(L(Iy2,6(D16)) — AI)
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

496)

A% — 161+ 63

23— 2422 +1901 —

IS

-8+ 1

12— 161+ 63

p(H)=(8-2) <—
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( A3 —242% + 1881 — 480

A2 —242% + 1861 — 464)
A2 — 161+ 62

A% — 161+ 60

A% —161+58 A% —161+55

< A2 —24+1761—384

,13 — 24 + 1721 — 352>
A2 — 161+ 52

— 161+ 48

IS

(_ A° —242° + 1831 — 440)( 2° —244° + 1801 — 416)
)
)

< A2 —24+1671 — 312

A2 —24+1621 — 272>
12— 161+ 44

A% — 161 + 39

< 194 156 224>< A°—24+ 1501 — 176)
A% — 161+ 34 e 1618428

< /13—24+143/1—120>< ,13—24+136/1—64> (2 —242+128) 2
Ao = 1607 22 L 164455 A —161+8

=1 —-16)(1—8)"*2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =16, 4, =8, dan A; = 0.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas
masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4;) = 1, m(1,) = 14,
dan m(43) = 1.
Dengan demikian spektrum Laplace dari I;y25(Dys) adalah sebagai

berikut

[16 0]

Specy( 14 1

T2,59®16))
Jadi, nilai Eigen dari matriks L(I;,2,(D;¢)) adalah 16, 8, dan 0. Sedangkan baris
yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 14, dan 1.

Matriks signless Laplace dari I},24(Dys) dapat ditentukan dengan

menggunakan cara berikut.
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D([p2,5)(D16)) + A(Lr2,5y(D16))
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det(L*(Iiy2,5(D16)) — AI)
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Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.

Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

496)

A% — 161+ 63

23— 2422 +1901 —

IS

12— 161+ 63
-8+ A

p(H)=(8-2) <—
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A2 — 161+ 62

A3 —242% + 1881 — 480
A2 161+ 60

A2 —242% + 1861 — 464)

A% —161+58 A% —161+55

< A2 —24+1761—384

,13 — 24 + 1721 — 352>
A2 — 161+ 52

— 161+ 48

IS

(_ A° —242° + 1831 — 440)( 2° —244° + 1801 — 416)
)
)

< A2 —24+1671 — 312

A2 —24+1621 — 272>
12— 161+ 44

A% — 161 + 39

< 194 156 224>< A°—24+ 1501 — 176)
A% — 161+ 34 e 1618428

< /13—24+143/1—120>< ,13—24+136/1—64> (2 —242+128) 2
Ao = 1607 22 L 164455 A —161+8

=1 —-16)(1—8)"*2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, =16, 4, =8, dan A; = 0.
Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan multiplisitas
masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(4;) = 1, m(1,) = 14,
dan m(43) = 1.

Dengan demikian spektrum signless Laplace dari I3,z (D,¢) adalah

sebagai berikut

— B [16 8 0]
p 1 (T29019) L1 14 1
Jadi, nilai Eigen dari matriks L+(I"<rz,s)(D16)) adalah 16, 8, dan 0. Sedangkan

baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 14, dan 1.

Selanjutnya, dari Gambar 3.6 dapat diperoleh matriks detour dari

2,5/ (D) Sebagai berikut.
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det

15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 0-1 15 14
14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 0-1 15
15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 0-2

Matriks tersebut dapat direduksi untuk memperoleh polinomial karakteristik.
Dengan menggunakan cara yang sama pada grup dihedral (Dg), diperoleh

polinomial karakteristik sebagai berikut.

A2 225 ( 1> — 6461 — 6300>

p(d) =4 <_ 22— 225

A% — 1421 — 450 A% — 281 — 704

A* —564% — 25041 — 21336

A 17374)
A% — 421 —958

A* —841% — 35201 — 30072

A% — 561 — 1241 >

A% — 701 — 1524 A% —841— 1836

A% — 981 — 2148 A% — 1121 — 2489

(
[
(
[

13 —1264% — 51601 — 44800) A3 —1402% — 57261 — 49980

( AE =4 109642 9856) A3 —281% — 15461 — 13412>
- 22— 1261 — 2830

< A% —984% — 40571 — 34846) A2 —1121% — 45941 — 39620>

A% — 1401 — 3200 >

A* —1542%* — 63211 — 55566)( A* —1681%* — 69161 — 61152

A% — 1541 — 3570 A% — 1681 — 3969

< A® —1824% — 75401 — 67144>
A% — 1821 — 4368

=(1-218)(1+14)°(1 + 22)
Dengan menetapkan p(1) = 0 maka diperoleh A; = 218, 1, = —14, dan A3 =

—22. Dengan cara yang sama pada grup dihedral (Dg) dapat ditentukan
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multiplisitas masing-masing nilai Eigen dari matriks tersebut, yaitu m(1,) = 1,
m(A,) = 14, dan m(43) = 1.

Dengan demikian spektrum detour dari I, ¢ (D, ) adalah sebagai berikut

_[218 —-14 =22
= ]

Spec 1 14 1

DD(T(y2D15))
Jadi, nilai Eigen dari matriks DD(I;,2 (D)) adalah 218, —14, dan —22.
Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 14, dan 1.

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperolenh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum adjacency titik komplemen graf subgrup dari beberapa

grup dihedral, diantaranya

Tabel 3.16 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Titik dari Beberapa Komplemen Graf
Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,,

Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency
Titik

4 | Grup Dihedral Dg

(A— )51 + 4)

6 | Grup Dihedral D;,

(A —6)21°( +6)

8 | Grup Dihedral D;¢

(A—8)A" (1 +8)

n Grup Dihedral D,,,

(A —n)A*""2(1 +n)

Tabel 3.17 Spektrum Adjacency Titik dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r?, s) dari Grup

Dihedral (D,,)

n Grup Dihedral D,,, Spektrum Adjacency Titik

4 | Grup Dihedral Dg [4 0 —4]

1 6 1
6 | Grup Dihedral D;, 6 0 —6]

1 10 1
8 | Grup Dihedral D, 8 0 —8]

1 14 1
n | Grup Dihedral D,, n 0 —n]

1 2n-2 1
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Teorema 7

Polinomial karakteristik matriks adjacency titik A(I};(D,,)) dengan H =

(r?,s) 2 D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

p() = A—n)A*""2(1 +n)

Bukti

Misalkan grup dihedral (D) = {1,r,72, ..., r™" L s, 57,572, ..., sr™ 1},

Untuk n genap dan n > 4, ambil H = {r,73,..,r™" 1, sr,sr3, ..., sr" 1}

Sesuai definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf I, (D,,,).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Sehingga akan diperoleh matriks adjacency titik dari I;(D,,,) sebagai berikut

1 r r2 3. 2 ls g sr2srd® LLsr™2 osr™t
1 0 1 0 1 010 1 0 1 .. 0 17
r 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
r? 0 1 0 1 0 1.0 1 0 1 0 1
r 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
™2 o 1 0 1 01 0 1 0 1 0 1
e - T _os 1.0 1 0 1 0 1 0
A(l; (D =
( i (Dan)) s 01 0 1 01 0 1 0 1 0 1
sr 1 0 1 0 1 0 1.0 1 0 1 0
sr? 01 0 1 0 1.0 1 0 1 0 1
sr P o=*1 % wloA1 0 w0 1 0
sm2 o 1 0 1 0 gL 0 J#F 0 1 0
srt g 1 1 1 \O0 1

Polinomial karakteristik A(Iy;(D,,)) diperoleh dari det(A(Ty;(D,,)) — AI).

Dengan eliminasi Gauss pada A(I};(D,,)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas berikut

1 i ¥ il
r—A
i @*-1

r 2 0

7| W=7

: =1

| : ; :

U . 4 \ A(22 — n?)

| A2 — (n? —n)l

Maka det(A(Ty(D;,)) — AI) tidak lain adalah perkalian matriks segitiga

atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari A(I};(D,,)) adalah

p(A)=A—-—n)A""2(1+n). m

Teorema 8
Spektrum adjacency titik A(I"H(DZn)) dengan H = (r?,s) 2 D,, untuk n
genap dan n > 4 adalah

_ [n 0 —n]
SPEAm®) T 11 2n—2 1
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Bukti
Berdasarkan teorema 7, polinomial karakteristik dari A(m) n genap
dan n > 4 adalah
p(A) = (A -—mA*"2(A+n)

Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A; = 2n,4, =0, dan A; =
—n dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 1,m(1,) = 2n — 2, dan m(13) = 1.
Spektrum adjacency titik komplemen graf subgrup H = (r2,s) dari grup
dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

A [n 0 —n]
SPeCAm®@z) T 1 2n—2 1

Jadi, nilai Eigen dari matriks A(I3,2,4(D,,)) adalah n, 0 dan —n. Sedangkan
baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 2n —2 dan 1. W

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum Laplace komplemen graf subgrup dari beberapa grup

dihedral diantaranya

Tabel 3.18 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r?, s) dari Grup Dihedral (D5,,)

n Grup Dihedral D, Polinomial Karakteristik Matriks Laplace
4 | Grup Dihedral Dg 1-8)(1—-4)°2

6 | Grup Dihedral D;, A—-12)(1—6)1°2

8 | Grup Dihedral D;4 (1—-16)(1—8)*2

n | Grup Dihedral D,, (A—-2n)(A—n)*"2)
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Tabel 3.19 Spektrum Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r?2, s) dari Grup Dihedral

(DZn)
n Grup Dihedral Dy, Spektrum Laplace
4 | Grup Dihedral Dg [8 4 0
1 6 1
6 | Grup Dihedral D;, [12 6 0]
1 10 1
8 | Grup Dihedral D;4 [16 8 0
1 14 1
n | Grup Dihedral D, [Zn n 0
L Zip =2 N

Teorema 9
Polinomial karakteristik matriks Laplace L(T};(D,,)) dengan H = (r2,s) 2
D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
p() = (A —2n)(A —n)*"?2
Bukti
Misalkan grup dihedral (D,,) = {1,7,7%,..,7™" 1 5,57, 572, ..., sr"" 1},
Untuk n genap dan n > 4, ambil H = {r,73,..,v"" 1, sr,s73, ..., sr™" 1}

Sesuai definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf I};(D,,,).
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A(FH(DZn))
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dan matriks derajat dari I;(D,,,) adalah

osy2 syl

. yn=2yn-ls srer? sri

Cooco 000000 O g
cCooco 000000 - 2O
coco 00000 g oo
cCoco 0000 0 0O
C0O0O0 000 200 0O
cCooco 00 8000 OO
cCcooco O o000 0 OO
COoO0O0 - 2TO000O0D OO
coogfgro000CO0O00 OO
cofgo 000000 OO
O f00 000000 OO
SO000 000000 OO
| e o 1T
Tr.:nrnrsswwu. T 5L

» u

D(I;;(D2n))

..sT2 gpnTl

L2 ot srosr? g3

Matriks Laplace graf subgrup dari grup dihedral (D,,,) adalah sebagai berikut

1010. 01010.
I I I I I
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Polinomial karakteristik L(Ty(D,,)) diperoleh dari det(L(Iy(D,y)) — AI).

Dengan eliminasi Gauss pada L(Iy(D,,)) — AI diperoleh matriks segitiga

atas berikut

1 r r
[-A-mn)
0

srnt

(/1 —(n+ 1))(/1 —(n— 1)) ]
0 0 22 —3n4% + (3n% — 2)A — (n® — 2n) i |

A-m+D)A=-n-1D)

. G- an)(lfn)/lJ

|
L 0 0 A2 =2nl+n

Maka det(L(I;(D;,)) — AI) tidak lain adalah perkalian matriks segitiga
atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L(I}; (D)) adalah

p() =(A-20)A—-n)*""?1 m

Teorema 10
Spektrum Laplace L(I};(D,,)) dengan H = (r?,s) 2 D5, untuk n genap dan
n = 4 adalah

e [Zn n 0]
SPEUMD) 11 2m-2 1

Bukti
Berdasarkan teorema 9, polinomial karakteristik dari L(m) n genap
dan n > 4 adalah
p(D) = (A —2n)(A—n)**?2
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, = 2n,4, =n dan 1; =0
dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 1,m(1,) = 2n — 2, dan m(1;) = 1.
Spektrum Laplace komplemen graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral

D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
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Spektrum Laplace komplemen graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral

D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

SPECL(TD2n) = [2171 on—2 2
Jadi, nilai Eigen dari matriks L(T,2 (D)) adalah 2n, n dan 0. Sedangkan
baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 2n —2dan 1. W

Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial

karakteristik dan spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup dari

beberapa grup dihedral diantaranya

Tabel 3.20 Polinomial Karakteristik Matriks Signless Laplace dari Beberapa Komplemen Graf
Subgrup (r?, s) dari Grup Dihedral (D5,,)

n Grup Dihedral D,,,

Polinomial Karakteristik Matriks Signless
Laplace

4 | Grup Dihedral Dg

A—8)(A—4)°1

6 | Grup Dihedral D;,

(A —12)(1— 6)192

8 | Grup Dihedral D4

1-16)(1—8)1"2

n | Grup Dihedral 2n

(A —=2n)(A—n)?"2)

Tabel 3.21 Spektrum Signless Laplace dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (12, s) dari Grup

Dihedral (D,,)

n Grup Dihedral D,,, Spektrum Signless Laplace
4 | Grup Dihedral Dg [8 4 0]
1 6 1
6 | Grup Dihedral D;, [12 6 0]
1 10 1
8 | Grup Dihedral D, [16 8 0]
1 14 1

n | Grup Dihedral 2n

[Zn n 0
1 2n—-2 1
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Teorema 11
Polinomial karakteristik matriks signless Laplace L*(I;;(D,,)) dengan H =
(r?,s) 2 D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
p(D) = (A =2n)(A—-n)*"21
Bukti
Misalkan grup dihedral (D) = {1,r,72, ..., r™" L s, 57,572, ..., sr™ 1},
Untuk n genap dan n > 4, ambil H = {r,73,..,r™" 1, sr,sr3, ..., sr" 1}
Sesuai definisi komplemen graf subgrup, maka diperoleh graf I};(D,,,).

Sehingga akan diperoleh matriks adjacency titik dari I};(D,,,) sebagai berikut

1 r r2 3. rr2¢ml 5 osrosr? g3 sy 2 syl
1 0 1 0 1 0 10 420 ¢¥X%.. 0 J1j
r ol i O ol O L ol 1 0
r? O 0] i 01 0 1 0 1 0 1
r i SOl O i 1G] GG T q
i "y W T 01 0 1 0 1 o N
—_— " 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
Al (D =
(754 (D2n) s 0, 0,1 JRA ¥ | o 0 1
sr 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
sr? (IR 0 4T 01 0 1 0 1 0 1
sr3 1 0 1 0 T 40NN TN (SN0 1 0
s’2 o 1 0 1 0 1<0¥%¥1" 0 1 0 1
srt g 1 1 1 1 1
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dan matriks derajat dari I';(D,,,) adalah

1 rr? o gne2pntls srer? srd | gpne2 gpnol
1 m 0 0 0 0000 0O 0 01
r [0 n 0 O 0000 0O 0 0
r2 |10 0 n O 000 0 00 0 0
|0 0 0 n 000 0 0 O 0 0
™2 o 0o 0 0 n 00 0 0 O 0 0
—— _ ™1 o 0 0 0 0n 0 0 O0 O 0 0
D(F”(DZ"))_s 0 0 0 O 0 0n 0 0 O 0 0
sr 0 0 0 O 0 00n 00 0 0
sr2 o 0o 0 o 0000 n O 0 0
sr3 o 0o 0o o 000 0 0 n 0 0
sT™2 10 0 0 O 0000 0 O n 0
st Lo 0 0 0 0000 0 O 0 n

Matriks signless Laplace graf subgrup dari grup dihedral (D,,) adalah

sebagai berikut

1 r r?2 r3  gn2pn-ls srgp?srd | gm-2 g1

1 K 1 0 1 01 01 0 1 0 17

r 1 n 1 0 1 01 0 1 0 1 0

r? 01 n 1 oF il 0 1o 1 0 1

r3 1 0 1 n i o R Ooli © 1 0

2 |10 1 0 1 T A O © 0 1

v _ 7™ [1 0 1 0 i &g PO 1 O 1 0
L* (14 (Dzn)) = s 01 0 1 01 n 1 0 1 0 1
ST 1 0 1 O 1 (O /7 () 1 0

sr? 01 0 1 01 01 n 1 0 1

sr3 1 0 1 0 1 01 0 1 n 1 0

g2 |l de® i . 00l @ d @ il n 1

st™m 11 01 0 .. 1.0 1 0 1 0 n

Polinomial Karakteristik L*(T(D,,)) diperoleh dari det(L*(Ty(Dsy)) —

AI). Dengan eliminasi Gauss pada L+(I"H(D2n))—/‘ll diperoleh matriks

segitiga atas berikut

n-1

1 r r? sr
-1-n)
. 0 _(A—(n+1/1))_(/r11—(n—1))
rrz 0 0 X =3+ (B -2)A- 0 -2n)
H A-n+D)A-n-1)
syl : :
0 0 0 o A=-2nA—-n)A

A2 —-2ni+n
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Maka det(L*(I};(D,,)) — M) tidak lain adalah perkalian matriks segitiga
atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari L*(I};(D,,)) adalah

p(D)=@A-2n)A—n)?"21. N

Teorema 12
Spektrum signless Laplace L*(I};(D,,)) dengan H = (r?,s) 2 D, untuk n
genap dan n > 4 adalah

_[2n n 0
SPeCL* (T (Dzn) = [ 1 2n-2 1]

Bukti
Berdasarkan teorema 11, polinomial karakteristik dari L*(I};(D,,,)), n genap
dan n > 4 adalah
p(D) = (A - 2n)(A — n)?"22
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh 4, = 2n,4, =n dan 1; =0
dan diperoleh multiplisitas m(1,) = 1, m(1,) = 2n — 2, dan m(13) = 1.
Spektrum signless Laplace komplemen graf subgrup H = (r?,s) dari grup

dihedral D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah
_[2n n 0
SPECLH (T (D)) = [ 1 2n-2 1]
Jadi, nilai Eigen dari matriks L* (2,5 (D2y) ) adalah 2n, n dan 0. Sedangkan

baris yang tereduksi masing-masing sebanyak 1, 2n — 2 dan 1. W
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Dari spektrum yang telah ditemukan, diperoleh bentuk polinomial
karakteristik dan spektrum detour komplemen graf subgrup dari beberapa grup

dihedral diantaranya

Tabel 3.22 Polinomial Karakteristik Matriks Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup
(r2,s) dari Grup Dihedral (D,,,)

n Grup Dihedral D,,, Polinomial Karakteristik Matriks Detour
4 | Grup Dihedral Dg (A—46)(1+16)°(1 + 10)
6 | Grup Dihedral D, (A —116)(A + 10)1°(1 + 16)
8 | Grup Dihedral D¢ (1—-218)(A+ 1)1 + 22)
n | Grup Dihedral D,,, (1 —(4n* —5n+2))
(A+@2n-2)"""(A+@n—-2))

Tabel 3.23 Spektrum Detour dari Beberapa Komplemen Graf Subgrup (r2, s) dari Grup Dihedral

(Dzn)

n Grup Dihedral D,,, Spektrum Detour
4 | Grup Dihedral Dg [46 26 —10]

1 6 1
6 | Grup Dihedral D;, [116 —-10 —16]

1 10 1
8 | Grup Dihedral D¢ [218 —14 —22]

1 14 1
n | Grup Dihedral D,,, [(4n2 —5n+2) —(2n-2) —-(3n-— 2)]

1 2n—2 1

Teorema 13
Polinomial karakteristik matriks detour DD(Ty;(D,,)) dengan H = (r?,s) 2

D,,, untuk n genap dan n > 4 adalah

2n—2

p(D) =(1-(“n?-5n+2))(1+(2n-2))" "(1+(Bn-2))
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Bukti
Graf DD(W) terhubung karena setiap titik-titiknya saling terhubung.
Matrik Detour DD(W) adalah elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j

memuat bilangan yang menyatakan lintasan terpanjang dari v; ke v; di

DD(I(D,y)). Matriks detour yang dihasilkan adalah sebagai berikut

DD(FH(DZn))=
1 T e R L i sy sr? sr3  ..srTZsrtTl
1 0 Zip =30 =7 2p =il o =7 Zp=10 ZJi=7 Vo=1 Zo=7 2= Nk AR RN\
T 2n—1 0 2= 1N e 7 TN (O D i 2 2 N R 2 S 2 2 EN IR 22 ... W2 — 1 2n — 2
i 2n—2 2n-—1 0 2n—1 .. 2n—-2 2n—-1 2n—-2 2n—-1 2n-2 2n-1 .. 2n—-2 2n-1
7 2 =1l - =7 =1l 0 . 2=l Zp=7a gl e 7h Zip il g =7 o Ao A A
e Zn=2 2p=1 Zi=7 Zipesdl 0 VAo — 1L =7 Zp=90 Zn=7 Zp=1l o 240 —%A ARl
e din=11 Zp =7 Zp=1 Al W il 0 2 =N 2 =P SN IR 22NN =, Zin — 2
s pp =7 Zmn=i Zp=7 Zir=i W 7578 Vi il 0 2n—1 2n—-2 2n-1 .. 2n—-2 2n-1
sr Zn =il =7 Zigadl Zp—z, W 7ipee i i —y Wi =l 0 2a NI Z I 7R 2n — 2
ST Zn="2 la=1 Zp WA Ziowll, B ZinE? Yog L Wi = 240 k0 =il 0 2n—-1 .. 2n—2 2n-1
Sl =1l 2ip=7 W =1887%0 3 B gl Jhd =74 WVio8F g 2=l 0 w 2n—=1 2n-2
st™2 [2n—2 2n—-1 2n—-2 2n—-1 .. 2n—-2 2n—-1 2n-2 2n-1 2n—-2 2n-1 .. 0 2n—1
st bn—-1 2n—-2 2n—-1 2n-2 .. 2n—-1 2n—-2 2n—-1 2n—-2 2n—-1 2n-2 .. 2n—1 0

Polinomial karakteristik DD (I} (D,,)) diperoleh dari det(DD(I};(D;y,)) —

AI). Dengan eliminasi Gauss pada DD(Iy(D,,)) — Al diperoleh matriks

segitiga atas berikut

1 7 r Zal

ST
—*
22— (2n—1)?
g —E=GE R .
2% — (1202 — 16n + 6)1— (16n° — 32n +20n — 4)

9 0 T -Q@n-1)

BT
2

23— (4n% — 100 + 6)22 — (20n° — 47n? + 40n — 12)4 — (6021 — 6738n% + 295281 — 46072)
22— (4n? — 10n + 6)4 — (12n° — 31n? + 27n — 8)

Maka det(DD(I};(D,,)) — AI) tidak lain adalah perkalian matriks segitiga

IO 0 0

atas. Maka diperoleh polinomial karakteristik dari DD(T};(D,,)) adalah

2n—-2

pD)=A-Un?-5n+2))(A1+(2n-2))" "(2+(Bn-2)). N
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Teorema 14
Spektrum detour DD(T;;(D,y,)) dengan H = (r?,s) 2 D,,, untuk n genap dan
n > 4 adalah

_[(4n?-5n+2) —-(2n-2) —-(B3n-2)
SP€Cpp(ry(Drn)) = [ 1 M — 2 1 ]

Bukti
Berdasarkan teorema 13, polinomial karakteristik dari DD(FH(DZH)), n

genap dan n > 4 adalah

p(D) = (- (4n? —5n+2))(A+ 2n—2))"" (1 + (3n - 2))
Dengan menetapkan p(4) = 0 maka diperoleh A, = (4n? —5n + 2),1, =
—(2n—-2) dan A; = —(3n—2) dan diperoleh multiplisitas m(4;) =1,
m(A,) = 2n — 2, dan m(1;) = 1.

Spektrum detour komplemen graf subgrup H = (r?,s) dari grup dihedral D,,,
untuk n genap dan n > 4 adalah

[ L N — ) = —
specogmz = [ 7D T 1 )

Jadi, nilai Eigen dari matriks DD([2(D,,)) adalah (4n% —5n + 2),
—(2n—2) dan —(3n —2). Sedangkan baris yang tereduksi masing-masing

sebanyak 1,2n—2danl. W

3.3 Perhitungan Spektrum dalam Pandangan Islam
Gambaran ketelitian Allah telah dijelaskan dalam bab II, QS. Yasin ayat

12 di mana setiap amalan manusia dihitung dan dicatat dalam lauh mahfuzh tanpa

tertinggal sedikitpun. Berdasarkan penjelasan ayat 5133 L Lfféj “dan Kami
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menuliskan apa yang telah mereka kerjakan” di dalam tafsir Ibn Katsir, bahwa Allah
akan mencatat setiap amalan yang pernah dilakukan manusia. Jika tertinggal
sedikit saja, maka yang akan terjadi adalah kekacauan. Tetapi Allah Swt yang
Maha Kuasa benar-benar memperhatikan amalan kebaikan dan amalan keburukan
manusia yang telah dilakukan di dunia untuk kemudian dicatat dalam buku
catatan amal tanpa tertinggal sedikitpun dan tanpa tertukar antara manusia satu
dengan yang lainnya. Jika yang dilakukan adalah amal baik, maka akan ditulis
sebagai suatu kebaikan dan jika yang dilakukan adalah amal buruk, maka akan
ditulis sebagai suatu keburukan. Al-Qurthubi (2007) juga menjelaskan dalam ayat

izasf, seolah-olah Allah berkata, “Dan Kami menghitung segala sesuatu yang

Kami menghitungnya”. Ini menunjukkan bahwa Allah benar-benar teliti dalam
melakukan perhitungan.

Dengan meneladani gambaran ketelitian Allah dalam firmanNya tersebut,
maka dalam menentukan spektrum, peneliti juga harus teliti dalam melakukan
perhitungannya. Langkah pertama dalam menentukan spektrum suatu graf adalah
dengan menggambar grafnya terlebih dahulu. Gambar graf dapat diperoleh dari
hasil perhitungan komposisi unsur-unsur dalam grup. Jika hasil komposisi unsur-
unsur dalam grup merupakan anggota subgrup, maka titik pada kedua unsur yang
dikomposisikan tersebut dapat digambarkan graf yang terhubung. Sebaliknya, jika
hasil komposisi unsur-unsur dalam grup bukan merupakan anggota subgrup, maka
titik pada kedua unsur yang dikomposisikan tersebut tidak dapat digambarkan graf
yang terhubung. Sehingga dibutuhkan ketelitian dalam menghitung komposisi
unsur-unsur dalam grup tersebut agar diperolenh gambar graf yang benar. Gambar

graf inilah yang selanjutnya mendasari perolehan matriks.
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Dalam menentukan matriks adjacency titik, peneliti harus teliti dalam
memperhatikan titik yang terhubung dan tidak terhubung di dalam graf. Jika titik
antara kedua unsur dalam graf terhubung, maka dapat dituliskan angka 1 dalam
matriks. Sedangkan jika titik antara kedua unsur dalam graf tidak terhubung,
maka dapat dituliskan angka O dalam matriks. Dan pada diagonal matriksnya
bernilai 0 semua. Begitu juga dalam menentukan matriks derajat, matriks Laplace,
signless Laplace, dan detour, yang harus diperhatikan dengan teliti adalah
grafnya.

Perolehan suatu matriks dari graf itulah yang akan digunakan untuk
menentukan nilai eigen dan multiplisitas dari masing-masing nilai eigen. Setelah
nilai eigen dan multiplisitasnya didapatkan, selanjutnya dapat diperoleh spektrum
graf tersebut dengan menuliskan nilai eigen pada baris pertama dan multiplisitas
masing-masing nilai eigen pada baris kedua suatu matriks. Oleh karena itu,
ketelitian dalam menggambar graf dan menentukan suatu matriks sangat
diperlukan agar diperoleh ketepatan dalam memperoleh spektrum dari suatu graf.

Dengan demikian, berdasarkan penjelasan tafsir surat Yasin ayat 12
tentang gambaran ketelitian Allah, kita bisa melihat bagaimana Allah memberikan
contoh kepada hambaNya melalui firmanNya tersebut. Sebagai seorang hamba
yang tidak luput dari kesalahan, maka sepatutnya contoh tersebut diteladani dan
diamalkan, termasuk oleh ilmuwan matematika dalam melakukan penelitian agar
selalu teliti dalam melakukan perhitungan. Hal ini dimaksudkan untuk
memperkecil kesalahan dalam menghasilkan teorema-teorema baru beserta

pembuktiannya.
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PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan beberapa pola umum
spektrum adjacency titik, Laplace, signless Laplace dan detour graf subgrup

(r?, s) dan komplemennya dari grup dihedral.

1. Pada graf subgrup hanya didapatkan spektrum adjacency titik, Laplace dan
signless Laplace. Spektrum detour tidak dapat ditentukan karena graf yang
diperoleh adalah graf tidak terhubung.

a. Spektrum adjacency titik A(I(D,,)) dengan H = (r%,s) untuk n genap
dann > 4 adalah

_[n-1D -1
SPECA(Iy(D2n)) ~ [ y 2n — 2]

b. Spektrum Laplace L(I};(D,,)) dengan H = (r?,s) untuk n genap dan n >

4 adalah

. n 0
SPECL(ru(Dzn)) = [Zn - 2]

c. Spektrum signless Laplace L*(I};(D,,)) dengan H = (r2,s) untuk n genap

dan n > 4 adalah

_[2n—2 n-2
SPECLH (ry (D)) = [ 2 n —2

2. Pada komplemen graf subgrup didapatkan spektrum adjacency titik, Laplace,
signless Laplace dan detour karena graf yang diperoleh adalah graf terhubung.
a. Spektrum adjacency titik A(FH(DZn)) dengan H = (r?,s) untuk n genap

dan n > 4 adalah
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_ [n 0 —n]
SPeCAn®Dzw) T 11 2n—2 1

b. Spektrum Laplace L(I};(D,,)) dengan H = (r2,s) untuk n genap dan n >
4 adalah

_[2n n 0
SRS L [ 1 ]

2Zn—2 1
c. Spektrum signless Laplace L+(1’H(D2n)) dengan H = (r?2,s) untuk n genap

dan n > 4 adalah

_[2n n 0
SPECL* (T (D2n) = [ 1 2n-2 1]

d. Spektrum detour DD(Ty(D,,)) dengan H = (r?,s) untuk n genap dan n >
4 adalah

_[(4n?*-5n+2) —-(2n—-2) —-(Bn-2)
SPE€CpD(Iy(Dzn) ~ [ 1 2n — 2 . ( 1 ]

4.2 Saran
Berdasarkan kesimpulan, pada penelitian ini spektrum diperoleh dari graf
subgrup dan komplemen graf subgrup dari grup dihedral. Penelitian selanjutnya
diharapkan dapat:
1. Menemukan teorema terkait spektrum yang diperoleh dari graf yang lainnya
atau pada graf subgrup dari grup lainnya.
2. Menemukan teorema terkait spektrum yang diperoleh dari komplemen graf

yang lainnya atau pada komplemen graf subgrup dari grup lainnya.
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