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ABSTRAK

Musriroh, Risna Zulfa. 2017. Graf Koset dari Subgrup Normal pada Grup
Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
() H. Wahyu H. Irawan, M.Pd (II) Ari Kusumastuti, M.Si., M.Pd.

Kata Kunci: graf, graf koset, subgrup normal, grup dihedral

Graf didefinisikan sebagai suatu himpunan titik V(G) yang tidak kosong
dan himpunan sisi E(G) yang mungkin kosong. Graf koset adalah salah satu graf
dengan setiap titik pada graf adalah himpunan koset kanan dari suatu subgrup H
di suatu grup P, dua koset Hx dan Hy akan terhubung oleh sisi berarah dari Hx ke
Hy jika dan hanya jika yx~! € HSH dengan S adalah subhimpunan dari P dan
dinotasikan dengan I'(P,H,HSH). Grup dihedral- 2n adalah suatu grup yang
anggotanya terdiri dari simetri-simetri pada segi n beraturan yang memuat rotasi
dan refleksi dan dinyatakan dengan D,, = {1,r, r? ..,v"" 1 5,1, 572,
.. ,sT™ 1}, Penelitian itu bertujuan untuk menentukan karakteristik graf koset
dari subgrup normal pada grup dihedral. Selanjutnya, subgrup normal pada
grup dihedral-2n di antaranya di antaranya {1,772, ..,v" 1}, {1,r%,r?4,
., 7" untuk d|n, D,, dan tambahan untuk untuk n genap {1,r2% 1%
B Nsien sy 0 st Wdanl ML Y G asn e e ).
Pembahasan dalam penelitian ini dibatasi pada subhimpunan {s},{r}, dan {1}
dengan mengkaji grup D¢ sampai D, untuk menentukan karakteristik graf koset
pada D,,,. Berdasarkan hasil penelitian ini diperoleh graf koset dari D,,, terhadap
subgrup normal H dan subhimpunan S jika H e S o H # H dan banyak kosetnya
adalah 2 maka graf I'(D,,, H,H o S o H) adalah digraf sikel berorder 2. Jika
HoSoH # H dengan H = {1,r%r?4,..,vr™ 9} untuk S = {s} maka graf
I'(Dyn, H,H o S o H) adalah digraf yang memuat d sikel berorder 2 sedangkan
untuk S = {r} maka I'(D,,, H,H o S o H) adalah digraf yang memuat 2 sikel
berorder d. Dan jika Heo S o H = H maka membentuk digraf nol. Kemudian
semua titik pada graf T'(D,, H,HoSoH) dengan HoSoH # H adalah
berderajat dua.

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan untuk membahas graf koset dari
subgrup normal dan subhimpunan lain pada grup dihedral beserta teorema-
teorema lain tentang graf koset.
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ABSTRACT

Musriroh, Risna Zulfa. 2017. Coset Graphs of Normal Subgroup on Dihedral
Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, State Islamic University of Maulana Malik lbrahim Malang.
Advisors: (I) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd. (1) Ari Kusumastuti, M,Si,
M.Pd.

Keywords: graph, cosets graph, normal subgroups, dihedral group

Graph is defined in the set of vertices VV(G) that are not empty and the set
of edges E(G) which may be empty. Coset graph is one of the types of graph in
which each vertex on the graph is a set of right coset of a subgroup H in a group

P,the [P: H] = {Hx | x € P} and for two cosets Hx and Hy will be connected by
arc from Hx to Hy if and only if yx~' € HSH where S is a subset of P by
I'(P,H,HSH). Dihedral-2n group is a group which consists of a symmetrys in
terms of n uniform (polygon-n) containing the rotation and reflection and is
expressed as by D,, = {1,r,7%,...,r" 1 s,s1,s72,...,sr™ 1}. Some coset graphs
of proper normal subgroups in dihedral group are {1,7,7%..,r"71},
{1,r%4,7r?4, .., r" 9} for d|n, D,,, and addition for n even {1,72,r%, ..., "2,
srt, .., sr™ 2} and {1,732, 7%, ..., 7™ 2, 51,513,575, ...,sr™ 1}, The discussion in
this study is limited by subset {s}, {r}, and {1} by reviewing groups D, through
D, to determine the pattern of coset graphs in D,,,. Based on the results of this
study, we obtained the coset graphs of D,,, with normal subgroup H dan subset S
if HoSoH #+ H and there are 2 cosets then graph of I'(D,,, H,H oS o H) is
digraph with order 2. If H o So H # H with H = {1,r%,7r24, .., r" 4} for S = {s}
then graph of I'(D,,, H,H o S o H) is digraph which contains d cycles with order
2 while for S = {r} then then graph of I'(D,,, H,H oS o H) is digraph which
contains 2 cycles with order d. And if H o S o H = H then form null digraph. And
for all of vertices on graph of I'(Dy,, H,H oS o H) with H oS o H # H are two
degrees.

For further research it is desirable to discuss the coset graph of the
normal subgroups and all subsets in the dihedral group along with other theorems
about coset graphs.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran merupakan Kkitab suci yang berisikan ayat-ayat tanziliyah
mempunyai fungsi utama sebagai petunjuk bagi seluruh umat manusia baik dalam
hubungan dengan Tuhan, manusia, maupun alam raya. Firman Allah Swt. di

dalam al-Quran surat al-Hujurat/49:13 yaitu:

“Hai manusia, sesungguhnya Kami menciptakan kamu dari seorang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku supaya
kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara kamu
di sisi Allah ialah orang yang paling takwa di antara kamu. Sesungguhnya Allah Maha
Mengetahui lagi Maha Mengenal.”

Allah Swt. berfirman seraya memberitahukan kepada umat manusia
bahwa Allah Swt. telah menciptakan umat manusia dari satu jiwa, dan dari Allah
Swt. menciptakan pasangannya, yaitu Adam dan Hawa. Selanjutnya Allah Swit.
menjadikan umat manusia berbangsa-bangsa. Kata “G =& yang berarti berbangsa-
bangsa, dan kata “Ji“ yang berarti bersuku-suku. Selain itu dinyatakan bahwa,
“Yang dimaksud dengan “Gsxi adalah penduduk negeri-negeri lain, sedangkan
“Jié& adalah penduduk Arab, sebagaimana «Ludyre dimaksudkan sebagai
penduduk Bani Israil”. Sehingga dalam hal kemuliaan, seluruh umat manusia
dipandang dari sisi ketanahannya dengan Adam dan Hawa adalah sama.
Kemudian mereka itu bertingkat-tingkat jika dilihat dari sisi-sisi keagamaan, yaitu

ketaatan kepada Allah Swt. dan kepatuhan kepada Rasulullah Swt. (Katsir, 2007).
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Penelitian ini merujuk pada hikmah atau pesan dari al-Quran surat
al-Hujurat/49:13, yang difokuskan pada analisis cabang disiplin ilmu matematika
dikenal istilah koset-koset pada teori grup dalam aljabar yang dapat dibentuk graf
kosetnya.

Materi dasar dalam struktur aljabar adalah grup yang menjelaskan tentang
himpunan tak kosong dengan suatu operasi biner yang berlaku pada himpunan
tersebut. Dummit dan Foote (2004) menyatakan bahwa grup (P,*) merupakan
suatu himpunan tak kosong P dengan operasi biner = yang memenuhi tiga
aksioma yaitu, operasi = bersifat assosiatif di P, P mempunyai unsur identitas
terhadap operasi *, dan setiap unsur di P mempunyai invers terhadap operasi *.

Salah satu grup yang terdapat pada sruktur aljabar adalah grup dihedral.
Dummit dan Foote (2004) menyatakan bahwa grup dihedral-2n (D,,) adalah
suatu grup yang anggotanya adalah simetri-simetri dari segi n beraturan (poligon-
n). Artinya suatu poligon-n dapat menempati bingkai simetri kembali dengan
rotasi yang dinyatakan dengan r dan refleksi yang dinyatakan dengan s. Anggota
dari grup D,,, dibangun dari komposisi antara rotasi (r) dan refleksi (s).

Subhimpunan H di grup P adalah subgrup dari P jika H tak kosong dan H
tertutup terhadap operasi dan invers. Raisinghania dan Anggarwal (1980)
menyatakan bahwa koset dapat ditentukan dari hasil operasi unsur dalam subgrup
terhadap unsur di grupnya. Untuk setiap x € P, himpunan xH = {xh|h € H}
merupakan koset kiri dari H dan Hx = {hx|h € H} adalah koset kanan dari H.
Subgrup H disebut normal jika dan hanya jika xH = Hx untuk setiap x € P.
Selanjutnya kajian koset dari subgrup normal pada grup P dapat dibentuk graf

kosetnya.
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Graf berarah didefinisikan sebagai himpunan titik yang tidak kosong dan
himpunan sisi berarah yang mungkin kosong. Himpunan titik dari digraf D
dinyatakan dengan V(D) dan himpunan sisi yang dinyatakan dengan E(D)
(Chartrand dan Lesniak, 2016:101). Setiap titik pada digraf dapat diketahui derajat
titiknya dengan memperhatikan sisi berarah dari titik tersebut. Berdasarkan
himpunan titik dan himpunan sisi berarah yang membentuk digraf dapat
ditentukan karakteristik digraf tersebut. Selanjutnya kajian mengenai digraf terus
dikembangkan pada kajian graf koset yang dibentuk dari koset-koset suatu grup.

Graf koset didefinisikan sebagai graf berarah yang setiap titiknya
merupakan koset dari suatu subgrup H di grup P dan untuk dua koset Hx dan Hy
akan terhubung oleh sisi berarah dari Hx ke Hy jika dan hanya jika yx~! € HSH
dengan S adalah suatu subhimpunan dari grup P (Schneider, 2001:25).

Penelitian ini membahas tentang graf koset secara umum dengan
memadukan teori grup dan graf yang dapat dibentuk oleh koset-koset dari subgrup
normal pada grup dihedral. Kajian tentang graf koset menarik dan penting untuk
dibahas. Penelitian ini difokuskan pada analisis subgrup normal dengan sifat koset
kiri sama dengan koset kanan. Kemudian graf koset dapat membentuk
karakteristik berdasarkan sisi berarah dan derajat titiknya.

Penelitian sebelumnya oleh Muftirridha (2016) telah membahas tentang
pola banyaknya faktor yang diperoleh dari suatu graf koset Schreier dari subgrup
sejati pada grup D,,,, penelitian tersebut dapat membangun teori-teori tentang graf
koset yang dibentuk dari subgrup pada suatu grup. Akan tetapi penulis akan

membahas graf koset secara umum dari subgrup normal dengan mengadopsi
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gagasan graf koset yang telah diteliti oleh Muftirridha (2016). Selanjutnya graf
koset pada penelitian ini merujuk pada definisi graf koset Schneider (2001).

Berdasarkan paparan di atas maka penelitian ini mengambil tema “Graf

Koset dari Subgrup Normal pada Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah
penelitian ini adalah bagaimana karakteristik graf koset dari subgrup normal pada

grup dihedral-2n?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang ada, tujuan penelitian ini untuk

mengetahui karakteristik graf koset dari subgrup normal pada grup dihedral-2n.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini untuk menentukan karakteristik
graf koset dari subgrup normal pada grup dihedral secara umum berdasarkan sisi
berarah dan derajat titiknya. Kemudian dapat dibuat pengembangan teorema

tentang graf koset yang akan dijadikan referensi bagi penelitian selanjutnya.

1.5 Batasan Masalah
Agar penelitian ini fokus, maka untuk menentukan graf koset
menggunakan subgrup normal yang sejati pada grup dihedral-2n dan

subhimpunan {s}, {r}, dan {1}.



1.6 Metode Penelitian

Untuk menentukan karakteristik graf koset dalam penelitian ini meliputi

langkah-langkah sebagai berikut:

1.

Menentukan koset-koset pada grup dihedral-2n, vaitu D, Dg, D1, D12, D14,
dan D, sesuai teorema subgrup normal D,,,.

Menentukan graf berarah dengan himpunan titik dari koset-kosetnya [D,,,: H]
pada grup dihedral-2n, yaitu D, Dg, D1, D12, D14, dan Dy.

Menggambar graf koset dari subgrup normal pada grup dihedral-2n, yaitu
Dg, Dg, D19, D15, D14, dan Dy.

Menentukan karakteristik graf koset dengan subgrup normal H dan S = {s}
pada grup dihedral-2n, yaitu Dg, Dg, D1, D15, D14, dan Dy.

Menentukan karakteristik graf koset dengan subgrup normal H dan S = {r}
pada grup dihedral-2n, yaitu D, Dg, D1, D12, D14, dan Die.

Menentukan karakteristik graf koset dengan subgrup normal H dan S = {1}
pada grup dihedral-2n, yaitu D, Dg, D1, D12, D14, dan Dy.

Membuat konjektur tentang karakteristik graf koset dari subgrup normal pada
grup dihedral-2n.

Membuktikan konjektur hingga diperoleh kebenaran karakteristik graf koset
dari subgrup normal pada grup dihedral-2n.

Membuat kesimpulan karakteristik graf koset dari subgrup normal pada grup

dihedral-2n.



1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan penelitian ini, penulis menggunakan sistematika

penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pada bab ini penulis menjelaskan latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian
dan sistematika penulisan penelitian ini.

Kajian Pustaka

Pada bab ini penulis menjelaskan teori yang mendasari penulisan skripsi
ini. Dasar teori yang digunakan meliputi definisi, teorema, sifat-sifat
serta contoh yang berhubungan dengan grup, grup dihedral, subgrup dan
koset, subgrup normal pada grup dihedral-2n, teorema Lagrange, graf,
graf koset, dan kajian agama.

Pembahasan

Pada bab ini menguraikan langkah-langkah penentuan himpunan koset
dari subgrup normal yang sejati, penentuan graf berarah dengan
himpunan titik pada koset dari suatu grup, menggambarkan graf koset
dengan mengambil subhimpunan {s},{r}, dan {1}, membuat konjektur
tentang karakteristik graf koset dari subgrup normal pada grup dihedral
dan membuktikannya.

Penutup

Pada bab ini menjelaskan kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran yang dapat dijadikan acuan bagi peneliti selanjutnya.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
2.1.1 Definisi Operasi Biner

Dummit dan Foote (2004:16) menjelaskan definisi operasi biner antara
lain:

a. Suatu operasi biner * pada himpunan P merupakan suatu fungsi
*:P X P — P. Untuk setiap a, b € P yang dituliskan dengan a * b € P untuk
* (a,b) € P.

b. Suatu operasi biner * pada himpunan P disebut assosiatif jika untuk semua
a,b,c € P maka berlaku a * (b *c¢) = (a * b) * c.

c. Jika * merupakan operasi biner pada himpunan P maka unsur-unsur a dan b
dari P disebut komutatif jika a * b = b » a. Dikatakan bahwa operasi * di P
adalah komutatif jika untuk semua a,b € P,a *b = b * a.

Contoh:

Operasi + (penjumlahan) adalah suatu operasi biner komutatif pada Z. Himpunan

bilangan bulat Z, f(a,b) = a + b = b + a adalah operasi biner komutatif

karena jumlah dari dua bilangan bulat adalah bilangan bulat.

2.1.2 Definisi Grup
Misal * adalah operasi biner pada himpunan P dan H adalah subhimpunan
dari P. Jika untuk setiap a,b € H,a+b € H, maka H dikatakan tertutup

di bawah * (Dummit dan Foote, 2004:16). Suatu grup adalah pasangan berurutan
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(P,*) dengan P merupakan himpunan tak kosong dan * merupakan operasi biner

di P yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

a.

(a*b) *xc=a=x(b=*c), untuk semua a, b, c € P, operasi * bersifat assosiatif
di P.

Terdapat unsur e di P yang disebut sebagai unsur identitas dari P sedemikian
sehingga untuk semua a € P maka berlaku a*e =e *a = a (terdapat
identitas e dari P terhadap operasi *).

Untuk setiap a € P, terdapat suatu unsur a~! di P yang disebut invers dari a
sedemikian sehingga a x a™! = a™! x a = e (terdapat invers dalam P terhadap

operasi *).

Grup (P,*) disebut abelian atau komutatif jikaa x b = b * a,Va,b € P.

Contoh:

Z adalah himpunan bilangan bulat. Z terhadap operasi biner 4+ (penjumlahan)

adalah grup karena memenuhi aksioma grup, yaitu:

1.

Untuk setiap a, b,c € Zmakaa + (b + c¢) = (a + b) + c. Sehingga Z dengan
operasi + (penjumlahan) memenuhi sifat assosiatif.

Terdapat unsur identitas yaitu 0 € Z sedemikian sehinggaa+0=0+a =
a, untuk setiap a € Z.

Untuk setiap a € Z terdapat a ! vyaitu (—a) € Z sedemikian sehingga

a+ (—a) = (—a) + a = 0. Unsur (—a) adalah invers dari a.

2.2 Grup Dihedral

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n

beraturan yang dinotasikan D,,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n > 3.
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(Dummit dan Foote, 2004:24). Dari pembangkit dan relasi, D,,, dibangkitkan oleh

suatu unsur r yang berorder n, dan suatu unsur s yang berorder 2 (Hungerford,

2000:46).

Karena grup dihedral akan digunakan secara ekstensif, maka perlu

beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan

selanjutnya dan membantu mengamati D,,, sebagai grup abstrak, yaitu:

1.

N

1,772 .., r" 1 adalah seluruh unsur yang berbeda dan r" =1, jadi
7| Ak

|s| = 2.

s # r’ untuk sebarang i.

srt # sriuntuk semua 0 < i,j <n — 1 dengan i # j, jadi

n Tl—l}

NP AR . Bt oS S T W
yakni setiap unsur dapat ditulis secara khusus dalam bentuk s*r¢ untuk k = 0
atauldan 0<i<n-—1.

rs = sr~ 1. Awalnya permutasi s akibat pada {1, 2, ..., n} dan lalu dipisahkan
setiap sisi yang dibentuk dari titik 1 dan 2. Ini menunjukkan secara spesifik
bahwa r dan s tidak komutatif sehingga D,,, tidak abelian.

ris=sr=" , untuk setiap 0 <i<n. Hasil dari induksi pada i dan
menggunakan fakta bahwa r‘*'s = r(r's) bersama dengan perhitungan

terdahulu. Ini menunjukkan bagaimana perubahan s dengan pangkat r

(Dummit dan Foote, 2004:25).
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Contoh:
Semua unsur D,,, memiliki suatu representasi pada bentuk s*r%, k = 0 atau 1 dan

0 <i <n-—1,dan operasi dua unsur dapat direduksi ke bentuk lain. Jikan = 12,

(s72)(sr®) = s(r9s)r® = s(sr=2)ré = s2r=9%6 = y=3 = 49,

2.3 Subgrup dan Koset
2.3.1 Definisi Subgrup

Misal P adalah grup. Subhimpunan H di P adalah subgrup dari P jika H
tak kosong dan H tertutup terhadap operasi dan invers (dalam artian x,y € H
maka x~! € H dan xy € H). Jika H adalah subgrup dari P dapat ditulis H < P
(Dummit dan Foote, 2004:45).

Setiap grup pasti memiliki dua subgrup, yaitu himpunan P sendiri atau
subgrup tak sejati dan himpunan yang hanya memuat unsur identitas {e}, yang
dinamakan subgrup trivial. Sedangkan subgrup lain disebut subgrup sejati
(Hungerford, 2012:203).

Contoh:

Misalkan Dg = {1,7,72,s, sr, sr?} adalah grup terhadap operasi komposisi.

Jika subhimpunan H = {1,s} sedemikian sehingga 1" =1€ H, s™' =s €H,
los=sol=s€H, dan 1e1l=sos=1€H maka H tertutup terhadap

operasi dan invers. Jadi H < Dy

2.3.2 Definisi Koset
Misal H adalah subgrup dari grup P yang operasinya dinotasikan dengan

perkalian dan misal x adalah sebarang unsur di P. Himpunan Hx = {hx|h € H}



11
dan xH = {xh|h € H} berturut-turut disebut koset kanan dan koset Kiri dari H di P
dibangkitkan oleh x (Raisinghania dan Anggarwal, 1980:181).
Schneider (2001:25) menyatakan bahwa untuk grup P dan subgrup H < P
maka [P: H] adalah himpunan koset kanan atau koset kiri dari H di P.
Contoh:
Misal (Dg,0) adalah grup dan H = {1, s} adalah subgrup dari D,.
Koset kanan dari H di D, adalah
Hol=Hos=H,
Hor =Hosr ={r,sr};
N <0 S5 AT
Sedangkan koset Kiri dari H di D, adalah
1locH=s¢°H=H;
roH =sr?oH = {r,sr?};
r2oH =sroH = {r?,sr}.
Jadi koset kanan dari H di Dg adalah {H, {r, st},{r?, sr2}} dan koset kiri dari H di

D adalah {H, {r, sv2d3n3, sr}}.

2.3.3 Definisi Subgrup Normal

Diketahui H suatu subgrup dari grup P. Maka H disebut suatu subgrup
normal atau invarian dari P jika xH = Hx untuk setiap x € P (Gilbert dan Gilbert,
2009:223).
Contoh:
Misalkan D¢ = {1,7,72,s,sr,sr?} adalah grup dan H = {1,r,r2} adalah suatu

subgrup dari Dy, maka koset kanan dari H di Dy adalah
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Hol=Hor=Hor? ={1,r1r?}=H
Hos=Hosr =Hosr?=/{s,sr?sr}
Sedangkan koset kiri dari H di Dy adalah
loH=roH=1r20cH={1,r1r?}=H
soH=sroH=sr?oH ={s,sr,sr?}
Karena xH = Hx, untuk semua x € D, maka H adalah suatu subgrup normal

dari Dg.

2.4 Subgrup Normal D,,,

Struktur dari subgrup pada D,, yaitu jika n=p; p,?..p; ' adalah
penguaraian dari n sebagai suatu operasi dari faktor-faktor prima maka seluruh
pembagi d dari m membentuk subgrup normal {1,r%r?%¢, .., r"4}. Setiap
subgrup normal D,,, pasti memiliki subgrup normal {1,7,72,...,7™} dengan koset
sebanyak 2. Sehingga subgrup normal D,,, untuk n ganjil adalah {1,,72,...,r"},
{1,7v%, 724, ...,v™ 4} untuk d|n, dan D,,. Sedangkan untuk n genap adalah
{(1,r,7%,...,r"}, {1,v%r%4, .., v 4} untuk d|n, D, {1,7% ..,7"°2%s,sr?,
., ST™2) dan {1,732, ..., 7™ 2, s7, 513, ..., s 1} (Tarnauceanu, 2015:110-111).
Contoh:

Misalkan Dg = {1,7,72,s,sr,sr?} adalah grup dihedral dengan n = 3 untuk
n ganjil. Diperoleh subgrup normal dari D, yaitu {1,7, 72} dan Dg.

Misalkan Dg = {1,7,72,73,s,s7,s12,sr3} adalah grup dihedral dengan n = 4
untuk n genap. Diperoleh subgrup normal dari Dg yaitu {1,7r,72%,73},{1,72}, D,

{1,r%,s,sr%},dan {1,172, sr,sr3}.
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2.5 Teorema Lagrange
Jika P adalah suatu grup hingga dan H adalah suatu grup dari P, maka

order dari H membagi order dari P (|H| | |P|) dan banyak koset Kiri dari H di P
sama dengan % (Dummit dan Foote, 2004:89-90).

Bukti:
Misalkan |H| = n dan banyak koset kiri dari H di P sama dengan k. Himpunan
dari koset kiri H di P mempartisi P. Ambil x € P.
Oleh definisi koset kiri, pemetaan dari H ke xH yaitu
H ~ xH didefinisikan dengan h — xh

Didefinisikan f: H — xH dengan f(h) = xh untuk setiap h € H. Ambil sebarang
hi, h, € H dengan h, = h,, maka xh, = xh, yaitu f(hy) = f(h,).
Jadi, f adalah fungsi well defined.
Selanjutnya akan ditunjukkan f adalah suatu surjeksi. Ambil sebarang y € xH,
maka y = xh' untuk suatu h' € H. Pilih z = h' . Diperoleh f(z) = f(h") = xh' =
y. Jadi, f adalah suatu surjeksi dari H ke koset kiri xH.
Selanjutnya, misal f(h,) = f(h;), berakibat xh; = xh,. Karena x € P, kanselasi
kiri diperoleh x~1xh; = x~1xh, sehingga h; = h,. Jadi f adalah suatu injeksi.
Dengan demikian, H dan xH memiliki order yang sama:

|xH| = |H| = n.
Karena P dipartisi ke dalam k subhimpunan tak beririsan setiap partisinya

IPl _ 1Pl

sebanyak n, maka |P| = kn. Jadi k = kTR
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2.6 Graf
2.6.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di V(G)
disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan
dengan p(G), dan banyaknya unsur di G disebut ukuran dari G dan dilambangkan
dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G maka order dan ukuran dari
G masing-masing cukup ditulis p dan g (Abdussakir, dkk. 2009:4).

Contoh:

51 U,

Gambar 2.1 Graf G

Pada Gambar 2.1 graf G dapat dinyatakan G = (V(G),E(G)) dengan V(G) =
{vi,v,} dan E(G) = {v,v,}. Dapat pula dituliskan V(G) = {v;,v,} dan E(G) =
{e,} dengan e, = (v4,v,). Graf G mempunyai 2 titik, maka order dari graf G

adalah 2 dan mempunyai 1 sisi sehingga ukuran graf G adalah 1.

2.6.2 Definisi Graf Berarah

Graf berarah atau digraf D adalah suatu himpunan berhingga tak kosong
dari objek-objek yang disebut titik bersama dengan suatu (mungkin kosong)
himpunan pasangan berurutan dari titik-titik yang berbeda di D disebut busur atau

sisi berarah. Seperti graf, himpunan titik di D dinotasikan dengan V(D) atau hanya
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¥ dan himpunan busur (atau himpunan sisi berarah) di D dinotasikan dengan E (D)
atau E (Chartrand dan Lesniak, 2016:101).

Contoh:

X

Gambar 2.2 Graf Berarah D

Pada Gambar 2.2 suatu digraf D dengan himpunan titik V = {u,v,w, x} dan

himpunan sisi E = {(u, v), (v,u), (u,w), (w,v), (w,x)}.

2.6.3 Definisi Digraf Nol
Misalkan D = (V(D),E(D)) adalah digraf. Jika E(D) =@ maka D
disebut digraf nol (Ray, 2013:5).
Contoh:
D:

[} [}
%1 %)

Gambar 2.3 Digraf Nol

Pada Gambar 2.3 merupakan digraf nol yang memiliki 2 titik.

2.6.4 Derajat Titik pada Digraf

Chartrand dan Lesniak (2016:101) menjelaskan jika a = (u,v) adalah
suatu busur dari suatu digraf D maka u terhubung langsung ke v dan v terhubung
langsung dari u. Untuk suatu titik v di suatu digraf D, derajat keluar dari v (od v)

adalah banyaknya sisi berarah dari v ke titik di D, sedangkan derajat masuk dari v
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(id v) adalah banyaknya sisi berarah dari D ke titik v. Derajat (degv) dari suatu
titik v dapat dituliskan
degv = odv + idv.

Gambar 2.2 menunjukkan bahwa degu = 3, degv = 3, degw = 3, dan deg x = 1.

2.6.5 Lintasan dan Sikel pada Digraf

Misalkan D adalah digraf. Misalkan u dan v adalah titik di D (tidak harus
berbeda). Jalan u — v pada D adalah barisan berhingga yang berselang-seling
W:u = vy, aq,vq, 05,0y, ..., a,, v, = v antara titik dan busur yang dimulai dari
titik dan diakhiri dengan titik, dengan a; = (v;_;,v;),Vi = 1,2, 3, ...,n adalah
busur di D. v, disebut titik awal, v,, disebut titik akhir, titik v;, v,, ..., v,,_; disebut
titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # v, maka W disebut
jalan terbuka. Jika v, = v,,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak
mempunyai sisi disebut jalan trivial (Abdussakir, dkk. 2009:98).

Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dan jalan
tertutup tak trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel (Abdussakir, dkk.
2009:51-54).

Contoh:

X

Gambar 2.4 Lintasan dan Sikel pada digraf J
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Berdasarkan Gambar 2.4, maka W; = v, u,x dan W, = v, u, x, v adalah jalan pada
digraf J. W, adalah jalan terbuka dan W, adalah jalan tertutup. W, adalah lintasan

dan W, adalah sikel pada digraf .

2.7 Graf Koset

Misal P adalah suatu grup, H adalah suatu subgrup dari P, dan S adalah
suatu subhimpunan dari P. Graf koset dari P terhadap H dan S merupakan graf
berarah dengan himpunan titik [P: H] untuk setiap Hx, Hy € V, Hx terhubung ke
Hy jika dan hanya jika yx~' € HSH, dan dinotasikan dengan I'(P,H, HSH)
(Schneider, 2001:25).
Contoh:
D¢ = {1,7,12, 5,57, sr?} adalah suatu grup. Misal H = {1,7,7%} dan S = {s}
maka

HoSoH ={1,r,r%}o{s}o{1,r,17?%}
— 5, 5, a7 o davin
= T1%p 2},
Graf koset dari Dg terhadap H dan S adalah

[(Dg,H,H o S o H):

Gambar 2.5 Graf Koset

Gambar 2.4 graf I'(Dg, H,H{s}H) merupakan graf koset dari Dy terhadap

H={1,rr?}dan S = {s}.
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2.8 Kajian Agama
Katsir (2007:496) menyatakan bahwa Allah mengingatkan manusia itu
sama dalam sisi kemanusiaan dalam al-Quran surat al-Hujurat/49:13 yaitu:

a~/f/ oy A mnF ,}.’}/’///‘:.’;/ - ” }”../.’ f R {"A‘E./

‘PJL’;J/J?LJ)L?)’“‘MJ&U;J&M L.:/lu»LJ\Lul‘_g
“Hai manusia, sesungguhnya Kami menciptakanmu dari seorang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikanmu berbangsa-bangsa dan bersuku-suku
supaya kamu saling mengenal .
Maksudnya, agar saling kenal mengenal sesama mereka, yang masing-masing
kembali kepada kabilah mereka. Dan firman-Nya dalam QS. al-Hujurat/49:13
yaitu:

(S T -z GA 2 A__ = E{

st A de Kot )
“Sesungguhnya orang yang paling mulia di antara kamu di sisi Allah ialah orang
vang paling bertakwa di antara kamu.”

Maksudnya, yang membedakan derajat kalian di sisi Allah hanyalah ketakwaan,
bukan keturunan. Firman Allah Swt. Selanjutnya dalam QS. al-Hujurat/49:13

yaitu:

“Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha Mengenal.”

Maksudnya, Allah Maha Mengetahui tentang kalian semua dan Maha Mengenal
semua urusan kalian, sehingga Allah memberikan petunjuk kepada siapa yang
Allah kehendaki, menyesatkan siapa saja yang Allah kehendaki pula, menyayangi
siapa yang Allah kehendaki, menimpakan siksaan kepada siapa yang Allah
kehendaki, mengutamakan siapa yang Allah kehendaki, dan juga Allah Maha

Bijaksana, Maha Mengetahui dan Maha Mengenal semuanya itu.
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Hadits pula menyebutkan bahwa semulia-mulia manusia adalah yang

paling bertakwa.

- z
w08 T

che B0 o =l 355 Qe 06 — e B o, — 506

@

AT T s Ly sy D6 et
A 0sGa ey JB L BB G e L 16 L Al s
5%};\ & Sl Bl 5 ST » JB L (K16 L « @J‘L;f

N
« Jsg2s 1)
Dari Abu Hurairah radhiyallahu ‘anhu, ia berkata bahwa Rasulullah shallallahu
‘alaihi wa sallam ditanya, “Siapakah orang yang paling mulia?” “Yang paling
mulia di sisi Allah adalah yang paling bertakwa di antara mereka”, jawab
Rasulullah shallallahu ‘alaihi wa sallam. Orang tersebut berkata, “Bukan itu yang
kami tanyakan”. “Manusia yang paling mulia adalah Yusuf, nabi Allah, anak dari
nabi Allah, anak dari nabi Allah, anak dari kekasih-Nya”, jawab beliau. Orang
tersebut berkata lagi, “Bukan itu yang kami tanyakan”. “Apa dari keturunan
Arab?”, tanya beliau. Mereka menjawab, “lya betul”. Beliau bersabda, “Yang
terbaik di antara kalian di masa jahiliyah adalah yang terbaik dalam Islam jika
dia itu fakih (paham agama).” (HR. Bukhari no. 4689)

Ciri-ciri atau intisari ajaran takwa telah dijelaskan dalam firman Allah Swt.

dalam QS. Ali-Imran/3:133-135 (Katsir, 2007:136-146), yaitu:

’ﬂé Eu/}///“/; £l =P S A wd w Z 4 T 2 -
wael SN sl Lo e ) ) e Bk Ul lae iy @

-

AV TP R R 1 LR TS e TN L - s N s, T @S
p
z . s K _- e - '5J/ - 243% 4 2 3G~ & e
o . A LIS . > w o .
w‘#‘/j . .,.;\H) W‘u.f-&b q,l...l\

~% T
.

2 z

179 z > - }w""‘ ,./ 7> "}' 1 "j’./alf 1 ’/19 /:‘;
S8 e AN Dol a3 a0 1y paan b bl 19 S5 28]
- - — 'Q/"/e/‘/é }/f -

“Dan bersegeralah kamu kepada ampunan darvi Tuhanmu dan kepada surga yang

luasnya seluas langit dan bumi yang disediakan untuk orang-orang yang bertakwa (133)
yaitu orang-orang yang menafkahkan hartanya, baik di waktu lapang maupun sempit,
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dan orang-orang yang menahan amarahnya dan memaafkan kesalahan orang. Allah Swit.
menyukai orang-orang yang berbuat kebajikan (134) Dan juga orang-orang yang
apabila mengerjakan perbuatan keji atau menganiaya diri sendiri, mereka ingat akan
Allah, lalu memohon ampun terhadap dosa-dosa mereka dan siapa lagi yang dapat
mengampuni dosa selain dari pada Allah? Dan mereka tidak meneruskan perbuatan
kejinya itu, sedang mereka mengetahui (135).”

Bersegera memohon ampunan Allah Swt. bila berbuat dosa dan mudah
meminta maaf kepada sesama manusia sebagaimana firman Allah Swt. dalam

QS. Ali-Imran/3:133 yaitu:
> ¢ £ aE’J/ }//{.a /}. 7 .- s = w @ SN, ) .
el Gl Oeeldl eoge By G0 (e 3k () I3o)lus

By
v -

“Dan bersegeralah kamu kepada ampunan dari Rabb-mu dan kepada surga yang
luasnya seluas langit dan bumi yang disediakan untuk orang-orang yang bertakwa. ”

Maksudnya, sebagaimana telah disediakan neraka bagi orang-orang kafir.

Ayat ini seperti firman Allah pada QS. al-Hadid/57:21 yaitu:

L B g EEE )\ T DR B Y
el (NG LAl 23 (e 35 IS5 e ke ) hal

- 20 A gge

Sl 5> A 55 b 47 T 2R5 S M\LM S0 142515 /.,»,/;\h/

“Berlomba-lombalah kamu mendapatkan ampunan dari Tuhanmu dan surga yang
luasnya seluas langit dan bumi, yang disediakan bagi orang-orang yang beriman kepada
Allah dan Rasul-rasul-Nya. Itulah karunia Allah, diberikan-Nya kepada siapa yang
dikehendaki-Nya. Dan Allah mempunyai karunia yang besar.”

Dalam Musnad Imam Ahmad telah diriwayatkan bahwa Heraclius pernah
mengirimkan surat kepada Rasulullah Saw. yang isinya: “Engkau telah
mengajakku ke surga yang luasnya seluas langit dan bumi, lalu dengan letak
neraka? Maka Rasulullah Saw. menjawab: “Maha Suci Allah, lalu di mana malam
jika siang telah tiba?” Maksudnya ialah, waktu siang itu jika telah menutupi

permukaan bumi dari satu sisinya, maka malam berada di sisi yang lain. Demikian
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juga dengan surga, yang berada di tempat paling tinggi, di atas langit
dan di bawah ‘Arsy, dan luasnya seperti yang difirmankan-Nya dalam

QS. al-Hadid/57:21 yaitu:

u;oj‘}!\j AbSA] u,a};f
“Seluas langit dan bumi.”
Sedangkan neraka berada di tempat yang paling bawah. Dengan demikian, tidak

ada pertentangan antara keluasan surga yang luasnya seluas langit dan bumi

dengan keberadaan neraka. Wallahu a’lam.
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PEMBAHASAN

3.1 Graf Koset dari Subgrup Normal pada Grup Dihedral-2n

Tarnauceanu (2015:110-111) menjelaskan bahwa subgrup normal D,,, untuk
n ganjil adalah {1,7,72, .., v 1} {1,774, ..., r" %} untuk d|n, dan D,,.
Sedangkan untuk n genap adalah {1,7,72,..,v* 1}, {1,r% r%4, ..., v %} untuk
Ad|n gD (1 e T el r e hs, st ST Rl St s, danflifr s, v, &2, 51, 513,
STl ..., ST,

Graf koset dari subgrup normal pada grup D, terdiri dari himpunan titik
berupa himpunan koset dari subgrup normal dan himpunan sisi berarah berupa sisi
berarah antar koset-kosetnya. Penelitian ini membahas tentang sisi berarah dan
derajat titik pada graf koset dari subgrup normal yang sejati dengan subhimpunan
{s},{r}, dan {1}. Graf koset yang dikaji dari subgrup normal pada grup D, sampai
D, ¢ selanjutnya akan ditentukan karakteristik graf koset dari subgrup normal pada

grup Dyp,.

3.1.1 Graf Koset dari Subgrup Normal H, = {1,r,7%,...,v"" 1}
Pada bagian ini dikaji sisi berarah dari koset satu ke koset lain dan
sebaliknya pada graf koset dari subgrup normal H,; dan subhimpunan {s}, {r}, dan

{1}. Selain itu juga dikaji derajat titik dari graf koset tersebut.

3.1.1.1 Graf Koset dari D¢ Terhadap H, = {1,r,7%} dan § = {s}
Diketahui  himpunan titik [Dg:Hy] = {H; o1, H; o sr}. Subhimpunan

S = {s} dengan H, o S o H; = {s, sr, sr?} diperoleh sisi berarah dari titik H; o r

22
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ke H, o sr karenasr or~! = s € H; o S o H; dan sisi berarah dari titik H; o sr ke
Hyorkarenarosr!=s€H;oSoH,.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,r,72} dan S = {s} adalah
T(Do, H{,H{oSoH,):

HloTQHloST

Gambar 3.1 Graf Koset D, dengan H; = {1,7,7%} dan S = {s}

Pada graf I'(Dg, Hy, Hy S o H;) seperti pada Gambar 3.1 H; or dan H; o sr
saling terhubung. od(H;eor) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(Hyor)=

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.

3.1.1.2 Graf Koset dari D4 Terhadap H, = {1,r,r*} dan § = {r}
Diketahui himpunan titik [Dg: Hi] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S ={r}dengan H, o S o H; = {1,r,r%} = H, tidak memiliki sisi berarah dari titik
Hyor ke Hyosr karena sror ! =s& H,oSoH; dan tidak memiliki sisi
berarah dari titik H; o st ke H; or karenarosr ' =s & H; oS o H.
Jadi graf koset dari Dy terhadap H, = {1,r,72} dan S = {r} adalah
I'(De,H1,HyoS o Hy):

Hlor. .H105T

Gambar 3.2 Graf Koset Dy dengan H; = {1,7,r?}dan S = {r}

Graf I'(Dg, Hy, H; © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.2.

3.1.1.3 Graf Koset dari D¢ Terhadap H, = {1,r,7%*} dan § = {1}
Diketahui himpunan titik [Dg:H;] = {H, o1, H; o sr}. Subhimpunan

S ={1}dengan H, o S o H; = {1,7,72?} = H, tidak memiliki sisi berarah dari titik
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Hyor ke Hyosr karena sror ! =s¢& H,0SoH; dan tidak memiliki sisi
berarah dari titik H; o sr ke H; or karenarosr ! =s & H; oS o H,.
Jadi graf koset dari D terhadap H; = {1,7,7%} dan S = {1} adalah

F(D(),Hl,Hl °S°H1):
H1°T. .Hlosr

Gambar 3.3 Graf Koset Dy dengan H; = {1,7,r?}dan S = {1}

Graf I'(Dg, Hy, H; ° S o H;) merupakan graf nol seperti pada Gambar 3.3.

3.1.1.4 Graf Koset dari Dg Terhadap Hy = {1,r,7%,r3}dan S = {s}

Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S ={s} dengan H, oS o H, = {s,sr,sr?,sr3} diperoleh sisi berarah dari titik
Hyor ke Hyosr karena sror~! =s € H,{s}H; dan sisi berarah dari titik
H, o sr terhubung ke H; o r karenar o sr™! = s € H,{s}H;.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,r,7%,r3} dan S = {s} adalah

F(D8’H1’H1 OSO Hl)

Gambar 3.4 Graf Koset Dg dengan H, = {1,7,7%,r3}dan S = {s}

Pada graf I'(Dg, Hy,H; o S o H;) seperti pada Gambar 3.4 H; or dan H; o sr
saling terhubung. od(H;er) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(Hor) =

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o ) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.
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3.1.1.5 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,r,7%,r3}dan § = {r}
Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S ={r}dengan H; oS o H, = {1,r,7%,7v3} = H, tidak memiliki sisi berarah dari
titik Hor ke H o sr karena sror™! = s & H, o S o H; dan tidak memiliki sisi
berarah dari titik H o sr ke Hor karenarosr ' =s & H,; oS o H;.
Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,r,7%,r3} dan S = {r} adalah

F(Dg,Hl,Hl OSOHl):
Hior @ ® Hosr

Gambar 3.5 Graf Koset Dg dengan H; = {1,7,r%,r3}dan S = {r}

Graf I'(Dg, Hy, H; ° S ° H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.5.

3.1.1.6 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,r,r%,r3} dan § = {1}
Diketahui himpunan titik [Dg: H;] = {H; o 1, H; o sr}. Subhimpunan

S ={1}dengan H; oS o H; = {1,r,7%,73} = H, tidak memiliki sisi berarah dari

titik H or ke H o sr karena sror™' =s & H; oS o H;dan tidak memiliki sisi

berarah dari titik H o sr ke Hor karenarosr ! =s & H; oS o H;.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,r,72%,r3} dan S = {1} adalah

F(D8'H17H1 OSOHl):
Hior @ @ H,osr

Gambar 3.6 Graf Koset Dg dengan H; = {1,7,72,73}dan S = {1}

Graf I'(Dg, Hy, H; © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.6.
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3.1.1.7 Graf Koset dari Do Terhadap H; = {1,7,7%,73,r*} dan § = {s}
Diketahui himpunan titik [D;: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S = {s}dengan H, o S o H; = {s,sr,sr?,sr3,sr*} diperoleh sisi berarah dari titik
H,yor ke H; osr karena sror™1 = s € H, o So H, dan sisi berarah dari titik
HyosrkeH,orkarenarosrl=s€ H;oSoH,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7,72,7%,r*} dan § = {s} adalah
I'(D19,Hy, Hy oS o Hy):

Hjyor Hj o sr

Gambar 3.7 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7,7%,73,r*}dan S = {s}

Pada graf I'(D,q, Hy, Hy © S o Hy) seperti pada Gambar 3.7 H; or dan H, o sr
saling terhubung. od(H;or) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(H, or)=

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.

3.1.1.8 Graf Koset dari D1y Terhadap Hy; = {1,7,7%,7r3,r*} dan § = {r}

Diketahui himpunan titik [D;q: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S ={r} dengan H, o SoH, = {1,r,7%,13,r*} = H, tidak memiliki sisi berarah
dari titik H; o ke H, o sr karena sror™! = s & H; o S o H, dan tidak memiliki
sisi berarah dari titik H; o st ke H; or karenarosr ! =s & H, oS o H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7,72,73,r*} dan S = {r} adalah

F(Dm:Hl’Hl OSOHl):
Hor @ ® Hosr

Gambar 3.8 Graf Koset D;, dengan H; = {1,r,72,73,r*}dan S = {r}

Graf I'(Dy, Hy, H1 © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.8.
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3.1.1.9 Graf Koset dari D4y Terhadap H, = {1,r,7%,r3,r*} dan § = {1}
Diketahui himpunan titik [D,y: H;] = {H, o 1, H; o sr}. Subhimpunan
S ={1} dengan H, o So H; = {1,7,7%,7r3,r*} = H, tidak memiliki sisi berarah
dari titik H, or ke H, o sr karenasr or~1 = s & H, o S o H; dan tidak memiliki
sisi berarah dari titik H; o s ke Hy or karenar osr™l =s & H; o S o H,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7,72,7%,r*} dan S = {1} adalah

F(D10,H1:H1 °o§o Hl):
Hor @ @® Hosr
Gambar 3.9 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7,r%,73,r*}dan S = {1}

Graf I'(Dy9, Hy, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.9.

3.1.1.10 Graf Koset dari D4, Terhadap Hy = {1,7,72,73,r* r} dan S = {s}
Diketahui himpunan titik [D;,: H;] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S ={s} dengan H, oS o H, = {s,sr,sr?,sr3 sr* sr°} diperoleh sisi berarah
dari titik H, o r ke H; o sr karena sr or™! = s € H; o S o H, dan sisi berarah dari
titik H; o sr terhubung ke H; or karenar osr ! =s € H; oS o H;.
Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7,72,r3,7*,r°} dan S = {s} adalah
I'(Dy,,H{,H{ oS0 Hy):

HlorQHlosr

Gambar 3.10 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7,7%,73,r%,r°} dan § = {s}

Pada graf I'(D;,, H;, H; o S o H,) seperti pada Gambar 3.10 H, or dan H, o sr
saling terhubung. od(H;or) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(Hyor) =

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o r) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.
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3.1.1.11 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hy = {1,7,7%,r%,r* r*} dan § = {r}
Diketahui himpunan titik [D;,: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S={r} dengan HyoSoH, ={1,r,v% 73 r%r>} = H, tidak memiliki sisi
berarah dari titik Hor ke Hosr karena sror™l =s & H, oS o H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H o sr ke H or karenarosr ™l =s & H, o S o H,.
Jadi graf koset dari D, , terhadap H; = {1,r,72,73,r* r°} dan S = {r} adalah

['(D1,Hy, Hy 080 Hy):
Hior @ @ H oosr
Gambar 3.11 Graf Koset D;, dengan H; = {1,7,72,73,r*,r>}dan S = {r}

Graf I'(Dy,, Hy, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.11.

3.1.1.12 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hy = {1,7,7%,7r3,r* r5} dan § = {1}
Diketahui himpunan titik [Dy,: H,;] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S={1} dengan H,oSoH, ={1,7,v%r3,r*r>} = H, tidak memiliki sisi
berarah dari titik H or ke H o sr karena sror ! =s & H; oS o H; dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H o sr ke H o karenarosr ™l =s & H, o S o H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7,72,73,7%,r°>} dan S = {1} adalah

['(Dy2,Hy,Hy 0S50 Hq):
H1°T. .Hlosr

Gambar 3.12 Graf Koset D,, dengan H; = {1,r,7%,73,r*,r>} dan S = {1}

Graf I'(Dq,, Hy, H; © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.12.
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3.1.1.13 Graf Koset dari Dy4 Terhadap Hy = {17,733, 1% 7% 1%} dan
S = {s}

Diketahui himpunan titik [D;4: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S = {s}dengan H, o S o H; = {s,sr,sr?,sr3,sr* sr> sr} diperoleh sisi berarah
dari titik H; o 7 ke H; o sr karena sr o~ =s € H, o S o H, dan sisi berarah dari
titik H; o st ke Hy o karenarosr ™t =s € H; o S o H.

Jadi graf koset dari D,, terhadap H; = {1,r,72,73,7*,75,r%} dan S = {s} adalah
F(D14'H1:H1 oS OHl):

Gambar 3.13 Graf Koset D,, dengan H, = {1,r,72,73,r*,r>,r} dan S = {s}

Pada graf I'(D;4, H;, H; o S o H,) seperti pada Gambar 3.13 H, or dan H, o sr
saling terhubung. od(H;or) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(H,or)=

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o ) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.

3.1.1.14 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hy = {1,r,7%,73r%r5r®} dan
§={r}

Diketahui himpunan titik [Dy,: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S={r} dengan H;oSoH, ={1,r,7%r3r* r>r®} = H, tidak memiliki sisi
berarah dari titik H; o7 ke H; o sr karena sror™! = s & H, o S o H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H;osr ke H;or karena rosr'l=s¢
H1 o S o Hl'

Jadi graf koset dari D, , terhadap H, = {1,r,72,73,r*r> r®} dan S = {r} adalah
['(Dy4,Hy,Hy oS Hy):
H1 or . .Hl oSsr

Gambar 3.14 Graf Koset D,, dengan H; = {1,7,7%,73,7%,r> r®} dan S = {r}
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Graf I'(Dy4, Hy, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.14.

3.1.1.15 Graf Koset dari Dy4 Terhadap Hy = {17,733, 1% 7% 1%} dan
S ={1}

Diketahui himpunan titik [Dy4: H,] = {H, o, H; o sr} . Subhimpunan
S ={1} dengan H,oSoH, = {1,772 13 r* 1> r%} = H, tidak memiliki sisi
berarah dari titik H; or ke H, o sr karena sror™! = s & H; o S o H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H,osr ke H;or karena rosr l1=s¢
HyoSoH,.
Jadi graf koset dari D,, terhadap H; = {1,r,72,73,v*,v5, 7%} dan S = {r} adalah
T(Dyy Hy, Hi o So Hy):

H1°T'. .Hlosr

Gambar 3.15 Graf Koset D;, dengan H; = {1,7,72,73,r%,r>,r®}dan S = {1}

Graf I'(D14, Hy, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.15.

3.1.1.16 Graf Koset dari D4¢ Terhadap Hy = {1,7,7%, 73,74, v5,v%,r7} dan
S = {s}

Diketahui himpunan titik [D;4: H;] = {H, o 7, H; o sr}. Subhimpunan
S = {s}dengan H; o S o H; = {s,sr,sr?,sr3,r* v r%r’} diperoleh sisi berarah
dari titik H, o r ke H; o sr karena sr or™! = s € H; o S o H, dan sisi berarah dari
titik H, o sr terhubung ke H; or karenarosr™! =s € H; o S o H,.
Jadi graf koset dari D¢ terhadap H; = {1,r,72,r3,r* 75 7% r7} dan S = {s}

adalah
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F(D16'H1'H1 o S o Hl)

Gambar 3.16 Graf Koset D, dengan H, = {1,7,72,73,7%,7%,7%,77} dan S = {s}

Pada graf I'(D;¢, Hy, H; © S o Hy) seperti pada Gambar 3.16 H, or dan H, o sr

saling terhubung. od(H;or) =o0d(H,osr) =1 begitu pula id(H, or)=

id(Hy o sr) = 1. Jadi deg(H, o ) = 2 dan deg(H, o sr) = 2.

3.1.1.17 Graf Koset dari Dy¢ Terhadap Hy = {1,7,7%,73,r%,75,7%,r7} dan
S ={r}

Diketahui himpunan titik [D,4: H,] = {H, o r, H; o sr}. Subhimpunan
S={r} dengan H,oSoH, ={1,7,7v% 73 r%r>rb 1’} tidak memiliki sisi
berarah dari titik Hor ke Hosr karena sror™! =s & H, oS o H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H o sr ke H o karenarosr ™l =s & H, o S o H,.
Jadi graf koset dari D;q terhadap H; = {1,7,7%,73,v%757%77} dan S = {r}

adalah

F(D16,H1,H1 °S°H1):
Hior@ ® H,osr

Gambar 3.17 Graf Koset D, dengan H; = {1,7,7%,73,v%,r>,r% r"} dan S = {r}

Graf I'(Dq¢, H1, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.17.
3.1.1.18 Graf Koset dari D1¢ Terhadap Hy = {1,7,7%,73,r%,75,7%,r7} dan
s={1}
Diketahui himpunan titik [D,4: H;] = {H, o 1, H; o sr}. Subhimpunan

S={1}dengan H; o So H; = {1,7,7%, 73,74, r> r% r’} = H, tidak memiliki sisi
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berarah dari titik H or ke H osr karena sror 1 =s & H, oS o H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H o sr ke H or karenarosr ! =s & H; o S o H,.
Jadi graf koset dari D¢ terhadap H, = {1,7,7%,73,7%r%r% 77} dan S = {1}

adalah
I['(D16,Hy,Hy ©S o Hp):

Hior @ ® H osr

Gambar 3.18 Graf Koset D;¢ dengan H; = {1,7,72,73,rv*,7>,r%r7}dan S = {1}
Graf I'(Dq4, H1, Hy © S o H;) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.18.

3.1.1.19 Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal

Hee= {1y 0 k)

Berdasarkan subbab 3.1.1.1 hingga 3.1.1.18, diperoleh karakteristik graf
koset dari subgrup normal H, = {1,7,72,...,r" 1} pada grup dihedral seperti
pada tabel berikut:

Tabel 3.1 Tabel Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal
H, = {1,r,7%,..,v" 1} pada D,,

Titik pada s
D,y H, < D,, Graf Koset (sSD,) Keterhubungan Derajat Titik
(Koset-koset) | *~ = ~2n
. 5 H, o r terhubung ke deg(H, o) =
o) ° {s} Hyosrdan H, osr |deg(H,osr) =
S Y terhubung ke H; o r 2
D rr} e
¢ =L I} 14, o r tidak terhubung ke| deg(H, o ) =
=S H, o sr dan H; o sr tidak | deg(H, o s7) =
—_ {1} terhubung ke H; o r 0
— N
Sw 5L H, o r terhubung ke deg(Hyor) =
% 5 ;H b {s} Hyosrdan H, osr |deg(H,osr)=
o o terhubung ke H; o 2
Dg 1,7,7r2,13} I T I T g €t er
PR {r} H, o r tidak terhubung ke | deg(H, o r) =
SR TR S H, o sr dan H; o sr tidak | deg(H, o sT) =
PN {1} terhubung ke H, o r 0
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“e B% H, o r terhubung ke deg(Hyo1) =
°. 52 {s} HyosrdanHy osr |deg(H,osr)=
T =T terhubung ke H, or 2
D {1,r,7%,r3,r* I
10 ) N |:' @ l:l {r} H; o r tidak terhubung ke| deg(H, o r) =
~ " ~ I.I H, o sr dan H, o sr tidak | deg(H, o sr) =
o {1} terhubung ke H; o r 0
— N
R H, o r terhubung ke deg(H,or) =
[ 1 g
° 5 Sl {s} Hyosrdan Hy osr |deg(H;osr) =
T ) T o= terhubung ke H, o r 2
Diy |{1, 772,73 1% r° .
2 | ) = |:| i |:| {r}  |H, or tidak terhubung ke deg(H, o71) =
oo e H, o sr dan H; o sr tidak | deg(H, o s7) =
=N | I~ 1 1 1
o {1} terhubung ke Hy o 0
— N
A 2 H, o r terhubung ke deg(H,or) =
°o =~ o & {s} H, osrdan H; osr |deg(H, osr) =
(1,772,713, ﬁ = T = terhubung ke H; o r 2
D
y 4,75, 16} = |4, ortidak terhbung ke| del(Hbe r) =
- I‘I o I.I H, o sr dan H, o sr tidak | deg(H, o sr) =
L B {13 terhubung ke Hy, o r 0
— N
. 5w H; o r terhubung ke deg(H, o) =
e O o {s} Hyosrdan H, osr |deg(H,osr)=
(1,712,713, T o T = terhubung ke H; o r 2
D
1 SN ) I o ':' 0 ':' {r} H; o r tidak terhubung ke | deg(H,; o) =
=0 H, o sr dan H; o sr tidak | deg(H; o s7) =
e E0 {1} terhubung ke Hy o r 0
— N
{s}
{r}
{1}
2 ort
o = Hior terhqbung ke deg(H, o 1) =
\Y, . H, o sr’ dan
o> {s} - deg(H, o sT) =
= .V H, o sr’ terhubung ke 5
p. | rrt T 4 By Hy o1
- {rijt <i<n} Q 5 5 {r}  |H, or' tidak terhubung ke o
°© o o o H; o sr/ dan deg(Hy o 7") =
] L ° J
T T T T (1} H; o st tidak terhubung deg(zlo sr1)
- ke Hy o7
Teorema 1

Diberikan grup D,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n > 3.

H, = {ri|1 <i< n} adalah subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari

Dy,.

i) Jika S = {s} maka graf I'(D,,, H;, H; © S o H;) adalah digraf sikel berorder 2.
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i) Jika S = {r} atau S = {1} maka graf I'(D,,, H;, H; ° S o H;) adalah digraf nol
berorder 2.

Bukti:

Diketahui D, = {1,7,72, ..., 7" L, s, 51,512, ...,s7™ 1} dan H, ={1,7,7% ..,

r™1}. Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H; di D,, adalah 27" =2

koset vyaitu H; ={1,7,r% .., r" 1} =H,or' dan {s,sr,sr? .., sr" 1} =

Hy o st/ sebarang i dan j. Sehingga {H; o r’, H, o sv/} untuk suatu 1 <i,j <n

merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.

i) Ambil S =1{s} sehingga H,oSoH, ={s,sr,sr? .., sr"1}. Karena
srio (r")_1 = sr/*""t € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah dari H, o r!
ke H, o sr/.Sebaliknya ‘o (srj)_l = sr" ") € H; oS o H; maka terdapat
sisi berarah dari H, o st/ ke H; o r'. Terbukti bahwa jika S = {s} maka graf
['(D,y, Hy, Hy © S © Hy) adalah digraf sikel berorder 2.

i) Ambil S = {r} sehingga H, o S o H, = H;. Karena sr/ o (ri)_1 = sr/tnl ¢
H, maka tidak terdapat sisi berarah dari H; o r‘ ke H; o sr/. Sebaliknya karena
rio (srf)_1 = sr™"'*J ¢ H, maka tidak terdapat sisi berarah dari H, o sr/ ke
H, ort. Begitu pula untuk S = {1} sehingga H, oS o H, = H, . Jadi, jika
S ={r} atau S = {1} maka graf ['(D,,, H;,H, S o H;) adalah digraf nol

berorder 2.

Akibat 1
Graf T'(Dypn, Hy, HyoSoH;y) dengan Hy = {ri|1 <i<n} dan S={s} hanya

memiliki dua titik yang masing-masing berderajat dua.
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Bukti:
Berdasarkan bukti pada teorema 1 terdapat sisi berarah dari titik H; o ¢ ke titik
Hy o st/ sehingga od(H,or') =1 dan id(Hyosr/) =1. Dan terdapat sisi
berarah dari H, o sr/ ke Hy o r sehingga od(H, o sv/) = 1 dan id(H, o r') = 1.
Jadi deg(H, or') = od(Hy o ') + id(Hy o 7') = 1+ 1 = 2, begitu pula

deg(Hy osr/) = od(Hyosr/) + id(Hyosr/)=1+1=2.

3.1.2 Graf Koset dari Subgrup Normal H, = {1,7%, 1%, ..., 7" 2}
Pada bagian ini dikaji sisi berarah dari koset satu ke koset lain dan
sebaliknya pada graf koset dari subgrup normal H, dan subhimpunan {s}, {r}, dan

{1}. Selain itu juga dikaji derajat titik dari graf koset tersebut.

3.1.2.1 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,r*} dan S = {s}

Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o 72, H, o 13, H, o s12, H, o sr3}.
Subhimpunan S = {s} dengan H, oS o H, = {s,sr?} diperoleh sisi berarah
H, or? ke H, o sr? karena sr? o (r2)™1 = s € H, o S o H,, sisi berarah H, o sr?
ke H,or? karena r2o(sr?)™! =s€H,oS0oH,, sisi berarah H,or3 ke
H, o sr3 karena sr3o(r3)"1 =s € H, oS0 H,, dan sisi berarah H, o sr3 ke
Hyor3karenar3o(sr3) 1 =s€H,0S0H,.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,72} dan S = {s} adalah

F(Dg, Hz, H2 oSo Hz):

H, o013 <> Hy o s7°

Gambar 3.19 Graf Koset Dg dengan H, = {1,72} dan S = {s}
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Pada graf I'(Dg, H,, H, © S © H,) seperti pada Gambar 3.19 H, o r? dan H, o sr?
saling terhubung. Dan H, o r3 dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(H, o sr?) =1 begitu pula id(H, o12) = id(Hyosr?) =1. od(Hyor3) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o r3) = id(H, o s13) = 1.

Jadi deg(H, o r%) = deg(H, o sr?) = deg(H, o r3) = deg(H, o sr3) = 2.

3.1.2.2 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,r*}dan § = {r}

Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o 72, H, o 13, H, o 512, H, o sT3}.
Subhimpunan S = {r} dengan H, oS o H, = {r,r3} diperoleh sisi berarah dari
Hy,or? ke Hyor3 karenar3o (r2)™t =r € H, o S o H,, sisi berarah H, o r3 ke
H,or? karenar2 o (r3)™t = r3 € H, o S o H,, sisi berarah H, o sr2 ke H, o sr3
karena sr3 o (sr?)™t =13 € H, o S o H,, dan sisi berarah H, o sr3 ke H, o sr?
karena sr?o (sr3)" ' =r € H,oSo H,.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,72} dan S = {r} adalah

['(Dg,Hy,Hy 0 S 0 Hy):

Hzor2 IQ H20T3
2
S DO IS

Gambar 3.20 Graf Koset Dg dengan H, = {1,r%}dan S = {r}

Pada graf I'(Dg, Hy, H o S o H,) seperti pada Gambar 3.20 H, o r% dan Hy o r3
saling terhubung. Dan H, o sr? dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(Hy or3) =1 begitu pula id(H,or?) =id(Hyor3) =1. od(H,osr?) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o s?) = id(H, o sr3) = 1.

Jadi deg(H, o r?) = deg(H, o r3) = deg(H, o sT?) = deg(H, o sr3) = 2.
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3.1.2.3 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,r*}dan § = {1}

Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o 7%,H, o 73, H, o sT%,H, o sr3}.
Subhimpunan S = {1} dengan H, oS o H, = {1,7%} = H, tidak memiliki sisi
berarah karena untuk sri, sr/ € {r?,13,sr?, sr3} sedemikian sehingga setiap
srlo(sr)y"1 ¢ HyoSoH,.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,72} dan S = {1} adalah

['(Dg, Hy, Hy © S o Hy):
Hyor? @ @ H,osr?

Hyord o ® Hyosrs

Gambar 3.21 Graf Koset Dg dengan H, = {1,72} dan § = {1}

Graf I'(Dg, H,, H, o S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.21.

3.1.2.4 Graf Koset dari D, Terhadap H, = {1,7%,r*} dan § = {s}

Diketahui ~ himpunan  titik  [D;,:H,] = {H, o1%,H, 013, H, o s12?,
H, o sr3}. Subhimpunan S = {s} dengan H, o S o H, = {s, sr?, sr*} diperoleh sisi
berarah H, o r2 ke H, o sr? karena sr? o (r?)™1 = s € H, o S o H,, sisi berarah
H, osr? ke H, or? karena r2 o (sr?)™! = s € H, o S o H,, sisi berarah H, o r3
ke H, o sr3 karena sr3 o (r3)™1 = s € H, o S o H,, dan sisi berarah H, o sr3 ke
Hyor3karenar3o (sr3) ' =s€H,oS0H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,7%,7*} dan S = {s} adalah

['(D12,Hy, Hy 0 S © Hy):

Hoor e e pesr?
oor e e pesr

Gambar 3.22 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7%,7*} dan S = {s}
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Pada graf I'(D;,, H,, H, o S o H,) seperti pada Gambar 3.22 H, o r? dan H, o sr?
saling terhubung. Dan H, o r3 dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(H, o sr?) =1 begitu pula id(Hy or?) = id(H,osr?) =1. od(H,or3) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o r3) = id(H, o sr3) = 1.

Jadi deg(H, o r?) = deg(H, o sr?) = deg(H, o 1r3) = deg(H, o sr3) = 2.

3.1.2.5 Graf Koset dari D, Terhadap H, = {1,7%,r*}dan § = {r}

Diketahui himpunan titik [D;,:H,] = {H, o7%, Hy o3, Hy 0 572, H, 0
sr3} . Subhimpunan S ={r} dengan H, S o H, = {r,r®,r°} diperoleh sisi
berarah dari H, o 7% ke H, o r3 karenar3 o (r2)™! = r € H, o S o H,, sisi berarah
H,or3 ke H, or? karena r2 o (r3)™1 =r3 € H, o S o H,, sisi berarah H, o sr?
ke H, o sr3 karena sr3 o (sr2)™! = r3 € H, o S o H,, dan sisi berarah H, o s73 ke
H, o sr? karenasr? o (sr3)™ ' =r € Hy o S o H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,7%,7*} dan S = {r} adalah

F(D12rH2)H2 °o§o Hz)i

Hort e e ier
2
Hesrtec e besr

Gambar 3.23 Graf Koset D;, dengan H, = {1,72,r*} dan S = {r}

Pada graf I'(Dy,, H,, H, o S o H,) seperti pada Gambar 3.23 H, o r? dan H, o r3
saling terhubung. Dan H, o sr? dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(Hy or3) =1 begitu pula id(H,or?) =id(Hyor3) =1. od(H,osr?) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o sr?) = id(H, o sr3) = 1.

Jadi deg(H, o r?) = deg(H, o r3) = deg(H, o sT?) = deg(H, o sr3) = 2.
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3.1.2.6 Graf Koset dari D, Terhadap H, = {1,7%,r*} dan § = {1}
Diketahui ~ himpunan  titik  [Dy,:Hy] = {H, o172, H, o 13, H, o 572,

H, o sr3} . Subhimpunan S = {1} dengan H, o S o H, = {1,7%,r*} = H, tidak

memiliki sisi berarah karena untuk st sr/ € {r?,r3, sr?,sr3} sedemikian

sehingga setiap sr/ o (sr')™t & H, 0 S o H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,7%,7*} dan S = {1} adalah

Hyor’ e ® H,osr?

3
Hyor’ o ® H,osr3

Gambar 3.24 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7%,7*} dan S = {1}

Graf I'(D,,, H,, H, © S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.24.

3.1.2.7 Graf Koset dari D¢ Terhadap H, = {1,7%, %1%} dan S = {s}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dye: H,] = {Hy o 1%, H, 073, H, o s12,
H, o sr3}.  Subhimpunan S ={s} dengan H,oSoH, = {s,sr? sr* sr6}
diperoleh sisi berarah H, o r2 ke H, o sr? karena sr? o (r?)™' = s € H, o S o H,,
sisi berarah H, osr? ke H,or? karena r2o (sr?)™! =s € H, oS o H,, sisi
berarah H, or3 ke H,osr3 karena sr3o (r3) ' =s € H,oSoH,, dan sisi
berarah H, o sT3 ke Hy or3 karenar3 o (sr3) ™t =s € H, 0 S o H,.

Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,72,7%,r®} dan S = {s} adalah
['(Dy6, Hy, Hy © S © Hy):

2

Gambar 3.25 Graf Koset D;¢ dengan H, = {1,72,7%,7%} dan § = {s}
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Pada graf I'(Dy4, H,, H, © S o H,) seperti pada Gambar 3.25 H, o r? dan H, o sr?
saling terhubung. Dan H, o r3 dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(H, o sr?) =1 begitu pula id(Hy or?) = id(H,osr?) =1. od(H,or3) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o r3) = id(H, o sr3) = 1.
Jadi deg(H, o %) = deg(H, o sr?) = deg(H, o r3) = deg(H, o sr3) = 2.
3.1.2.8 Graf Koset dari D4 Terhadap H, = {1,7%,r*, r®} dan S = {r}
Diketahui ~ himpunan  titik  [Dye: H,] = {Hy 0o1%,H, 073, H, o s12,
H, o sr3}. Subhimpunan S = {r} dengan H, o S o H, = {r,73,r°,r"} diperoleh sisi
berarah dari H, o 72 ke H, o r3 karena r3 o (r2)™1 = r € H, o S o H,, sisi berarah
H, or3 ke Hyor? karena r2 o (r3)™1 = r3 € H, o S o H,, sisi berarah H, o sr?
ke H, o sT3 karena sr3 o (sr2)™! = r3 € H, o S o H,, dan sisi berarah H, o sr3 ke
H, o sr? karenasr? o (sr3)" ' =r € H,oSo H,.
Jadi graf koset dari D¢ terhadap H, = {1,7%,7%,r°} dan S = {r} adalah

['(D16,Hy, Hy 0 S 0 Hy):

2
Hyor Q‘Hz°r3

Gambar 3.26 Graf Koset D, dengan H, = {1,7%,7*,7°}dan S = {r}

Pada graf I'(Dy¢, H,, H, © S © Hy) seperti pada Gambar 3.26 H, o r? dan H, o r3
saling terhubung. Dan H, o sr? dan H, o sr3 saling terhubung. od(H, o r?) =
od(H, or3) =1 begitu pula id(Hyor?) =id(H,or3)=1. od(H,osr?) =
od(H, o sr3) = 1 begitu pula id (H, o s7?) = id(H, o sr3) = 1.

Jadi deg(H, o %) = deg(H, o r3) = deg(H, o sr?) = deg(H, o sr3) = 2.
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3.1.2.9 Graf Koset dari D¢ Terhadap H, = {1,7%, %1%} dan § = {1}

Diketahui

sr3} .

himpunan

titik [D16:H2] == {Hz OTZ, HZ o T3,H2 o STZ,HZ o

Subhimpunan S = {1} dengan H, o SoH, = {1,7%,r*r%} = H, tidak

memiliki sisi berarah karena untuk sri, sr’ € {r?,r3, sr?, sr3} sedemikian

sehingga setiap sr/ o (sr')"1 & H, 0 S o H,.

Jadi graf koset dari D¢ terhadap H, = {1,7%,7%,r%} dan S = {1} adalah

['(Dy6, Hay Hy © S © Hp):

Hyor? ¢

Hyor3 @

o H,osr?

® H,osrd

Gambar 3.27 Graf Koset D, dengan H, = {1,72,r* 1%} dan S = {1}

Graf I'(Dq4, H,, H, © S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.27.

3.1.2.10 Karakteristik

Graf

H, ={1,7r% .., %)

Koset

dari

Subgrup

Normal

Berdasarkan subbab 3.1.2.1 hingga 3.1.2.9, diperoleh karakteristik graf

koset dari subgrup normal H, = {1,72,r4,...,r™" 2} pada grup dihedral seperti

pada tabel berikut:

Tabel 3.2 Tabel Karakteristik Graf pada Koset dari Subgrup Normal
H, =" 7%, . M=} pada D,,,

Titik pada S
Dy H, 2 D,, Graf Koset Keterhubungan Derajat Titik
(Koset-koset) (§°€ Dzn)
o 2 =
HZ o TZ dan H2 o Srz deg(Hz " 2)
. deg(H, o sT%) =
{s} saling terhubung dan 3
3 3 |deg(Hzor®) =
Y H, or® dan H, o sr deg(H, o s73) =
N? mt ? R saling terhubung 22
2 NN N < R 012) =
Dg {17} TS T H, o r? dan H, o r* saling deg(H, o 2)
TR, hub d 2 |deg(Hy o sT%) =
< r} terhubung dan H, o s7* || 3y
— = on G 3 .20 eg(Hy or’) =
o o o o dan H, o sr* saling deg(H, o sr3) =
RONS OISOy terhubung g 22 -
NS 1} Hyor? Hy 013, deg(H, o1?) =

H, o sr?,dan H, o sr3

deg(H, o sT2) =
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tidak terhubung

deg(H, o 7%) =
deg(H, o sT3) =
0

Hz o T‘Z dan Hz o Srz

deg(H, o1?) =
deg(H, o sT?) =

« L N saling terhubung dan 3y —
' E o ts) H, o3 dan H, o s ;eg((:zo rr3))__
°© o N saling terhubung egltz o sT7) =
NN T 2
T deg(H, o 12) =
LR L § H, 072 dan H, o r3 saling| oo 2 ° " ) =
N 5 |deg(H, o sT?) =
{1,721} S 0 {r} terhubung dan H, o sr deg(H, o %) =
R = dan H, o sr3 saling e g(HZO sr3)_—
oo ! terhubung & 22 -
~
P & deg(H, o 72) =
R e Hyor? Hyor3, deg(H, o sT2) =
~A~~ {1} H, o sr?,dan H, o sr3 |deg(H, o 73) =
— NN ¥ q
tidak terhubung deg(H, o sT3) =
0
(o] 2 =3
H, or? dan H, o sr? Eae 2)
. deg(H, o sT%) =
{s} saling terhubung dan deg(H, o %) =
P L H, o 73 dan H, o sr3 i g(HZO 3)__
£ saling terhubung ©8 22 i
N ON ON mN . o 2 =
NG H, o r2 dan H, o r3 saling QesCip 1 2)
R 0 G I I hub dan H. 2 |deg(H, o sT7) =
pEEaE (Y A {r} | ternubungoan Ky o ST g 0 (h o p3) =
T L dan H, o sr3 saling e (Hzo sr3) =
- e owb terhubung & g =
e e deg(Hp o7?) =
—_~—~ ~ H2 °T‘2,H2 07'3, deg(HZ OST'Z) =
— N {1} Hy o sr? dan Hy o sr3 |deg(H,o13) =
tidak terhubung deg(H, o sr3) =
0
{s}
{r}
{1} :
. . o 2 =
iy o BEN i, O gy (feeg((:zo srrz)) =
{s) saling terhubung dan §UT2 © ST, -
H, o r2*1 dan H, o sr2i+1 deg(Hy o1 3) =
saling terhubung deg(HZ; s17) =
. . 2 =
(1,72,74, ..., 772} H, or* dan H, o r*™1 ;eeg(glzoosrrz)) =
' n r) saling terhubung dan deg (1—12 or3) =
= {r2‘|1 <i< E} H, o sr? dan H, o sr2it1 e g(HZO sr3)_—
saling terhubung sUT2 5 -
] ] deg(H, o1?) =
Hyor? Hyor?*l  |deg(H, o sT?) =
{13 H, o sr?, dan H, o sr?'*t|deg(H, o r3) =

tidak terhubung

deg(H, o sT3) =
0
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Teorema 2
Diberikan grup D,, dengan n genap dan n>4. H, = {r2i|1 <i< g} adalah
subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,.
1) Jika S = {s} atau S = {r} maka graf I'(D,,,, H,, H, o S o H,) adalah digraf yang
memuat 2 sikel berorder 2.
i) Jika S = {1} maka I'(D,,, H,, H, o S o H,) adalah digraf nol berorder 4.

Bukti:

Diketahui D,,, = {1,7,72, ...,v™" 1, s,s7,s12%,...,sr™" '} dan H, = {rZi

1<i< f}
Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H, di D,, adalah zTn = 4 koset
2

ValtlNsises s Ssenn SN Sele 1008 578, B8 510 27 = FoNoRsPRinlcand Sl a1}

= H, o sT?*1 sebarang i. Sehingga {H, o r?, H, o r?*1 H, o 512!, H, o sr2*1}

untuk suatu 1 < i < g merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.

i) Ambil S = {s} sehingga H, o S o H, = {s,s1?, ..., st"%}. sr?i o (TZi)_l =SE
H,oSoH, maka terdapat sisi beraran dari titik H, or?' ke H, osr?.
Sebaliknya 7%t o (eri)_ls € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah dari titik
H, o sr?t ke H, o r?. Selanjutnya sr?*1 o (rz”l)_l = s € H, oS o H, maka
terdapat sisi berarah dari titik H, o r?*1 ke H,osr?*1. Sebaliknya
r2i+1, (sr2i41) " = s € H,0S o H, maka terdapat sisi berarah dari titik
H, o sr?*1 ke H, o r?*1, Begitu pula saat S = {r} sehingga H, oS o H, =
{r, 73, ..., "1} r2itio (er')_1 =71 € H, oS o H, maka terdapat sisi berarah
dari titik H,or2 ke H,or?*! Sehaliknya r2io (r2i+1)7 =yn-lg

H,oSoH, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o r?*! ke H,or?.
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Selanjutnya sr2*1 o (er")_1 = ™1 € H, o S o H, maka terdapat sisi berarah

dari titik H,osr? ke H,osr?+l. Sebaliknya sr2io(sr2i+1) =r¢

H, oS o H, maka terdapat sisi berarah dari titik H, o sr?*! ke H, o sr?t.

Terbukti bahwa jika S = {s} atau S = {r} maka graf I'(D,,,, H,, H, o S o H,)
adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder 2.

i) Ambil S = {1} sehingga H, o S o H, = H,. Karena tidak terdapat sisi berarah

pada titik-titik H, o %!, H, o 21 H, o sr?!, dan H, o sr?'*1 maka graf

['(Dyy, Hy, Hy © S o Hy) adalah digraf nol berorder 4.

Akibat 2
Jika H, = {1,7%,7%,..,v" 2} dan S = {s} atau S = {r} maka semua titik pada
graf I'(D,,, H,, H, o S o H,) adalah berderajat dua.
Bukti:
Berdasarkan bukti pada teorema 2 saat S = {s} diperoleh od(H2 ° rZi) =1 dan
id(Hy o st?) = 1. Sebaliknya od(Hyosr?)=1 dan id(H,or%) =1
Selanjutnya  od(Hyor?*') =1 dan id(H,osr?**')=1. Sebaliknya
od(Hy o sT?*1) = 1 dan id(H, o sT?') = 1.
Jadi deg(H, o 72') = 0d(Hy o 1%) + id(Hy o 73) = 1+ 1 = 2;

deg(Hy o s7?) = od(Hy o sT?) + id(Hyosr?) =1+ 1=2;

deg(H, o 72*1) = 0d(Hy o r2%Y) + id(Hy o r?*) = 1+ 1 = 2;

deg(H, o s72*1) = od(H, o sT?*1) + id(Hy o sT?* ) =1+ 1 = 2.
Begitu pula saat S={r} diperoleh deg(H,or?) = deg(H,osr?)=

deg(H, o r%*1) = deg(H, o sr?*1) = 2.
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3.1.3 Graf Koset dari Subgrup Normal H; = {1,r;}

Pada bagian ini dikaji sisi berarah dari koset satu ke koset lain dan
sebaliknya pada graf koset dari subgrup normal H; dan subhimpunan {s}, {r}, dan

{1}. Selain itu juga dikaji derajat titik dari graf koset tersebut.

3.1.3.1 Graf Koset dari D,, Terhadap H; = {1,r3} dan § = {s}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dyp: H3] = {Hyor3,Hyor* Hyor>,
Hg o sr3,Hyosr* Hyosr5). Subhimpunan S ={s} dengan HzoSoH;=
{s,sr3} diperoleh sisi berarah H; or3 ke H; osr3 karena sr3o(r3) 1 =s€
H; oS o Hz, dan sisi berarah H;osr3 ke Hyor3 karena r3o (sr3)l1=s€
HyoSoH;, sisi berarah Hzor* ke Hyosr* karena sr*o(r*)'=se€
H; oS o Hz, dan sisi berarah H;osr* ke Hyor* karena r*o (sr*)1=s€
H; oS o Hs;, dan sisi berarah H;or® ke H;osr® karena sr®o (r®)1=s€
Hz oS o Hs, dan sisi berarah H;osr®> ke Hyor® karena r°o (sr®)™l=s¢€
Hy oS o H,.

Jadi graf koset dari D, , terhadap H; = {1,73} dan S = {s} adalah

F(D12rH3rH3 °o§o H3)5

5

Gambar 3.28 Graf Koset D;, dengan H; = {1,73} dan S = {s}

Pada graf I'(D,,, Hs, H3 © S o H3) seperti pada Gambar 3.28 H; o r3 dan H; o s13

saling terhubung, H;or* dan H;osr* saling terhubung, dan H;or> dan
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Hsosr® saling terhubung. od(H;o7r3) =od(H;osr3) =1 begitu pula
id(Hz or3) = id(H3 0 sr3) = 1. od(H3or*) = od(H; o sr*) = 1 begitu pula
id(Hz or*) = id(H3 o s7*) = 1. od(H3o7>) = od(H; o sr®) = 1 begitu pula
id(H; or®) = id(H; o s7°) = 1. Jadi deg(H; o r3) = deg(H; o s73) =

deg(Hz o r*) = deg(H; o sv*) = deg(H; o r>) = deg(H; o sT°) = 2.

3.1.3.2 Graf Koset dari D, Terhadap H; = {1,r3}dan S = {r}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dyp: H3] = {Hyor3,Hyor* Hy o1,
Hj o sT3,Hy o sT*, H; o sr°}. Subhimpunan S = {r} dengan H; oS o Hy = {r,r"}
diperoleh sisi berarah dari H; o 73 ke H; o r* karenar* o (r3)™1 =r € H; o S o Hj,
sisi berarah H; o 7* ke Hz o r° karena r° o (r*)™! = r € H; o S o H;, sisi berarah
Hyor® ke Hy o713 karena 73 o (r°)™! = r* € H; o S o H;, sisi berarah Hj o sr3
ke H; osr® karena sr>o (sr3)™! =r* € Hy oS o Hs, sisi berarah H; o sr> ke
Hj o sr* Karena st* o (sr°)™1 = r € H3 o S o Hy, dan sisi berarah dari H3 o sv* ke
Hj o sr3 karena sr3 o (sr*)™! =r € H; o S o H;.

Jadi graf koset dari D, , terhadap H; = {1,73} dan S = {r} adalah

['(Dy,Hs,H3 © S o H3):

Hyor* Hj o sr*

< N
7

Hzor3 Hyor5 Hjosr3 Hzosr®
Gambar 3.29 Graf Koset D;, dengan H; = {1,73} dan S = {r}

Pada graf I'(D,,, H;, H3 o S o H3) seperti pada Gambar 3.29 H; o r3 terhubung ke

Hs or*, Hy o r* terhubung ke Hs o r°, dan H; o r> terhubung ke Hs o r3. Hy o s13
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terhubung ke Hs o sr>, H; o sr° terhubung ke Hs o sr*, H; o sr* terhubung ke
Hj o s73. od(Hzor3) = od(Hyor*) =0d(Hz°o7%) =1 begitu pula
id(Hzor3) = id(Hyor*) = id(H3 o7°) = 1. o0od(Hz o sr3) = od(H; o sr*) =
od(H; o sr®) = 1 begitu pula id(H; o sv3) = id(H; o sv*) = id(H; o sv°) = 1.
Jadi deg(H; o r3) = deg(H; o r*) = deg(H; o r°) = deg(H; o s13) =

deg(H; o sr*) = deg(H; o sT°) = 2.

3.1.3.3 Graf Koset dari D,, Terhadap H; = {1,73}dan § = {1}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dy,:H3] = {H3 o173, Hy o 7%, Hy o 75,
Hj o sr3,H;y o sr* H; osr}. Subhimpunan S = {1} dengan HzoSoH; =
{1,73} = H; tidak memiliki sisi berarah karena untuk sri sr/ €
{r3,r4,r>,sr3,sr*, sr>} sedemikian sehingga setiap sr/ o (sr’)™! & H; o S o Hj,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,73} dan S = {1} adalah

['(D12,H3, H3 © S © H3):

H3°T3. [} H3°ST3
Hyor*e ® Hyosrt
Hyor®® ® Hyosr®

Gambar 3.30 Graf Koset D;, dengan H; = {1,73} dan S = {1}

Graf I'(D;,, H3, H3 © S o H3) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.30.

3.1.3.4 Graf Koset dari D¢ Terhadap H; = {1,r*} dan § = {s}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dyg:H3] = {Hyor* Hyor>® Hyor®,
Hyor?,Hyosr* Hyosr® Hyosr® Hyosr’}. Subhimpunan S = {s} dengan
H; oS o H;y = {s,sr*} diperoleh sisi berarah H;or* ke H;osr* Kkarena

st*o(r*)"' =s€H;0S50H;, sisi berarah Hior® ke H;osr® karena
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sroo (%)l =s€H;0S50H;, sisi berarah Hyor® ke H;osr® karena
sro (r®)™l =s € Hy;0SoHy, dan sisi berarah H; o7’ ke Hj;osr’ karena
st7o(r’)"' =s € H; oS o Hj.

Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,7*} dan S = {s} adalah
['(Dy6,H3, H3 0 S 0 H3):

T Nin
H, orSQ’ Hjzosr5
HyorSe e HgosrS
H3or7©H3osr7

Gambar 3.31 Graf Koset D, dengan H; = {1,7*}dan S = {s}

Pada graf I'(D;,, H3, H3 o S o H3) seperti pada Gambar 3.28 H; o r* dan H; o sr*
saling terhubung, H; o r° dan H; o sr° saling terhubung, H; o r® dan H; o sr°
saling terhubung, dan H; o7’ dan H; o sr’ saling terhubung,. od(H; or%) =
od(H; o st*) = 1 begitu pula id(H; or*) = id(H; o sr*) = 1. od(H;o7r>) =
od(Hz o sr®) =1 begitu pula id(Hs o 7°) = id(H3 o sr®) =1. od(H3or°%) =
od(H; o sr®) = 1 begitu pula id(H;o1°) = id(H; osr®) =1. od(Hzor”) =
od(Hyosr’) =1 begitu pula id(H;or”) =id(Hzosr’)=1. Jadi
deg(H; o r*) = deg(H; o sv*) = deg(H; o r°) = deg(H; o s1°) =

deg(H; o %) = deg(H; o s1°) = deg(H3 o r7) = deg(H; o sr7) = 2.

3.1.3.5 Graf Koset dari D¢ Terhadap H; = {1,r*}dan § = {r}

Diketahui ~ himpunan  titik  [Dy: H3] = {Hyor* Hyor>® Hyor®,
Hyor”,Hy o sr* Hy o515 Hy o518 Hy o sr’}. Subhimpunan S = {r} dengan
HyoSoHy;={rr°} diperoleh sisi berarah H;or* ke H;or® Kkarena

o (r*)™' =r €H;o0SoH;, sisi berarah Hzor®> ke H;or® Karena



49
780 (r®) "' =r€H;0S0oH,;, sisi berarah H;or® ke Hy;or’ Karena
70 (%) 1=r€eH;0S50H;, dan sisi berarah H;or’ ke H;or* karena
4o (r’)"1 =r>€ Hy oS o H,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,73} dan S = {r} adalah

F(DIG,H3,H3 °S°H3):

5 6

H3°T5 H3°T6 H3°ST H3°S7"
Hs o gt HilopX | Hiosrt Hj o sr’

Gambar 3.32 Graf Koset D, dengan H; = {1,73}dan S = {r}

Pada graf I'(Dy¢, H3, H; © S o Hy) seperti pada Gambar 3.32 H; o r* terhubung ke
H; o 15, dan H; o > terhubung ke H; o 1, Hy o r® terhubung ke Hz o7, Hy o1’
terhubung ke H; o r*. H; o sr* terhubung ke Hj o sr”, Hz o sr’ terhubung ke
Hjyosr® Hjyosr® terhubung ke HsosrS, H;osr® terhubung ke Hjosr?.
od(Hz or*) = 0d(H3 o1°) = 0od(H;01%) = 0d(Hzor’) =1 begitu pula
id(Hzor*) = id(H3 or°) = id(H3 o7®) = id(Hz;0or7) = 1. o0d(H3osr*) =
od(H3 o sT°) = od(H; o sr®) = od(H; o sr”) = 1 begitu pula id(H; o sr*) =
id(H;z o sr°) = id(H;z o s7°) = id(H3 o sr”7) = 1.

Jadi deg(H; o %) = deg(H; o r°) = deg(H; o %) = deg(H; o 17) =

deg(H; o sr*) = deg(H; o sr°) = deg(H; o s°) = deg(H3 o sr7) = 2.

3.1.3.6 Graf Koset dari D¢ Terhadap H; = {1,r*} dan § = {1}
Diketahui ~ himpunan  titik  [Dyg:H3] = {H3 o 7% H3 o 7%, Hz o 78,
Hyor’,Hyosr* Hy osr5 Hyosr® Hyosr’} . Subhimpunan S = {1} dengan

Hs 0 S o Hy = {1,r*} = H, tidak memiliki sisi berarah karena untuk srt,sr/ €
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.y - . . : \—1
{r*,r5,7r%, 17, sr%, 515, sr% sr7} sedemikian sehingga setiap sr/o(sri) ¢

Hj o S o Hy. Jadi graf koset dari D, terhadap H; = {1,73} dan S = {1} adalah

F(D16,H3,H3 o S o H3):

H3 01‘4.
HyorSe
H3 °T‘6 [ ]

H3°T'7.

® Hyosrt

5
® H;osr
® Hyo0s1°

® Hyosr’?

Gambar 3.33 Graf Koset D, dengan H; = {1,73} dan S = {1}

Graf I'(Dg, H3, H3 © S o H3) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.33.

3.1.3.7 Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal H; = {1, rg}

Berdasarkan subbab 3.1.3.1 hingga 3.1.3.6, diperoleh karakteristik graf

koset dari subgrup normal H; = {1,r§} pada grup dihedral seperti pada tabel

berikut:
Tabel 3.3 Tabel Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal
n
H; = {1, ﬁ} pada D,,,
Titik pada Graf Koset S o
DynlHs 2 D Keterhubungan Derajat Titik
Zn’3 g’ (Koset-koset) S <Dy g J
o 2 =
H; o r? dan H; o s1? deg(H o 2) _
. deg(H; o sT%) =
{s} saling terhubung dan 3
3 3 deg(Hz o7°) =
H; or® dan H; o st deg(H, o s13) =
saling terhubung €8 32 ST =
o = o 2 2y —
;) Z"' . ! B 11;13 . T3 H, o r? dan H, o 13 saling ;eEg(gIh:Srrz)) —
Dg| {1,7%} ) Hyor=Hyor ) r) terhubung dan Hy o sr? EUTs © ST J =
3) Hzos=Hsosr dan H; o sr3 salin deg(Hy o 7°) =
= 3 3 g deg(H; o s13) =
4) Hzosr =Hzosr terhubung g 32
deg(H; o 1?) =
deg(H; o sT?) =
2 3 2 3
@ [faerotiae ot ST o) deg(hy o r?) =

H, o sr3 tidak terhubung

deg(H; o sT3) =
0
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Hy o 73 dan H; o s73
saling terhubung, Hy o r*
dan

deg(Hs o 7%) =
deg(H; o s13) =
deg(H; or*) =

Hy o sr°, Hy o 516, dan
Hj o sr7 tidak terhubung

{s} Hy o sr* saling deg(H; o sT*) =
terhubung, dan Hy o> | deg(H; o 1%) =
dan H, ; sbr5 saling deg(H; o sr°) =
terhubung 2
H; o 73 terhubung ke
1) Hyol=Hyor’ Hyor* Hyor* deg(H; o 1r3) =
2) Hyor =Hzor* terhubung ke H; o r°, dan deg(H3o r3)—_
3) Hyor? =Hyor® Hj o 1> terhubung ke C8Uls © ST ) =
r 3 3 ; deg(Hz or*) =
D,,l {1,73) 4) Hyos = Hgosr r} H; o r°. Selanjutnya deg(H, o sr4) =
5) H; osr = Hy o sr* Hj o sr3 terhubung ke S
2 5 5 5 deg(Hz or>) =
6) H;osr®=Hjosr Hj o sr>, Hy o sr dee(H. o s15) =
terhubung ke eg( 32 s1°) =
Hy o sr*, dan Hy o sr*
terhubung ke H; o sr3.
deg(H; o 13) =
o] 3 =3
Hyor3 Hyor* Hyor®, deg(H, Sr4 )_
7 0 6738 o G deg(Hs or*) =
{1} 3 °Sr°, 13 ° ST, d H 4\ _
dan Hy o s° e g ) =
q deg(H; o 1r°) =
tidak terhubun g
9 deg(H; o sT°) =
0
o 4 =
Hy or* dan Hy o sr* dEg(H; off 4)
saling terhubung, Hs o r° (Bt P =
= Vo deg(Hz o 1°) =
o 5 =3
{s) Hj o sT° saling deg(H; 1 )
6 deg(Hz o 7°) =
terhubung, H; o r° dan B
H; o s7° saling degUil sr7 ) =
7 deg(Hz or’) =
terhubung, H; o r’ dan deg(H, o sr7) =
H; o sr7 saling terhubung e8ls 5 prol) =
H; o r* terhubung ke
H3 o T'S, dal’] H3 o TS
(o] 6 o 4 =
1) Hyol=Hyor terhubléng ke H; o r°, deg(H; o 1 4) -
9) H, o o5 H; o r7terhubung k7e deg(H; o srs ) =
3) Hyor? = Hyor® Hyor’, danHzor deg(H; o1r>) =
AYG H3 o H3 o7 terhubung ke H; o r*. | deg(H; o s7°) =
Dis| {1,7°} 5) H3 o =_H : ot {r} Selanjutnya Hj o sr* deg(H; o %) =
g g terhubung ke Hy o st7, | deg(H; o sr®) =
= 5 3 g3
6) H;osr = Hzosr e b 7y —
7) H, osr2 = H, o 57 H; o sr ger u ung6 e deg(H; o1 7) =
8) H,osr3 = H, o 57 Hs osr® Hsosr deg(Hz o sr’) =
3 3 terhubung ke Hy o s7°, 2
Hj o sr> terhubung ke
Hj o sT*
deg(Hs o r*) =
deg(H; o sT*) =
Hyor* Hyor® deg(Hs o ‘r'ss) -
Hz or® Hyor? Hy o srt deg(H; o s7°) =
{1} 3 73 473 ’ deg([-]3 o ‘r6) =

deg(H; o s7°) =

deg(Hs or7) =

deg(H; o sT7) =
0

{s}
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{r}
{1}
° GH ° i n, .
n o sglzin iZ?hI:Eunsn deg (H3 ° ”H) =
Hyol=Hjorz {s} g oUng L,
n untuk setiap deg (1—13 o s72 ) -
Hyor =Hyorz™ ..n
n 0<i<=-1 2
H3°T‘2=H3or7+2 . 2
: H; o rz*" terhubung ke
Hyori=H,o FoHi H, o 72+ dan
7 Hs o Srn?,i terhubung ke | geg (Ha . r§+i) _
Doy {1, T%} Hy o r27l = Hj o ‘r‘:—l {T‘} H; o srz 1 untuk Setiap deg (H R Srg_ﬂ') _
H;os = Hyosr2 OSiSS—ldan 32
Hyosr =Hyo Srgﬂ Hj o r™1 terhubung ke
H3 o S‘r‘z = H3 o Sr%+2 H3 or2 dan H3 oST2
: terhubung ke Hy o sr™1
Hy o sri = Hy o srz* Hy o 72 H, o sr2*i n
3 o = 3 o 3 0 » 2 o d H o . —
: 1} tidak terhubung Eg( 3 rzn )
i Th\
H,osr3t = H, o s untuk s<131t|ap deg (1—13 ol ) -
0<si<=-1 0
2
Teorema 3

Diberikan grup D,, dengan n genap dan n > 4. H; = {1, rg} adalah subgrup

normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) Jika S = {s} maka graf I'(D,,, H3, H; o S o H3) adalah digraf yang memuat
gsikel berorder 2.

ii) Jika S = {r} maka graf I'(D,,, H3, H; o S o H3) adalah digraf yang memuat
2 sikel berorder .

iii) Jika S = {1} maka graf ['(D,p, Hs, H3 © S o Hy) adalah digraf nol berorder n.
Bukti:

Diketahui D,,, = {1,7,72, ...,7™" 1, s,s7,s12%,...,st™" 1} dan H; = {1,7‘5}.

Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H; di D,, adalah %n = n koset

n n n n n n
yaitu  Hy = {12} = Hyors {rret} = Hyor2*! 12,127} = Hy 0 12*?

) ey
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n n n n n n n
{ri 1,r”‘1} =Hgor2 1,{5, sri} = Hq o s12, {sr, Sﬁ”} = Hyosrzt! {sr2,5r5+2}

n n n
= Hjosr2t?, ... ,{ﬁ_l,r"_l} = H3osrz L.

n

. 2 2h1 242 21 z 2r1
Sehingga {Hzorz,Hyorz" " Hzorz'",..,Hzorz ~,Hyosrz, Hyosrz

22 L By 24 . . _n
Hzosrz"", ...,Hzosrz "} atau {H3 orz ,Hzosrz"" untuk setiap 1 <i < ;}

merupakan himpunan titik pada graf kosetnya.
n n. . n .\—1
i) Ambil S ={s} sehingga H;oSoH; = {s, sﬁ}. srztto (r?”) =SE
Hs o S o H; maka terdapat sisi berarah dari titik Hs o 727" ke Hy o sr2'" untuk

3

1<i<?Z Sebaliknyarz"o (er”) = 5 € Hy oS o H; maka terdapat sisi

NS

berarah dari titik Hs o stz ke Hy o7z untuk 1 < i < % Terbukti bahwa jika
S = {s} maka graf I'(D,,, H3, H; o S o H3) adalah digraf yang memuat % sikel
berorder 2.

i) Ambil S = {r} sehingga Hz o S o Hy = {r, r§+1}_ Untuk 1 <i < g sedemikian

n, . n "1
hinggarz"*'e (r2*") =71 € HsoSo H; maka terdapat sisi berarah dari titik

b nne e Do =il
Hy 012" ke Hy o 72**1. Danrz* o (r2*71) =7 € H3 0 S o Hy maka terdapat

n, . n, . n, . n, N1
sisi berarah dari titik Hy o 727" ke H; o r2*". Selanjutnya srz" "' o (er“) =

r € Hy o S o Hy maka terdapat sisi berarah dari titik Hs o stz ke Hz o srz™ 1,
SHitl

n . -1
Dan srz* o (srz ) =1 € H; oS o H; maka terdapat sisi berarah dari titik

Hyosrat™' ke H,osra*., Terbukti bahwa jika S ={r} maka graf

['(Dyp, H3, H3 © S o H3) adalah digraf yang memuat 2 sikel berorder g
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iii) Ambil S = {1} sehingga H; o S o H; = H;. Karena tidak terdapat sisi berarah

pada titik-titik Hs o7z Hsosrz'® untuk setiap 1<i S% maka graf

['(Dyp, Hy, Hy © S o Hy) adalah digraf nol berorder n.

Akibat 3
Jika H; = {1,1’3} dan S ={s} atau S ={r} maka semua titik pada graf

['(D,,, H3, H5 © S o H3) adalah berderajat dua.

Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 3 saat S = {s} diperoleh od (H3 ° rg“') = 1dan
id (Hy o sr2*") = 1. Sebaliknya od (Hz o sr2*") = 1 dan id (Hy o 72*") = 1.
Jadi deg (H3 ° r§+i) = od (H3 ° T'EH) + id (H3 ° rg”) =1+1=2;
deg (H3 o sr§+i) = od (H3 o sr%’i) +id (H3 ° sr§+i) =1+1=2.
Begitu pula saat S = {r} diperoleh deg (H3 o rg”) = deg (H3 o srg”) 72,
3.1.4 Graf Koset dari Subgrup Normal H, = {1,772, ...,v" 2%, s,s1?%, ..., sr"" 2%}
Pada bagian ini dikaji sisi berarah dari koset satu ke koset lain dan

sebaliknya pada graf koset dari subgrup normal H, dan subhimpunan {s}, {r}, dan

{1}. Selain itu juga dikaji derajat titik dari graf koset tersebut.

3.1.4.1 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,7%,s,sr*} dan S = {s}
Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o sr?, H, o sr3}. Subhimpunan

S = {s} dengan H, o S o H, = H, tidak memiliki sisi berarah dari titik H, o sr2 ke
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H, o sr3 karena sr3 o (sr?)™1 =r3 ¢ H, o S o H, dan tidak memiliki sisi berarah
dari titik H, o sv3 ke H, o sr? karena sr? o (sr3)" 1 =r ¢ Hy 0 S o H,.
Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,72,s,sr?} dan S = {s} adalah

T'(Dg, HyyHy 0 S o Hy):
Hyosr*? @ @®H,osr3
Gambar 3.34 Graf Koset Dg dengan H, = {1,72,s,sr?} dan S = {s}

Graf I'(Dg, Hy, Hy © S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.34.

3.1.4.2 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,7%,s,sr?} dan § = {r}

Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, © sr?, H, o sr3}. Subhimpunan
S ={r} dengan H,oS o H, = {r,r3 sr,sr3} diperoleh sisi berarah dari titik
H, osr? ke Hy o sr3 karena sr3o (sr?)™1 =r3 € H, oS o H, dan sisi berarah
dari titik H, o s73 ke H, o sr? karenasr? o (sr3)™ ' =r € Hy 0 S o H,.

Jadi graf koset dari Dg terhadap H, = {1,72,s,sr?} dan S = {r} adalah

[(Dg,Hy, Hy 0 S o Hy):

Hy o sr2 @ Hs o sr°

Gambar 3.35 Graf Koset Dg dengan H, = {1,72,s,sr?}dan S = {r}

Pada graf I'(Dg, Hy, Hy © S o H,) seperti pada Gambar 3.35 H, o sr? dan H, o sr3
saling terhubung. od(H, © s7?) = od(H, o sT3) = 1 begitu pula id(H, o sT?) =

id(H, o sr3) = 1. Jadi deg(H, o sr?) = 2 dan deg(H, o sr3) = 2.

3.1.4.3 Graf Koset dari Dg Terhadap H, = {1,7%,s,sr?} dan § = {1}
Diketahui himpunan titik [Dg: H,] = {H, o sr2, H, o sr3}. Subhimpunan

S ={1}dengan H, o S o H, = {1,72,s,sr?} = H, tidak memiliki sisi berarah dari
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titik H, o sr? ke H,osr® karena sr3o(sr?)™'=r3¢ H,oSoH, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H, o s73 ke H, o sv2 karena sr2 o (sr3) ™1 =71 ¢
H,oSoH,.

Jadi graf koset dari Dy terhadap H, = {1,72,s,sr?} dan S = {1} adalah

F(DS, H4, H4 oSo H4):
Hyosr’@® @®H,osr3

Gambar 3.36 Graf Koset Dg dengan H, = {1,72,s,sr?} dan S = {1}

Graf I'(Dg, Hy, Hy © S © H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.36.

3.1.4.4 Graf Koset dari D;, Terhadap H, = {1,7% 1% s,sr? sr*} dan
S = {s}

Diketahui himpunan titik [D;,: Hy] = {H4 © sr2, H, o sr3}. Subhimpunan
S = {s}dengan H, o S o H, = H, tidak memiliki sisi berarah dari titik H, o sT2 ke
H, o sr3 karena sr3 o (sr?)™! =r3 ¢ H, o S o H, dan tidak memiliki sisi berarah
dari titik H, o s73 ke H, o sr? karena sr? o (sr3)™ ' =r & Hy oS o H,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,7%,7%,s,s12,sr*} dan S = {s} adalah

['(D12,Hy, Hy o S o Hy):
H4°sr2. .H4°57‘3

Gambar 3.37 Graf Koset D;, dengan H, = {1,72,1%,s,sr?,sr*} dan S = {s}

Graf I'(Dg, Hy, Hy © S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.37.

3.1.45 Graf Koset dari D;, Terhadap H, = {1,7% 1% s,sr? sr*} dan
S ={r}
Diketahui himpunan titik [D;,: Hy] = {H, o sr?, H, o sr3}. Subhimpunan

S ={r} dengan H, oS o H, = {r,r3,r>, sr,sr3 sr>} diperoleh sisi berarah dari
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titik H, osr? ke H,osr3® karena sr3o(sr?)"1=r3€ H,0oSoH, dan sisi
berarah dari titik H, o s3 ke H, o sr? karenasr? o (sr3)"' =r € Hy oS o H,.
Jadi graf koset dari D,, terhadap H, = {1,72,7%,s,sr?,sr*} dan S = {r} adalah

['(Dyy,Hy,Hy0 S o Hy):

Gambar 3.38 Graf Koset D;, dengan H, = {1,72,7%,s,sr?,sr*} dan S = {r}

Pada graf '(Dy,, Hy, H, © S o H,) seperti pada Gambar 3.38 H, o sr? dan H, o sr3
saling terhubung. od (H, o sv?) = od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o sr?) =
d(H, o sr3) = 1. Jadi deg(H, o sr?) = 2 dan deg(H, o sr3) = 2.
3.1.46 Graf Koset dari D;, Terhadap H, = {1,7% 1% s,sr? sr*} dan
S = {1}

Diketahui himpunan titik [D;,: H,] = {H, o sr?, H, o sr3}. Subhimpunan
S ={1} dengan H,oSoH, = {1,7% 1% 5s,sr? sr*} = H, tidak memiliki sisi
berarah dari titik H, o sv2 ke H, o sr3 karena sr3 o (sr?) "' =r3¢ H,0oSoH,
dan tidak memiliki sisi berarah dari titik H,osr3 ke H,osr? karena
srlo(sr3)'=r¢gH,oSoH,.
Jadi graf koset dari D, terhadap H, = {1,7%,7%,s,sr?, sr*} dan S = {1} adalah

[(Dyg, HyyHy 0 S 0 Hy):
Hyosr’@® ® H,osr3

Gambar 3.39 Graf Koset D;, dengan H, = {1,7%,7%,5,s7%,sr*} dan S = {1}

Graf I'(Dy,, Hy, Hy © S © H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.39.
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3.1.47 Graf Koset dari D, Terhadap H, = {1,7%,1% 15, s, sr?, sr?, sr}
dan § = {s}

Diketahui himpunan titik [D;4: Hy] = {H, © sr?, H, o sr3}. Subhimpunan
S = {s}dengan H, o S o H, = H, tidak memiliki sisi berarah dari titik H, o sT2 ke
H, o sr3 karena sr3 o (sr?)™1 =r3 & H, o S o H, dan tidak memiliki sisi berarah
dari titik H, o s73 ke Hy o sr? karena sr? o (sr3)™1 =r & H, o S o H,. Jadi graf
koset dari Dy terhadap H, = {1,72,7%,1% s,s1%,sr*, sr®} dan S = {s} adalah

['(D1g, HyyHy 0 S 0 Hy):

Hyosr*® ®H,osr?

Gambar 3.40 Graf Koset D, dengan H, = {1,72,1%,7%,s,sr?,sr* sr} dan S = {s}

Graf I'(Dy4, Hy, Hy © S © H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.40.
3.1.4.8 Graf Koset dari Dy Terhadap H, = {1,7%, 1% 19, s, sr?, sr?, sr°}
dan§ = {r}

Diketahui himpunan titik [D,4: Hy] = {H, © sr?, H, o sr3}. Subhimpunan
S ={r}dengan HyoS o H, = {r,r3 1% sr,sr3 sr°} diperoleh sisi berarah dari
titik H,osr? ke H,osr® karena sr3o(sr?) ' =r3€ H,0SoH, dan sisi
berarah dari titik H, o sr3 ke H, o sv? karenasr? o (sr3)"' =r € H, oS o H,.
Jadi graf koset dari D4 terhadap H, = {1,7%,7%,s,s12,sr*} dan S = {r} adalah

['(D16, HayHy Hy o S 0 Hy):

Gambar 3.41 Graf Koset D¢ dengan H, = {1,7%,7%,75,s,s1r2,sr*, sr®} dan S = {r}
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Pada graf I'(Dy4, Hy, Hy © S o H,) seperti pada Gambar 3.41 H, o sr? dan H, o sr3
saling terhubung. od(H, o sT2) = od(H, o sr3) = 1 begitu pula id(H, o sr?) =

id(H, o sr3) = 1. Jadi deg(H, o sr?) = 2 dan deg(H, o sr3) = 2.

3.1.49 Graf Koset dari D, Terhadap H, = {1,7% 14, 1%, s, s1?%, sr*, sr}
dan § = {1}

Diketahui himpunan titik [Dy¢: Hy] = {H, © s72, H, o sr3}. Subhimpunan
S ={1}dengan Hy o S o H, = {1,72,s,sr?} = H, tidak memiliki sisi berarah dari
titik H, o sv%2 ke H,osr3 karena sr3o(sr?)™'=7r3¢ H,oSo H, dan tidak
memiliki sisi berarah dari titik H, o sr3 ke H, o sT? karena sr?o (sr3) 1 =r ¢
H, o SoH, Jadi graf koset dari D4 terhadap H, = {1,7%,74,1%,s,sr?, sr*, sr6}
dan S = {1} adalah
T(Dyg, Hy Hy 0 S © Hy):

H4°T. .H4°ST

Gambar 3.42 Graf Koset D, dengan H, = {1,72%,7%,7%,s,sr?,sr* sr} dan § = {1}

Graf I'(Dg, Hy, Hy © S o H,) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.42.
3.1.4.10 Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal
H,={1,7% .., ,m™2%s5s,5sr% .., sr"?)
Berdasarkan subbab 3.1.5.1 hingga 3.1.5.9, diperoleh karakteristik graf
koset dari subgrup normal H, = {1,r%,..,v"2,s,sr? ...,sr™ 2} pada grup

dihedral seperti pada tabel berikut:
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Tabel 3.4 Tabel Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal

H,={1,7% ., ,r"?

sr™2} pada D,,,

H, 2 D,,

Titik pada
Graf Koset

(Koset-koset)

Keterhubungan

Derajat Titik

{1,72,s,sr?}

H,os=H,osr?

1) Hyol=H,or?=
2) JEl, o= Bl o7

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o s73
dan H, o sr3 tidak
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sT3) =
0

H, o sr? terhubung ke
H, osr3dan Hy o sr3
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT2) =
deg(H, o sT3) =
2

H,osr =H,osrs

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o sr3
dan H, o sr3 tidak
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sT3) =
0

{1,734,

s,sr2, s}

Hyor®

Hyosr =H,osr3=H,osr>

1) H401=H4or2=1-]4or4=
TIYsa="H Y5 = L1/¥oxsiti

2) H4°T'=H4°T'3

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o sr3
dan H, o sr3 tidak
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sT3) =
0

H, o sr? terhubung ke
H, osr3dan H, osr3
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o s12) =
deg(H, o sT3) =
2

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o sr3
dan H, o sr3 tidak
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sr3) =
0

2 4 6
L i,

SKsTANsTeNS O

H4°T'6_
...=H405r6
...:H4o‘r7:

1) H4°1
Hyos
2) Hyor

H, o sr’

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o sr3
dan H, o sr3 tidak
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sT3) =
0

H, o sr? terhubung ke
H, osr3dan H, o sr3
terhubung ke H, o sr?

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sr3) =
2

Hyosr

H, o sr? tidak

terhubung ke H, o sr3
dan H, o sr3 tidak

deg(H, o sT?) =
deg(H, o sT3) =
0

terhubung ke H, o sr?
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H, o sr?t tidak
terhubung ke ,
H, o sr?i+1dan |de8(Hs© sr?) =
{s} il deg(H, o sr?*1) =
I H, o sT?'*1 tidak Bl 0
.Jl 5 T A terhubung ke
Nx a NL t: H4_ ° STZL
% % ey H, o sr?! terhubun ,
(1L,rert 2, | S S Teiw k:‘ H. o sp2itl dar? deg(H, o s7%') =
DZn 2 4 - TITIT Il VI {T'} 4—2‘ . deg(H4OST'2i+1)=
s,sré,sré, sty L L e H, o sr?/*1 terhubung 5
[RTRNTRN ke Hy o sr*!
—w ok g H, o sT?! tidak
WL L E terhubung ke :
S S H, o Sr2i+gl dan deg(H, o sr?') =
—~ —~ {1} 4 p ; de (H osr2i+1) =
SR Cl H, o sr?'+1 tidak St
terhubung ke 0
H, o sr¥
Teorema 4

Diberikan grup D,, dengan n genap dan n >4. H, = {1,7%, .., 2, 5s,s1?,

..., sT™ 2} adalah subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) Jika S = {r} maka graf I'(D,,,, H4, H, ° S o H,) adalah digraf sikel berorder 2.

i) Jika S = {s} atau S = {1} maka graf I'(D,,, Hy, H, © S o H,) adalah digraf nol
berorder 2.

Bukti:

Diketahui D,, = {1,7,7%, ..., "1, s,sr,s1%, ..,sr™" 1} dan H, = {1,72, ..., 772,

s,sr?,...,sr™ 2}, Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari H, di D,,, adalah

2771 =2 koset vaitu H,={1,7r% .., "2 5s,sr?% .., st 2} =H,osr? dan
(r,r3, ..., v Y sr,sr3, .., s} = H, o sr?/t1 sebarang i dan j. Sehingga
{Hy o sr?, Hyo st} untuk suatu 1 < i,j < % — 1 merupakan himpunan titik
pada graf kosetnya.

i) Ambil S = {r}sehingga Hy o S o H, = {r, 73, .., 7" L, s1,s13, ..., sT™ 1},

Karena sr?/*lo (eri)_l =rn20-D-1 e 4, 0SoH, maka terdapat sisi

. . . . . . -1
berarah dari H,osr? ke H,osrZ*l Sebaliknya sr2io(srZ/*l) = =
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rn20=N+1 e H, 0 So H, maka terdapat sisi berarah dari H, o sr®/*! ke
H,osr'. Terbukti bahwa jika S = {r} maka graf T'(Dy,, Hys, Hyo S o Hy)
adalah digraf sikel berorder 2.

i) Ambil S = {s} sehingga H,oSoH,=H, Karena sr?*!o (er")_1 =
rn=20-0-1 ¢ H, maka tidak terdapat sisi berarah dari H, o sr’ ke H, o sr2i+1,
Sebaliknya karena sr2i o (sr2/+1)™" = pn=2(-N*1 ¢ H, maka tidak terdapat
sisi berarah dari H, o sr?/*1 ke H, o sr'. Begitu pula untuk S = {1} sehingga
HyoSoH, =H,. Jadi, jika S={s} atau S={1} maka graf

['(Dyp, Hy, Hy © S o Hy) adalah digraf nol berorder 2.

Akibat 4
Jika Hy = {1,72,...,7""2,s,sr?%,...,st™" 2} dan S = {r} maka semua titik pada
graf I'(D,,, Hy, Hy © S o H,) adalah berderajat dua.

Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 4 saat S = {r} diperoleh od(H, o sr?') = 1 dan
id(H, o st?*1) = 1. Sebaliknya od (H, o st>/*1) = 1 dan id(H, o sr?') = 1.
Jadi deg(H, o s72%) = od(H, o st%) + id(Hy 0 s7?)) = 14+ 1 = 2, begitu pula

deg(H, o sr#*1) = od(Hy o st*) + id(Hy o sTP ) =1+ 1 =2,

3.15 Graf Koset dari Subgrup Normal Hs = {1,7%,...,7"" 2, sr,sr3, ..., sT™" 1}
Pada bagian ini dikaji sisi berarah dari koset satu ke koset lain dan
sebaliknya pada graf koset dari subgrup normal Hg dan subhimpunan {s}, {r}, dan

{1}. Selain itu juga dikaji derajat titik dari graf koset tersebut.
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3.1.5.1 Graf Koset dari Dg Terhadap Hs = {1,72%,sr,sr3} dan § = {s}
Diketahui himpunan titik [Dg: Hs] = {Hs o s73, Hs o s}. Subhimpunan

S ={s} dengan HgoSoHs ={r,73,s,sr?} diperoleh sisi berarah dari titik

He o sr3 ke Hs o s karena s o (sr3)™1 =13 € Hs o S o Hs dan sisi berarah dari

titik Hs o s ke Hg o sr3 Kkarenasr3os ' =r € Hg o S o H:.

Jadi graf koset dari Dg terhadap Hg = {1,72, sr,sr3} dan S = {s} adalah

F(Dg,Hs,Hs oSo Hs):

Hsosrst<>’ Hgos

Gambar 3.43 Graf Koset Dg dengan Hs = {1,72,sr,sr3}dan S = {s}

Pada graf I'(Dg, Hs, Hs o S o Hs) seperti pada Gambar 3.43 Hs o sr3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sT3) = od(Hs o s) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.1.5.2 Graf Koset dari Dg Terhadap Hs = {1,7%,sr,sr3} dan S = {r}

Diketahui himpunan titik [Dg: Hs] = {Hs o s73,Hs o s} . Subhimpunan
S ={r} dengan HgoSo H: = {r,7v3,s,sr?} diperoleh sisi berarah dari titik
Hg o sT3 ke Hg o s karena s o (sr3)™1 =73 € Hg 0 S o Hs dan sisi berarah dari
titik Hs o s ke Hg o s> karenasr®os ™' =1 € Hg o S o Hs.
Jadi graf koset dari Dg terhadap Hs = {1,712, sr,sr3} dan S = {r} adalah

['(Dg, Hs, Hs o S o Hy):
Hs o sr3 Hgos

Gambar 3.44 Graf Koset Dg dengan Hg = {1,72,sr,sr3}dan S = {r}
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Pada graf I'(Dg, Hs, Hs o S o Hs) seperti pada Gambar 3.44 Hg o sr3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sr3) = od(Hs o s) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.1.5.3 Graf Koset dari Dg Terhadap Hs = {1,7%,sr,sr3} dan § = {1}

Diketahui himpunan titik [Dg: Hs] = {Hs o s73, Hs o s}. Subhimpunan
S = {1} dengan Hs o S o Hs = {1,712, sr,sr3} = H; tidak memiliki sisi berarah.
Jadi graf koset dari Dg terhadap Hs = {1,72, sr,sr3} dan S = {1} adalah

I'(Dg, Hs, Hs © S o Hs):

Hiosr® @ @ H.os
Gambar 3.45 Graf Koset Dg dengan Hs = {1,72,sr,sr3}dan S = {1}

Graf I'(Dg, Hs, Hs © S o Hs) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.45.

3.15.4 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hs = {1,7% 1% sr,sr3 sr°} dan
S = {s}

Diketahui himpunan titik [D;,: Hs] = {Hs o sr3, Hs o s}. Subhimpunan
S ={s} dengan Hs oS o Hs = {r, 3,15 s,sr?, sr*} diperoleh sisi berarah dari
titik Hg o s73 ke Hg o s karena s o (sr3)™t =13 € Hg o S o Hg dan sisi berarah
dari titik Hs o s ke Hg o s73 karenasr3os ™ =1 € H; o S o H:.

Jadi graf koset dari D, , terhadap Hg = {1,72,7%,sr,sr3,sr°} dn S = {s} adalah

['(Dy2,Hs,Hs © S o Hs):

Gambar 3.46 Graf Koset Dy, = {1,72,7%,sr,sr3,sr5} dengan Hg dan S = {s}
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Pada graf I'(Dg, Hs, Hs o S o Hs) seperti pada Gambar 3.44 Hg o sr3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sr3) = od(Hs o s) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.155 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hs = {1,7% 1% sr,sr3 sr°} dan
S ={r}

Diketahui himpunan titik [D;,: Hs] = {Hs o sr3, Hs o s} . Subhimpunan
S ={r} dengan Hs o S o H: = {r,r3,15s,sr?, sr*} diperoleh sisi berarah yang
sama seperti graf I'(D;,, Hs, Hs © S o Hs) pada Gambar 3.46.

Jadi graf koset dari D,, terhadap Hs = {1,72,7%,sr,sr3,sr>} dan S = {r} adalah

I'(D12,Hs,Hs © S © Hs):

H505T3© Hsos

Gambar 3.47 Graf Koset D;, dengan Hs = {1,72,7%,sr,sr3,sr°} dan S = {r}

Pada graf I'(Dg, Hs, Hs o S o H:) seperti pada Gambar 3.44 Hs o sr3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sT3) = od(Hs o s) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.15.6 Graf Koset dari Dy, Terhadap Hs = {1,7% 1% sr,sr3 sr’} dan
s ={1}

Diketahui himpunan titik [D;,: Hs] = {Hs o sr3, Hs o s}. Subhimpunan
S =1{1} dengan HsoSoHs = {1,72,r% sr,sr3 sr>} = Hs tidak memiliki sisi
berarah.

Jadi graf koset dari D, terhadap Hs = {1,72,7%,sr,sr3,sr*} dan § = {1} adalah
['(D12,Hs, Hs © S ° Hs):
Hgosr® @ ® Hsos
Gambar 3.48 Graf Koset D,, dengan Hg = {1,72,7%, sr,sr3,sr%} dan § = {1}
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Graf I'(D,,, Hs, Hs © S o Hg) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.48.

3.15.7 Graf Koset dari Dy¢ Terhadap Hs = {1,7%,7%,75,sr,s13, 515, 517}
dan § = {s}

Diketahui himpunan titik [Dye: Hs] = {Hs o sT3,Hs o s} . Subhimpunan
S ={s} dengan HgoSoHs={r,v3r>%r7,sr,sr3sr>sr’} diperoleh sisi
berarah dari titik Hs o s73 ke Hs o s karena s o (sr3)™1 =73 € H; o S o Hs dan
sisi berarah dari titik Hs o s ke Hg o s73 karenasr3os ' =1 € Hg o S o H.
Jadi graf koset dari D;¢ terhadap Hs = {1,72,7%,7%,sr,s13,sr°,sr’} dan S = {s}

adalah
F(D16,H5,H5 o S o Hs):

HqOST3 H;OS

Gambar 3.49 Graf Koset D, dengan Hg = {1,72,7%,7°,sr,s13,sr% sr”} dan S = {s}

Pada graf I'(Dy¢, Hs, Hs o S o H:) seperti pada Gambar 3.49 Hs o sr3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sT3) = od(Hs os) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.15.8 Graf Koset dari D¢ Terhadap Hs = {1,72,1r* 18, sr, sr3, s15, sr7}
dan S = {r}

Diketahui himpunan titik [Dye: Hs] = {Hs o sT3,Hs o s}. Subhimpunan
S={r} dengan HsoSoHg={r,r3r%r7, sr,sr3 sr5sr’} diperoleh sisi
berarah yang sama seperti graf I'(D;¢, Hs, Hs © S o Hg) pada Gambar 3.49. Jadi
graf koset dari D¢ terhadap Hg = {1,72,7%,7°,sr,sr3,sr°,sr7} dan S = {r}

adalah
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F(D16,H5,H5 o S o HS):

Gambar 3.50 Graf Koset D, dengan Hs = {1,72,7%,7%,sr,s13,sr%, sr”} dan S = {r}

Pada graf I'(Dy¢, Hs, Hs o S o H:) seperti pada Gambar 3.50 Hs o sv3 dan Hs o s
saling terhubung. od(Hs o sr3) = od(Hs o s) = 1 begitu pula id(Hs o sr3) =

id(Hs o s) = 1. Jadi deg(Hs o sr3) = 2 dan deg(Hs o s) = 2.

3.15.9 Graf Koset dari Dy Terhadap Hs = {1,7%,7% 78, st, 513, s1°, 577}
dan § = {1}

Diketahui himpunan titik [D;¢: Hs] = {Hs o s73, Hg o s}. Subhimpunan
S={1} dengan HgoSoHs={1,r%r*7r%sr,sr3sr’sr’}=Hs tidak
memiliki  sisi  berarah. Jadi graf koset dari D¢ terhadap
Hs = {1,7%,7%,7%,sr,sr3,sr> sr”} dan S = {1} adalah

F(D16,H5, HS o S o Hs):
Hiosr® @ ® H.os
Gambar 3.51 Graf Koset D, dengan Hg = {1,72,7%,7°,sr, 513,515 sr”} dan S = {1}

Graf I'(Dq4, Hs, Hg © S o Hg) merupakan digraf nol seperti pada Gambar 3.51.

3.1.5.10 Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal
Hs ={1,7% ...,v" % sr,sr3, ..., sT" 1}

Berdasarkan subbab 3.1.5.1 hingga 3.1.5.9, diperoleh karakteristik graf
koset dari subgrup normal Hg = {1,772, ..., 2 sr,sr3,..,sr™ 1} pada grup

dihedral seperti pada tabel berikut:
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Tabel 3.5 Tabel Karakteristik Graf Koset dari Subgrup Normal

Hs = {1,7%, ..., 7™ 2,sr,s13, ..., s 1} pada D,,,
Titik pada
Dy, Hs 2 D,, Graf Koset (s CSD ) Katerhubungan Derajat Titik
(Koset-koset) = Tn
{s} | Hs o sr3terhubung 3y _
J e ke Hs o s dan Hg o s dgg(’g;[ jr))_‘
S o & & terhubung ke el ©5) =
o 2 ) H: o sr3 2
Dg (1,72, sr,sr3} = ;T °
[ T Hg o s73 tidak
Toso terhubung ke Hg o s | deg(Hs o s13) =
2 {1} dan Hg o s tidak deg(Hs o s) =
e terhubung ke 0
il H o st
[ ST (s} y o3
. f:m& 5 Hs o sr? terhubung deg(Hs o s73) =
° n g o keHsosdaanos e (H OS)_
- T - T terhubung ke & 52 -
(L2, e | {r} Hg o 573
N “© m ~
D1z ST, ST ST} -k :
= T = Hy o sr3 tidak
[ terhubung ke Hs o s | deg(Hs o s13) =
b - {1} | danHgostidak | deg(Hsos) =
e terhubung3ke 0
~ Hg o st
— (V]
. - ) {s} | H, o sr? terhubung deg(H o 577) =
° Gn & ke H; osdan Hs o s 5
~ = oA de —
o g(HS 0 S) -
° ~a °o o ) terhubung ke >
R e o i H o s13
D 1,7 %, 6, o e
16 - -
sr,sr3,sr>,sr’} YRR Hs o s73 tidak
- &5 ou terhubung ke Hs o s | deg(Hs o s13) =
C:.n om om Om {1} dan H5 oS tldak deg(HS o S) =
R terhubung ke 0
- < [—I5 osr3
{s}
{r}
{1}
3 {s} .
:.” NEoR Hs o r?' atau
R Hg o sttt
;n - é,, ;,,2\'/;" terhubung ke
(2t ez s Hyor® " atau | deg(Hs o) =
Dan A N I S \71 ) Hg o sr% dan deg(Hg o s) =
ST, sr2, sTt st 2 o 4 Hg o r%/*1 atau 2
— t -~ ©n _\__4’ H5 o srzj
o e e w E terhubung ke H o
TEEED r2l atau Hg o sr2i+?
= Q
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Hg o 12! atau
Hg o sr?i*+1 tidak
terhubung ke
Hg o r?/*+1 atau
{1} Hg o Sf:zf dan
Hg o %71 atau
Hg o sr? tidak
terhubung ke
Hs o r?! atau
HS ° Sr2i+1

deg(Hg o sT3) =
deg(Hg o s) =
0

Teorema 5

Diberikan grup D,,, dengan n genap dan n = 4. Hs = {1,712, ..., 7" 2,sr,s73,

..., st™ 1} adalah subgrup normal dan S adalah suatu subhimpunan dari D,,,.

i) JikaS = {s}atau S = {r} maka graf I'(D,,, Hs, Hs ° S o Hs) adalah digraf sikel
berorder 2.

i) Jika S = {1} maka graf I'(D,,, Hs, Hs © S o Hs) adalah digraf nol berorder 2.

Bukti:

Diketahui D,, = {1,7,7%,...,v"" 1, s,s7,s1%, ...,sr™" 1} dan H, = {1,772, ..., 7772,
sr,sr3,...,sr™ 1}, Menurut teorema Lagrange, banyak koset dari Hy di Dy,
adalah Z?n = 2 koset yaitu Hg = {1,772, ..., 7™ 2,sr,sr3,..,sr" 1} = H, o sr?i+1
dan {r,73, .., r™ 1 s,sr%, ...,sr"%} = H, o sr?) sebarang i dan j. Sehingga
{Hg o sr?"*1 Ho o sr?/} untuk suatu 1 <i,j < g — 1 merupakan himpunan titik
pada graf kosetnya.

i) Ambil S = {s} sehingga Hg o S o Hg = {r, 73, .., 7" 1, 5,512, ..., s 2}
Karena sr?/ o (srz”l)_1 = r~20-D+1 € H. 0 § o Hy maka terdapat sisi
berarah dari Hsosr?*! ke Hsosr?/. Sebaliknya sr?*lo (srzf)_1 =
rm20=D-1 e H. oS o H: maka terdapat sisi berarah dari Hsosr?/ ke

Hs osri*l, Begitu pula S={r} sehingga HsoSoHs={rr3.. "}
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s,sr?,...,sr™ 2}, Terbukti bahwa jika S = {s} atau S = {r} maka graf
['(Dyn, Hs, Hs © S © Hs) adalah digraf sikel berorder 2.

i) Ambil S = {1} sehingga HsoSoH = Hs. Karena sr?/o (srz”l)_1 =
rn-20-0+1 ¢ H. maka tidak terdapat sisi berarah dari Hs o sr2i*1 ke
Hyosr?. Sebaliknya Karena sr2i*lo(sr2/)™' =yn-2(-D-1¢ H, maka
tidak terdapat sisi berarah dari Hs o sr?/ ke Hs o sr?*1, Jadi, jika S = {1}

maka graf I'(D,,, Hs, Hs o S o Hs) adalah digraf nol berorder 2.

Akibat 5

Graf I'(Dy,,, Hs, Hs o S o Hs) dengan Hs = {1,7%,...,7™ 2, sr,s7r3, ...,sr™ 1} dan
S = {s} atau S = {r} hanya memiliki dua titik yang masing-masing berderajat
dua.

Bukti:

Berdasarkan bukti pada teorema 5 saat S = {s} diperoleh od(Hs o sr?'*1) =1
dan id(Hs o sr?/) = 1. Sebaliknya od(Hs © sv?/) = 1 dan id(Hs o sr'*!) = 1.
Jadi deg(Hs o sr™*1) = od(Hs o st'*™1) + id(Hs o st™1) = 1 + 1 = 2, begitu
pula deg(Hs o st¥) = od(Hs o st?) + id(Hs o s7¥) =1+ 1 = 2.

Begitu pula saat S = {r} diperoleh deg(Hs o sr'*1) = deg(Hs o st?/) = 2.

3.2 Kandungan Hikmah dalam Al-Quran

Al-Quran surat al-Hujurat/49:13 menjelaskan bahwa Allah menciptakan
manusia dari seorang laki-laki dan seorang perempuan dan menjadikan manusia di
muka bumi berbangsa-bangsa dan bersuku-suku supaya saling mengenal.

Sesungguhnya orang yang paling mulia di sisi Allah ialah orang yang
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paling takwa. Selanjutnya dalam QS. Ali-Imran/3:133-135 terdapat ciri-ciri atau

intisari ajaran takwa diantaranya adalah:

1.

2.

3.

4.

Berinfak atau sedekah dalam keadaan lapang atau sempit
Mampu menahan amarah
Mudah memaafkan kesalahan orang lain

Mengingat Allah dan memohon ampunan

Semua orang memiliki kesempatan yang sama untuk menjadi orang yang paling

mulia di sisi Allah. Adapun beberapa cara agar kita dapat menjadi orang yang

bertakwa sesuai QS. Ali-Imran/3:133-135 antara lain:

1.

Berinfak atau sedekah dalam keadaan lapang maupun sempit kepada orang
yang berhak diberi nafkah. QS. al-Bagarah/2:215 menjelaskan bahwa

=/¢~

u‘,_,\,)b uujﬁ\“) JJJ).LbJowM\ J.s u)_uzﬁ; 136 _,b)l_wz

ijzﬁ,}c;mM\QUf}uﬂ\)lw Lnj M‘J‘)M‘)

Mereka bertanya tentang apa yang mereka nafkahkan. Jawablah: "Apa saja harta
yang kamu nafkahkan hendaklah diberikan kepada ibu-bapak, kaum kerabat, anak-
anak yatim, orang-orang miskin dan orang-orang yang sedang dalam perjalanan.”
Dan apa saja kebaikan yang kamu buat, maka sesungguhnya Allah Maha
Mengetahuinya.

Terkait dengan infak ini Rasulullah Saw. bersabda:

ada malaikat yang senantiasa berdo'a setiap pagi dan sore :"Ya Allah
berilah orang yang berinfak, gantinya. Dan berkata yang lain : "Ya Allah
jadikanlah orang yang menahan infak, kehancuran™ (HR. Bukhari).

HR. Muslim dari Abu Dzar, Rasulullah Saw. menyatakan bahwa jika tidak
mampu bersedekah dengan harta maka membaca tasbih, takbir, tahmid, tahlil,
berhubungan suami-istri, dan melakukan kegiatan amar ma'ruf nahi munkar
adalah sedekah.

Hadits riwayat Imam Muslim dari Abu Dzar, Rasulullah Saw. bersabda:
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"Jika tidak mampu bersedekah dengan harta, maka membaca tasbih, takbir,
tahmid, tahlil, berhubungan suami-istri, atau melakukan kegiatan amar
ma ruf nahi munkar adakah sedekah".

Dalam hadits Rasulullah Saw. memberi jawaban kepada orang-orang miskin
yang cemburu terhadap orang kaya yang banyak bersedekah dengan hartanya,
beliau bersabda:

"Setiap tashih adalah sedekah, setiap takbir adalah sedekah, setiap tahmid
adalah sedekah, setiap amar ma'ruf adalah sedekah, nahi munkar adalah

sedekah, dan menyalurkan syahwatnya kepada istri adalah sedekah™
(HR. Muslim).

Mampu menahan amarah dengan berbagai macam cara salah satunya dengan
berwudlu.

Imam Ahmad meriwayatkan dari Abu Dzar, ia berkata, ketika ia sedang
mengairi air ke suatu kolamnya, lalu datang suatu kaum dan berkata: “Siapa
di antara kalian yang berani mendekati Abu Dzar dan menghitung beberapa
rambut kepalanya?” Lalu ada seseorang yang menjawab: “Aku.” Maka orang
itu pun mendatangi kolam itu dan memukulnya. Pada saat itu Abu Dzar
sedang berdiri, lalu duduk dan kemudian berbaring. Maka ditanyakan
kepadanya: “Wahai Abu Dzar, mengapa engkau duduk, kemudian
berbaring?” Maka ia menjawab: “Sesungguhnya Rasulullah Saw. pernah
menyampaikan kepada kami:

“Jika salah seorang di antara kalian marah sedang pada saat itu ia dalam
keadaan berdiri, maka hendaklah ia duduk. Namun jika tidak hilang juga
marahnya maka hendaklah ia berbaring.” (Hadits ini diriwayatkan juga oleh
Abu Dawud dari Ahmad bin Hanbal).

Imam Ahmad meriwayatkan, telah menceritakan kepada kami Ibrahim bin
Khalid, telah menceritakan kepada kami Abu Wa-il Ash-Shan’ani, ia berkata,

kami pernah duduk-duduk di tempat “Urwah bin Muhammad, tiba-tiba

seseorang masuk menemuinya dan berkata dengan Kkata-kata yang
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membuatnya marah, ketika hendak marah ia berdiri dan kembali kepada kami
dalam keadaan sudah berwudlu. Lalu ia berkata: “Ayahku menceritakan
kepadaku dari kakekku, "Athiyyah Ibnu Sa’ad As-Sa’di salah seorang sahabat
Rasululah Saw. ia berkata, Rasulullah Saw. pernah bersabda:

“Sesungguhnya marah itu dari setan dan sesungguhnya setan itu diciptakan
dari api, dan api itu hanya dapat dipadamkan dengan air. Karenanya, jika
salah seorang di antara kalian marah, maka hendaklah ia berwudlu.”
Demikian pula niwayat Abu Dawud.

Imam Ahmad meriwayatkan dari Said bin Mu’adz bin Arias, dari ayahnya,
bahwa Rasulullah pernah bersabda:

“Barangsiapa menahan amarah padahal ia mampu untuk menumpahkannya,
maka Allah akan memanggilnya di hadapan para pemimpin makhluk, lalu
Allah memberinya kebebasan untuk memilih bidadari mana yang ia sukai.”
HR. Abu Dawud, At-Tirmidzi dan Ibnu Majah. At-Tirmidzi berkata: “Hadits
ini hasan gharib.”

Memaafkan kesalahan orang lain dengan berbicara dan memberi salam
“Tidak halal apabila seorang muslim menjauhi kawannya lebih dari tiga
hari. Apabila telah lewat waktu tiga hari tersebut maka berbicaralah
dengannya dan beri salam. Jika ia menjawab salam maka keduanya akan
mendapat pahala dan jika ia tidak membalasnya maka sungguhlah dia
kembali dengan membawa dosanya, sementara orang yang memberi salah
akan keluar dari dosa.”(HR. Muslim).

Dalam kitab al-Mustadrak, al-Hakim meriwayatkan dari "Ubadah bin Ash-

Shamit dari Ubay bin Ka’ab, bahwa Rasulullah Saw. bersabda:

“Barangsiapa yang ingin dimuliakan tempat tinggalnya dan ditinggikan
derajatnya, maka hendaklah ia memberi maaf kepada orang yang telah
menzhalimi-nya, memberi orang yang tidak mau memberi kepadanya dan
menyambung tali silaturahmi kepada orang yang memutuskannya.”
Al-Hakim berkata, hadits ini shahih sesuai dengan syarat Bukhari dan

Muslim, tetapi keduanya tidak mengeluarkannya. Hadits senada juga

diriwayatkan oleh Ibnu Mardawaih.
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4. Memohon ampun kepada Allah dengan mengerjakan shalat taubah

Ketika bertaubat, dianjurkan sekali untuk berwudlu dan shalat dua rakaat. Hal
itu didasarkan pada hadits yang diriwayatkan oleh Imam Ahmad, dari "Ali ra.
ia berkata: “Jika aku mendengar sebuah hadits dari Rasulullah maka Allah
memberi kami manfaat dari hadits itu menurut apa yang dikehendaki-Nya.
Dan jika ada orang selain Rasulullah Saw. yang memberitahu kepadaku
sebuah hadits, maka aku meminta orang itu bersumpah. Jika ia bersumpah
kepadaku, maka aku pun membenarkannya. Abu Bakar pernah memberitahu
kepadaku sebuah hadits, sedangkan Abu Bakar adalah orang yang jujur, ia
pernah mendengar Rasulullah bersabda:
“Tidaklah seseorang berbuat suatu dosa, lalu ia berwudlu dengan
membaguskan wudlunya. Berkata Mis ar, lalu ia shalat, dan berkata Sufyan;
kemudian ia shalat dua rakaat setelah itu memohon ampunan kepada Allah,
melainkan Allah akan mengampuninya.”
Demikian pula diriwayatkan oleh "Ali bin al-Madini, Al-Humaidi, Abu Bakar
bin Abi Syaibah, Ahlus Sunan, Ibnu Hibban di dalam shahihnya, Al-Bazzar,
dan Ad-Daruquthni melalui beberapa sumber dari ‘Utsman bin Al-Mughirah.
At-Tirmidzi berkata: “Hadits tersebut hasan.”
Pada prinsipnya hadits tersebut hasan, berasal dari riwayat Amirul Mukminin
Ali bin Abai Thalib, dari Khalifah Rasulullah, Abu Bakar ash-Shiddiq ra.
Keshahihan hadits tersebut di atas diperkuat oleh hadits yang diriwayatkan
olen Muslim dalam shahihnya dari Amirul Mu’minin ‘Umar bin Al-
Khaththab, dari Rasulullah Saw. beliau bersabda:
“Tidaklah salah seorang di antara kalian berwudlu, lalu ia menyempurnakan
wudlunya itu, lalu ia berdoa: ‘Aku bersaksi bahwa tidak ada Illah yang

berhak untuk diibadahi melainkan Allah saja, Yang Esa, yang tiada sekutu
bagi-Nya, dan aku bersaksi bahwa Muhammad adalah hamba dan Rasul-
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Nya.’ melainkan dibukakan baginya pintu-pintu surga yang berjumlah
delapan, ia dapat masuk dari pintu mana saja yang ia kehendaki.”

Dalam Shahih Bukhari dan Shahih Muslim disebutkan sebuah hadits dari
Amirul Mukminin, ‘Utsman bin ‘Affan ra. bahwa ia pernah mengajarkan
wudlu Rasulullah Saw. kepada orang-orang lain dan berkata, aku pernah
mendengar Rasulullah Saw. bersabda:
“Barangsiapa berwudlu seperti wudluku ini, lalu mengerjakan shalat dua
rakaat dengan khusyu’, maka akan diberikan ampunan atas dosa-dosanya
vang telah lalu.”
Hadits ini sangat kuat dari riwayat Imam yang empat, Khulafaaur Raasyidiin,
dari Sayyidul Awwaliin Wal Aakhiriin dan Rasuulu Rabbul “aalamiin, sesuai
dengan apa yang ditunjukkan oleh al-Quran, bahwa memohon ampunan atas
suatu dosa adalah bermanfaat bagi orang yang telah berbuat maksiat.
Mujahid dan Abdullah bin "Ubaid bin "Umair berkata: “Mereka mengetahui
bahwa siapa yang bertaubat kepada Allah, niscaya Allah akan menerima
taubatnya.”
Avyat ini seperti firman-Nya dalam QS. at-Taubah/9:104 yaitu:
o;&f@ﬁ\ﬂ}ﬁ@ﬁ?ﬁi%}j\

“Apakah mereka tidak mengetahui bahwa Allah akan menerima taubat dari hamba-
hamba-Nya.”

Oleh karena itu orang yang mampu mengerjakan hal-hal sebagaimana orang yang

bertakwa maka orang tersebut akan memperoleh rahmat sehingga dimuliakan oleh

Allah. Dalam QS. al- Hujurat/49:10 dijelaskan bahwa

e 2SI B S 5”’\};4.»0};\5}2}&\@\

Sesungguhnya orang-orang Mukmin adalah bersaudara. Karena itu, damalkanlah kedua
saudara kalian, dan bertakwalah kalian kepada Allah supaya kalian mendapatkan
rahmat.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa
graf koset dari D,, terhadap subgrup normal H dan subhimpunan S jika
HoSoH # H dan banyak kosetnya adalah 2 maka graf I'(D,,, H,H oS o H)
adalah digraf sikel berorder 2. Jika H o S o H # H dengan H = {1,r%,r?%, ...,r" %}
untuk S = {s} maka graf I'(D,,, H,H o S o H) adalah digraf yang memuat d sikel
berorder 2 sedangkan untuk S = {r} maka I'(D,,, H,H o S o H) adalah digraf
yang memuat 2 sikel berorder d. Dan jika H o S o H = H maka membentuk digraf
nol. Kemudian semua titik pada graf I'(D,,, HLHeSo H)dengan HeSo H + H

adalah berderajat dua.

4.2 Saran
Penelitian selanjutnya diharapkan mampu membahas graf koset dari
subgrup normal dan subhimpunan lain pada grup dihedral dan teorema-teorema

lain tentang graf koset.
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