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ABSTRAK

Musthofa, Ahmad Zainul. 2017. Studi Fase Superfluida dari Atom °He dengan
Pendekatan Teori BCS. Skripsi. Jurusan Fisika Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.Pembimbing: (1) Erika
Rani, M.Si. (1) Erna Hastuti, M.Si.

Kata Kunci : Superfluida, Kuasipartikel, Parameter gap BCS, Teori BCS

Superfluida adalah cairan yang memiliki viskositas nol. Cairan ini bisa
diterapkapkan sebagai larutan kuantum pada penelitian spektroskopi, dan bisa digunakan
untuk mengukur sifat gas, karena gas dalam pelarut kuantum ini memiliki derajat
kebebasan rotasi yang efektif. Pada penelitian ini dilakukan studi parameter gap BCS dan
energi kuasipartikel dari fase superfluida dari atom *He dengan pendekatan teori BCS.
Dengan mendefinisikan fungsi gelombang BCS dan Hamiltonian BCS diperoleh Energi
BCS. Energi BCS ini dimasukkan dalam kondisi batas minimum, kemudian diperoleh
matriks parameter gap BCS 4x4. Dari matriks parameter gap BCS 4x4 diperoleh energi
kuasipartikel dengan menggunakan persamaan nilai eigen. Hasil formalisme secara
teoritik menunjukkan bahwa parameter gap BCS dan energi kuasipartikel memiliki dua
keadaan yaitu keadaan Balain-Werthamer (BW) dan keadaan Anderson-Brinkman-Morrel
(ABM). Pada kasus BW, parameter gap BCS selalu mengarah ke luar, dan memiliki
besaran konstan. Sedangkan pada keadaan ABM, parameter gap BCS memiliki arah
konstan di segala ruang, dan lenyap pada dua titik. Secara fisis keadaan BW
berkorespondensi dengan fase-B dari superfluida atom ®He. Sedangkan keadaan ABM
berkorespondensi dengan fase-A dari superfluida atom °He. Dimana sifat superfluida
fase-B dari atom *He lebih stabil dibandingkan fase-A dari atom *He.
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ABSTRACT

Musthofa, Ahmad Zainul. 2017. Study of Phase of Superfluid of Atom *He with BCS
Theoretical Approach . Ungraduate Thesis. Department of Physics Faculty of
Science and Technology State Islamic University Maulana Malik Ibrahim
Malang. Counselor: (1) Erika Rani, M.Si. (1) Erna Hastuti, M.Si.

Keywords: Superfluid, Quasiparticle, BCS gap parameter, BCS theory.

Superfluid is a liquid that has a zero viscosity. This liquid can be applied as a
quantum solution in spectroscopic research, and can be used to measure the characteristic
of the gas, since the gas in this quantum solvent has an effective degrees of freedom of
rotation. In this research, the study of BCS gap parameter and quasiparticle energy of the
superfluid phase of *He atom with BCS theory approach. By defining the BCS wave
functions and BCS Hamiltonian obtained a BCS Energy. The BCS energy is inserted in a
minimum boundary condition, then obtained a BCS gap parameter matrix 4x4. From BCS
gap parameter matrix 4x4 is obtained a quasiparticle energy by using eigen value
equation. The theoretical formalism results show that the parameters of the BCS gap and
quasiparticle energy have two states: the Balain-Werthamer state (BW) and the Anderson
Brinkman Morrel (ABM) state. In the case of BW, the BCS gap parameter always points
outward, and has a constant magnitude. Whereas in the ABM state, the gap parameter
BCS has a constant direction in all spaces, and disappears at two points. Physically the
state of BW corresponds to the B-phase of the superfluid *He atom. While the ABM state
corresponds to the A-phase of the superfluid ®He atom. Where is characteristic of
superfluid the B-phase of *He atom is more stable than the A-phase of *He atom.

XVi
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Onnes (1913) berusaha untuk mencairkan gas helium. Fase cair dari
helium berhasil dicapai, setelah helium didinginkan pada suhu 2,17 K. Helium
cair ini memiliki sifat yang unik. Saat diuji berapa nilai resistivitasnya, nilai yang
didapatkan adalah nol. Onnes mencoba memberikan aliran listrik pada helium cair
itu. Kemudian ia mendapati bahwa arus yang mengalir tidak berkurang sama
sekali meskipun telah mengalir dalam beberapa hari. Fenomena nilai resistivitas
sama dengan nol ini disebut sebagai superkonduktivitas.

Selain fenomena superkonduktivitas, helium cair juga memilki sifat unik
lagi yaitu superfluida. Fase superfluida adalah fase dimana gesekan antar
pertikelnya tidak ada sama sekali, artinya viskositas cairan bernilai nol. Sehingga
alirannya benar benar lancar. Air yang mengalir ini disinggung dalam firman
Allah SWT, ayat terakhir surat al Mulk,

o s gl 18k a8 1t a8 sl Oy 2l o8
“Katakanlah: "Terangkanlah kepadaku jika sumber air kamu menjadi kering;
Maka siapakah yang akan mendatangkan air yang mengalir bagimu?"” (QS al
Mulk: 30)

Kata <\ berarti air, dimana air termasuk katagori fluida. Kata <\« disifati
dengan Kkata (==, dimana kata (== berasal dari fiil madli lafadz == yang berarti
mengalir dengan lancar. Kemudian kata &»= diikutkan wazan Jis2 sehingga

berubah menjadi ¢ixs. Wazan 322 memiliki faidah 42364 atau faidah melebihkan,

Sehingga arti kata == adalah mengalir dengan sangat lancar, ada tambahan kata



sangat. Aliran air yang sangat lancar ini menggambarkan kondisi fisik dari
superfluida (Suyuti, 2004)

Superfluida merupakan sebuah penemuan baru. Sehingoa belum ada
penjelasan teoritis mengenai fenomena tersebut. Untuk menjelaskan fenomena ini,
Fritz London (1938) menyarankan adanya hubungan antara superfluida dan Bose-
Einstein condensation (BEC).

BEC adalah kondisi dimana semua pertikel bosonnya menempati level
energi terendah pada suhu yang cukup rendah. Sehingga baik energi maupun
kecepatan semua partikel menjadi seragam. Ketika dua benda bergerak ke arah
yang sama dengan kecepatan yang sama, maka kedua benda ini tidak akan
mengalami gesekan. Begitupun untuk banyak benda yang memiliki kecepatan
seragam. Oleh karena itu, materi yang mengalami kondisi BEC akan berperilaku
sebagai superfluida.

Einstein (1925) memprediksi fenomena BEC ini. BEC ini berhasil
dikonfirmasi secara eksperimen dengan mengamati fase superfluida dari “He pada
tahun 1938. Akan tetapi, hasil eksperimen menunjukkan bahwa nilai suhu kritis
*He adalah 2,17 K. Sedangkan hasil perhitungan teori BEC menunjukkan bahwa
nilai suhu kritis “He adalah 3,1 K. Suhu kritis sendiri itu adalah suhu maksimal
yang memungkinkan suatu material tetap bersifat superfluida. Perbedaan ini
terjadi akibat pengasumsian pertikel yang terkondensasi adalah partikel boson.
Sedangkan kenyataannya yang terkondensasi adalah elektron, dimana elektron

adalah fermion.



Untuk mengatasi hal ini, Cooper (1956) mengusulkan bahwa pada
kondisi BEC, elektron saling berikatan. Elektron saling berikatan akibat ada gaya
fonon (deformasi getaran kristal). Elektron yang saling berikatan ini selanjutnya
dikenal sebagai pasangan Cooper. Elektron yang saling berikatan ini memiliki
spin yang terakumulasi. Untuk itu, total spinnya adalah bulat, sehingga pasangan
elektron memenuhi statistik Bose-Einstein.

Berdasarkan asumsi pasangan elektron, Bardeen, Cooper, dan Schrieffer
(BCS) (1957) mengeksplorasi teori BEC. Kemudian teori ini dinamakan teori
BCS. Teori ini mampu menjelaskan fenomena eksperimental yang penting. Misal
efek isotop:

T, oc M~ (1.1)
dimana perubahan suhu transisi berhubungan dengan massa kristal ion, M. Teori
BCS memprediksikan bahwa « adalah 1/2.

Sebenarnya teori BCS ini adalah teori penjelas fenomena
superkonduktor. Akan tetapi, karena ada kemiripan sifat antara seperkonduktor
dan superfluida dalam hal tidak adanya hambatan (Kalau dalam superkonduktor
tidak ada hambatan listrik. Sedangkan superfluida tidak ada hambatan gerak
fluida). Maka diusulkan teori BCS sebagai penjelas fenomena superfluida.

Pada tahun 1972 ditemukan fase superfluida dari *He. Fase superfluida
atom *He ditemukan pada suhu 2 mK. Akan tetapi *He adalah atom fermionik
sedangkan teori BCS hanya berlaku untuk atom bosonik. Untuk mengatasi

masalah ini dilakukan analogi fase superfluida dari teori BCS. Akan tetapi *He



yang tidak ada kesamaan fonon. Gaya Van Der Walls antar atom °He tidak
menghasilkan ikatan yang kuat.

Legget (1975) berhasil menemukan interaksi efektif antar atom >He.
Interaksi ini mampu mengikat dua atom *He. Sehingga pasangan antar atom *He
ini bisa dianggap sebagai atom bosonik.

Pada superfluida atom *He ditemukan dua transisi suhu yang berbeda.

Kedua transisi itu dinamai fase A dan fase B sesuai dengan gambar 1.1

y L Solid

3| Superfluid A phase

- Superfluid B phase

Pressure (MPa)
\%
]

Normal fluid

0 1 | 2 ' 3
Temperature (mk)
Gambar 1.1 Transisi Fase A dan Fase B pada Superfluida ®He (Legget, 1975).

Fase A berada pada tekanan 2-3,5 Mpa, dan suhu sekitar 2,1 mK, yakni
di daerah yang berwarna merah muda. Sedangkan fase B berada pada tekanan di
bawah 3 Mpa dan suhu di bawah 2 mK, yakni di daerah warna biru muda. Fase B
memiliki sifat superfluida yang lebih stabil dibandingkan dengan fase A. Oleh
karena itu, dilakukan studi mengenai parameter gap BCS dan energi kuasipartikel

dari fase superfluida dari atom *He dengan pendekatan teori BCS (Annet, 2004).



1.2 Rumusan Masalah
1. Bagaimana formulasi dan interpretasi parameter gap BCS dari fase
superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS?
2. Bagaimana formulasi dan interpretasi energi kuasipartikel dari fase

superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS?

1.3 Tujuan
1. Untuk mengetahui formulasi dan interpretasi parameter gap BCS dari fase
superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS.
2. Untuk mengetahui formulasi dan interpretasi energi kuasipartikel dari fase

superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS.

1.4 Manfaat
1. Dapat mengetahui formulasi dan interpretasi parameter gap BCS dari fase
superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS.
2. Dapat mengetahui formulasi dan interpretasi energi kuasipartikel dari fase

superfluida dari atom ®He dengan pendekatan teori BCS.

1.5 Batasan Masalah
1. Objek penelitian dikaji dalam ranah kuantum non relativistik.

2. Penelitian dikaji dalam suhu rendah atau mendekati nol mutlak.



BAB Il
SUPERFLUIDITAS ATOM HELIUM

2.1 Karakteristik Helium

Helium merupakan unsur kimia dengan nomor atom 2, nomor massa 4,
biasa disimbolkan dengan He. Helium memiliki sifat hampir inert, tak berasa, tak
berbau, tak berwarna, tak beracun, dan berupa gas monatomik. Titik lebur dan
titik didihnya adalah yang paling rendah di antara semua unsur. Helium selalu
ditemui dalam wujud gas, kecuali jika helium berada dalam suhu yang rendah dan
tekanan tinggi. Helium memiliki isotop stabil, yakni *He. Akan tetapi *He sangat
jarang dijumpai karena kelangkaannya (Onnes, 1913).

Helium merupakan unsur paling ringan dan paling banyak kedua setelah
Hidrogen. Helium banyak ditemukan pada permukaan Matahari dan Yupiter. Hal
ini disebabkan tingginya energi ikat inti per nukleon dari atom “He dibandingkan
dengan tiga unsur lain setelah Helium, yakni °Li, ‘Li dan *He. Di alam semesta,
helium paling banyak berwujud “He, yang dipercaya terbentuk semasa Big Bang.
Beberapa helium baru juga terbentuk lewat fusi nuklir hidrogen dalam bintang
semesta (Onnes, 1913).

Di permukaan Bumi, gas ini sangat jarang dijumpai. Hal ini dikarenakan
massa jenisnya yang sangat ringan, dan jumlahnya sangat kecil, yakni 0,00052%
dari volume atmosfer. Kebanyakan helium yang ditemukan di Bumi diperoleh
dari peluruhan radioaktif atom-atom berat, misalnya torium dan uranium.

Peluruhan tersebut menghasilkan partikel alfa berinti atom “He (Onnes, 1913).



2.2 Superfluida “He

Pada bulan Januari 1938, JF Allen dan AD Misener berhasil menemukan
fenomena menarik dari atom “He. Fenomena ini terjadi pada atom *He pada suhu
di bawah 2.17 K. Kemudian mereka menerbitkan bukti eksperimental bahwa
hidrodinamika helium cair tidak klasik, helium cair bersifat seperti cairan
kuantum, yakni mengalir tanpa ada berkurangnya energi (Allen, 1938).

Ketika suhu helium diturunkan, ada hal menarik yang terjadi pada kalor
jenisnya. Pada saat suhunya diturunkan, kalor jenisnya bertambah besar sampai
kalor jenis maksimumnya pada suhu 2,17 K. Kemudian kalor jenisnya mulai
menurun saat suhu diturunkan. Jika digambarkan sebuah grafik antara suhu dan
kalor jenis, didapatkan grafik yang mirip dengan huruf Yunani A (lambda), seperti
gambar 2.1. Fenomena menarik ini disebut transisi lambda. Sedangkan suhunya

dinamakan suhu lambda (TA) (Keesom,1930).

Kalor Jenis |
Heltum-4 /

2.17 Suhu [kg'_]vin}
Gambar 2.1 Grafik Kalor Jenis “He sebagai Fungsi Suhu (Keesom, 1930)

Keesom memberi nama helium | pada cairan helium yang suhunya di

atas TA dan helium Il pada cairan helium yang suhunya di bawah TA . Di
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laboratoriumnya di Leiden, Keesom menemukan bahwa helium 11 mampu
mengalir melalui pori-pori sangat mungil pada tahun 1930 (Keesom,1930).

Pada tahun 1935 di Toronto, JO Wilhelm, AD Misener dan AR Clark
mengukur viskositas helium cair dengan pendulum torsi dan ditemukan bahwa
viskositasnya menurun tajam di bawah TA. Mereka memulai sebuah studi
sistematis tentang aliran cairan helium ini. Mereka mencoba mengalirkannya
melalui kapiler cairan klasik yang mematuhi hukum Poiseuille. Dari percobaan
ini, mereka mendapati laju alirannya proporsional meski tekanan di kapiler
berbeda-beda, dan tetap proporsional dalam berbagai jari-jari kapiler. Oleh karena
itu, Allen dan Misener menemukan bahwa, di bawah T\, laju alirannya tidak
hanya tinggi, tapi memang tidak terpengaruh oleh tekanan dan jari-jari kapiler
yang telah mereka ganti sebanyak 50 kali. Jelas, ini menunjukkan bahwa cairan
ini bukan cairan klasik (Misener, 1935).

Sesuai dengan hasil temuan JF Allen dan AD Misener, Kapitza
memperkenalkan kata superfluida sebagai istilah perilaku anomali ini. Istilah ini
diperkenalkan oleh Kapitza dalam jurnal Nature. Namun dalam jurnal itu, Kapitza
tidak menjelaskan bahwa superfluida memiliki hubungan dengan superkonduktor.
Artikelnya pada tahun 1938 tidak mengandung kuantitatif pengukuran. Dia baru
melakukan pengukuran eksperimental yang luar biasa selama tahun-tahun
berikutnya (Kapitza, 1938).

Penemuan superfluida ini adalah penemuan baru. Sehingga belum ada
teori yang menjelaskan mengenai superfluida. Untuk itu, F. London menyarankan

agar helium superfluida membentuk gelombang materi makroskopik, sebagai



konsekuensi dari Bose-Einstein Condensation (BEC). Superfluiditas gas dingin ini
segera ditunjukkan juga (Pines, 1999).

Pada bulan Februari 1938, JF Allen dan H. Jones menerbitkan penemuan
menakjubkan lainnya. Mereka telah menemukan efek termomekanis yang luar
biasa. Saat Helium superfluida dipanaskan pada satu sisi media berpori atau
kapiler tipis, tekanannya meningkat sehingga menghasilkan sedikit air mancur di
ujung tabung yang berisi cairan. Fenomena ini kemudian dinamai efek air mancur.
Efek air mancur adalah fenomena spektakuler yang tidak mungkin bisa dipahami
dengan termodinamika klasik. Inilah yang memacu Fritz London untuk meneliti

lebih lanjut mengenai helium cair ini (Allen, 1938).

2.3 Teori BEC

Partikel berdasarkan spinnya, bisa dikelompokkan menjadi boson dan
fermion. Fermion memiliki spin pecahan yang merupakan kelipatan setengah.
Sehingga keadaan statistiknya mengikuti prinsip larangan Pauli. Sedangkan boson
memiliki spin bulat. Hal ini menyebabkan statistik boson mengikuti statistik
Bose-Einstein. Dimana statistik Bose-Einstein tidak mengikuti prinsip larangan
Pauli. Hal ini membolehkan semua boson menempati keadaan kuantum yang
sama (Jones, 2002).

Pada saat didinginkan, partikel boson dari suatu meterial akan mengalami
perpindahan keadaan kuantum. Perpindahan ini terjadi dari keadaan tinggi menuju
ke keadaan rendah. Jika material itu terus didinginkan hingga suhu yang sangat
rendah, mendekati nol mutlak. Maka semua partikel bosonnya akan menempati

tingkat energi yang terendah. Inilah yang dinamakan sebagai kondensasi Bose-
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Einstein, yakni keadaan dimanaseluruh partikel bosonnya berada dalam tingkat

energi terendah (Pethick, 2001).

2.4 Prediksi Teori BEC

Pada akhir tahun 1930an, setelah kemunculan prediksi Einstein tentang
BEC, ditemukan fase superfluida atom *He. Fase superfluida atom “He ditemukan
di bawah titik lambda, yakni sekitar 2.2 K. Karena *He memiliki jumlah neutron
genap, yakni dua neutron. Maka “He termasuk atom bosonik. Sehingga
superfluiditas atom “He bisa dihubungkan dengan teori BEC milik Bose-Einstein.

Bose-Einstein memprediksi suhu kritis BEC sebesar (Griffith, 2005).

T. = Znhz( n )2/3 2.1)

mkg \2,612

Dengan menggunakan densitas atom “He, p ~ 145 kg/m® dan massa
atomik, m = 4m,, untuk mencari mol atom, n = m/p didapatkan nilai n = 1,05x10"
% Dengan menggunakan nilai n = 1,05x10°* bisa didapatkan nilai suhu kritis, T
dengan menggunakan persamaan (2.1). Nilai suhu kritis yang didapatkan adalah
3,1 K. Akan tetapi nilai ini tidak sama dengan hasil eksperimen. Suhu kritis yang
diperoleh dari eksperimen adalah 2,2 K (Annet, 2004).

Kesalahan ini disebabkan teori BEC hanya berlaku pada gas boson ideal,
dan mengabaikan interaksi antar partikel. Sedangkan pada kasus atom “He,
interaksi partikel tidak bisa diabaikan. Oleh karena itu, kasus *He tidak bisa
dijadikan sebagai kasus yang pas untuk teori BEC.

Pada tahun 1995, eksperimen yang membuktikan kebenaran toeri BEC

berhasil dilakukan. Tapi keberhasilan ini tidak pada atom Helium. Keberhasilan
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ini terjadi pada atom kumpulan gas alkali atom logam. Teknik untuk menjebak
dan mendinginkan atom dalam medan magnetik dan laser traps telah
dikembangkan secara bertahap dalam dua dekade terakhir. Densitas atom di dalam
trap adalah sekitar 10**-10"® cm, yang beberapa orde lebih kecil dari kepadatan
atom “He, yaitu sekitar n ~ 2x10%? cm™. Selanjutnya massa atom alkali jauh lebih
tinggi daripada untuk “He, terutama untuk atom alkali berat seperti ’Rb. Dengan
menggunakan persamaan 2.1, bisa didapatkan nilai T, sekitar 10° — 10 kali
lebih kecil daripada nilai T. milik “He. Sehingga didapatkan nilai suhu kritis, T,

sekitar 10 nK — 1 uK (Annet, 2004).

2.5 Teori BCS

Teori BCS adalah tentang superkonduktor yang lebih terinci melibatkan
mekanika kuantum yang dalam. Teori ini diajukan oleh Barden, Cooper dan
Schrieffer pada tahun 1957, kemudian dikenal dengan nama teori BCS. Pada
tahun 1972 mereka memenangkan hadiah Nobel sebagai penghargaan atas
penemuan teori BCS (Waldram, 1996).

Seperti yang telah dijelaskan, teori BCS adalah teori untuk
superkonduktor. Karena superkonduktor dan superfluida memiliki kesamaan
dalam hal tidak adanya hambatan. Maka beberapa ilmuwan mengusulkan adanya
hubungan antara superkonduktor dan superfluida. Oleh karena itu, teori BCS
digunakan sebagai teori penjelas superfluida.

Dalam teori ini dikatakan bahwa semua fermion selalu dalam keadaan
berpasang-pasangan. Pasangan-pasangan ini disebut pasangan Cooper. Fermion

berpasangan agar mereka bisa berubah menjadi boson. Karena fermion telah
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berubah menjadi boson, maka pasangan fermion bisa membentuk kondensat
Bose-Einstein (Khaltnikov, 1965).

Dalam fluida biasa atom bergerak sendiri-sendiri, dan akan kehilangan
sebagian energinya, akibat tumbukan dengan atom yang lainnya. Sedangkan pada
superkonduktor, atom bergerak dengan kecepatan seragam dan searah. Keadaan
ini bisa terjadi akibat semua atom berada pada keadaan kuantum yang sama. Oleh
karena keadaan kuantum mereka semuanya sama, maka suatu atom tidak dapat
terhambur tanpa mengganggu pasangannya, padahal pada suhu T < T. getaran
kerangka tidak memiliki cukup energi untuk mematahkan ikatan pasangan
tersebut. Akibatnya mereka tahan terhadap hamburan, jadilah bahan tersebut

superkonduktor (Rickayzen, 1965).

2.6 Prediksi Teori BCS

Teori BCS ini berangkat dari asumsi Cooper yang menyatakan bahwa
elektron berpasangan. Teori ini memprediksi nilai energi gap antara fase normal
dan fase superkonduktor. Energi gap ini adalah energi yang diperlukan partikel
untuk masuk dari fase normal ke dalam material superkonduktor. Energi gap ini
telah berhasil dikonfirmasi oleh eksperimen. Selain itu, pasangan Cooper juga
telah berhasil dikonfirmasi (Annet, 2004).

Sebuah konfirmasi lebih lanjut mengenai keberadaan pasangan Cooper,
dan energi gap BCS disediakan oleh hamburan Andreev. Anggap sebuah interface
antara logam normal dan logam superkonduktor, seperti yang ditunjukkan pada
gambar 2.2. Anggaplah sebuah elektron bergerak dalam logam dengan energi

Ek. Jika energinya berada di bawah energi gap superkonduktor, maka elektron
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tidak dapat menyebar ke superkonduktor, dan karenanya elektron tersebut
terpantul sempurna pada interface. Ini adalah refleksi partikel normal. Tapi
Andreev menyadari bahwa proses lain mungkin dilakukan. Jika energi elektron
lebih besar daripada energi gap superkonduktor, maka elektron dapat bergabung
dengan elektron lain dan membentuk pasangan Cooper, dan akan lolos dengan
bebas ke superkonduktor (Annet, 2004).

Pada saat terjadi pantulan pada interface Andreev, ada beberapa syarat
yang harus terpenuhi. Syarat tersebut antara lain: Dengan hukum kekekalan
muatan, sebuah hole harus tertinggal. Dengan hukum kekekalan momentum, hole
ini harus memiliki momentum yang sama persis namun berlawanan dengan
elektron aslinya, -k. Untuk alasan yang sama, hole juga akan memiliki spin yang
berlawanan. Oleh karena itu, didapatkan situasi seperti ditunjukkan pada gambar

2.2

Normal metal

-¢, k', o

Gambar 2.2 Hamburan Elektron dalam‘ Ldgam dan Supérkonduktor (Annet,2004)

Elektron masuk dapat direfleksikan baik sebagai elektron, dengan vektor
k yang terproyeksi secara specular, atau dapat direfleksikan sebagai hole dengan
spin dan momentum yang berlawanan. Dan hole bergerak kembali persis di
sepanjang jalur elektron asal. Bukti langsung untuk kejadian hamburan semacam

itu dapat ditemukan dengan menyuntikkan elektron ke interface seperti gambar
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2.2. Katakanlah dengan tunneling elektron. Hole akan kembali dengan membawa
muatan positif, dan bergerak ke arah yang berlawanan dengan elektron yang
disuntikkan, jika A = 0, atau jika elektron tunnelling disuntikkan dengan tegangan
di atas energi gap , V > A (Annet,2004).

Sebuah fitur menarik dari pantulan Andreev adalah bahwa elektron dan
hole-nya memiliki keadaan kuantum yang persis namun terbalik, hal ini

berkorespondensi dengan,

—e—e,
k- —k,
o— —ao, (2.2)

muatan, momentum, dan spin. Pada dasarnya ini timbul karena pasangan Cooper
dalam fungsi gelombang BCS adalah pasangan waktu yang dibalikkan keadaan
partikel tunggal. Implikasi yang sangat mengejutkan dari fakta ini ditunjukkan
oleh PW Anderson. Dia mencatat bahwa jika kisi kristal teratur karena impuriti,
maka teorema Bloch tidak lagi berlaku, dan momentum kristal k bukan bilangan
kuantum yang baik. Tapi, meski dalam sistem yang sangat kacau fungsi partikel

partikel tunggal masih datang dalam waktu pasang terbalik (Annet,2004).

2.7 Superfluida *He
2.7.1 Observasi Eksperimental Kondensasi Superfluida dalam *He

Pada tahun 1972, Osheroff, Richardson dan Lee melaporkan beberapa
pengamatan menarik tentang cairan ®*He pada suhu di bawah 3 mK. Mereka
menempatkan helium di dalam sel Pomeranchuk yang merupakan pendinginan

kompresi sel. Dalam sel itu, mereka mendinginkan *He hingga suhu 2 mK.
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Sehingga mereka mendapatkan fase padat yang hampir bersamaan fase cair
(Osherroff, 1972)

Mereka mengamati sifat cairan helium pada daerah dalam kurva V
seperti yang ditunjukkan gambar 2.3. Pada daerah ini, mereka menemukan sifat
superfluida. Mereka menyebut keadaan ini sebagai fase A. Pada fase A, laju
perubahan tekanan dengan waktu (dP/dt) turun secara kontinu dengan faktor 1,8
pada suhu sekitar 2,65 mK (Osherroff, 1972).

Selain pada fase A, sifat superfluida juga ditemukan pada daerah di
bawah fase A. Pada fase B, singularitas lain diamati pada suhu kurang dari 2 mK.
Ini awalnya dikaitkan dengan spin nuklir efek dalam fase padat. Sampai akhirnya
eksperimen NMR menunjukkan bahwa fase A dan B memiliki hubungan dengan

efek magnetik dinamis dalam fase cair (Osheroff, 1972).

L) —— ——— 1
Spin-ordered - ,
solid ! pin-dizsordered solid
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Gambar 2.3 Diagram Fasa dalam Suhu Logaritmik Superfluida *He (Vollhardt,
1990)
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Gambar 2.3 menunjukkan bahwa fase A dan B adalah fase superfluida
yang dicapai pada suhu yang sangat rendah. Dalam diagram fasa ini ada dua garis
transisi. Transisi yang pertama adalah transisi pemisah antara fase normal dan fase
superfluida. Transisi yang kedua adalah transisi yang memisahkan antara fase A
ke B. Fase B memiliki sifat superfluida yang lebih stabil dibandingkan dengan

fase A.

2.7.2 Potensi Interaksi Interatomis dalam Cairan *He

Tak lama setelah teori BCS dikembangkan, dan berhasil diterapkan pada
logam superkonduktor. Teori ini dicoba untuk diterapkan ke atom fermionik.
Dalam hal ini, atom fermionik yang dimaksud adalah atom *He. Hal pertama yang
diperhatikan tentang *He adalah bahwa atom-atom itu tidak mungkin berpasangan
dalam keadaan gelombang-s (momentum sudut nol). Hal ini dikarenakan tolakan
yang keras memastikan bahwa fungsi gelombang menghilang untuk jarak
interatomik kecil (Legget, 2002).

Salah satu yang paling awal dilakukan oleh Brueckner (1960),
menyatakan bahwa keadaan | = 2 dalam *He dapat membentuk kondensat pada
suhu kurang dari 0,07 K. Kemudian, Anderson dkk. (1961), meramalkan bahwa
keadaan | = 1 dalam *He dapat membentuk kondensat pada suhu kurang dari 0,02
K. Sudah jelas suhu ultra rendah perlu dicapai untuk mengamati kondensasi

dalam 3He.
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2.7.3 Fase BW
Balian dan Werthamer menunjukkan bahwa dalam interaksi lemah,
keadaan yang mungkin hanya ada satu keadaan, vaitu keadaan BW. Keadaan ini
adalah yang menggambarkan fase B superfluida *He. Fase BW digambarkan
isotropik. Isotropik adalah keadaan yang tampak sama meski dilihat dari berbagai
sudat pandang. Balian dan Werthamer menunjukkan bahwa pasangan Cooper
kasus BCS yang terbentuk tidak pada ground state, tapi pada pada | = 1. Dalam
hal ini adalah kasus gelombang-p. Keadaan dasar adalah superposisi dari ketiga
spin S; (1, 0 dan -1). Fase BW memiliki beberapa poin penting (Balian, 1963):
1. Spektrum partikel tunggal dan energi gap adalah isotropik (seperti kasus
singlet BCS).
2. Total momentum angular dan spin (S dan L) sama dengan 1.
3. Suseptibilitas spinnya adalah berhingga pada suhu nol.
Keadaan BW ini memiliki energi gap,A yang isotropik seperti gambar
2.4. Karena isotropinya, jelas bahwa keadaan BW cukup banyak memiliki
kesamaan dengan keadaan BCS. Sehingga tidak mungkin membedakan antara dua

keadaan tersebut hanya dengan bantuan data termodinamik (Balian, 1963).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 2.4 Energi Gap Keadaan BW (Balian, 1963).

2.7.4 Fase ABM

Selain fase BW, jenis lain dari keadaan dasar yang muncul dalam cairan
superfluida *He adalah fase Anderson, Brinkman, Morel (ABM). Anderson dan
Morel (1961) berhipotesis bahwa pasangan Cooper bisa terbentuk dari atom yang
memiliki spin yang sama pada | =1. Sehingga pasangan Cooper *He-A hanya
terdiri dari keadaan |TT) dan [{!). Keadaan ABM ini menggambarkan fase
superfluida *He-A.

Fase ini memiliki sifat berbeda dengan®He-B, yang suseptibilitas
magnetiknya sama dengan cairan normal. Ini adalah indikasi yang jelas bahwa
pada fase ini memiliki spin Sz = 0. Ini menyiratkan bahwa sumbu anisotropi
bagian spin dari Fungsi gelombang pasangan Cooper, disebut d, memiliki arah
tetap sama pada setiap pasangan. (Lebih tepatnya, d adalah arahnya sepanjang
keadaan yang spin total pasangan Cooper adalah nol: d-S = 0). ABM sangat
anisotropik karena adanya energi gap yang memiliki dua simpul seperti gambar

2.5 (Aderson, 1961).
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Gambar 2.5 Energi Gap Keadaan ABM (Aderson, 1961).

2.8 Pandangan Islam tentang Superfluida

Superfluida merupakan cairan yang memiliki viskositas nol. Sehingga
cairan ini benar benar-benar encer. Superfluida pertama kali ditemukan pada
tahun 1938. Penemunya adalah seorang peneliti Sovyet, Pyotr L. Kapitsa. Akan
tetapi fenomena superfluida ini belum ada teori yang menjelaskannya. Kemudian
Fritz London mengusulkan Bose Einstein Condensation (BEC) sebagai teori
penjelas superfluida (Kapitsa, 1938).

BEC adalah keadaan dimana seluruh partikel boson berada dalam tingkat
energi terendahnya atau terkondensasi. Kondisi BEC ini memiliki suhu Kritis,
yakni suhu maksimum yang dimiliki suatu bahan untuk tetap berperilaku sebagai
superfluida. Akan tetapi suhu ini sangat rendah. Kapitsa (1938) menyatakan
bahwa suhu kritis *He adalah 2,17 K. Suhu ini sangat rendah karena sudah
mendekati suhu nol mutlak. Pada suhu di bawah 2,17 K, semua partikel
elektronnya menempati tingkat energi terendah. Superfluida menempatkan dirinya
pada keadaan yang sangat rendah agar bisa menjadi fluida yang istimewa. Hal ini

sesuai dengan Hadits Nabi,
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(< 53 355) B 855 g e el g e Lo O35 06
“Rasulullah SAW bersabda: barang siapa yang merendahkan hatinya maka Allah
akan mengangkatnya” (diriwayatkan oleh Imam Ibnu Majjah)

Menurut Ma’shum (2010) kata @&=! 5 mengikuti wazan J=\& dan berasal
dari kata &= yang artinya meletakkan. Meletakkan berarti menempatkan sesuatu
pada tempat yang rendah. Dalam hal ini, helium menempatkan semua partikel
bosonnya pada tingkat energi terendah. Hal ini menjadikan helium berubah fase
dari fase normal menjadi fase superfluida. Allah mengangkat derajat atom “He
dengan menjadikannya sebagai fliuda super. “He yang sudah menjadi superfluida
tentu bukan barang yang mudah ditemui di pasaran, dan bukan barang yang
murah lagi.

Bose (1910) menyatkan bahwa partikel yang terkondensasi adalah boson
(partikel yang memiliki spin bulat). Sedangkan di dalam atom terdapat elektron,
dimana elektron adalah partikel fermion (partikel yang memilki spin setengah).
Karena itulah Cooper mengusulkan adanya pasangan elektron, dengan tujuan
elektron yang berpasangan ini bisa menjadi boson. Karena elektron yang
berpasangan, kedua spinnya akan dijumlahkan. Sehingga spin setengah
dijumlahkan sehingga menjadi spin bulat. Di sinilah elektron bisa berpasangan.
Pasangan elektron ini dikenal sebagai pasangan Cooper, sesuai hama penemunya.
Pasangan elektron ini sesuai dengan firman Allah SWT,

S30aNG 5 el 5 220 E8 G U a5l sl o S
“Maha Suci Tuhan yang telah menciptakan pasangan-pasangan semuanya, baik

dari apa yang ditumbuhkan oleh bumi dan dari diri mereka maupun dari apa
yang tidak mereka ketahui”. (Q.S. Yasin: 36)



21

Mahasuci Allah Yang Mahamulia. Mahasuci Allah Yang Maha agung.
Mahasuci Allah yang telah menciptakan aneka ragam pepohonan, buah-buahan,
biji-bijian, dan manusia; pria dan wanita, serta semua makhluk. Juga bermacam
benda yang tidak diketahui oleh manusia. Berhubung hanya Allah semata yang
telah menciptakan itu semua maka hanya Allah yang berhak untuk disembah dan
tidak disekutukan dengan sesuatu apapun (Al-Qarni, 2008).

Hal yang menarik dari ayat ini adalah nomor surat dan ayatnya sama
yakni 36. Yang lebih menarik lagi adalah pemilihan bilangan 36 pada ayat ini.
Dimana 36 adalah bilangan dua digit yang memiliki pasangan faktor bilangan
bulat terbanyak. Jumlah pasangan faktornya sebanyak 5 pasang, yakni 1 dengan
36, 2 dengan 18, 3 dengan 12, 4 dengan 9, dan 6 dengan 6. Ini menunjukkan
bahwa angka 36 muncul dari beberapa pasangan angka. Dari nomor ayat dan
suratnya sudah mengisyaratkan tentang penciptaan pasangan.

Sementara ulama membatasi makna kata &‘jj yang berarti pasangan
pada ayat ini, hanya pada makhluk hidup saja. Tim penulis tafsir Al Muntakhab
misalnya menulis bahwa: “kata ‘» dalam ayat ini berfungsi sebagai penjelas.
Yakni bahwa Allah telah mencipakan pejantan dan betina pada semua makhluk
ciptaan-Nya, baik berupa tumbuh-tumbuhan, hewan, manusia dan makhluk hidup
lainnya yang tak kasat mata dan belum diketahui manusia” (Shihab, 2003).

Allah SWT menciptakan segala sesuatu itu berpasang-pasang, mulai
materi yang kasat mata hingga yang tidak kasat mata. Dalam ayat tersebut,

sesuatu yang kasat mata dicontohkan dengan Gyl S L yakni tumbuh-
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tumbuhan yang ada di bumi dan st yakni manusia. Sedangkan sesuatu yang
tidak kasat mata disebutkan dengan istilah &34l ¥ G,

Dalam ranah sains sesuatu yang tidak kasat mata itu jumlahnya banyak
sekali. Misalnya bakteri, virus, atom hingga elektron. Dalam superfluida ada yang
namanya pasangan Cooper, yakni pasangan elektron. Dan pasangan Cooper ini
termasuk katagori pasangan yang tidak kasat mata. Semua itu berkat kemajuan
teknologi.

Giancoli (2001) menyatkan bahwa umumnya elektron berinteraksi saling
tolak-menolak, sebagai konsekuensi gaya Coluomb. Akan tetapi dalam
superfluida, elektron berpasangan dengan elektron lain. Hal ini merupakan
sesuatu yang ajaib. Fenomena ajaib ini sesuai dengan permulaan ayat di atas. Ayat
tersebut dimulai dengan kata {53k, Dimana ayat yang dimulai dengan kata ¢\ai
selalu menunjukkan suatu keajaiban di balik peristiwa yang diceritakan ayat s,

Pasangan elektron ini muncul akibat adanya gaya fonon (deformasi
getaran kristal). Fonon adalah paket energi akibat getaran kisi kristal bahan.
Elektron tersebut akan memunculkan distorsi terhadap kerangka kristal sehingga
menyebabkan adanya daerah tarikan. Tarikan ini dalam superfluida dapat
mengalahkan gaya tolak-menolak antar elektron, sehingga dengan pertukaran
fonon antara dua elektron akan terbentuk pasangan Cooper. Oleh karena
kecepatan dan energinya sama, elektron tidak bisa terhambur dan
menghamburkan pasangannya. Sehingga pasangan elektron ini tahan terhadap

hamburan, karena itulah mereka dinamakan superfuida (Khomskii, 2010).
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TEORI BEC DAN BCS

3.1 Teori BEC
3.1.1 Statistik Bose-Einstein

Boson adalah partikel yang memilki spin bulat. Partikel boson terbebas
dari larangan Pauli. Oleh karena itu, semua partikel boson bisa menempati
keadaan kuantum yang sama persis. Adapun keadaan statistik boson itu mengikuti
keadaan statistik Bose-Einstein. Jumlah keadaan yang mungkin untuk kulit s, W

adalah,

_ (Ng+Ms—1)!
3 Ng!(Mg—1)!" (3.)

Dimana Ns adalah jumlah partikel boson, dan Ms adalah ruang momentum yang
mungkin ditempati boson.

Partikel boson ini diasumsikan menempati kotak potensial tak hingga
yang memiliki ukuran sisi Ly, Ly, dan L,. Dengan menggunakan persamaan

Schrodinger,

hZ

—EVZ?P = Ey (3.2)
didapatkan fungsi gelombang partikel dalam kotak sebagai fungsi eksponensial,
Y(r),
— 1 ik

Y(r) = We‘ T (3.3)

Dimana V adalah volume total dan k adalah ruang momentum. Dan didapatkan

juga energi partikelnya, €.

(3.4)
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Dimana h adalah konstanta Planck, m adalah massa partikel. Vektor gelombang

yang dibolehkan adalah

k= (2’"‘",2”"y : 2’"‘2). (3.5)

Ly Ly Ly
Dimana Ly, Ly, dan L, adalah panjang masing-masing sisi dari volume. volume
infinitessimal d*k = dkxdkydk, dari ruang momentum-k memiliki keadaan

kuantum

14
(2m)3

d3k. (3.6)

Oleh karena itu, keadaan kuantum suatu partikel bisa dibagi ke dalam

jumlah kulit bola tipis, seperti yang ditunjukkan oleh gambar 3.1.

Gambar 3.1 Kulit Tipis dari Vektor Gelombang antara ks dan ks+&ks (Annet,
2004)
dengan menggunakan persamaan (3.6) didapatkan ruang momentum dengan

radius ks dan ketebalan §ks yang bisa memuat

M, = 4mk28k, —— (3.7)

$ (2m)3
keadaan suatu partikel. Sehingga jumlah keadaan yang mungkin antara energi €

dan € + ¢, adalah
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vm3/2 ¢1/2

Ms = V2m2h3

O¢€;

= Vg(es)de;. (3.8)
Dimana g(e,) adalah rapat keadaan yang mungkin. Nilainya adalah

m3/2

g(e) =B e (3.9)

Dari mekanika statistik dapat diperoleh entropi total dari gas S =

ks InW, dimana kg adalah konstanta Boltzmann dan W adalah jumlah keadaan
mikro yang mungkin terjadi dengan energi total E.

Keadaan mikrostatistik total yang mungkin adalah hasil perkalian dari

seluruh keadaan yang mungkin dalam volume tersebut

(Ng+Mg—1)!

W — HS M/S = l—[S NS!(Ms_l)!. (3'10)

Kemudian entropi gas bisa ditulis menggunakan aproksimasi Stirling. Yaitu,
InN!'~NInN!—InN

S = kglnW. (3.11)
Dimana kz adalah konstanta Boltzman. Kemudian pers. (3.10) disubtitusi ke pers.

(3.12)

B (N + M, — 1)!
S_kbln( N (M, — 1)!
S

— k, z[ln(Ns +M,—1)!—In(N,)! — In(M, — 1) ]

S
~ kb Zs[(Ns + Ms)ln(Ns + Ms) - Nsln(Ns) - Ms ln(Ms)]- (3-12)
Pada suhu setimbang, entropi maksimum diselesaikan menggunakan

persamaan
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EF—kM——+MMk—=O (3.13)

Dimana k8 dan k,Bu adalah konstanta pengali Lagrange, 8 = 1/k, T, u adalah
potensial kimia dan T adalah suhu. Potensial kimia adalah ukuran stabilitas kimia
yang dapat digunakan untuk memprediksi perubahan fase dan reaksi kimia. Untuk

mendapatkan solusi persamaan (3.13), diturunkan satu per satu. Suku pertama,

ﬁ 4 9(kp %.s[(Ns+Ms)In(Ns+Ms)—NsIn(Ng) —Ms In(Ms)])

ONs dN;
=ik [—azs?]’\j:MS) In(Ng + My) + 9% illieyids) ”;(ICI”MS) (Ng + My) —
9%sNs 1 N, _azsmzsz]
AN
(Ns+Ms)
—@pmN+M)+WU”—1w)—{
=k, [In(N; + M) — In(N,)]. (3.14)
Suku kedua
aou - 0(Xs€sNs) | 8
il G (3.15)
Suku ketiga
ON _ 9(¥sNs) _
T\ o, =1} (3.16)

Kemudian pers. (3.14), (3.15) dan (3.16) disubtitusi ke pers. (3.13). Sehingga
diperoleh,

kp [ln(Ns + Ms) - ln(Ns)] —kyBes + kB =0
In (%) = Bles )

% — Ples—1), (3.17)

Kemudian diperoleh fungsi distribusi Bose-Einstein,
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Fop(€) = 3 = Tpammy (3.18)

s T eBles—w)_1"
Fungsi distribusi ini bisa memberikan banyak informasi fisik tentang
keadaan partikel boson. Keadaan fisik itu bisa berupa jumlah total partikel, energi

partikel dan lain-lain.

3.1.2 Bose Einstein Condensation (BEC)
Menggunakan fungsi distribusi Bose, jumlah pertikel gas boson bisa
didapatkan dengan mengalikan fungsi distribusi Bose Einstein dengan jumlah

keadaan kuantumnya, Y.,

N = Y Fgg(€)

e 1
= Xk iy (3.19)

Dalam batas termodinamik, V' = oo, maka nilai k yang mungkin bisa menjadi

kontinyu. Oleh karena itu, bentuk sigma dari persamaan (3.19) berubah menjadi

bentuk integral

14
T > [ e k. (3.20)

Maka persamaan (3.19) menjadi

14 1

= 3
N - (277.')3 f eﬁ(ek_#)_l d k' (321)
Dan kerapatan partikel menjadi
_N_ 1 1 3
n=y= (2n)3 f eB(ek—u)_ld k (3.22)

atau dalam istilah rapat keadaan per satuan volum g(e)

n= fw;g(e)de. (3.23)

0 eBle—-w_q
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Persamaan (3.23) mendefinisikan densitas partikel n(T, u) sebagai fungsi

suhu dan potensial kimia. Selanjutnya dimisalkan z = ef* dan x = Be maka

(o] 1
n=J, s 9(e)de

oo 1 m3/2 /2
= - de
0 eBle-w—q1 2m2h3

_f°° 1 m3/2 (x)l/zdx
—Jo exz-1-1v2m23 \pB B

3/2 —Xgz
7 (Z%/fihg I el CARAIGES (3.24)

Dengan menggunakan deret Mac Laurin,

e—x

1-e Xz

z

= Yp=12Pe7P%, (3.25)

persamaan (3.24) berubah menjadi

3/2 .o e B
= O [ S z2Pe P (x)V2 dx

/2
= @By 70 [T ePrxl/2dx, (3.26)

\2m2h3
Untuk menghitung integral f0°° e P*x1/2dyx, digunakan fungsi gamma, dengan

cara memisalkan y = px

1/2
® L pxl/2, — [P oy (Y)W
J, N9 Ldx= [, ¢ (p) .

1 o) —
= I ey 2y

3/2 r@3/2)

1 Vm

Sehingga persamaan (3.26) menjadi

_ /B3 e ZP VW
T V2m2h3 Zp 1 3/2 2
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_ (kaT)3/2 soo zP
~ \2nn? p=1p3/2

- (M)S/ “g32(2). (3.28)

2mh?

Dimana g3, (z) dikenal sebagai fungsi zeta Reinmann

14
83/2(2) = Xp1 77 - (3.29)

Untuk kondisi BEC, nilai potesial kimia adalah nol, maka z = ef* =

e® = 1. Maka
gsp(1) = Z;’,‘;lpﬁ—iz =¢(3) =2612. (3.30)
Sehingga
n=2,612 (L )3/2 (3.31)

Pada kondisi BEC, suhunya adalah suhu kritis. Sehingga dari pers. (3.31)
diperoleh persamaan suhu kritisnya,

n=2612 (%)3/2

2mh?

n (kaTC)3/2
2,612\ 2mh?

AR )2/3

2mh2  \2,612
2mh2 [ n \2/3
Te= mkg (2,612) ' (3.32)

Dimana T, adalah suhu BEC atau dikenal sebagai suhu kritis. Suhu kritis ini
adalah suhu maksimum yang dimiliki suatu bahan untuk tetap berperilaku sebagai

superfluida.
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Suhu kritis BEC ini diujikan pada fase superfluida dari atom “He.
Dimana massa jenis “He adalah 0,15x10° kg/m?, dan massa atom relatifnya adalah
4(1,67x10%" kg). Nilai molnya dapat diperoleh dengan n =p/Mr, n =
0,15x10%4(1,67x10%") =2,2x10® mol. Kemudian T. dihitung menggunakan

persamaan (3.32),

T :zmz( n )2/3

c

mkp \2,612
> 2m(1,05x10734)° (2,2x1028)2/3
€ 4(1,67x10727)(1.38x10723) \ 2,612
T. =3,1K (3.33)

Suhu kritis “He dari hasil perhitungan diperolah 3,1 K. Sedangkan hasil
eksperimen diperoleh 2,17 K. Kesalahan ini terjadi, karena persamaan (3.32)
hanya berlaku untuk gas boson ideal. Sedangkan pada “He interaksi antar
partikelnya tidak bisa diabaikan. Sehingga diperlukan perbaikan pada masalah

interaksinya.

3.2 Teori BCS

Keberhasilan BEC dalam prediksi kondensasi BE tentunya adalah suatu
prestasi besar, terutama dalam memprediksi nilai suhu kritis BEC. Namun
prediksi ini hanya berlaku untuk gas boson ideal. Kemudian Cooper mengusulkan
adanya ikatan antar elektron pada saat kondisi BEC. lkatan antar elektron ini
dinamakan pasangan Cooper.

Secara matematis, pasangan Cooper ini digambarkan dengan operator
kreasi, Py dan operator annihilasi, Py,

+ — o+t
Py = cjrciiy
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P, = Cc_y1Cir- (3.34)
Dimana c;; adalah operator kreasi untuk elektron yang memiliki spin up, ¢,
adalah operator kreasi untuk elektron yang memiliki spin down, c¢;, adalah
operator annihilasi untuk elektron yang memiliki spin up c_,, adalah operator
annihilasi untuk elektron yang memiliki spin down.
Akan tetapi, operator pada persamaan (3.34) tidak memenuhi hubungan
komutasi secara umum,
[P, Pe] = copiCincirClin — CraCliiCoriCut
= (1 — cirern) i — ercliuCokiCit
=(1- Cirklc—kl)(l v C}jTCkT) - C;chklc—klcm
=1-— kalc_kl - c,}cm ol Cikic—kJ,CIjTCkT i Ci—klc—leIjTCkT
=1 = cXpiCop = CirCrt
=1—n_g — Ny
[Py, P¢] # 1. (3.35)
Begitu juga untuk hubungan komutasi berikut,
PEP = circlpucincly =0
(PH?=0
[P, Pe] = cactiuciancti — circlicinc iy = 0. (3.36)
Fungsi gelombang BCS untuk banyak partikel didefinisikan sebagai
berikut (Annet, 2004),
[Waes) = AeZkFi|0)

|Wpes) = Aea1P1++a2P;+a3P;+...|0)

|Woes) = Ae®iPl g@2Pd gasPi | |0)



|Wges) = ATl exp(aPy) |0).
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(3.37)

Dimana A adalah konstanta. Bilangan kompleks, «; adalah parameter yang bisa

digunakan untuk menimalkan energi total. Kondisi vakum, |0) adalah keadaan

dimana semua pasangan elektron berada di bawah permukaan Fermi. Kemudian

bentuk eksponen ini diekspansi menggunakan deret Mac Laurint. Sehingga

diperoleh bentuk sebagai berikut,
|Wses) = ATTk(1 + P )|0)
Normalisasi pers. (3.38) dinyatakan dengan,
1= A%(0|(1 + a;P) (1 + ax P)|0)
= A?[{0]0) + (Ol P, |0) + (Ol P |0) + (Olag Pty P [0)]
= A?[1 + |ay|*(0|P, P |0)]
= A*[1 + |y |?]

2 __ 1
1+|ag|?

il

Vitlagl?
Sehingga

1
|Wpes) = Wﬂk(l + a; P)10)

_ 1 Xk +
- H"(Julauz t mar Pi)10)

= [Te(ui +viPHI0).

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Fungsi gelombang tidak memilki definisi jumlah partikel, N. Oleh karena

itu, fungsi gelombang merupakan superposisi dari keadaan vakum |0). Dan fungsi

gelombang adalah vakum ditambah 2,4,6 ... elektron. Dimana
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1

up = —— (3.41)
e 42
Vi = vl (342
dan
lug|? + |vel? = weuy + g
= (77=7) () * () (5)
 \Wita2) \V1+la,? Jitlagl?) \Vitlaxl?
1|yl
T 1+|agl?
=1
sehingga
| el B 7R S (3.43)

3.2.1 Hamiltonian BCS

Setelah mendapatkan fungsi gelombang BCS. Selanjutnya menentukan
parameter u,; dan v, untuk meminimalkan energi.

Hamiltonian merupakan penjumlahan antara energi kinetik, potensial dan
inetraksi. Dalam hal ini potensial BCS adalah nol. Dengan menggunakan

aproksimasi BCS, didapatkan bentuk hamiltonian yang relevan, (Annet, 2004)
2
H=2ks Ekcl-cl-ocka - Igeffl ik kr Cl-ci-lalcl-ci-zaz Crr10,Ckiyoy- (3.44)

Dimana ¢, adalah energi kinetik partikel, dan |geff|2adalah ineteraksi antar

partikel.
Diasumsikan bahwa elektron yang berpasangan memiliki momentum
berkebalikan k; = —k, dan spin yang berlawanan ¢; = —a,. Untuk itu pers.

(3.44) berubah menjadi,
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2
— + + o+
H = Y 6 €kChkoCho — |9eff| Dk kr CirC ks CrertCkerd

2
= Y er(circrr + cpicrs) — |8ers|” Ziw circiicioncopn.  (3.44)
Pers. (3.45) dioperasikan ke pers. (3.40)

E = <LPBCS|HILIJBCS>

2
E= <‘V3cs| Yrer(ctrcrr + ciicrs) — [8err|” Tiowr CircTiiCrmncin lpBcs>
E = Y ex((WpeslogrerrWaes) + (WreslerycriWaes))
2
—|Qeff| Zk,k’(LpBCS|Cl-cl_Tci—lek’TC—k’lILPBCS>- (3.46)

Untuk menghitung energi, dihitung satu per satu tiap sukunya. Suku pertama
(nyr) = (Wpeslegrcin | Wes)
= (0] (g + vic_icir) cgrcrr (Wi + VicircZy,)10)
= (Olugugcircrr|0) + (0w vi et Crrcrr €2y, 10)
+(0| v uk C_py CrrCitCrrl 0) + (Ol vg Vi oy CrrCinCrer it €y [0)
— |vk|2<0|C—klci—chchleCkTCI:—i|0)
= |vgl?. (3.47)
Suku kedua
(n_p1) = (Presle e Waes)
= (0] (ug + viC_rcn) i cops (Ui + Ve 2y )10)
= (Olugugcircrr|0) + (Olug vy ey Crucir Xy, 10)
H(O| vk g C_p1 Crr €L Crt10) + (O|vi v L Crr €2y CogerCin€ 2y [0)
= |vk|*(0lc_picrrc i coricinc,|0)
= |v )% (3.48)

Suku ketiga
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(Wpeslerr ey cokncit|Waes) = (Pees| Py P |Wacs)
= (0] My (uq + vqPy) Pi P s (ugr + v4: Py [0).
Keadaan momentum sudut partikel sebelum terhambur adalah q” =k’ dan q =k.
(Woes| PR PrrWaes) = (0| (uq + vgPy) Pt Pror(ugy, + v5, Pyt )|0)
= (0| (uy + viPi) P Pro (g, + vk, P)10)
0)

= VR Vg,- (3.49)

= (0|v, v,
k%K

Setelah terhambur keadaan momentum partikel menjadi q’=k dan q =k’
(Woes| PR Pl Waes) = (0| (ug + v Py )P P (uf, + v, 7 )| 0)
= (0| (uys + Vi, Prr) P Pres (U + v P0)|0)
= (0| (uys + Vi Prer) Pr P (e + v Pi)|0)
= (O]uy,uy|0)
= (T (3.50)
(cpctric ey adalah perkalian hasil pengoperasian operator sebelum dan
sesudah hamburan. Maka didapatkan
(CrClriCrriCiin) = Vi ViesUper U (3.51)
Oleh karena itu, dengan mensubtitusikan persamaan (3.47), (3.48) dan

(3.51) ke persamaan (3.46) didapatkan energi total,

2 * *
E =2 elve|* - |Qeff| k! Vi Vjr Uper U (3.52)
Dengan menggunakan ketetapan normalisasi |v,|? + |u,|? = 1. Bentuk energi

total bisa ditulis menjadi,

2 . .
E=2%k Ek(lvklz — Jug|* + 1) - |9eff| Zk,k’ VgV U Uy, - (3.53)
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Dimana jumlah elektronnya adalah
N = Yr(lvel? = lug|* + 1). (3.54)
Dengan menggunakan metode pengali Lagrange. Kondisi minimum

untuk energi total adalah,

0E ON

0= au; + ‘Llau;; + Ekuk (355)
0E ON

0 —a—vi+,uﬁ+Ekvk. (356)

Untuk mendapatkan hasilnya, diturunkan satu per satu. Turunan energi terhadap
Up,

O0E

9 2
o = a—u;{(Zk ee(lvi|? = [ugl® + 1) — |Qeff| P vkv;’uk’u;)

2 *
= —€pUp — |9eff| Dk Uk VU
= —€xUp — Avk. (357)
Turunan N terhadap u,

oN 2
;o %(Zk(lvklz — |ug|® + 1))
k

ouy,
i (3.58)
Turunan E terhadap vy,

OE a 2
av; = av; (Zk ex(Jvpl? = lugel®> + 1) — |9eff| Xk Ukv;’uk’ul*c)

2 *
= €xVk — |Qeff| Dk VU Uy
= €ExV — A*uk. (359)
Turunan N terhadap vy,

N _ 2 2 )
o v oy lug | + 1))
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= v,. (3.60)

Kemudian didefinisikan parameter gap BCS,
2 *
A= |9eff| Dk UV (3.61)

A= |aoss|” S views. (3.62)

Parameter gap BCS adalah selisih energi antara fase normal dan fase superfluida.

Kemudian persamaan (3.57), (3.58), (3.59) dan (3.60) disubtitusi ke persamaan
(3.55) dan (3.56), sehingga diperoleh solusi linier untuk energi minimum,

Exuy = (6 — Wuy + Avy (3.63)

Exv, = —(€ — vy + A% uy,. (3.64)

Untuk menentukan parameter gap, A, kedua persamaan (3.63) dan (3.64)

diubah ke dalam bentuk matriks,

<<ekA—* ) —(ekA— u)) (1;:) o (1;:)_ (3.65)

Dalam pers (3.65), jelas bahwa (uy,v;) adalah vektor eigen dari dua buah
matriks. Dan Ex adalah nilai eigennya. Nilai eigen dihitung dengan rumus |A-

Exl|=0. Sehingga,

0= ’((ERA_* - —(ekA— u)) ~ Ex ((1) (1))|

— |<(6k _K*— Ey) e _A‘u . Ek)>|

= —(&x — 1 — Ep)(ex —u+ Ey) — AL
= —((ex —W?* — EQ)) — |A]?

didapatkan nilai eigen

Ep = Y (e — w)? + A (3.67)
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Kemudian dicari solusi dari vektor eigen (ug,v,) dengan cara

memanipulasi persamaan (3.63)
(e — Wuy + Avy = Epuy,

— Erx=(ex—m)uy

k A
Kemudian dinormalisasi,
* « (Uk
; U
e (u;; W) <(Ek_(fk_ﬂ))uk)
& A\ F R 4

=2 |u |2 (Ek_(fk_ﬂ))z |uk|2
e NE

g2 (1 4 Exemm)’
_lukl 1+ |A|2

= |uy|?

(Ex—(ex— H)) )

EZ—(ex—p)?

(Ep—(ex— #)) )
(Ex—(ex—)(Ex +(ex—))
2(14 (Ex—(ex— H)))

Nl (Bt (ex—m)

(
(2

= a7 (1 +
&
e

(Ex+ (ex—w)+(Ex—(ex— u)))
(Ex+(ex—w)

_ 2 2Ey
=l ((Ek+(Ek—u)))

lwe|? = ((Ek+(6k—ﬂ)))

2Eg

didapatkan solusi
2 _ 1 (ex—u)
lug|* = ( + £, )

Dengan menggunakan cara yang sama untuk mendapatkan |v;|?

(3.68)

(3.68)



—(€x — Wk + A"uy, = Exvy

_ (Ext(ex—)
we = (H) v

Kemudian dinormalisasi,
* w (UK
1= (uk Vi) (Uk)

Ep+(€x—u)

- () o) (55

(Ek+(6k—li))2

o " 1) vl

(E +(e —u))z
Eg—(ei—u)z .. lvklz

(Ex+(ex—1) (Ex—(ex—1)) 8

+1) e l?

(Ex+(ex—w)+(Ex—(ex—1)) i lg
(Ex—(ex—w) .

2Eg 2
(Ek—(fk—#))) 1]

v ]2 = ((Ek—(fk—#)))

2Eg

didapatkan solusi,

il =31~ 2,

39

(3.69)

(3.70)

Untuk mendapatkan parameter gap BCS, u, dan v, dari persamaan

matriks (3.61), dilakukan eliminasi pada persamaan (3.63) yang sudah dikali v,

dan persamaan (3.64) yang sudah dikali u,,

Exuivy = (€ — vy + Alvg|?
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Exviu, = —(ex — wvpuy + Alug |+

2E ui v = A(|vg)® + lug|?)
2Ekuk17;{: =A

« _ A
ukvk—a.

(3.71)
Dengan mensubtitusikan persamaan (3.71) ke persamaan (3.61). Maka diperoleh

2 A
A= |gerr| Tk 2, (3.72)

Disubtitusikan persamaan (3.66) ke persamaan (3.72)

1

V(ex—1)%+1A1Z

2
1 = |g€J;f| Zk (373)

Karena k < kg, maka bentuk sigma k pada persamaan (3.73) diubah ke
dalam bentuk integral energi. Sehingga menjadi

Xk > g(ep) [ de. (3.74)

Dimana g(er) adalah kerapatan keadaan per spin pada energi fermi. Persamaan

gap menjadi,
1= |geff|zg(€F)ffle de (3.75)
2 —fl(lJD \W )
atau
. hwp de

1= /1[0 e (3.76)

Dimana
2
A= gerr| g (ep), (3.78)

A adalah konstanta kopling elektron-fonon, yang menyatakan besar interaksi.
Untuk menghitung integral pada persamaan (3.76), dimisalkan e =

Atan 6 dan de = Asec? 8d6. Maka persamaan (3.76),



_ hwp de
L=

hw Asec? 0d6
=1 b

0 J(Atan 8)2+|A|2

o hwp sec?0do
= /1[0

J(tan 6)2+1

. /.{fh(up sec? 0d6o
r 0 sec@

= lfoth sec 0d6

LA fhwp secO(secO+tan B)do
) (secH+tan @)

Dimisalkan u = sec 8 + tan 8 dan du = (sec? 8 + secf tan )d#.

~ 1 J-th secO(secO+tanB)do
— %Jo (secO+tan @)

=< %”

= 1177 e

fle

= Aln (secO + tan @) |,

fle

= A= )

= 2’ ln (V (th)Z_I_lAlZ + h(‘)_D) il ln (V (0)2+|A|2 + 9

A A A A)

= AIn (LReptl8E 4 2oy g,

Karena |A|? « (hwp)?maka

2hwp

1=2In (222,

Kemudian diperoleh,

A= 2hwpe™ 12,

41

(3.78)

(3.79)
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Persamaan (3.79) menunjukkan bahwa parameter gap BCS, A memiliki
ketergantungan terhadap interaksi partikel, 1. Ketika A lemah maka e ~'/* bernilai

kecil sehingga parameter gap BCS-nya juga kecil. Dan ketika A kuat maka e~1/4

bernilai besar sehingga parameter gap BCS-nya juga besar.

3.2.2 Energi Gap BCS dan Keadaan kuasipartikel
Kuasipertikel adalah penambahan suatu dari pertikel luar. Untuk
menemukan energi de-eksitasi untuk menambahkan satu partikel. Digunakan
suatu aproksimasi yang sesuai dengan teorema Wick,
CerCliiC—krnCint = (Circlide_priCin + crcliufe i 1Chrn): (3.80)
Pers. (3.80) disubtitusikan ke pers. (3.44). Sehingga diperoleh,
H= Zk,o(ek = .u)cljdcko
_|Qeff|2 Zk.k’“CIjTCikl)C—k’lck’T + cgreliegricrr)- (3.81)
Dimana u adalah potensial kimia. Dengan menggunakan persamaan (3.61) dan
(3.62). Maka hamiltonian BCS berubah menjadi
H = Y o€k — WCigCro — (B c_piCrr + Acgrcyy). (3.82)
Kemudian persamaan (3.80) dibuat dalam bentuk persamaan matriks
H =Y ol — 1) CoCro = Z(B c_pycrr + Acgrcy))
= Yier — w(cgrcrr — copacliy) = (AT picrr + Acgrely)
= Y (er — Wi — (e — W Cpucty — A c_iChr — Acgrctyy)
= Yr((ex — ey — D cop)crr — (e — we_y + Acgy)ely  (3.83)
Dengan mengeluarkan c;; dan ¢, dari pers. (3.83). Maka diperoleh bentuk

matriks berikut,
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= Xk [lex — e = Acj — (e = Wc—j — Acgy] [Cc_f;]
SR | Rl (N | o | P
=nder el %0t @ pllen] 8

Matrik pada persamaan (3.84)

[Gk—ﬂ

—A
o = (25

adalah matriks yang identik dengan matrik pada persamaan (3.65), hanya saja
yang membedakan adalah tanda minus di depan A. Matrik pers.(3.85) memiliki

dua vektor eigen. Yaitu,

(ftl’,‘k) (ZZ) (3.86)

dengan energi E, = /(e — )2 + |A[2.

Lalu diperkenalkan matrik transformasi U. Dimana matrik transformasi

U adalah gabungan dua matrik eigenvektor pada persamaan (3.86). Sehingga

diperoleh

A Vg

U-(_vk u;). (3.87)
Dimana

* * *

+ Uy 2% Uy — Vg
vut=(_k

kU — Uk Uy

( lugl® + v l? —wevi + v,ﬁuk)

-y + upvr lugl® + |vgl?

(o 1)
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= (3.88)
Persamaan matrik (3.85) diubah menjadi bentuk diagonal dengan

mengalikan U di kiri matrik (3.85) dan U" di kirinya kanan. Sehingga,

R T e N [
-4 (& — 1) v e J\ A =(er— )/ \ TV wy
_ ((Ek —Wuy + b A" —Auy + (& — H)Wi) ( Ug VZ)

(ex — vk — Ay —Avy — (6 — Wwy/ \ "V wy

. ( Ejuj —Ekvi) ( U UZ)
—Ekvk —Ekuk — Vg u;;

S ( Eku;;uk + Ekv;vk Eku;v; - Ekv;u}i )
—Ekvkuk + Ekukvk —Ekvkv; — Ekuku;

N (Ek(|uk|2 + [vi|?) 0 )
0 —Ep (Jug|* + [v[?)
= (Eok _%k). (3.89)

Dengan menggunakan transformasi unitari ini maka Hamiltonian BCS menjadi

E, 0 Ciet
H = Zk(CI:—T C_kl)U< Ok Ek) Ut (Ciki>. (390)

Diperkenalkan pasangan operator baru yang didefinisikan

(17) =" (%) 9
(bgy b_r) = (cir  c)U. (3.92)
Secara eksplisit dapat ditulis
bt = UkCiy — ViCopy (3.93)
b_ry = VicCgy + UC_py (3.94)
bt = Upcxr — Victy, (3.95)

bjkl = UkCk1 + ukCi_kl. (396)
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Operator b*, b adalah operator gabungan operator kreasi, ¢* dan
operator anihilasi, c. Ini menunjukkan bahwa keadaan-keadaan yang mereka
ciptakan atau hancurkan itu tidak murni elektron dan tidak murni eksitasi hole,
malah merupakan superposisi kuantum elektron dan lubang. Sebenarnya u dan v
memiliki interpretasi fisik bahwa |v,|? adalah peluang eksitasi dari sebuah
elektron ketika diukur muatannya, sedangkan |u,|? adalah peluang eksitasi hole.

Dengan menggunakan operator baru pada pers. (3.91) dan (3.92),

Hamiltonian BCS dapat ditulis menjadi
E, 0)\/( bkt
= _Zk(bl-c'_T b—kl) ( Ok Ek) (bi—kl>

= Yi(ExbZi b s — Exbirbisr)
= X Ex (b2 )bk — birbin).- (3.97)
Operator baru ini mematuhi aturan anti-kommut standar
{bros byt } = BB
(bt b1} = 0
{brs brigr} = 0. (3.98)
Ini mudah dibuktikan dari definisi yang diberikan pada pers. (3.91) dan
(3.92) seperti yang terlampir di lampiran 1. Partikel baru yang diciptakan dan
dimusnahkan oleh operator ini tidak ada dalam keadaan dasar BCS yang
variasional, karena
bit|Waes) = 0

b_ii|Wpes) = 0. (3.99)
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Oleh karena itu, keadaan dasar BCS adalah keadaan vakum untuk
partikel-partikel ini. Sehingga keadaan tereksitasi sesuai dengan penambahan satu,
dua atau lebih dari partikelkuasi baru menuju ke keadaan dasar. Energi eksitasi
untuk melakukan ini adalah Ej,.

Pada suhu T yang hingga, kuasipartikel berprilaku sesuai dengan
distribusi Fermi-Dirac. Karena itu (Annet, 2004)

(bgrbir) = f (Ex) (3.100)

(b_pybXry) = 1 — f(Ep). (3.101)

Dimana f(E,) = 1/(ePf +1). Dengan menggunakan pers. (3.77), didapatkan

energi gap,

A= gers|” Tede racia): (3.102)

Untuk mendapatkan nilai {c_xck+) , dicari dulu nilai c_;; dengan mengeliminasi
pers. (3.93) yang sudah dikali v, dan pers. (3.94) yang sudah dikali u,

kbt = W ViCy — ViViCopy

- * .+ *
Ugb_py = UpVpCry + UpUp Copy —

Vibgr — web_ry = —(lwe|® + [ve|He_p
C_jel = Uh_y — vibgy (3.103)
dan dicari nilai ¢,y dengan mengeliminasi pers. (3.95) yang sudah dikali u;, dan
pers. (3.96) yang sudah dikali vy,
Wbt = Ul Cpr — WV Clyy

* 1.+ Ak * +
Vbl = VpUkCrr + Uy, +

Ubgr + Vb = (lugl® + lve|®) ey

Ci_kl = ukka + v;bjkl. (3104)



Kemudian

(c_rscrr) = (Quih_iy — vicbit) uiebir + vib X))

= (wuh b + (b by — (g vibii by —

= w v ((b_ub™)) — (bifabir))

= uevi (1 = (b3b_)) — (1 = (berb))
= w i (b — (b b_il))

= w, (1 - () ~ £(B))

= wevp(1 - 2 (E)).

Sehingga

(c_kiCir) = ukv;(l o Zf(E))-

Kemudian pers (3.105) disubtitusikan ke pers. (3.102)

8= |8ers|” Ziwevie(1 - 2f (B)).

Nilai f(E) disubtitusikan ke pers. (3.106). Sehingga
2 . 2
A= |@err|” o wrvi (1 - m)
2 % eBEk—l
% |9eff| Dk Uk Vg (m)
ﬁEk/Z_eﬁEk/Z)

|9eff| Lk uk”k( PEx/2 4 ¢PE/2

= |ges7] Zkukvktanh(ﬁEk)

Kemudian u, v, = % dan g = k%r ke persamaan (3.106)

A= lgery] Z_tanh(szT)

47

<Vzvltsz¢bfk¢)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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2 1 E
1= |Qeff| Zkatanh(ﬁ). (3.108)
Karena k < kg, maka bentuk sigma k diubah menjadi bentuk integral

energi dengan menggunakan persamaan (3.74)

1 — Afoth de tanhE;(ZkBT) (3.109)

Dimana A = |geff|2g(eF). Lalu disubtitusikan E = /€2 + |A|?2 ke pers. (3.109)

. hwp tanh+/e2+|A|2/(2kgT)
DS AR (3.110)

Pada kondisi suhu kritis T, nilai energi gap mendekati nol, A— 0. Maka
1= [ de 2 l2elo) (3.111)

Kemudian dimisalkan x = €¢/(2kgT,) dan dx = de/(2kgT.). Adapun syarat

batasnya, ketika e = 0 = x = 0 dan ketika € = Awp = x, = (hwp)/(2kgT,)

tanh x

1=A[ de =2 (3.112)

Untuk mengintegralkan pers. (3.112), dimisalkan u = tanhx, du = sech? x dx,

dv =dx/xdanv = Inx,

1 = Atanh(x,) In(x.) — A f, ° dx Inx (3.113)

cosh? x’

Dengan mengasumsikan bahwa (hAwp) > (2kgT.), maka didapatkan aproksimasi,

1~ Anx— A, dx—"2 (3.114)
Untuk menghitung integral pada pers. (3.114) digunakan teorema Integral
Cauchy. Sehingga didapatkan,

1~ Alnx. + Aln(4e%5772 /)

1~ Aln(x.2.26)

x,2.26 =~ e/
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"D 926 ~ el/2
2kpT,
1
kgT, = 1.13 hwp exp (— Z)' (3.115)
Disubtitusi pers. (3.79) ke pers. (3.115)
|A|
ke T#= 1113 —
2
kT _ 1Al
1.13 2
2|A| = 3.52k3T, (3.116)

Pers. (3.116) sesuai dengan berbagai superfluida dalam rentang yang luas dan

juga akurat.
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BAB IV
ENERGI KUASIPARTIKEL DAN PARAMETER GAP BCS

Model Hamiltonian pasangan BCS untuk atom fermionik adalah identik
dengan Hamiltonian atom bosonik. Hanya saja pada suku interaksi, spin pasangan
Cooper atom fermionik tidak dibatasi pada pasangan spin yang berkebalikan saja,
tetapi diperbolehkan ada pasangan spin yang sama, sehingga didefinisikan
Hamiltonian interaksi,

Hint = Tk apys Vapys (K k') CiéraC g iy Cics (4.1)
Dimana V4,5 adalah potensial interaksi, c;,, adalah operator kreasi partikel

terhambur dengan momentum K, cfk,ﬁ adalah operator kreasi partikel terhambur

dengan momentum -k, c_y, adalah operator anihilasi partikel sebelum terhambur

dengan momentum k, c,s adalah operator anihilasi partikel sebelum terhambur
dengan momentum -k. Di sini Hi,; dianggap memiliki ketergantungan pada empat
indeks spin partikel, «, 5,y, 6. Sedangkan hamburan pasangan Cooper dibatasi
dari (k,—k) menjadi (k',—k"). Untuk mendapatkan aproksimasi Hamiltonian

interaksi digunakan teorema Wick
Hine = Zkk’a’[)’y(S Vaﬁy&(k: k") ((C;’acik’ﬁ> C_kyCks + C;raCi_krﬁ<C_kka5)). (4.2)
Didefinisikan parameter gap BCS A,z (k)

Aaﬁ (k) = Zk’y& Vaﬁyd(k: k’)(c—k’yck’6>- (4-3)
Disubtitusi pers. (4.3) ke pers. (4.2)

Hint ~ Zkk’aﬁyc? Aa[j’c—kyckc? + A:zﬁclj’acik’ﬁ- (4-4)

50
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Suku interaksi pada pers. (3.82) diganti dengan Hamiltonian interaksi
pada pers. (4.4). Maka diperoleh Hamiltonian untuk atom fermionik
H =Y = 1)CisCro = Yap CljacthAaﬂ (k) + A% g (k) o crp.
Dengan menjalankan nilai o, « dan § adalah spin up dan down. Maka diperoleh
H = Y(ex = ) (cgrcrr + cgicrt) — Bk CpnCiprbm (k) + AL (k) c_grcrr +
Cr€ by (k) + Af () c_grcry + ccliqAun (k) + Afr (k) c_gycrr +
CrrClrBu (k) + AT (k) c_icpy (4.5)
Pengoperasian fungsi gelombang, pers. (4.5) pada Hamiltonian pers. (3.40)
E = (Wpcs|H|Wpcs)
E = Yi(ex — W) (Wpeslegrcin|Waes) + (Wpeslexi e Paes))
—|9eff|2 Zir{Paeslcinclinban | Waes) + (Paes|Afre_wrcin| Waes) +
(Woeslomre bl Waes) + (Waes|Atc_krci[Waes) +
(Waeslep el Waes) + (WpeslAlrc_kicen|Wpes) +
(Waeslep b Wacs) + (WpeslAlyc_kicr [ Wpes)
E =Y (ex — W (vel? = lwgel® + 1) + X ey vir A (k) + AGy (k) vty +
W VirDyr (k) + Ay (R vge ey + Wi Uiy Mgy (k) + Agy (K vjer ey +
U Vil Ay (k) + Ay (k) vje ugy. (4.6)
Dengan menggunakan metode pengali Lagrange, energi total minimum

adalah,

0= OF +Ekuk1~ (47)
Ukt

0= a_E + Ekukl (48)
Ukl
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0E

0= av;T + Ekva (49)

0="2+ B (4.10)
Vki

Untuk mendapatkan solusi dari pers. (4.7), (4.8), (4.9) dan (4.10), dicari

turunannya satu per satu. Turunan E terhadap u,

0E d

* ES
Oupy Uy

(Zk(ek = lpald — Nl £ L6 Wiy Vit A (k) +
Ay () vpruger + wge Vi Ain (k) + Ay () Vg Uiy + g Vs Ay (k) +
A3 (Vg + ujy vy Ay (k) + AT (K)vje )
= —(€x — Wugr — Vrrbrr (k) — viy Ay (k). (4.11)

Turunan E terhadap uy,

d ad %
- > (Zrler — ) (vgel? = lugl? + 1) = e whqvir (k) +

ouy, ou

At (R)vrugr + U Vir Ay (k) + AL (R v gy + vy Ay (k) +
A3 () Vit + up v Ay (k) + A7 () v ugy))
= —(ex — WUy — VinA (k) — v Ay (k). (4.12)

Turunan E terhadap v;

O0E
Vi

2 .

= av_;T(Zk(Ek — W ((vel* = lugl* + 1) — Cr ugrvindn (k) +
A (R)Virtr + U Vir Ay (k) + A (K) v gy + U v Ay (k) +
A3 () Vgt + up v Ay (k) + A7 (v ugy))

= (ex — WUkt — Werbyy (k) — w1 Agy (k). (4.13)

Turunan E terhadap vy

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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0E d

* *
vy, oy,

(ke — 0 (vel? = lugl? + 1) — Cr uprvierAn (k) +

A () Vprugr + Uy VrAir (k) + ALy (R) v ugr + Upq v Ary (k) +
A3 (Vg + U v Ay (k) + A7 (K) vy ug))
= (€ — Wuyy — ukTAIT(k) - uklAIl(k))- (4.14)

Sehingga persamaan (4.7), (4.8), (4.9) dan (4.10) menjadi

(€x — WUt + VirArr (k) + vy Ay (k) = Epuger (4.15)
(€x — WUy + VirAyr (k) + vy Ay (k) = Erugy (4.16)
—(€x = Wukr + Wby (k) + w87, (k) = Egvp (4.17)
—(€x — Wugy + wrAp (k) + w A7 (k) = Epvg,. (4.18)

Persamaan gap BCS (4.15), (4.16), (4.17) dan (4.18) diubah menjadi persamaan

matriks 4 x 4.
a—p 0 Ap(k) Au(k) \ /e T
0 € —pu  Aplk) Aplk) Uy | Upy
A(k) Ahk) —ept+u 0 |\ vier | TEe| vy | (420
A?l(k) AIl(k) 0 —€g + u Vil Vil

Kemudian didefinisikan

(ATT(k) Ay (k)

Ay (k) Au(k)> = i(Ad + d(k).0)a,

= i(AkI + d, g, -t dyapeF dzaz)ay

(e} D Hra e
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( d, Cf)x>+<ic(i)y _i)dy>+
(5 )) )
(e SN D

—d, (k) +id, (k) Ay +d, (k)
= . : (4.20)
—Ap +d, (k) d, (k) + idy (k)
Sifat simetri paritas pada persamaan (4.20) menyiratkan bahwa
AR s (4.21)
d(k) = —d(—k) (4.22)

Komponen skalar pada persamaan (4.21) adalah genap di bawah operasi paritas
k - —k. Sedangkan komponen vektor pada persamaan (4.22) adalah ganjil.
Dengan demikian, secara umum ditemukan bahwa persamaan gap memiliki solusi
yang ganjil atau genap, dan tidak pernah ada komponen campuran. Karena itu

dapat dibedakan dua kemungkinan, spin singlet berpasangan yang memiliki energi
gap

(o i) = (o ) .

dan spin triplet berpasangan, dimana parameter gap-nya adalah

(ATT(k) Au(k)) _ (—dx(k)+idy(k) d, (k) >

M) (k) a0 0 +idm) ¢

Persamaan (4.24) disubtitusi ke dalam persamaan (4.19). Maka didapatkan

persamaan Hamiltonian yang baru,
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/ €k — U 0 —dy + id, d; \ Ugr Upr
0 € — U dz dx+idy Ugy Uk

—d; — id} d; (e — 1) 0 Ver | = Ey Vet | (4.25)
d, dy —id,, 0 —(ex — 1)/ \Vkl Ukl

Dari persamaan (4.25) dihitung energi kuasipartikel dengan menggunakan
persamaan nilai eigen. Adapun perhitungannya sebagaimana yang terlampir di

lampiran 2. Kemudian didapatkan nilai eigen sebagai berikut,

Ex =ty (er — w2 +[d]2 £ |d x d’|. (4.26)
Dengan mengasumsikan bahwa atom °He berbentuk bola. Maka
koordinat bola dapat digunakan untuk mengekspansi komponen d(k) dalam

bentuk fungsi Harmonik sferis,

dv(k) == Z nvlmylm(ek’ ¢k) (4-27)
Dimana
_ (21 =m]D! om
Vim O 1) = |75 (b P (cos 0) (4.28)
Dan
ing)lml L+|m|
P™(cos @) = (sin 8) s +(cos? 6 — 1)! (4.29)

2Ll dcos@ltim
P™(cos @) adalah polinom Rodrigues dan subskrip v = x,y,z adalah tiga
komponen vektor.

Dengan mengasumsikan pasangan gelombang-p untuk menjadi kasus,

Persamaan (4.29) dapat ditulis ulang dalam bentuk

dy (k) = X1 fi Ok, Pr)- (4.30)



56

Sebelum mendapatkan parameter d,(k), terlebih dahulu dicari
fi(Bx, ¢i). Anderson (1961) mengusulkan bahwa pasangan antar atom terbentuk

pada kondisi | = 1. Sehingoa diperoleh,

Ok, —1(0g,
fx(gk, ¢k) = Yll( kd)k);;l 1( k¢k) (4.31)
Ok, dr)—Y1-1(Ok,
fy(ek, ¢k) = Yll( k¢k)\/zy;1 1( k¢k) (432)
f2(Or, di) = Y10(Ok, D). (4.33)

Sebelum menghitung f,, f, dan f;, terlebih dahulu ditampilkan Y;;(6y, ¢y),

Y1-1(Ok, ¢r) dan Yy (O, Py).

Y11 (6, 1) = Jsznsineei¢. (4.34)
Y11 Ok, Pr) = \/gsm@e_i(p- (4.35)
Y10(Ok, b)) = \/%cosﬁ. (4.36)

Perhitungan manual dari pers. (4.34), (3.35) dan (4.36) ditulis di lampian 3.
Setelah itu, dihitung f, (6, ¢,) menggunakan persamaan (4.31)

_ Y110, Pr)+Y1-1 Ok, Pr)
fx(gk;(,bk): 11\Yk k\/zl 1\Uk,Pk

3 sin@el®+ | sinfe~i®
_ \’Sn \f 8m
- ND

= /é—nsine(ei¢+e‘i¢)
,3 .
= Esm@(Zcosd))

I
—\/;smecosgb. (4.37)
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Kemudian dihitung f, (6, ¢x) menggunakan persamaan (4.32)

_Y (9'¢)_Y—(91¢)
B ) = PO Ot

/i i ip_ /_3_ ; —ig
_ anmee anmee
V2i

’ ip_o—ip
16m 14
, il .

= |1 sin 0 (2 sin ¢)

= \/% sin O sin ¢. (4.38)

Lalu dihitung f, (0, ¢) menggunakan persamaan (4.33)

fz Ok, b)) = Y10(Ok, Pi)

3
— \/; cos 6. (4.39)

Sehingga didapatkan

fx Ok, dx) = (%)1/2 cos ¢y, Sin B (4.40)
3\1/2

fy (B di) = (=) sin ¢y sin 6 (4.41)
/

£t = () cos b, (4.42)

Parameter gap d (k) bergantung pada total sembilan koefisien kompleks,
Nxx nxy Nxz
(il = <77yx Nyy ny2>. (4.43)
Nzx nzy Nzz
Untuk menentukan koefisien ini, perlu untuk menyelesaikan analog persamaan

BCS gap. Keadaan Anderson-Brinkman-Morrel (ABM) (Annet, 2004),
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1 i O
[nm-]=n<0 0 0) (4.44)
0 0 0

Sehingga
dx(k) = Z 77xifi(9k' ¢k)
f2(6,9)
=n1 i 0| £6,¢)
f2(6, )
=n(£:(6,0) +if,(6,9)) (4.45)
dy(k) = nyifi(ek' i)
fx(6,9)
=70 0 0|6 ¢)
f2(6, )
=20 (4.46)
dz(k) =2 nzifi(ek' dr)
fx(6,9)
=n(0 0 0| A6 ¢)
f2(6, )
=0 (4.47)
dan keadaan Balain-Werthamer (BW) (Annet, 2004)

1 0 O
[Mwil =1 (0 1 0). (4.48)
0 0 1

Sehingga
dy (k) = X1 fi Ok, Pi)

fx(6,9)
=n(1 0 0) fy(9r¢)
f2(6, ¢)
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=n(f:(6,9)) (4.49)
dy (k) = X1yifi Ok, i)
f(6, )
=000 1 0)| /6 ¢)
f2(6,9)
=n(£6,9)) (4.50)

4,0) = D 1f: (k0 )
fx(6,9)
=n(0 0 0)|A(6¢)
f2(6, )
=n(£;6,9)). (4.51)

Energi kuasipartikel

Ei = /(e —w? + 1d(R)I? + |d(k) x d* (k)| (4.53)
Untuk kedua solusi ABM dan BW, produk silang adalah nol |d(k) x d*(k)| = 0.

Untuk keadaan ABM
ld(k) x d*(k)| = |(dy + dy, +d,) x (d; + d}, + d;)|
=12 (i + ify )i + 0] + 0k ) x ((f, — ify) )1 + 0] + Ok)
=12 ((fe +if,) X 0= 0% (f, +ify))
=0 (4.53)
Untuk keadaan ABM
|d(k) x d*(k)| = |(dy + dy, + d,) x (d; + d; + d})|
=0? (R + f7 + £E) x (fil + £ + 7))

=02 ((fefy = K1)+ (hfe = L5 + (e — ££OF)
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=0 (4.54)

Sehingga energi kuasipartikel

Ei = /(ex = w2 + 1d(B)I? (4.55)

Jelas dari sini bahwa besarnya vektor d(k), |d(k)| memiliki peran yang sama
dengan energi gap BCS |A|.

Kemudian dihitung |d(k)| untuk keadaan ABM dan BW. Untuk keadaan

ABM

|d(k)| = \/(dxi +dyj +d,k) - (dit+ dpf + dzk)

= Jdyd; + d,d; + d,d3

= [+ 5)(f—15) +0+0

3 3
- 2 2 2 i 2
= —sin? 6 cos sin? 0 sin
7’\/411 ¢+ (0]

= n\/% sin? 0 (cos? ¢ + sin? ¢)

= n\% sin 6. (4.56)

Parameter gap BCS untuk keadaan ABM divisualisasikan dengan

menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014 dalam gambar 4.1
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Gambar 4.1 Grafik Parameter Gap BCS dalam Koordinat Polar (r, 8) untuk
Keadaan ABM
Dalam gambar 4.1, variabel r menunjukkan nilai Parameter gap
BCS, d(k). Sedangkan 6 menunjukkan perputaran sudut 6. Gambar 4.1
menunjukkan bahwa parameter gap BCS bernilai nol pada sudut 8 sama dengan
0° dan 180° untuk keadaan ABM. Sehingga terbentuk simpul di titik pusat. Secara
fisis, keadaan ABM menggambarkan fase A dari superfluida *He. Adapun untuk

keadaan BW

ld(k)| = J(dxi +dyj + djk) - (dit+ dyf + dik)

= Jd i + 4,3, + d,d;

= VAT

3 . 3 . . 3
= 77\/—sm2 0 cos? ¢ + —sin? 0 sin? ¢ + —cos? 6
41 41 41

= n\/% (sin? 0 (cos? ¢ + sin? ¢p) + cos? 0)

— 7 |32 (cin2 2
—n\/m(sm 6 + cos?6)
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=7 \/% (4.57)

Parameter gap BCS untuk keadaan ABM divisualisasikan dengan

menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014 dalam gambar 4.2

10

Gambar 4.2 Grafik Parameter Gép BCS délam Koordinat Polar (r, 8) untuk
Keadaan BW

Dalam gambar 4.2, variabel r menunjukkan nilai Parameter gap
BCS, d(k). Sedangkan 6 menunjukkan perputaran sudut 6. Gambar 4.2
menunjukkan bahwa parameter gap BCS konstan pada setiap untuk keadaan
ABM. Secara fisis, keadaan ABM menggambarkan fase B dari superfluida *He.
Sehingga bisa dilihat perbedaan antara fase A dan fase B. Pada fase A, parameter
gap BCS d(k) memiliki arah konstan di segala ruang, dan lenyap pada dua titik.
Sedangkan pada fase B, parameter gap BCS d(k) selalu mengarah ke luar, dan
memiliki besaran konstan di semua titik.

Pers. (4,56) disubtitusi ke pers. (4.55) diperoleh energi kuasipartikel

untuk keadaan ABM

Ey = J(ek —w?+ ﬁnz sin? @ (4.58)
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Energi kuasipartikel BCS untuk keadaan ABM divisualisasikan dengan

menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014 dalam gambar 4.3

Gambar 4.3 Grafik Energi Kuasipartikel dalam Koordinat Polar (r, 8) untuk
Keadaan ABM
Dalam gambar 4.3, variabel r menunjukkan nilai energi kuasipartikel Ey.
Sedangkan 6 menunjukkan perputaran sudut 8. Gambar 4.3 menunjukkan bahwa
energi kuasipartikel nilainya mengecil pada sudut & sama dengan 0° dan 180°
untuk keadaan ABM.
Pers. (4,57) disubtitusi ke pers. (4.55) diperoleh energi kuasipartikel

untuk keadaan BW

B = (e - w2+ Loy (4.59)
Energi kuasipartikel BCS untuk keadaan BW divisualisasikan dengan

menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014 dalam gambar 4.4
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Gambar 4.4 Grafik Energi Kuasipartikel dalam Koordinat Polar (r, 8) untuk
Keadaan BW
Dalam gambar 4.4, variabel r menunjukkan nilai energi kuasipartikel Ey.
Sedangkan 6 menunjukkan perputaran sudut 6. Gambar 4.3 menunjukkan bahwa
energi kuasipartikel nilainya konstan pada sudut 6 untuk keadaan BW.
Energi kuasipartikel BCS dan energi kinetik untuk keadaan ABM
divisualisasikan dengan menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014

dalam gambar 4.5

Gambar 4.5 Grafik Energi Kuasipartikel BCS (Biru) dan Energi Kinetik (Kuning)
dalam Koordinat Polar (r, 8) untuk Keadaan ABM
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Energi kuasipartikel BCS dan energi kinetik untuk keadaan BW
divisualisasikan dengan menggunakan Wolfram Mathematica 10.0 tahun 2014

dalam gambar 4.6

-05

=16

\ -15 g /

\/

—

Gambar 4.6 Grafik Energi Kuasipartikel BCS (Biru) dan Energi Kinetik (Kuning)
dalam Koordinat Polar (r, 8) untuk Keadaan BW

Dalam gambar 4.5 dan 4.6, variabel r menunjukkan nilai energi
kuasipartikel, Ex untuk warna biru dan energi kinetik, €, untuk warna kuning.
Sedangkan 8 menunjukkan perputaran sudut 8. Gambar 4.5 dan 4.6 menunjukkan
bahwa gap antara warna biru dan kuning bernilai nol pada sudut 8 sama dengan
0° dan 180° untuk keadaan ABM atau fase A. Akan tetapi pada keadaan BW atau
fase B, gap bernilai konstan pada setiap sudut 6. Oleh karena itu, sifat superfluida

fase B lebih stabil dibandingkan dengan fase A.



BAB V
KESIMPULAN
5.1 Kesimpulan
1. Parameter gap BCS, |d(k)| memiliki dua keadaan yakni ABM dan BW.

Untuk keadaan ABM

ld(k)| = \/%sine (5.1)

Keadaan ABM ini merepresentasikan fase *He-A. Untuk keadaan BW

mmn=f§ (5.2)

Keadaan ABM ini merepresentasikan fase *He-A
2. *He memeliki energi kuasipartikel yang identik dengan energi

kuasipartikel “He. Energi kuasipartikel “He adalah

Ex = /(ex — w2 + |d(K)|2 (5.3)

Sedangkan Energi kuasipartikel *He adalah

Ex = /(e — 1) + |A[2 (5.4)
Dalam hal ini parameter gap BCS atom >He, |d(k)| identik dengan energi
gap BCS atom “He |A|. Hanya saja |d(k)| berbentuk vektor sedangkan |A|
berbentuk skalar.
5.2 Saran
Penelitian ini bisa dilanjutkan dengan kajian superfluida dalam ranah

relativistik dan pada suhu tinggi.
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LAMPIRAN 1

{bkm b;'a'} = {u;;cka — VCho VCrl g + ukC]:-’g"}
= U Vil Char Cr o1 3 + Ui {Cro C;'J'} — Ve Vk{Citor Crer o'} —
Vi {Cig C;'g'}
= Up U {Cko C;'a'} — VeV {Chor Ci 61}
= Ute{Ckor 11} + VEVIACR o5 Citr}
= (luel? + vk o7 cio}
= OkkiOgor
{bs, b1 o1} = {VkCro + W Cis ViCror + U Cylr 1}
= Vg Vi{Cko» C' '} + Ukuk{ckm C;:'g'} + wevi{Ciy Crr ot} +
el G €141}
= vewe{cror Cpr,1} + Wevi{cts Crror}
= Vi Chor €1} — U Vil i €11}
=0
{bro brigr} = {uicka — VkCitor Ui’ o — UZC;'J'}
= u;u;{cka,ck’a'} — ul*cvlt{ckm C;’o’} — VUil Clgr Crr ot} +
ViVl Cior 1)
= ~UpVie{Chor Cpr 7} — Vit {Cil Cr 1}
= ~UpVk{Crar Cor gt} + ViettidChr o, o)

=0
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LAMPIRAN 2
/ek—u 0 —d, +id, d, \ 1 0 0 O
| 0 € — U dz dx+idy _E 01 0 0 —0
—dy —id,, d; —(€x — 1) 0 kKlo o 1 o™
\ d, dy'— id, 0 —(ex — 1) 0 0 0 1
| / (ex =) — Ey 0 —dy +id, d, |
0 (Ek—,ll)—Ek dZ dx+ldy I ~0
Fds =T 75 —(ex — 1) — Ex 0
(ex — ) — Ex d, dy + idy,
0= ((ex — 1) — Ex) d; —(&x — 1) — Eg 0 +
dx+idy 0 (Ek—‘u)_Ek
(—d, + id;) 0 —d}, — id; d; n
—(ex — 1) — Ex d; dy — idy
0 (€x — 1) — Ey d,
d, || —dx — idy dg —(€x — 1) — Ey
ds dy — id, 0

Kemudian dihitung tiap sukunya. Suku pertama

(ex — ) — Ex d, dy + idy
dy —(€x — 1) — Ey 0

dr=id} 0 — (& — 1) — Ey

= ((ex — 1) — Ey)

= ((ex — 1) — E{((ex — ) — Ex)(—(€x — ) — Ex)? — 1d, |2 (— (e —
1) — E) — (—(ex — ) — Ex)(dy — id)(dy + idy)}
= ((ex —1)* — Ep)? — ld,|*((ex — 0)* — ER) — ((ex — )* — E}) (|dx|2 +

|y |” + idzd, - id,d;)
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2 -
= ((ex —?* — E9)? — ((ex — )* — E}) (ldx|2 +|dy|” + 1d,|? + idyd,
idyd;)
= {((ex —)* —EP)?* — ((ex —w)?* — ER)(1d|? + idyd, — id,d})}
di mana |d|? = |d,|* + |dy|2 + |d,|?. Kemudian suku kedua,

dy + id, 0 (ex — 1) — Ey
0 —d; — id;, d;

— (e — ) — Ey dg dy — idy

='(=d, + id,)

= (—dy + id,) {(d, + idy) (=} — id;) (d5 — id3) — (d3)?) -
(e = 1) = EQ (= (e — 1) — E(=d; — i)}

= (dy + id,) {(d + idy) (~ ()2 — (d5)" - (d)?) — (EF -
(ex — WA)(~d; — id3)}

= {(@)?+(4,)") (@2 + (d5)" + (@)?) — (BE = (ex -
) (Idx? + |, | - idyd, + idyd;)}

Suku ketiga

=d,

0 (Ek - ,Ll) - Ek dz
—dy —id, dz —(ex — 1) — Ex
d; d; — id;, 0

= —d, {(EZ — (ex — D)3 + d, ((—ds — id3) (d; — id3) — (d;)?)]}

= (B — (e — DL + (@7 (@) + (¢5)° + (@)?)]

Setelah itu, dihitung hasil penjumlahan ketiga suku tersebut



2
= {(B2 — (e = 109) = B = (e~ ) (14P + ididdy — idd;)} +
(@2 +(4,)°) (@2 + (&5)" + (d)?) = (BE = (e -
02 (1d:1? + |dy|* — idjd,, + idyedy )} + {- (B2 = (e — )?)1d, 1 +
()% ((d)? + (d)” + (4)?)}
2 2 2 2
= {(BE - e =) = B = (e = ) (1412 + Il + |, +
dal?)} + {((@0? + ()" + @) (@ + ()" + (@)}
2 2 % 2)2
= (B2 = (e — D) —2(EE — (e — DI + (1d2)? + (|, |*) +
(d,12)? + (dydy) +(drd))? + (didy)” + (did)? + (dydy)” +
" 2
(d5d,)".
Lalu diberi suku tambahan berupa 2|dx|2|dy|2 + 2|dy|2|dzl2 + 2|d,|?|d,|? —
2|dy|2|dy | — 2|dy|"|d,I? — 2|d,I?|d,|?. Maka diperoleh
2 2 2 22
= (B2 - (ex —10») = 2(EZ = (e = wDNA? + (D2 + (|, |*) +
(Id, 102 + 21d,12|dy | + 2|dy|*1d, 12 + 21dy [21d, 12 = 21d, 12|, | —
2|dy | 1d,1? — 21d[21d, 12 + (o))’ +(dRdl)? + (dd,)” +
(dsd)? + (dydy)” + (d;d,)"
2
= (B2 = (e =) — 2B = (e — w)1dI? + (1d]?)? -
21d, |2|dy|” = 2|dy |*Id, 12 = 21de[2d, 12 — (ded)’ +(dedp)? +

(dydy)” + (d3d,)? + (dydy)” + (d3d,)



= (B2 - (e~ D) = 282 = (e — AP + (11?2 +
()’ =21, 2]y | + (zdy)?) + ((dytz)” — 2]ty 1, 12 +
(d3d,)") + ((dyds)? = 20,71, |2 + (d3d,)?)

= (B2 = (e = D) = 282 — (e — WAIAP + (1dID)? +
(ded, — did,y)” + (dydy — diyd,)” + (doedy — diud,)?

= (B2 = (e — ) = 2(E2 — (e — DI + (1dI)? +

d, dy2+dy gfis B8 & 3
Tl st Bl 2

= (82 - e~ w®) ~ 1) - laxar?
@ x @12 = (B = (e~ 109) - lal2)

tldx d'| = (((B2 - (e — 1)) - laP?)

Ex = +y(e — )% + |d|? £ |d x d*|.
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LAMPIRAN 3

Nilai Y;1 (6, 1)

Y11 (O, i) = /%Ei::z:;iﬂ”(cos §)eims
7 \]2:;1 2;:2:;: (S“;Z?Iml dc(;:;:'llml (cos?6 —1)'e"™®
i \/gmzw dciZBZ (cos?6 — 1)e'?
= \/g%sine (2)e'®
= \/gsin 0 e'®.

Kemudian Y;_1(6k, ¢1)

21+1 (I—|m)!

Y1—1(9k; ¢k) = |

4 (I+|m|)!

21+1 (I—|m])! (sin 9)I™  gl+Im| (COSZ 9 — 1)leim¢
4m (I+m])! 2!  dcos@litiml

2x14+1 (1-1)! (sin@)t 4ttt
4 (1+1)! 211! dcos@i+t?

’3 1sin@ d? i
= an2 12 d cos 92 (cosZG—l)e l¢
N EEW i
—\/;Zsme(Z)e
=\/Esin9e‘i¢.

81

P™(cos B)e'™?

(cos?6 —1)e™i¢
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Lalu YlO (Hk! ¢k)

Y10(6k, 1) =

,Zl_+1(l—lml)! m im¢
yp (l+|m|)!Pl (cosB)e

(cos? 6 — 1)leim®

21+1 (I-|m])! (sin ®)I™  gl+lm|
4 (I+|m))! 24!  dcos@ltiml

2x1+1 (1-0)! (sin0)°  d1+o

47 (1+0)! 211! dcos@1to

/il @ AL
4m 2 dcosf (COS 0 1)

2 lcos@ 2)

41T 2

I
I

3
—cos@.
41T

(cos?6 — 1)e°
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Lampiran 4

Parameter gap BCS untuk keadaan ABM, dengan nilai n = 1.

’3
|d| =n Esin@

PolarPlot[Sqrt[(3/4 Pi) % (Sin [8]) ~2]1, {5, 0, 2 Pi}]|

Parameter gap BCS untuk keadaan BW dengan nilain = 1
dl =1 |
=1 4r

PolarPlot[Sqrt[(3/4 Pi)], {&, D, 2 Pi}]
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Energi kuasipartikel untuk keadaan BW, dengan nilaie, = 3, y=2dann =1

Ex = [(e —mw)? +1772
4m

PolarPlot[Sqre[(3-2) %2+ (3/4Pi}1, {5, 0, 2 Pil]

Energi kuasipartikel untuk keadaan ABM, dengan nilai e, =3, y =2dann =1

3
b i PP Eal o
k \/(Ek 1) +4n77 sin

PolarPlot[Sqrt[(3-2) *2+ (3/4Pi) # (Sin [28]) *2]1, {&, O, 2 Pi}]
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Energi kuasipartikel untuk keadaan ABM dan energi kinetik dikurang potensial
kimiadengannilaie, =3,y =2dann =1

3
E = — 2 —Nn2qj 20
& \](ek W +4 1% sin

E=(e— 1)

PolarPlot[{Sqrt[(3-2)~2+ (3/4 Pi) % (5in [8]) 2], 1}, {&, O, 2 Pi}]

Energi kuasipartikel untuk keadaan BW dan energi kinetik dikurang potensial
kimia dengan nilai €, =3,y =2dann =1

2, o5
Ex = |(ex — 1) +-7
E=(ex— 1)

PolarPlot[{Sqrt[(3-2)~2+ (3/4Pi)], 1}, {5, 0, 2 Pi}]
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