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ABSTRAK

Maghfur, Moh. Alex . 2017. Analisis Transformasi Fourier dalam Penyelesaian
Persamaan Panas. Skripsi Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (I1) Ach. Nashichuddin,
MA

Kata kunci: Domain tak hingga, persamaan panas, transformasi Fourier.

Persamaan diferensial parsial merupakan persamaan yang memuat turunan
parsial dari satu atau lebih variabel terikat terhadap dua atau lebih variabel bebas.
Salah satu contoh dari persamaan diferensial parsial adalah persamaan panas linier
satu dimensi yang merepresentasikan distribusi panas pada suatu batang.
Permasalahan perambatan panas umumnya digambarkan dalam suatu domain
material batang yang memiliki panjang berhingga, namun permasalahan akan
menjadi lebih sulit jika daerah tersebut berukuran sangat panjang, seperti contoh
kabel panjang. Permasalahan tersebut akan lebih mudah diselesaikan dengan
mengasumsikan panjang kabel tersebut mendekati tak hingga. Transformasi
Fourier dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan panas pada kasus
domain tak hingga. Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk menganalisis
transformasi Fourier dalam penyelesaian persamaan panas pada domain tak
hingga.

Persamaan panas ditransformasikan sehingga diperoleh persamaan
diferensial biasa. Selanjutnya, persamaan diferensial biasa tersebut diselesaikan
untuk menghasilkan penyelesaian transformasi. Penyelesaian persamaan
diferensial parsial diperoleh dengan melakukan invers transformasi. Selanjutnya,
diterapkan prinsip konvolusi sehingga menghasilkan penyelesaian dalam bentuk
integral tunggal yang selanjutnya bisa diperiksa keabsahan penyelesaiannya.
Setelah diperoleh penyelesaian persamaan, dilakukan simulasi dengan
menggunakan fungsi error pada software Matlab.

Berdasarkan hasil simulasi, panas berdistribusi dari temperatur tinggi ke
temperatur rendah sepanjang kabel. Untuk waktu yang semakin besar, maka panas
akan semakin menyebar ke seluruh kabel sedemikian sehingga temperatur
mendekati nol di sepanjang kabel. Konstanta difusifitas termal mempengaruhi
kecepatan perambatan panas. Simulasi pada batang berhingga menunjukkan
temperatur kedua ujung batang yang selalu bernilai nol, sedangkan karena tidak
memungkinkan simulasi keseluruhan kabel maka simulasi pada kabel panjang
hanya dilakukan pada bagian yang diberikan panas, sehingga kedua ujung
temperaturnya tidak nol.
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ABSTRACT

Maghfur, Moh. Alex. 2017. Fourier Transform Analysis on Solving Heat
Equation. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, State Islamic University of Maulana Malik lbrahim Malang.
Advisors: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (1) Ach. Nashichuddin, MA.

Keyword: Fourier transform, heat equation, infinite domain.

Partial differential equation is an equation containing a partial derivative
of one or more dependent variables to two or more independent variables. One
example of a partial differential equation is one-dimensional linear heat equation
that represents the heat distribution on a rod. Most of the problem of heat
diffusion are described on a finite domain, but the problem will become more
difficult if the domain is very long, for example a long cable. The problem will be
more easily solved by assuming the cable length tends to infinite. Fourier
transforms can be used to solve heat diffusion equations in the case of infinite
domain. Therefore, this study aims to analyze Fourier transform on solving heat
equations in infinite domains.

The heat equation is transformed to obtain the ordinary differential
equation. Furthermore, that ordinary differential equations are solved to produce a
solution in the form of transformation. The solution of the partial differential
equation is obtained by inverse transformation. Then by applying the principle of
convolution, it produced a solution with a single integral form, which can be
checked for the validity of the solution. After obtaining the equation solution,
simulation is done by using the error function in Matlab software.

Based on the simulation results, the heat is distributed from high
temperature to low temperature along the cable. For an increasingly large time,
the heat will spread further throughout the cable so that the temperature
approaches zero along the cable. The thermal diffusivity constant affects the speed
of the heat diffusion. The simulation on the finite rod indicates the temperature of
both ends of the rod which is always zero, but since it does not allow the
simulation of the whole cable then the simulation on the long cable is only done
on the part given the heat, so that both ends of the temperature are not zero.

XVi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial parsial merupakan persamaan yang memuat turunan
parsial dari satu atau lebih variabel terikat terhadap dua atau lebih variabel bebas
(Zill, 2009:2). Salah satu contoh dari persamaan diferensial adalah persamaan
panas linier satu dimensi yang merepresentasikan distribusi panas pada suatu
batang. Banyak metode yang dapat digunakan untuk menyelesaian persamaan
diferensial parsial. Metode yang dapat digunakan dapat bersifat analitik maupun
numerik. Penyelesaian persamaan diferensial dapat dilakukan secara analitik
untuk memperoleh penyelesaian persamaan yang sesungguhnya, sehingga mampu
menjadi acuan untuk metode-metode penyelesaian yang lainnya, seperti metode
numerik.

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menyelesaian persamaan
diferensial parsial adalah transformasi Fourier. Transformasi Fourier untuk suatu
fungsi f(x) diperoleh dengan mengekspansi deret Fourier dalam bentuk
kompleks, sehingga diperoleh transformasi Fourier F(w) dalam bentuk kompleks,
dengan w merupakan transformasi variabel x (Strauss, 2008:344). Untuk fungsi
dua variabel seperti suhu u(x, t), transformasi Fourier dari u(x, t) terhadap ruang
adalah U(w,t). Transformasi Fourier dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial parsial pada kasus domain yang besar.

Persamaan panas satu dimensi berbentuk persamaan diferensial parsial

dengan suatu variabel terikat u(x, t) dan variabel bebas x dan t (O’Neil, 2014:3).
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Variabel u menyatakan suhu batang pada suatu titik di mana bergantung pada
posisi titik x yang menyatakan ruang dan t yang menyatakan waktu. Selain itu,
terdapat konstanta k yang menyatakan difusifitas termal dari material batang.
Difusifitas termal menyatakan laju perambatan panas pada material batang dari
daerah bersuhu tinggi ke daerah bersuhu rendah, yang besarnya sama dengan
perbandingan antara konduktifitas termal material batang dengan panas jenis dan
massa jenis material batang.

Persamaan panas dapat diselesaikan jika diberikan suatu informasi pada
kondisi tertentu, yaitu kondisi awal dan kondisi batas. Kondisi pada waktu
permulaan sebelum terjadinya perambatan panas disebut kondisi awal. Selain itu,
diberikan juga kondisi pada kedua ujung batang yang disebut kondisi batas.
Banyak metode yang bisa digunakan untuk menyelesaikan persamaan panas pada
domain berhingga, seperti metode pemisahan variabel (Zauderer, 2006:211) dan
metode numerik seperti metode beda hingga (Yang, 2005:406). Akan tetapi,
permasalahan menjadi lebih sulit apabila domain yang digunakan sangat besar,
sebagai contoh masalah perambatan panas pada suatu kabel atau yang sangat
panjang. Permasalahan tersebut akan lebih mudah diselesaikan dengan
menganggap panjang kabel mendekati tak hingga, sehingga menjadi permasalahan
pada domain tak hingga (Humi, 1991:214).

Untuk menyelesaikan persamaan panas pada domain tak-hingga tersebut,
dapat dilakukan dengan menggunakan metode transformasi dalam bentuk integral.
Terdapat beberapa macam metode transformasi, salah satunya adalah metode
transformasi  Fourier. Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan

menggunakan transformasi Fourier telah dibahas oleh beberapa penelitian. Negero
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(2014) meneliti mengenai metode transformasi Fourier untuk penyelesaian
persamaan diferensial parsial dengan penyelesaian berupa u(x, t). Pertama, kedua
ruas persamaan ditransformasikan sehingga menghasilkan persamaan diferensial
biasa dengan variabel U(w,t). Selanjutnya, persamaan diferensial biasa tersebut
diselesaikan untuk menghasilkan penyelesaian dalam bentuk U(w,t).
Penyelesaian persamaan diferensial parsial dapat diperoleh dengan melakukan
invers transformasi Fourier terhadap U(w, t) sehingga menghasilkan penyelesaian
u(x, t).
Islam mengajarkan bahwa setiap permasalahan pasti memiliki jalan keluar.
Begitu juga mengenai permasalahan perambatan panas pada domain tak hingga.
Jika suatu persamaan panas menggunakan domain berhingga, mungkin
permasalahan tersebut bisa diselesaikan dengan metode pemisahan variabel
maupun metode numerik. Akan tetapi, jika permasalahan tersebut menggunakan
domain yang sangat besar, maka terdapat cara lain untuk menyelesaikan
permasalahan tersebut, yaitu menggunakan transformasi Fourier.

Allah swt berfiman dalam Q.S. Yusuf: 67

2 a)‘é_ 2 i £

z Az W o | o ) 5 45 o .
U5 8582k il G 10305 o G L 14535 ¥ G2 UG

Z

Dol Tz E'“%”’/EG‘}’;" “
(T Oslemiadl JS5a ades <85 ale AN ST o) 08 o
“Dan Ya'qub berkata: "Hai anak-anakku janganlah kamu (bersama-sama) masuk
dari satu pintu gerbang, dan masuklah dari pintu-pintu gerbang yang berlain-

lain; namun demikian aku tiada dapat melepaskan kamu barang sedikitpun dari
pada (takdir) Allah.

Ayat ini menjelaskan mengenai kisah Nabi Yakub. Ketika beliau menyuruh anak-
anaknya untuk pergi ke Mesir, mereka disuruh untuk tidak masuk secara

bersamaan melalui satu pintu atau jalur masuk. Hal ini dilakukan karena untuk
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menghindari sifat dengki dan hasad karena mereka memiliki penampilan yang
menarik (Ad-Dimasyqgi, 2009:43). Begitu pula ketika manusia memiliki
permasalahan. Ketika manusia mengalami kesulitan menyelesaikan suatu
permasalahan dengan menggunakan suatu pendekatan maka dianjurkan untuk
menggunakan pendekatan lain.

Penelitian  ini  diharapkan mampu menyelesaikan permasalahan
perambatan panas pada suatu domain yang sangat besar, yang kemudian didekati
dengan domain tak hingga, sehingga memudahkan untuk menentukan
penyelesaiannya. Selain itu, karena domain yang digunakan sangat besar, maka
simulasi tidak perlu dilakukan untuk keseluruhan domain, tetapi cukup dilakukan
di sekitar domain yang terdapat sumber panas, sehingga akan memudahkan
analisis simulasi. Fokus penelitian ini adalah pembahasan mengenai penyelesaian
persamaan panas dengan menggunakan transformasi Fourier pada domain tak-
hingga. Mengingat pentingnya pembahasan mengenai penyelesaian persamaan
panas pada domain tak hingga, maka penelitian ini menjadi penting untuk
dilakukan. Berdasarkan hal tersebut, maka penelitian ini berjudul “Analisis

Transformasi Fourier dalam Penyelesaian Persamaan Panas™.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang permasalahan, maka rumusan permasalahan
dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimanakah analisis transformasi Fourier dalam penyelesaian persamaan

panas pada domain tak hingga?
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2. Bagaimanakah simulasi dan interpretasi dari penyelesaian persamaan panas
pada domain tak hingga dengan menggunakan variasi difusifitas termal dan

kondisi awal?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan yang hendak dicapai dalam penelitian ini adalah:
1. Menganalisis transformasi Fourier dalam penyelesaian persamaan panas pada
domain tak hingga.
2. Menyimulasikan dan menginterpretasi penyelesaian persamaan panas pada
domain tak hingga dengan menggunakan variasi difusifitas termal dan kondisi

awal.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Menghasilkan penyelesaian persamaan panas pada domain yang sangat besar
yang didekati dengan domain tak hingga dengan menggunakan transformasi
Fourier.

2. Mengetahui analisis simulasi dari distribusi penyebaran panas dengan kondisi
awal dan difusifitas termal yang bervariasi tanpa perlu menyimulasikan

keseluruhan domain.



1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah pada penelitian ini adalah:

1. Persamaan yang akan diselesaikan adalah persamaan panas satu dimensi pada
domain tak-hingga (infinite domain) dengan menggunakan transformasi
Fourier, yaitu

U = kg, —00 < x < 00 (1.1)

yang memiliki kondisi awal

u(x,0) = f(x) (1.2)
dan kondisi batas
Jim u(x,t) = 0. (1.3)

(Negero, 2014:52)

2. Kondisi awal f(x) yang digunakan berbentuk fungsi tangga (Negero,
2014:52) yaitu apabila diberikan satu atau beberapa daerah yang memiliki
suhu selain nol tetapi daerah lainnya bersuhu nol, dengan nilai difusifitas
termal k yang bervariasi.

3. Simulasi dilakukan secara analitik dengan menggunakan fungsi error yang
telah tersedia pada MATLAB untuk menganalisis distribusi panas pada suatu
domain tak-hingga untuk kondisi awal dan difusifitas termal yang bervariasi,
serta membandingkan dengan simulasi penyelesaian panas pada domain

berhingga.

1.6 Metode Penelitian
Penelitian ini merupakan penelitian studi kepustakaan (library research)

dengan mengkaji literatur-literatur mengenai persamaan panas dan transformasi
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Fourier. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.

Menyelesaikan persamaan panas dengan menggunakan transformasi Fourier,

dengan langkah-langkah sebagai berikut:

a. Mentransformasi  setiap suku persamaan dengan menggunakan
transformasi Fourier, sehingga diperoleh persamaan diferensial biasa
dengan variabel U(w, t).

b. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa, sehingga diperoleh
penyelesaian U(w, t) yang masih memuat konstanta C.

c. Mentransformasi kondisi awal u(x,0) = f(x) menjadi U(w,0) = F(w)
dengan menggunakan transformasi Fourier.

d. Menerapkan transformasi kondisi awal ke dalam penyelesaian U(w,t)
untuk menentukan C.

e. Melakukan invers transformasi Fourier F~1[U(w, t)] untuk menghasilkan
penyelesaian u(x, t) yang memuat integral ganda.

f. Menerapkan prinsip konvolusi sehingga menghasilkan penyelesaian akhir
u(x, t) dalam bentuk integral tunggal.

g. Memeriksa keabsahan solusi u(x, t) sehingga memenuhi persamaan awal
dan kondisi awal.

Menyimulasikan penyelesaian persamaan panas pada domain tak hingga serta

menginterpretasikannya untuk kondisi awal yang bervariasi dengan langkah-

langkah sebagai berikut:

a. Menerapkan kondisi awal f(x) ke dalam penyelesaian u(x,t).dan

menyatakan penyelesaian u(x, t) ke dalam bentuk kombinasi fungsi error.
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b. Menyimulasikan penyelesaian u(x, t) dengan kondisi awal f(x) ke dalam
Matlab.

c. Menginterpretasikan hasil simulasi penyelesaian u(x,t) untuk kondisi
awal f(x) dengan menganalisis distribusi panas.

d. Menginterpretasikan hasil simulasi penyelesaian u(x,t) untuk kondisi
awal f(x) dengan menganalisis pengaruh difusifitas termal k yang
berbeda-beda terhadap laju penyebaran panas pada kabel.

e. Membandingkan simulasi penyelesaian persamaan panas pada domain
berhingga dengan domain tak hingga.

3. Menyimpulkan hasil penelitian serta memberikan saran untuk penelitian

selanjutnya.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari
empat bab, yaitu:
Bab | Pendahuluan

Bab ini menjelaskan mengenai latar belakang permasalahan pada
penelitian, perumusan permasalahan, tujuan dari penelitian, metode yang
digunakan pada penelitian, batasan permasalahan, manfaat yang akan diperoleh
dari penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab Il Kajian Pustaka

Bab ini berisi kajian-kajian kepustakaan dan dasar teori yang menjadi
landasan dalam penelitian mengenai penyelesaian persamaan panas dengan

menggunakan transformasi Fourier. Kajian pustaka ini berisi deskripsi persamaa



9
diferensial parsial, Transformasi Fourier, penurunan persamaan panas pada
domain tak hingga, prinsip konvolusi dan definisi fungsi error, ayat Al-Qur’an
yang membahas mengenai panas dan penyelesaian masalah, serta rujukan dan
penelitian yang membahas mengenai penyelesaian persamaan  panas dan
transformasi Fourier.

Bab I11 Hasil Dan Pembahasan

Bab ini membahas mengenai penyelesaian persamaan panas dengan
menggunakan transformasi Fourier, penerapan konvolusi untuk menghasilkan
penyelesaian dalam bentuk integral tunggal, simulasi penyelesaian persamaan
panas dan interpretasinya untuk kondisi awal, difusifitas termal, dan kondisi batas
yang berbeda, serta kajian keagamaan yang berhubungan dengan penyelesaian
persamaan panas dengan menggunakan transformasi Fourier.
Bab IV Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah dibahas serta

saran untuk penelitian kedepannya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial merupakan persamaan yang memuat turunan
parsial dari satu atau lebih variabel terikat terhadap dua atau lebih variabel bebas
(Zill, 2009:2). Salah satu sifat dari persamaan diferensial parsial adalah terdapat
lebih dari satu variabel bebas x,y, ... Terdapat suatu variabel terikat u(x,y,...)
yang merupakan fungsi yang belum diketahui. Terkadang turunan-turunannya
ditulis du/dx = u,.. Bentuk umum dari persamaan diferensial parsial orde satu

dengan dua variabel bebas adalah

F (x, y,u(x, y),u(x,y), uy (x, y)) ==UH LN uy) =0 (2.1)
dengan orde dari persamaan adalah derajat turunan tertinggi pada persamaan.
Sedangkan bentuk umum dari persamaan diferensial parsial orde dua dengan dua
variabel bebas adalah

F(x, YU, ux,uy,uxx,uxy,uyy) =H() (2.2)
(Strauss, 2008:3)

Seperti persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial parsial juga
diklasifikasikan menjadi persamaan linier dan non linier. Jika variabel terikat dan
turunan parsial dari persamaan hanya berpangkat satu, maka persamaan tersebut
dikatakan linier. Misalkan u adalah variabel terikat dan misalkan x dan y adalah
variabel bebas, maka bentuk umum dari persamaan diferensial parsial linier orde

dua adalah

10
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Aazu+BaZu+CaZu+Dau+Ea +Fu=G (2.3)
ox2 ' Coxay " “ayz Cox  Cay ¢ '

di mana koefisien-koefisien A,B,C,...,G merupa fungsi dari x dan y. jika
G(x,y) = 0, persamaan (2.3) dikatakan homogen. Sebaliknya, jika G(x,y) # 0,
maka persamaan (2.3) dikatakan non homogen. Sebagai contoh, persamaan panas
satu dimensi

ou kazu 4
ot ax2

adalah persamaan linier homogen. Penyelesaian dari persamaan diferensial parsial
linier adalah suatu fungsi u(x,y) yang memiliki semua turunan-turunan parsial
dari persamaan dan memenuhi persamaan pada beberapa bidang-xy (Zill,

2009:433).

2.2 Transformasi Fourier

Berikut ini akan didefinisikan deret Fourier dari suatu fungsi.
Definisi 2.1. Misalkan terdapat suatu masalah dengan kondisi batas periodik pada
interval —L < x < L di dalam kasus deret yang melibatkan fungsi sinus dan

cosinus. Didefinisikan suatu deret tak-hingga yang disebut deret Fourier, yaitu

o

nmx nix
flx) =ag+ Z a,cos—+ ) b, sinT (2.4)

n=1

dengan koefisien-koefisien

L
1
ap = i_fL f(x)dx (2.5)
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) L
a, =— ff(x) cosﬂdx (2.6)
L L
-1
) L
b, =— jf(x) sinﬁdx (2.7)
L L
-1

(Haberman, 2013:88).
Selanjutnya akan ditentukan bentuk kompleks dari deret Fourier. Ingat
kembali formula DeMoivre yang menyatakan sinus dan cosinus ke dalam bentuk

eksponensial kompleks
il = 2.8
sin 6 57 (2.8)
o4 20

L 4 4 2.9
cos @ > ’ (2.9)

inmx inmx

Misalkan 6 = nmx/L didapatkan e .t dan e r . Koleksi dari fungsi

trigonometri {sinn@ , cos n@) diganti dengan koleksi dari eksponensial kompleks

imx  2imx —imx =2inx
{1,eL,e L_l'c™ JULS CF NP }

inmx

Dengan kata lain, diperoleh koleksi {eT}, di mana n sebarang bilangan bulat.

Sehingga diperoleh bentuk kompleks dari deret Fourier yaitu

[0}

inmx
b= z cpe L (2.10)
n=—oo
di mana
L
1 _inmx
Cn =57 ff(x)e L dx (2.11)
-L

(Strauss, 2008:115-116).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jika penyelesaian masalah persamaan diferensial parsial dalam interval
berhingga dapat dilakukan dengan menggunakan deret Fourier, maka
permasalahan pada garis utuh (—oo, 00) dilakukan dengan menggunakan integral
Fourier. Untuk memahami hubungan ini, diberikan fungsi f(x) yang terdefinisi
pada interval (—L, L). Deret Fourier dari fungsi f(x) apabila dinyatakan dengan

notasi kompleks adalah

[0}

FE)= Y et

n=-—oo

di mana
L,
1 —inmy J
= — L
=L

Integral Fourier diperoleh dengan memisalkan L — oo.. Jika dimisalkan w =

nm /L, dan substitusikan c,, ke dalam barisan, diperoleh

(0]

f(x)= f Fe T dy |t
- Zm f fe tody |t T

Karena L — oo, interval diperluas menjadi garis utuh dan titik-titik « menjadi
semakin rapat. Pada masalah limit, w menjadi variabel kontinyu, dan jumlahannya
menjadi suatu integral. Jarak antara dua titik k yang berdekatan adalah Aw = /L,
yang selanjutnya menjadi dw pada permasalahan limit. Oleh karena itu, diperoleh
hasil

1< [ . .
=5 2 | [ roreeray |eemaw

n=—oo _L
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(09) (09)

— 1 —iwy lwx
fx) = - f f fye dy |e'** dw. (2.12)
Cara lain untuk menuliskan (2.12) adalah
oy |
f(Qe= o f F(w)e'* dw, (2.13)
di mana
F(w) = f f(x)e 'Y dx., (2.14)

F(w) disebut transformasi Fourier dari f(x). Perlu diingat bahwa transformasi
tersebut berlaku kebalikannya, yaitu f(x) adalah transformasi Fourier dari F(w).
Perbedaannya hanya terletak pada tanda minus pada pangkat eksponen dan faktor
2. Variabel x dan o memiliki dua peran, dan w disebut variabel frekuensi
(Strauss, 2008:343-344)

Berikut ini adalah tabel dari beberapa transformasi yang penting menurut

Strauss (2008:345)

Tabel 2.1 Beberapa transformasi Fourier dari fungsi f(x) yang penting (Strauss, 2008:345)

f(x) F(w)
Fungsi Delta 6(x) 1
2
Square Pulse H(a — |x|) Esm aw
Eksponensial e~alxl _a (a>0)
a? + w?’
. - 1
Fungsi Heaviside H(x) md(w) + —
Lw
. 2
Sign H(x) — H(—x) —
Lw
Konstan 1 2né(w)
Gaussian e—"z—z x/ﬁe"sz




15
Misalkan F(w) adalah transformasi dari f(x) dan misalkan G(w) adalah

transformasi dari g(x). Maka diperoleh sifat-sifat seperti pada tabel berikut

Tabel 2.2 Beberapa sifat-sifat transformasi Fourier (Strauss, 2008:346)

Fungsi Transformasi
1. g iwF(w)
2 Xf () /2
8. f(x—a) e YF (w)
4, el f(x) F(w —a)
S, af (x) + bg(x) aF (w) + bG(w)
1 /o
6. f(ax) = (z),(a +0)

Teorema 2.2. Untuk suatu fungsi f(x) berlaku

FIf' ()] = iwF[f (x)] (2.15)
FIf" (0] = > F[f (). (2.16)
Bukti: Misalkan f adalah fungsi kontinyu dan terintegral pada interval (—oo, c0)
dan f' kontinyu sebagian pada setiap interval berhingga. Jika f(x) — 0 ketika

x — +oo0, maka diperoleh integrasi
FIFG) = [ frdeoxdx

— f e—iwx df(x)
= f(x)ei“”‘ﬁooo +iw f f(x)e ¥ dx

=iw Jf(x)e"i“’xdx,

sehingga
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Flf' ()] = iwF[f (x)].
Dengan cara yang sama diperoleh
FIf"(0)] = —w?F[f ()]
(Zill, 2009:505).

Di dalam beberapa referensi, karena

1 1 1
2m 27 \2m
Maka transformasi Fourier dapat juga ditulis
1 [ lwx
f(x) = \/ﬁ fF(a))e dw (2.17)
di mana
1 ( —iw
P@) =2= [ ro)eevay. (218)

Beberapa referensi mengenalkan 1/+/2m pada bentuk transformasi dan inversnya,
yang menunjukkan kesimetrian pada representasinya. Bahkan para ahli teknik
elektro terkadang menghilangkan faktor ini pada transformasi dan justru
meletakkanya pada invers transformasi. Mereka juga menggunakan (i) pada
transformasi dan —i pada inversnya. Selain itu, mereka juga menggunakan j untuk
bilangan imajiner untuk membedakannya dengan i pada kuat arus listrik.
Perubahan-perubahan ini hanya merupakan alternatif dan tidak akan mengubah

transformasi itu sendiri (Nair, 2011:100).

2.3 Persamaan Panas Satu Dimensi
Akan diturunkan persamaan diferensial parsial untuk model aliran panas

pada suatu medium. Diberikan suatu batang dengan massa jenis material batang p
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konstan yang memiliki bagian-bagian melintang seragam dengan luas A.
Permukaan samping batang mengisolasi batang, sehingga diasumsikan tidak ada
panas yang menghilang melalui permukaan batang. Tempatkan sumbu-x
sepanjang batang yang memiliki panjang L, asumsikan bahwa pada suatu waktu
yang diberikan, suhu sepanjang sebarang bagian melintang pada batang adalah
sama, meskipun mungkin suhunya bervariasi antara setiap bagian. Akan
diturunkan suatu persamaan untuk u(x,t) yang menyatakan temperatur batang di
titik x pada waktu t. Pada konteks masalah difusi, u(x, t) disebut fungsi distribusi
kepadatan (density distribution function) (O’Neil, 2014:1).

Diberikan suatu segmen pada batang. Misalkan ¢ adalah konstanta panas
jenis pada material batang tertentu, atau dapat diartikan sebagai banyak energi
panas yang harus diberikan kepada suatu unit massa dari material untuk
menaikkan suhu sebesar satu derajat. Segmen pada batang di antara x dan x + Ax
memiliki massa pV = pAAx, dan segmen ini akan mengambil energi panas
kurang lebih sebesar pcAu(x, t)Ax satuan untuk mengubah suhu segmen dari nol

ke u(x, t). Energi panas total pada segmen pada sebarang waktu t > 0 adalah

x+Ax

E(x,Ax,t) = J- pcAu(E,t) dé. (2.19)

X
sedangkan laju perubahan energi di dalam segmen terhadap wakiu adalah

A
oF T ou
Frin fluks + sumber atau gaya luar = J pcA ET (&,t) dé¢ (2.20)

X

Asumsikan bahwa tidak ada sumber atau energi yang hilang di dalam batang,

maka
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x+Ax

fluks = f pcAi;—l;(f, t) d (2.21)

X

Sekarang misalkan F(x,t) adalah banyaknya energi panas per satuan luas yang
mengalir melalui bagian melintang di titik x pada waktu t dan searah dengan
peningkatan nilai x. Maka fluks energi pada segmen di antara x dan x + Ax pada
waktu t adalah laju aliran energi masuk segmen yang melalui x dikurangi dengan
laju aliran energi keluar segmen yang melalui x + Ax (Gambar 2.1)

fluks = AF (x,t) — AF(x + Ax, t)
atau dapat ditulis

fluks = —A(F(x + Ax, t) — F(x, t)). (2.22)

‘@) _ / \ F&;ﬂ? )
bf X:Ax f
— —

Gambar 2.1 Fluks energi pada segmen sama dengan laju aliran energi masuk dikurangi laju aliran energi

keluar. (O’Neil, 2014:3)

Ingat kembali hukum pendinginan Newton yang menyatakan bahwa energi panas
mengalir dari daerah hangat (suhu tinggi) ke daerah dingin (suhu rendah), dan
banyaknya energi panas sebanding dengan perubahan suhu w terhadap

perpindahan x (gradien). Sehingga dapat ditulis
d
Fx,6) = —K == (x, £). (2.23)
d0x

Konstanta kesebandingan K disebut konduktifitas panas dari batang. Tanda

negatif pada persamaan menunjukkan bahwa energi mengalir dari segmen bersuhu
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tinggi ke segmen bersuhu rendah. Substitusikan (2.23) ke dalam persamaan

(2.22), sehingga

fuks = —4( -k e+ a0 + K 2 (e 0)
uks = Ix X X, Ix X,

ou ou
= KAl —(x+ Ax,t) ——(x,t)
0x 0x

atau
x+Ax 6 a
fluks = j a(KA%(f,t)) d¢, (2.24)
dari (2.21) dan (2.24) diperoleh
x+Ax x+Ax
j cAa—u(f t) d¢‘=f i KAa—u(E t) | dé
PEaDE S ax\ " ax
x+Ax x+Ax
f ca—u(§ t) dfzf a Ka—u(f t) | d§
PCBe ax\ " ax
x+Ax
[ (e en-5(x5@n))a=0 (2.25)
PCae Y T o\ M ax ' '

Persamaan ini valid untuk sebarang x dan x + Ax karena 0 < x < x + Ax < L.

Integran harus bernilai sama dengan nol, artinya
et = K 0 (2.26)
PEe ) = R '

atau biasa ditulis

Up = Ky, (2.27)

di mana
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K
k=— (2.28)

adalah difusifitas dari material batang. Persamaan (2.26) disebut persamaan panas

atau persamaan difusi satu dimensi (O’Neil, 2014:3).

2.4 Kondisi Awal dan Kondisi Batas pada Domain Tak Hingga

Untuk mengetahui suhu pada suatu batang pada waktu tertentu kita harus
mengetahui beberapa informasi, seperti suhu yang melalui suatu batang pada
beberapa waktu partikular (kondisi awal), yang juga diiringi dengan informasi
mengenai suhu pada kedua ujung batang (kondisi batas). Kondisi awal secara

khusus memiliki bentuk

UG0S A P0E Pee T8, (2.29)
di mana f(x) adalah fungsi yang diberikan. Sedangkan kondisi batas menentukan
kondisi pada kedua titik ujung batang pada variabel ruang. Kondisi-kondisi
tersebut bisa saja memiliki bentuk-bentuk yang berbeda. Salah satu jenis kondisi
yang umum digunakan adalah
w00 t) Eldterublyt) EEB (D0 x < L, (2.30)
di mana a(t) dan B(t) adalah fungsi yang diberikan (O’Neil, 2014:4).

Pada beberapa kondisi, solusi dari persamaan diferensial parsial diperoleh
dari suatu himpunan masalah nilai batas pada suatu daerah di mana dimensinya
mungkin tak hingga. Sebagai contoh, diberikan masalah dalam menentukan besar
medan listrik yang dihasilkan dari antena kutub horizontal ketika tegangan listrik
diberikan sepanjang antena. Tegangan listrik muncul pada antena, tetapi juga

memancar ke segala arah secara tak terhingga. Terdapat juga masalah nilai batas
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pada daerah yang memiliki dimensi berhingga tetapi sangat besar. Artinya,
dimensi yang sangat besar tersebut dapat dianggap sebagai suatu interval yang tak
terhingga. Sebagai contoh, misalkan akan dicari tegangan pada suatu kabel
transatlantik. Meskipun panjang kabel tersebut berhingga, misalkan sepanjang
4000 kilometer, tetapi akan lebih mudah untuk menganggapnya sebagai suatu
masalah nilai batas yang sama di mana panjang kabelnya tak berhingga. Sehingga
untuk permasalahan domain tak hingga akan ditentukan solusi dari masalah nilai
batas yang melalui dua jenis interval, yaitu interval semi-berhingga (semi-infinite
interval) dan interval tak-hingga (infinite interval). Interval semi-berhingga
dimulai pada suatu titik ¢ dan merentang menuju tak terhingga. Sedangkan

interval tak-hingga merentang dari —co sampai +oco (Humi, 1992:214).

2.5 Konvolusi dan Fungsi Error
Berikut ini akan didefinisikan konvolusi dari dua fungsi.
Definisi 2.3. Jika f dan g adalah sebarang fungsi di R, konvolusi dari keduanya

adalah fungsi f * g yang didefinisikan sebagai berikut

f *9)(x) = f £ — g dy (2.31)

asalkan integralnya ada.

Teorema 2.4. Konvolusi memenuhi hukum-hukum aljabar yang sama dengan
perkalian biasa

1. fx(ag+ bh) =a(f * g) + b(f = h) untuk sebarang konstanta a, b

2. frg=gxf

3. fx(@xh)=(f=*g)*h
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Bukti: Jelas untuk (1) karena integrasi adalah operasi linier. Untuk (2), misalkan

terdapat variabel z = x — y

(F 96 = [ FGx =g dy
- [ gt ds
~ 9+ H@
Untuk (3), gunakan (2) dan dengan mengubah urutan integrasi, diperoleh
((F * )+ H)@) = [ * )G~ RGN dy
~ [ [ r@9(G -3 - he) dzdy
- [ [ r@9( -2 - dyds
- [ redg W@ -z
= (f+ (g« W)@
Teorema 2.5 Diberikan fungsi f(x) dan g(x), F(w) dan G(w) adalah
transformasi Fourier kedua fungsi tersebut, maka
(F * 6)(®) = F(w)G(w)

Bukti:

(F + G)(w) = j f 02 = g Ge = dy dx

- f ff(x —y)g(y)e wENe iy dy dx

misalkan terdapat variabel z = x — y, maka

(F + 6)(w) = f f F(@Dg(e“7eioY dz dy

~ [ r@eedz [ goee ay
=F(w)G(w)

(Folland, 1992:214-215).

Berikut ini akan didefinisikan fungsi error.
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Definisi 2.6. Fungsi error erf(x) dan komplemen fungsi error erfc(x)

didefinisikan sebagai berikut

erf(x) = %f e ¥ du (2.32)
T 0

erfc(x) = \/i_ f e~ du. (2.33)
T

Selanjutnya, dengan bantuan koordinat polar, diperoleh

(0e]

j e~ du = ? (2.34)
0
ife-uz du=1 (2.35)
= : ]
0
Sehingga diperoleh sifat
X 00
i je"”z du+J e ¥ dul| =1 (2.36)
e :
0 x
erf(x) + erfc(x) =1 (2.37)

Grafik dari fungsi erf(x) dan erfc(x) untuk x > 0 diberikan pada gambar 2. Perlu
diingat bahwa erf(0) = 0,erfc(0) =1, dan erf(x) - 1,erfc(x) = 0 untuk
x — oo. Pada tabel, fungsi error sering merujuk pada suatu integral probabilitas.

Domain dari erf(x) dan erfc(x) adalah (—oo, ) (Zill, 2009:489)
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0 1 2

Gambar 2.2 Grafik fungsi y = erf(x) dan y = erfc(x) untuk x > 0. (Zill, 2009:489)

2.6 Penelitian Sebelumnya Mengenai Penyelesaian Persamaan Panas dan
Transformasi Fourier

Pembahasan awal mengenai penyelesaian persamaan panas telah

dilakukan oleh Zauderer (2006:211) yang membahas mengenai penyelesaian

persamaan konduksi panas pada batang berhingga. Diberikan masalah nilai awal
dan nilai batas

up(x,t) — Uy (x,£) = 0,0 < x < L,t >0
u(0,t) =u(L,t) =0 (2.38)
u(x,0) = f(x)

Dengan menggunakan metode pemisahan variabel, diperoleh solusi

o)

kcy? k
u(x,t) = Z ake_(¥) "sin (nT x) (2.39)
k=1
di mana
2 l k
a, = fo(x) sin (7%) dx, k=1,2,.. (2.40)
0

Selain itu, Yang (2005:406) membahas mengenai penyelesaian persamaan panas

satu dimensi pada batang berhingga, menghasilkan skema numerik eksplisit
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uftt = (Ul +uf) + (- 2r)uf
Dengan r = AAt/Ax? untuk i = 1,2, ...,M — 1.

Di sisi lain, metode pemisahan variabel hanya bisa digunakan untuk
domain berhingga. Salah satu metode yang digunakan untuk menyelesaikan
masalah nilai awal pada domain tak-hingga adalah metode faktorisasi operator
diferensial, seperti yang telah dilakukan Zauderer (2006:64) pada persamaan
gelombang. Tetapi, tidak semua persamaan dapat dilakukan faktorisasi. Selain itu,
terdapat juga metode Kkarakteristik yang digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial parsial orde satu. Strauss (2008:46-48) membahas
mengenai penyelesaian untuk domain tak-hingga. Diberikan masalah nilai awal

U = KlUyy, (—0 < x < 0)

(2.41)
u(x,0) = ¢(x)
Dengan menggunakan sifat-sifat invarian, diperoleh solusi fundamental
() = — f ) d (242)
u(x,t) = e 4kt .
4kt A

Negero (2014:52) meneliti mengenai metode transformasi Fourier untuk
penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan solusi berupa u(x,t).
Langkah-langkah  untuk  menyelesaikan persamaan diferensial dengan
menggunakan transformasi Fourier adalah
1. Mentransformasikan persamaan diferensial parsial sehingga diperoleh

persamaan diferensial biasa dengan variabel U(w, t)
2. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa sehingga diperoleh solusi U(w, t)
3. Menentukan solusi u(x,t) dengan melakukan invers transformasi Fourier

U(w,t)
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Salah satu contoh yang dibahas adalah masalah nilai awal persamaan panas

U = C2Uyy — 00 < X < (2.43)
s, a<x<bh
u@0) =) =W ={y | (2.44)

yang menghasilkan penyelesaian

u(x, t) = s® (XZ_C;D —s® (j;%) (2.45)

di mana ® merupakan fungsi error. Dengan menggunakan teknik yang sama,

Surur (2013:37-39) menggunakan transformasi Fourier untuk menyelesaikan
persamaan gelombang, yang merupakan kondisi khusus untuk a = 2 pada
persamaan telegraf
Upx = CLuy + (RC + CL)ur + RGu

Diberikan masalah nilai awal

b, = diwe

v(x,0) = f1(x)

ve(x,0) = f2(x)

Dengan menggunakan transformasi Fourier, diperoleh penyelesaian

x+ct

1 1
Ux,t - = 1x ct 1x_Ct - 2
@0 =5(hG+) +hG-)+o [ n©d

Di sisi lain, Oktavia (2013:14) menggunakan transformasi Fourier untuk

menyelesaikan persamaan Korteweg de Vries (KdV) pada kasus linier dispersif

¢r + Peee =0

Dengan menggunakan konvolusi, dihasilkan penyelesaian
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o

1 , 3
BED) =)+ j o {(-KE-KT) g

— 00
(o)

- fw FE—p) ( [ eirmie dk) dp

— 00

Selanjutnya penyelesaiannya disimulasikan secara numerik.

2.7 Usaha dalam Menyelesaian Masalah (Problem Solving) di dalam Al-
Qur’an

Di dalam Al-Qur’an dijelaskan bahwa Allah tidak membebani seseorang

melainkan sesuai dengan kesanggupannya. Firman Allah dalam Q.S. Al-

Bagarah:286

.. s 7 > _ a5

3 d 0l Bas 155 ¥ 655 oo T O 48 . SO iz ¥ ek T

Zh /’w/} // /1/'/5: .{,4: =K /’// _ 2 Z = = . ,: -~ 27 ‘/Z/,.
NG Gl N3 U553 e el Jo sailis ST 0  Tle (uss Y3 65 Blab
P

\)Jj.a_ﬁsd‘/j&.“ul.cbjﬂa_su L.J).AW‘ L.A})l) UJ.Q_Q‘) L.C«g_ﬁ&‘) ;A.au Ua

ST

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa
(dari kejahatan) yang dikerjakannya. (Mereka berdoa): "Ya Tuhan kami,
janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami,
janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau
bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau
pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. Beri maaflah
kami; ampunilah kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah Penolong kami, maka
tolonglah kami terhadap kaum yang kafir".

Firman Allah SWT
Lgazs N Lk 40T BTN
“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya,”.

Taklif (pembebanan) adalah sesuatu yang memberatkan seseorang. Terbebani
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sesuatu artinya adalah menanggung atau menahan beban tersebut. Makna ini
disampaikan oleh Al Jauhari. Sedang kata L@MQ sendiri artinya adalah
kesungguhan, kemampuan dan kesanggupan. Pada ayat ini Allah SWT
memberitahukan bahwa dari awal diturunkannya ayat pertama hamba-hamba-Nya
tidak pernah dibebani dengan sebuah ibadah, entah itu yang dilakukan dengan
anggota badan yang terlihat ataupun yang tidak terlihat, kecuali pembebanan itu
masih dapat dilakukan oleh mereka. (Al-Qurthubi, 2008:959-960)

Dengan Kkata lain, seseorang tidak dibebani melainkan sebatas
kesanggupannya. Ini merupakan kelembutan, kasih sayang, dan kebaikan-Nya
terhadap makhluk-Nya. Dan ayat inilah yang menasakh apa yang dirasakan berat

oleh para Sahabat Nabi, yaitu dalam firman-Nya Q.S. Al-Bagarah: 284

Dan jika kalian melahirkan apa yang ada di dalam hati kalian atau kalian
menyembunyikannya, niscaya Allah akan membuat perhitungan dengan kalian
tentang perbuatan itu.

Maksudnya, meskipun Dia menghisab dan meminta pertanggungjawaban, namun
Dia (Allah swt.) tidak mengadzab melainkan disebabkan dosa yang seseorang
memiliki kemampuan untuk menolaknya. Adapun sesuatu yang seseorang tidak
memiliki kemampuan untuk menolaknya seperti godaan dan bisikan jiwa (hati),
maka hal itu tidak dibebankan kepada manusia. Dan kebencian terhadap godaan
bisikan yang jelek atau jahat merupakan bagian dari iman. (Ad-Dimasyqi,

2009:582)

Menurut Al-Qarni (2007:229), ayat ini menjelaskan bahwa tatkala mereka
menyambut dan berserah diri maka Allah memberi kabar gembira dengan

menghapus segala beban berat dan belenggu. Dia juga memberitahukan bahwa
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Dia tidak akan menyulitkan mereka dalam segala perintah dan larangan, bahkan
mereka akan diberikan beban menurut ukuran kesungguhan dan kemampuan
mereka, sebagai rahmat dari-Nya. Setiap jiwa akan diberi pahala menurut kadar
kesalehannya dan akan disiksa menurut kadar keburukannya, tanpa adanya
tambahan dan tidak pula pengurangan.

Menurut Al-Jazairi (2006:490-491), Allah Ta’ala memberitahukan bahwa
karena rasa belas kasihan-Nya kepada mereka dan hikmah dalam perlakuan-Nya
terhadap makhluk yang diciptakannya, Allah Ta’ala tidak membebani seorangpun
melainkan sesuai dengan kesanggupan dan daya kemampuannya untuk
mengerjakannya, dan bahwa ia mendapatkan pahala dari kebajikan yang
diusahakannya, serta ia mendapat siksa dari kejahatan yang ia lakukan, kecuali

jika Allah Ta’ala memaafkan dan mengampuninya. Allah Ta’ala berfirman

€ >

ELBTG a3l G sy Y e ST Y
“Allah tidak membebani seorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya,

baginya pahala dari kebajikan yang diusahakannya, dan baginya siksa dari
kejahatan yang ia lakukan...”

Dan memang Allah Ta’ala telah memaafkan mereka dalam kealpaan dan
kesalahan, dan memberikan dispensasi (keringanan) hukum syari’at dengan tidak
membuat kesempitan kepada mereka dalam agama, memberi maaf, ampunan dan
kasih sayang kepada mereka. Juga Allah menolong mereka dalam menghadapi
orang-orang kafir dengan argumentasi dan penjelasan, dan menolong mereka
dalam peperangan dengan pedang dan tombak (persenjataan). Bagi-Nya lah segala

puji dan anugerah, Dialah Yang Maha besar dan Maha Tinggi.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Penyelesaian Persamaan Panas untuk Domain Tak Hingga dengan
Menggunakan Transformasi Fourier

Diberikan persamaan panas

U = Klyy, —0 < x < 00 (3.1)
yang memiliki kondisi awal
u(x,0) = f(x) (3.2)
dan kondisi batas
xl_i)rinoou(x, TNl (3.3)

Permasalahan ini tidak bisa diselesaikan dengan pendekatan domain berhingga
karena kedua ujung domain menuju ke tak hingga, sehingga digunakan

transformasi Fourier untuk menyelesaikan permasalahan ini.

3.1.1 Penyelesaian Persamaan Panas dengan menggunakan Transformasi
Fourier
Transformasi Fourier dari suatu fungsi f(x), vyaitu fungsi F(w),

didefinisikan sebagai berikut

o0}

FIf )] = F(w) = j FG)emiox dx, (3.4)

—00

sedangkan invers transformasinya adalah

FAF@) = f() = 5 [ Fl)e™* dx (35)

30



Transformasi Fourier (3.4) diterapkan pada persamaan panas (3.1)

transformasi Fourier dari u(x, t) adalah

(0]

Flu(x,t)] = f u(x, e ¥ dx = U(w, t),

— 00

Transformasi dari turunan pertama u(x, t) terhadap variabel ¢t adalah

[0e]

0 %) ,
— — ol —iwx
F [at u(x, t)] f atu(x, t)e dx

— 00

d [ .
:E fu(x,t)e_””xdx
a
—aU(a),t).

Transformasi dari turunan pertama u(x, t) terhadap variabel x adalah

[0e]

0 0 .
i [—u(x, t)] = f —u(x, t)e Y dx
0x 0x

= fe‘i“’xdu(x,t)

— 00
oo
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. Diketahui

(3.6)

— (e‘i“’xu(x, 1:)|i0oo - f u(x, t) (—iw)e=t@x dx)

— 00

terapkan kondisi batas (3.3), maka

(0e]

A [aa—xu(x, t)] =0+ f w(x, ) (—iw)e ™% dx

= (—iw) fu(x, t)e iOX dx
= —iwU(w,t).
Dengan cara yang serupa, maka transformasi dari turunan kedua u(x,

variabel x adalah

t) terhadap



32
9? r 92 .
R — - —iwx
F Iaxz u(x, t)l f 922 u(x, t)e dx

= fi iu(x t) |e 1% dx
ox\ox

F (0 |
= (—iw) f<$u(x,t)>e‘“"xdx

= (—iw)(—iw) fu(x, t)e ™% dy
= —w?U(w,t).
Sehingga transformasi Fourier dari kedua ruas persamaan panas (3.1)

menghasilkan penyelesaian U(w, t)

2

0 (6, 8) = ks u(, £)
T w i A ALrz

0 92

i [Eu(x, t)] F lk Wu(x, t)l
0 0?2

i [au(x, t)] = [ [ﬁu(x, t)l

0
e = 2
5% U(w,t) kwU(w,t)

Persamaan terakhir merupakan persamaan diferensial biasa orde satu, sehingga

dapat dicari penyelesaian dari U(w, t)

— 2
0.0 dU(w,t) = —kw=dt

jU(al), D oU(w,t) = f —kw? ot

In|U(w,t)| = —kw?t + C;
|U(w, )] = e*e e+

— Cze—ka)zt
Jadi, penyelesaiannya adalah

U(w,t) = Ce k™, (3.7)



33
Selanjutnya akan ditentukan nilai C. Diketahui u(x,0) = f(x), maka
U(w,0) = Flu(x, 0)]

= f u(x,0)e % dx

— 00
[ee]

= ff(x)e'i‘”xdx

= ff(x)e‘i“”‘ dx
= I_To(oa))
Sedangkan berdasarkan (3.7), karena
U(w,0) = Ce **® =,

maka diperoleh

C=F(w)= f (2 ey 36 1

Jadi, diperoleh penyelesaian
U(w,t) = F(w)e ke’t,
Untuk menentukan penyelesaian u(x,t) maka akan dilakukan invers
transformasi terhadap U(w, t).
u(x, t) = F HU(w,t)]

(0]

1 .
=— f U(w, t)e'* dw
21

1 [ .
=— fF(a))e‘k“’zte‘“’xda)
21

1 ([ . .
= J(ff(x)e"”"xdx>e_k“’ Lel®X du

Jadi, penyelesaian dari persamaan panas (3.1) dengan kondisi awal f(x) adalah
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u(x,t) = % f < f fx)e iwx dx) gko’tgiox g, (3.8)

3.1.2 Penerapan Konvolusi pada Penyelesaian Persamaan Panas dengan
Menggunakan Transformasi Fourier
Penyelesaian persamaan panas (3.1) masih memuat integral ganda,
sehingga perlu dilakukan penyederhanaan ke dalam bentuk persamaan integral
tunggal. Hal ini dapat dilakukan dengan menggunakan prinsip konvolusi.

Perhatikan bahwa berdasarkan tabel diketahui
x% w?
U [e‘Tl =\2me 2 (3.9)

Dengan menggunakan penurunan transformasi Fourier dari fungsi Gaussian pada

ax2

lampiran, maka transformasi Fourier dari fungsi e 2 adalah

[0e] [ee] (0e]

_ax? a2l —axz—iwx _ax? 2iwx
Fle 2 | = F Ty e 2 dx = e 2 2 dx
—00 — 00 — 0o

[ee] [ee]
—a?x?-2aiwx —a?x?-2aiwx+w?—w?
- e 2a dx = e 2a dx
— —0

—a?x?-2aiwx+w? —(ax+lw)2
= e 2a e 2a dx =e 2a

Misalkan
ax + iw d a dx & d 2 d
= = —0ax X = —
YTz Y= Va a”

maka



Jadi, terbukti bahwa

x2
F [e_rktl = 2Vmkte k@’t

e 4kt — e—szt
2Vm
1 xz 1 2
F e Ikt | = g~kW"L, (3.9)
IZVnkt

Selanjutnya, misalkan

F e akt| = e k0"t = G(w)

2kt
maka
x2 1 %
gx) =Fe(w)] =F 1 [ nkte 4kt” = zme ikt

sehingga penyelesaian (3.8) menjadi
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1 2 .
u(x,t) = — f F(w)e ke telwx g,

2T

1 .
=— f F(w)G(w)e'”* dw
2T
Berdasarkan teorema 2.5, maka

1 [ |
u(x,t) = = f(F * G)(w)e'* dw

= (f+ ()

dan berdasarkan teorema 2.4.2, maka

u(x, t) = (g * fHx)

fgu—wﬂww

J 1 (x 4_ky)2f( )d
— t
hed ZVﬂkt {7

adi, setelah konvolusi diperoleh penyelesaian

[ee]

1
M%O—Zﬂr- LS (3.10)

3.1.3 Analisis Keabsahan Penyelesaian Persamaan Panas dengan
Menggunakan Transformasi Fourier
Untuk memeriksa keabsahan dari penyelesaian (3.10) maka akan
dilakukan analisis keabsahan penyelesaian sehingga memenuhi persamaan panas
(3.1), kondisi awal (3.2), dan kondisi batas (3.3). Diketahui penyelesaian

persamaan panas pada domain tak hingga

u(x,t) = \/_ ff(y)e_ ZZ?V) dy



Akan dicari turunan pertama terhadap t. Misalkan

Alx, t) =
. 8) 2Vkmt

_x_

B(x,0) = f Foe T dy

Maka
u(x,t) = A(x, t)B(x, t)

Sehingga turunan A(x, t) terhadap t adalah

aA(x,t)_ 6( 1 )
ot ot \2vknt

3 /1

= 5 (5 Gemt) _%)

. % (kret) "2 (k)
km

3
4(kmt)2

dan turunan B(x, t) terhadap t adalah

0B(x,t) i el
= at( f e y)

— jof( )— e_(ﬁ;g)z d
—— y ot ¥

)?
- o f O —y)2e” ' dy

Jadi, turunan pertama u(x, t) terhadap t adalah

[ oo (222 (=)
f oo (e ) (S ) o

37
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du(x,t)
U =5

aA(x )B( O+ A t)a (x,t)

=< )( ff(y)e_ Z—;t )
4(k7rt)2

—(x—
(ktz ff(y)(x—y)ze = dy)

—(x—y)?
-~ v— f FO)e - dy

+—f 0)Gx =y d
YN f)x—y)e y

—y)? ey
s ( j it e g j Fon S 2 dy)

4t\/_
3 r (x — y)? —(Z—y)2
T _f f) (1 1 F ) e 4kt dy. (3.11)

Selanjutnya akan dicari turunan kedua terhadap x. Diketahui

Alx,t) =
(x,t) 2Vkmt

—(x—y)?

B(x,0) = j fO)e 5 dy

Maka
u(x,t) = A(x, t)B(x, t)

Sehingga turunan pertama A(x, t) terhadap x adalah

o~

dan turunan pertama B (x, t) terhadap x adalah
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0B —(x—
;9; t) ax(ff(y)e 4k2] y)
‘ —(x=y)*
= ff(y)£<e it )dy
r G-\ [ 2(x -
[ron (5 (<2522

—(x—y)?
f FO = y)e T ~dy

2kt

Jadi, turunan pertama u(x, t) terhadap x adalah

ou(x,t)

e =

aA(g D B ) + ACx0) (“)

A
<o>( f F)e - d y)

+( ff( o= y)e R d
2\/k_ | 7% ¢ 4 7

—(x—y)?

S f FOIGx = e~ - dy
4kt\Vknt

sedangkan turunan kedua u(x, t) terhadap x adalah

_ 0 (ou(x,t)
Yo = 5% ox

—<—rf

= j()—(—)'(’i—ié”)zd
=i | 05w y

= f ) S +(x—v) _2G—y) G\
B 4kt\/_ TO\e Y 4kt Y

— )%\ —x-»)?
=_4ktW Jf(y)(l—(kai’) )e i dy

e dy)
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kalikan u,, dengan k, diperoleh

[ 1 ‘ 3 (x—vy) _(i y)?
A R

1 r _(x—y)2 _(Z_Z)Z
= 4tm_£f(y)<1 it )e Kkt dy (3.12)

Dari (3.11) dan (3.12) diperoleh u; = ku,.,.. Jadi, penyelesaian (3.10) memenuhi
persamaan awal.

Selanjutnya, untuk menghindari pembagian terhadap nol, maka
penyelesaian sebelum konvolusi (3.8) digunakan untuk menganalisis keabsahan

penyelesaian terhadap kondisi awal (3.2). Diketahui

u(x,t) = N j ( J i Cllcms” dx) e~kw’tgiox g
’ 21

Substitusikan t = 0 sehingga

o)

u(x,0)=% f(ff(x)e‘i“’xdx>ei‘”xda)

(0e]

1 .
=— f F(w)e'** dw
21
= f(x)
Jadi, penyelesaian memenuhi kondisi awal. Selain itu, karena

—.X'—

f (y)e T dy

hm u(x,t) = llm

2\/_

= lim lim .[f(y) Gy dy

t—oo t—>oo
2Vkmt T

- (0) f FO)dy

=0
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maka u(x,t) = 0 untuk t — oo,

Terakhir, akan diperiksa apakah penyelesaian memenuhi kondisi batas

lim,, 40 u(x, t) = 0. Diketahui penyelesaian

L~ (xe=y)
u(x,t)_z\/k— f()e 2kt —dy

Untuk x — oo, maka

1 r —(x=y)?
hm u(x, t) = hm )e 4kt
(x,t) = ot ) f&y dy

= lim~ F f FO) —ssr dy

e 4kt

1
- ff(y) im ——dy

e 4kt
=— 0)d
2@_{0 f»)©)dy
=0
dan untuk x - —oo, maka

—((o— )2
f(y)e 2kt S dy

hm u(x,t) = hm

1
© 2Vknt J.

:x1—1> 002\/_ ff(y) (x-y)? y

e 4kt

1
2\/_ ff(Y) rf‘oo(x_y)zdy

4kt

=ﬁ_£, F)(0) dy
=0.

Jadi, penyelesaian memenuhi kondisi batas.
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3.1.4 Penerapan Kondisi Awal pada Penyelesaian Persamaan Panas dengan
Menggunakan Transformasi Fourier

Diberikan penyelesaian

—(x—y)?

1 (o)
ue ) == f f)e T dy.

Simulasi dilakukan dengan menyatakan penyelesaian (24) ke dalam fungsi error.
Karena (x — ¥)? = (y — x)?,Vx,y € R, misalkan

W= 2%

9 =
V4kt

maka

:(y—x)zz(x—y)z

?
4 4kt 4kt
d
o
Vakt
sehingga penyelesaiannya menjadi
(0 = ff( e~ do (313
u\x, =S — (2 .
\/E_ y

Diberikan suatu kondisi awal fungsi tangga

< <
g’ asysb (3.14)

) :{ , lainnya

Artinya, untuk bagian domain di antara a dan b temperaturnya sebesar i dan

untuk bagian lainnya bernilai nol. Jika y diganti dengan x — 64kt

maka

f(x—ﬁ\/4_kt)={g: a<x—0Vakt <b

, lainnya

atau dapat ditulis
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x—Db xX—a
h, <0<
f(x — 6Vakt) = Vakt Vake
0, lainnya
Sehingga penyelesaiannya menjadi
x-a
Vakt
1 2
u(x,t) = — f he=9" do
T
xX—Db
Vakt

Karena [ f(x) dx = [{ f(x)dx + [, f(x)dx dan [} ¢ f(x)dx = c [, f(x) dx,
maka

xX—a

. Jakt
u(x, t) =ﬁkj e % do +
0

0
f e=9% do
b

N~ =

dan karena [* f (x) dx = — fff(x) dx, maka

A
u(x,t) = —k

Berdasarkan definisi fungsi error (2.32), maka diperoleh solusi

VB H(F B\ V(P
u(x, t) = \/_hE <77T erf <J\C/4_kctl> = TNerf (34_]:;»

u(x, t) = §<erf (9\(/;_1;1) —erf (f/;_ki)) (3.15)

Dengan cara yang sama, jika diberikan suatu kondisi awal fungsi tangga

hy, a<y<b
fy) = {hz, csy<d (3.16)
0, lainnya

Maka penyelesaiannya adalah
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X—a xX—C
1 4kt 1 4kt
u(x,t) = — he % do + +— h,e=%" do
T Vr
x°b x=d
Vakt 4kt
h1< T f(x—a) NG (x—b)
—_ — —e —_——
T\ 2 Vakt 2 4kt
+h2 (x/E f(x—C) Vr f(x—d))
—|—er ——er
T\ 2 Vakt/ 2 4kt
0 hl( f(x—a) f(x—b
u(x, t) = —=|er —er
2 V4kt

(3.17)

)
+ E(erf<x & c) = erf(x ¥ d))
2 Vakt 4kt
3.2 Analisis Simulasi dan Interpretasi Penyelesaian Persamaan Panas untuk
Domain Tak Hingga dengan Menggunakan Transformasi Fourier

Simulasi penyelesaian persamaan panas pada domain tak hingga dilakukan

dengan menggunakan software Matlab R2015a. Terdapat lima simulasi

penyelesaian persamaan panas. Simulasi pertama dan kedua dilakukan

padakondisi awal yang berbeda. Simulasi ketiga dilakukan pada konstanta

difusifitas termal yang berbeda. Simulasi keempat dan kelima dilakukan pada

kondisi batas yang berbeda.

3.2.1 Simulasi Penyelesaian Persamaan Panas pada Kondisi Awal yang
Berbeda
Berikut ini adalah simulasi dari penyelesaian (3.15) dengan menggunakan
Matlab. Sumbu-x menyatakan ruang dan sumbu-y menyatakan waktu. Simulasi
dilakukan untuk nilai-nilai a =1, b = 2, dan h =50, sedangkan difusifitas

termalnya adalah k = 0.01.
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Distribusi panas pada batang dengan satu sumber panas

Gambar 3.1 Simulasi penyelesaian untuk a = 1, b = 2, k = 0.01, dan h = 50

Simulasi pertama (Gambar 3.1) menunjukkan bahwa mula-mula panas terjadi
pada daerah 1 < x < 2, sedangkan untuk daerah lainnya temperaturnya bernilai
nol. Kemudian seiring dengan meningkatnya waktu, maka perlahan panas di
sekitar titik @ = 1 dan b = 2 mulai berkurang dan semakin menyebar, sehingga
temperatur di sekitar kedua titik tersebut mengalami perubahan. Hal ini sesuai
dengan hukum pendinginan Newton yang menyatakan bahwa energi panas
mengalir dari daerah hangat (suhu tinggi) ke daerah dingin (suhu rendah). Daerah
yang mula-mula temperaturnya nol perlahan mengalami kenaikan temperatur.
Sebaliknya, daerah yang mula-mula terdapat panas perlahan temperaturnya
menurun. Untuk t yang semakin besar, maka panas pada batang akan semakin
menyebar, sehingga temperatur mendekati nol di sepanjang batang.

Berikut ini adalah simulasi dari penyelesaian (3.17) dengan menggunakan
Matlab. Sumbu-x menyatakan ruang dan sumbu-y menyatakan waktu. a = 1,
b=2, c=3,d=8, hy =50, dan h, = 80, sedangkan difusifitas termalnya

adalah k = 0.01.
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Distribusi panas pada batang dengan dua sumber panas

Gambar 3.2 Simulasi penyelesaian untuka =1, b =2,¢c =3,d = 8, k = 0.01, h; = 50,dan h, = 80

Simulasi kedua (Gambar 3.2) menunjukkan bahwa mula-mula panas terjadi pada
daerah 1 < x < 2 dan 3 < x < 8, sedangkan untuk daerah lainnya temperaturnya
bernilai nol. Perbedaan dengan simulasi pertama adalah adanya daerah kedua
yang diberikan panas. Distribusi panas hampir sama seperti simulasi pertama.
Perbedaanya terletak pada perubahan temperatur di antara kedua daerah yang
diberikan panas. Seperti pada daerah lain, mula-mula temperaturnya nol, tetapi
karena diapit oleh kedua panas, maka distribusi panas mengalami perbedaan.
Untuk daerah yang dekat dengan panas yang lebih tinggi tentunya memiliki
temperatur yang lebih tinggi. Semakin meningkat ¢, maka distribusi panas pada
daerah a < x < b akan semakin menyesuaikan dengan daerah ¢ < x < d karena
memiliki temperatur yang lebih kecil. Untuk t yang semakin besar, maka panas
pada batang akan semakin menyebar, sehingga temperatur mendekati nol di

sepanjang batang.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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3.2.2 Simulasi Penyelesaian Persamaan Panas pada Konstanta Difusifitas
Termal yang Berbeda
Simulasi ketiga dilakukan untuk difusifitas termal batang yang bervariasi.
Diberikan difusifitas termal tiga logam, vaitu besi, aluminium, tembaga (k;..; =
2,3.107°m?/s, kaminium = 9,7.107°m?/s, dan kiempage = 1,11.107*m?/s,).
Sedangkan kondisi awal dan kondisi batas sama seperti simulasi pertama.

Temperatur batang saat t=1000

.
7T —*— besi

u(x, )
T
e .
A

Gambar 3.3 Simulasi penyelesaian untuk difusifitas termal materi yang bervariatif, yaitu besi (biru, style -*),

aluminium (hitam, style -0), dan tembaga (merah, style -*).

Berdasarkan hasil simulasi ketiga (Gambar 3), pada t=1000 diketahui bahwa
panas pada kabel tembaga merambat lebih cepat, disusul dengan kabel aluminium
dan kabel besi. Hal ini terjadi karena difusifitas termal tembaga paling besar.
Perbedaan ini dapat diamati dari distribusi panas ketiga material yang berbeda-
beda pada saat t = 1000. Ketika t = 1000, di titik x = 1.5 yang merupakan
pusat sumber panas, temperatur besi sebesar 49.0130, temperatur aluminium
sebesar 37.1852, dan temperatur tembaga sebesar 35.5698. Oleh karena itu,

disimpulkan bahwa semakin besar difusifitas termal, maka semakin cepat panas
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menyebar, dan tembaga merupakan penghantar panas yang lebih baik

dibandingkan dengan besi dan aluminium.

3.2.3 Simulasi Penyelesaian Persamaan Panas pada Kondisi Batas yang
Berbeda
Simulasi keempat dan kelima persamaan panas dilakukan pada batang
berhingga (0 < x < 3) dengan menggunakan kondisi batas u(0,t) = u(3,t) =0
dan pada kabel panjang (tak hingga) pada daerah 0 < x < 3. Sedangkan kondisi

awal sama seperti simulasi pertama dan difusifitas termal k = 0.1

Simulasi pada batang berhingga

Gambar 3.4 Simulasi persamaan panas pada batang berhingga (0 < x < 3) dengan menggunakan kondisi

batas u(0,t) = u(3,t) =0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Simulasi pada kabel panjang

Gambar 3.5 Simulasi persamaan panas pada kabel panjang pada 0 < x < 3

Berdasarkan simulasi pada kabel berhingga (Gambar 3.4), tampak pada kedua
ujung batang temperaturnya selalu bernilai nol, karena kondisi batas yang
diterapkan adalah nol untuk kedua ujung kabel. Hal ini sebenarnya berlaku juga
untuk simulasi pada kabel tak hingga (Gambar 3.5). Hanya saja, karena kabel
yang sangat panjang, maka simulasi tidak mungkin dilakukan sepanjang kabel.
Sehingga yang dimunculkan pada simulasi hanya pada daerah yang diberikan
panas saja. Seperti pada Gambar 3.5, kedua ujung temperaturnya terlihat tidak
sama dengan nol untuk t =10, yaitu sebesar 8.0550. Hal ini terjadi karena
sebenarnya ujung tersebut bukan ujung kabel yang disimulasikan, melainkan

hanya bagian persekitaran kabel yang diberikan sumber panas.

3.3 Penyelesaian Permasalahan dalam Islam

Umat muslim diwajibkan untuk menunaikan sholat lima waktu, karena hal
ini adalah rukun Islam yang kedua. Kewajiban ini bersifat mutlak dan fardlu ‘ain,
artinya setiap muslim yang sudah baligh telah diwajibkan untuk menunaikannya.

Perintah shalat ini terdapat pada Firman Allah swt. dalam Q.S. Al-Bayyinah: 5
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Padahal mereka tidak disuruh kecuali supaya menyembah Allah dengan
memurnikan ketaatan kepada-Nya dalam (menjalankan) agama yang lurus, dan
supaya mereka mendirikan shalat dan menunaikan zakat; dan yang demikian
itulah agama yang lurus.

Akan tetapi permasalahan muncul ketika seorang muslim tidak memungkinkan
untuk melaksanakan kewajiban sholat tersebut. Oleh karena itu, Islam
memberikan beberapa keringanan untuk mengatasi permasalahan tersebut,
sehingga umat Islam tetap bisa menjalankan kewajibannya.

Salah satu rukun di dalam sholat adalah berdiri, akan tetapi terdapat
pengecualian, yaitu bagi yang mampu. Adakalanya seorang muslim tidak mampu
untuk berdiri, misalnya ketika kakinya sakit atau mengalami kelumpuhan yang
tidak memungkinkan untuk berdiri. Maka Islam memberikan keringanan yaitu
sholat dengan cara duduk. Adakalanya juga seorang muslim tidak mampu untuk
melakukan keduanya, baik berdiri ataupun duduk. Maka Islam memberikan

keringanan yaitu sholat dengan cara tidur berbaring. Rasulullah saw. Bersabda
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Dari Imam bin Husain r.a. bahwasannya ia bercerita, ”Aku pernah menderita
sakit bawasir (keluar ujung usus), lalu aku bertanya kepada Nabi SAW tentang
cara melakukan salat. Nabi menjawab, ‘Salatlah kamu berdiri. Jika tak kuat
berdiri, salatlah kamu dengan duduk. Jika kamu tak kuat duduk, salatlah kamu
dengan berbaring.”
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Sebelum menunaikan sholat, seorang muslim diwajibkan untuk bersuci
dari hadats kecil dan besar. salah satu caranya adalah dengan berwudlu dengan

menggunakan air suci. Apabila tidak bisa berwudlu dikarenakan tidak adanya air,
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maka Islam memberikan keringanan yaitu bersuci dengan menggunakan debu
yang suci. Cara bersuci tersebut dinamakan tayamum. Allah swt. berfirman dalam

Q.S. An-Nisa’: 43

ST 7 2 :_J/f/~/w"}"’//
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Dan jika kamu sakit atau sedang dalam musafir atau datang dari tempat buang

air atau kamu telah menyentuh perempuan, kemudian kamu tidak mendapat air,

maka bertayamumlah kamu dengan tanah yang baik (suci); sapulah mukamu dan
tanganmu. Sesungguhnya Allah Maha Pemaaf lagi Maha Pengampun.

Tayamum artinya berniat atau menyengaja. Menurut istilah, tayamum ialah
menyapukan tanah ke muka dan kedua telapak tangan dengan syarat-syarat yang
ditentukan. Jika seorang muslim ditimpa sakit dan tak boleh menggunakan air
atau ketika seorang muslim dalam perjalanan, atau ketika menetap di
perkampungan yang tidak memiliki air, maka muslim tersebut diperbolehkan
untuk bertayamum sebagai pengganti wudlu untuk menunaikan shalat. (Mas’ud,
2000:102)

Islam mengajarkan bahwa setiap permasalahan pasti memiliki jalan keluar.

Seperti yang telah dijelaskan pada Q.S. Yusuf: 67

4»\\_);(&:;@; L 55;.&5_;5))41 lp:\j»)uuwlywy&:w;

“Dan Ya qub berkata: "Hai anak-anakku janganlah kamu (bersama-sama) masuk
dari satu pintu gerbang, dan masuklah dari pintu-pintu gerbang yang berlain-
lain; namun demikian aku tiada dapat melepaskan kamu barang sedikitpun dari
pada (takdir) Allah.

Ayat ini menjelaskan mengenai kisah Nabi Yakub. Ketika beliau menyuruh anak-

anaknya untuk pergi ke Mesir, mereka disuruh untuk tidak masuk secara
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bersamaan melalui satu pintu atau jalur masuk. Hal ini dilakukan karena untuk
menghindari sifat dengki dan hasad karena mereka memiliki penampilan yang
menarik. Begitu pula ketika manusia memiliki permasalahan. Ketika manusia
mengalami kesulitan menyelesaikan suatu permasalahan dengan menggunakan
suatu pendekatan maka dianjurkan untuk menggunakan pendekatan lain.

Hal tersebut juga terjadi pada penyelesaian masalah difusi panas. Secara
umum penyelesaian persamaan panas pada domain berhingga dibagi menjadi dua
jenis, yaitu penyelesaian secara analitik dan penyelesaian secara numerik.
Persamaan panas dapat diperoleh solusi analitiknya jika persamaan masih
berwujud persamaan linier, sehingga dapat diselesaikan dengan metode-metode
analitik. Salah satu metode analitik adalah metode pemisahan variabel (separating
of variables), yaitu dengan cara memisahkan variabel waktu dengan variabel
ruang pada persamaan. Apabila persamaan sudah dimodifikasi sedemikian
sehingga persamaan menjadi non-linier, maka penggunakan metode pemisahan
variabel sulit dilakukan karena variabel waktu dengan variabel ruang lebih sulit
untuk dipisahkan. Oleh karena itu, metode numerik bisa digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut.

Penyelesaian permasalahan perambatan panas umumnya diselesaikan pada
kasus domain berhingga. Sedangkan untuk kasus pada domain tak hingga
penyelesaian akan menjadi lebih sulit. Metode pemisahan variabel (separating of
variables) sulit diterapkan pada penyelesaian permasalahan pada domain tak
hingga, karena untuk menyatakan dalam ekspansi deret Fourier, nilai panjang
domain L sangat besar. Begitu juga dengan metode numerik, untuk menghasilkan

penyelesaian yang mendekati penyelesaian analitik tentunya membutuhkan
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pembagian grid pada domain yang banyak, hal ini mustahil dilakukan jika domain
yang digunakan sangat besar. Oleh karena itu, digunakan transformasi Fourier
untuk menyelesaikan permasalahan tersebut. Transformasi Fourier sangat berguna
untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial jika domain yang digunakan
sangat besar, di mana permasalahan tersebut sulit diselesaikan dengan metode-
metode yang digunakan pada domain berhingga, seperti dua metode tersebut.

Kedua contoh tersebut, baik penyelesaian permasalahan dalam
menjalankan shalat maupun penyelesaian permasalahan difusi panas merupakan
bukti bahwa segala permasalahan di dunia ini pasti memiliki jalan keluar
penyelesaiannya. Allah telah memberikan berbagai kemudahan untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut, karena Allah tidak akan membebani
seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. Sebagaimana Firman Allah

dalam Q.S. Al-Bagarah: 286

-
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Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa
(dari kejahatan) yang dikerjakannya.

Menurut Al-Jazairi (2006:490-491), Allah Ta’ala memberitahukan bahwa karena
rasa belas kasihan-Nya kepada mereka dan hikmah dalam perlakuan-Nya terhadap
makhluk yang diciptakannya, Allah Ta’ala tidak membebani seorangpun
melainkan sesuai dengan kesanggupan dan daya kemampuannya untuk
mengerjakannya, dan bahwa ia mendapatkan pahala dari kebajikan yang
diusahakannya, serta ia mendapat siksa dari kejahatan yang ia lakukan, kecuali

jika Allah Ta’ala memaafkan dan mengampuninya.
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Karena Allah swt. telah memberikan kemudahan bagi manusia dalam
menyelesaikan setiap permasalahan, maka manusia diwajibkan berusaha dan
berikhtiyar dalam menyelesaikan setiap permasalahan. Sebagai contoh pada kedua
permasalahan tersebut, yaitu masalah dalam menunaikan shalat dan masalah
dalam menyelesaikan permasalahan difusi panas. Sebagai umat muslim, karena
Allah telah memberikan beberapa keringanan dalam menjalankan ibadah shalat,
maka umat muslim dituntut berusaha untuk tetap menjalankan kewajiban tersebut,
bagaimanapun kondisi dan permasalahannya. Hal ini dikarenakan shalat
merupakan salah satu rukun Islam yang tidak boleh ditinggalkan. Begitu juga
dalam penyelesaian permasalahan difusi panas. Karena metode yang digunakan
sangat banyak, maka diwajibkan untuk berusaha menyelesaikannya dengan

metode yang tepat sesuai kondisi permasalahannya.



BAB V

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa:

1. Permasalahan panas pada domain tak hingga dapat diselesaian dengan
menggunakan transformasi Fourier. Persamaan panas ditransformasikan
sehingga diperoleh persamaan diferensial biasa. Selanjutnya, persamaan
diferensial biasa tersebut diselesaikan untuk menghasilkan penyelesaian
transformasi. Penyelesaian persamaan diferensial parsial diperoleh dengan
melakukan invers transformasi. Selanjutnya diterapkan prinsip konvolusi,

sehingga menghasilkan penyelesaian dalam bentuk integral tunggal

—(x—y)?

u(x,t) = f(y)e akt  dy

F

yang selanjutnya bisa diperiksa keabsahan penyelesaiannya.

2. Setelah diperoleh penyelesaian persamaan, dilakukan simulasi dengan
menggunakan fungsi error pada Matlab. Simulasi pertama menunjukkan
bahwa panas menyebar dari temperatur tinggi ke temperatur rendah, begitu
juga apabila diberikan dua daerah panas, seperti pada simulasi kedua. Untuk
waktu yang semakin besar, maka panas akan semakin menyebar ke seluruh
kabel sedemikian sehingga temperatur mendekati nol di sepanjang kabel.
Simulasi ketiga untuk difusifitas termal yang berbeda menunjukan bahwa
semakin besar difusifitas termal, maka semakin cepat panas menyebar.

Terakhir, simulasi pada kabel berhingga menunjukkan kedua ujung kabel
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yang selalu bernilai nol. Hal yang sama sebenarnya juga berlaku pada
simulasi pada kabel panjang, hanya saja karena tidak memungkinkan simulasi
keseluruhan kabel maka hanya dilakukan simulasi pada bagian yang

diberikan panas.

4.2 Saran

Melihat permasalahan yang dibahas hanya pada masalah difusi panas
kabel panjang saja, tanpa memperhatikan faktor eksternal, maka diharapkan
penelitian selanjutnya mampu membahas faktor-faktor lain yang mempengaruhi
penyebaran panas pada kabel, seperti faktor eksternal. Selain itu, diharapkan
pembahasan ke depannya mampu menganalisis kondisi awal yang berbeda-beda
dengan mengamati kasus nyata yang terjadi pada masalah perambatan panas suatu
batang, sehingga hasil penelitian mampu menyelesaikan permasalahan nyata di

kehidupan.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN
Lampiran 1. Transformasi Fourier dari beberapa Fungsi (Tabel 2.1)
Nomor 1: Fungsi Delta
Definisi: Menurut Zill (2006:292-293), fungsi 6 (x) didefinisikan sebagai

0, 0<x<xy—a

1
5(x—x0)=}li_r)r(1)5a(x—xo)= 7 Xo—a<x<x,+a

0, X =x9ta

1
—J5= Xo—as<x<xygta
=% A,
0, else

|

I

I

|

I

I

|

I

I

|

I

(mam

[N

|

|

A

[

|':|

Vi AN

- I L "1 | | |

1/2a 1 RN

11

L [T

n—a Iy nta Iy
(a) graph of &,(r — 1) (b) behavior of §, as a — 0

Sehingga untuk x, = 0 diperoleh

1
5(x) = lim 84 (x) ={5' —a=xss
a—0
0, else
Contoh: Jika a = 1 maka
L 1<x<1
§(x) = 8,(x) ={2’ =%
0, else



0.4

03

0z

01

3 £ A o 1 2 3

zT 5 E pigcewiselx < 1 and -1 < ¥, 1/2)

Sedangkan menurut Haberman (2013:385), fungsi & (x — x;) didefinisikan

0, 5¢ €3 5ea
5(x —x;) = {Oo, " E
Sehingga jika x; = 0 maka
0, X 290
6(X) = {Oo, A=4

Transformasi Fourier dari fungsi delta § (x) adalah
: 1
F[8(x)] = lim F[6,(x)] = lim f §,(x)e" % dx = lim f _ pmiox gy
a—0 a—0 a—0 za

a

1 B 1 I X, a
= lim— | e ** dx = lim — |— e ~i®*
a-02a a—02al—iw —
()
= lim 1 ( —iwa __ lwa) = lim (eiwa . e—iwa)
a-0—iw2a a-0iw2a
) o ~ sinwa
= lim - 2i sinwa = lim =1

a-0lwsza a—>0 wa
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Berikut adalah plot fungsi 6 (x) dengan transformasinya untuk a = 1

0.8

0.6

0.44

iecewise(x < 1 and -1 < x,1/2)

-z
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Nomor 2: Fungsi Square Pulse

Definisi: Menurut Zill (2006:274), fungsi H(x — a) didefinisikan sebagai

0, 0<<x<a
H(x—a)= {1 x=>a
i &
|
1 1 |
|
r J *
| i §
Untuk variabel a — |x| maka
_ (0, O0<a<|x| (1, —a<<x<a
Hia ¢ = {1, a > |x| . {0, else
Contoh: Jika a = 1 maka
1, —-1<x<1
H( = |x]) = {0 else
0.4+
0.3
0.24
014
3 2 1 U 1 2 3

X

— piecewise(x <1 and -1 < x,1/2)

Transformasi Fourier dari fungsi Heaviside H(a — |x|) adalah



o] a
. , 1 .1
FlH(a - |x])] = j H(a — |x[)e™* dx = J e dx = [—— e~
o0 “a -a
1 ) ) 1 ) . 1
= — (e—lwa _ elwa) — '_(elwa _ e—lwa) = —2isinwa
—iw iw ilw
_ 2 sinwa
B w

Berikut adalah plot fungsi H(a — |x|) dengan transformasinya untuk a = 1

X

— 7si0 (3%
e piecewise(x < 1 and -1 < 21}
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Nomor 3: Eksponensial
Definisi: Dengan menggunakan definisi pada nilai mutlak, fungsi e ~%/*!

didefinisikan sebagai

e—alxl — {e_ax ’ xz0
¢ Ly x<0
Contoh: Jika a = 2, maka
€_2|x| - {B_ZX 5 x>0
e | x<0

-4 = 2 Ei U 1 P 3 4

—— pigcewize(D <= ¥, 2Xp(27) % < 0,2xp(2%)

Transformasi Fourier dari fungsi eksponensial e=#*! adalah
00 o 0
T[e—alxl] — Je—alxle—iwx dx = f e—axe—iwx dx + feaxe—iwx dx

—® 0 —o0

0o 0
:fe(—a—iw)x dx + fe(a—iw)x dx
0

— 00

1 «© 0
— [—.e(—a—iw)x] + [ : e(a—iw)x]
—a—iw 0 a—iw w»
1 1 ® 1 .10
e
—a — iw elatin)x 0 a—iw o
1 1 1 1 2
=0- — + ——0= — + — =
—a—iw a—iw at+io a—iw a?+ w?

Berikut adalah plot fungsi H (e~®*!) dengan transformasinya untuk a = 2



ONVIVIN 40 ALISHIAINN DINVTISI 31VLS NIHVAGI MITTVIN VNVINVIA 40 AAVAH Al TVAELNEL

xp(27x])

<0e

3 BXpP-2Tx)

ewise(]l <=

202 +4)

piec




Nomor 4: Fungsi Heaviside
Definisi: Fungsi H (x) didefinisikan sebagai

1, x>0
H(x)_{O, x <0

1

0.8

0B

04

02

Dengan menggunakan invers transformasi Fourier, akan ditunjukkan bahwa
1
> & [n5(w) + —] = H(x)
Lw

Invers transformasi Fourier dari w6 (w) adalah

& .
F U nd(w)] = Li_r)r(l) FHns,(x)] = Li_r}réﬁ f(n@a(x))e“"x dw
o a
= liml f& (aeiZd M= liml fie"“’x dw
a—02 @ a->02 ) 2a
—00 —-a
a

1 ! -

= lim— fe“"x dw = lim—[_—e“‘”‘]

a-04a a-04a lix —-a
—-a

) 1 . . _ 1 1  sinxa
= hm,—(e”‘a - e‘”‘a) = lim——2isinxa = =lim
a-04ixa a-04ixa a0 Xxa
SHOEE
202

Invers transformasi Fourier dari 1/iw adalah



1 e
] F- [ —e“‘”‘da)—— dw
iw 2mi w
o (VI
1 elwx elwx
=— f dw + f dw
2mi w
O — 00
, @™ 0o .
1 elwx e—m)x
21l w =
- < (o) . 0 .
1 e lwx @UEE
—f dw + f dw |, x<0
Zm v
\ 0 —00
( 1 . glwx 7 e ~lwx
— f dw —f dow |, x>0
21 w
0 0
= 1
0 . © .
i elwx @i
s f dw — f dow |, x <0
21 w
\ —0o0 =Y
( 1 ooeiwx e—iwx
J dw, x>0
21l w
_ 0
= 1 0 . :
1 elwx _ p—iwx
: J dw, x<0
sz w
i sin a)x
f x>0
2l
=< 0
7| f 2i sin a)x
x<0
{2711
1 [ sin wx
_f w, x>0
T
0
=< 0
1 sin wx
- f w, x<0
T w



( sin wx

x>0

1
s

smwx
x <0

1
W W

[
I

1m 1
w2’ 2’
1
2

~(-2). x<o

)

Maka invers transformasi Fourier dari 7é(w) + 1/iw adalah

1T il
1 1 2t
 |r8() + —| = F s + 71| 2] =42 2
Lw Lw I
2, ¥
1+ fr B0
_{O, x<0_H(x)

Jadi,

1
F[H(x)] = m6(w) + >

x>0
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Nomor 5: Fungsi Sign
Definisi: Fungsi H(x) dan H(—x) didefinisikan sebagali

1, x>0
H(x)_{O, x<0

18 x<0
H(_x)_{O, x>0

— Hemisite(s)

Transformasi Fourier dari fungsi H(x) — H(—x) adalah

T[H(x) Y H(_x)] = f_oooo(H(x) = H(—x))e_iwx dx = fooo(l . O)e—iwx dx +

0 - o B 0 g o L A 0
f_oo(o _ 1)6 lwX 5 — fo e loX dy f_ooe lwX Jy — [_iwe Lcox]o
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Nomor 6: Fungsi Konstan

Diberikan fungsi konstan

fx)=1

Dengan menggunakan invers transformasi, akan ditunjukkan bahwa

F12r8(x)] =1

1 .
F2n8(x)] = (lli_r)r(l) Fri2r6,(x)] = }li_r;r(l)% f 218, (x)e'* dw

—00

(o] a
. il
— iwx o _ Jiwx
—Ll_r)r(l) f(?a(x)e da)—}ll_r}(l) fZae dw
o “a

a
| . . id>TL s 1?
= lim — fel“’x dw = lim — _—e“*’x]
a-02a a—02a lix -
—-a

) . Is sin xa
= lim—— (elxa - e—an) = lim —— 2i sinxa = lim =1
a-02ixa a-0 2ixa a—=0 xa

Jadi,
Fl2rs(x)] =1
Sehingga

F[1] = 2n6(x)
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Nomor 7: Fungsi Gaussian

Diberikan fungsi Gaussian

x2
Transformasi Fourier dari fungsi Gaussian ez adalah

(o] (o]
_x? R Ve _x? 2iwx
Fle 2| = o o LWl — e 2 dwd = e 2 2 dx
— 00

— 00 — 00

[ee] o0
—x22iwx+w?—w? —x22iwx+w? w?
= e 2 @lsz = e 2 e 2 dx
— 00 — 00

Misalkan

maka

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



2 w? —(x+iw)? w? v w?
F Ie_Tl =e 2 f e 2 dx=e 22 f eV’ dy = e 2V2Vm

(‘)2
=e 221

Berikut adalah plot fungsi H (e ~%*) dengan transformasinya untuk a = 2
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Lampiran 2: Script Program
Script Program Simulasi Pertama

Distribusi Panas pada Batang dengan Dua Sumber Panas

clc,clear,clft
format short

k=0.01; %difusifitas termal

s=50; %temperatur awal
a=1; %batas kiri sumber panas
b=2; %batas kanan sumber panas

dt=5 ;

u=Q@ (x,t) (s/2)*(erf((x - a)/(2*sgrt(k*t)))...
- erf((x - b)/(2*sqgrt(k*t))));

hold on

so==4i80 .1 gl2p

tt=0:dt:100;

U=zeros (length (xx), length (tt));

for n=1l:length(tt)
for j=1l:1length (xx)
U(j,n)=u(xx(]j),tt(n));
end
U(:,1)=0;
U(51:60,1)=s;

PILOE (o, U (8 ,m) £ (m=1L)) kel 15) g
title('Distribusi panas pada batang dengan satu sumber
panas'), ...
xlabel ('x'"),ylabel ('t"),
ylim ([0 120]), pause(0.01);
end
U;
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Script Program Simulasi Kedua

Distribusi Panas pada Batang dengan Dua Sumber Panas

clc,clear,clft
format short

k=0.01; %difusifitas termal

s=50; %temperatur awal sumber panas pertama
a=1; %batas kiri sumber panas pertama

b=2; %batas kanan sumber panas pertama
h=70; S%temperatur awal sumber panas kedua
c=3; %batas kiri sumber panas kedua

d=8; %batas kanan sumber panas kedua

dt=5 ;

u=@(x,t) (s*(erf(((x - a)*(1/(k*t))"(1/2))/2)...

- erf(l/2*(x -
o) = (L) e (L7220 ))) // (2@ (@l /420) = QWA (1)) ) A (CIL/Z20)0) - R 6
(mes (ereie ( (02 = @g (L7 (5 ) “ROW/R) S A o o -
- erf(1/2*(x -
o) =5 (AL /3 /e) A (GL/2) )W) ) / ks (i) 4 (k720 (QL /A (Fson) B (IL7/2))) &
hold on

xx=-4:0.1:12;
tt=0:dt:100;
U=zeros (length (xx),length(tt));

for n=1l:length(tt)
for j=1:1length (xx)
U(j,n)=u(xx(j),tt(n));

end

U @ IN=0F
U(51:60,1)=s;
U(71:121,1)=h;

plot (xx,U(:,n) + (n-1)*dt,'b"),...
title('Distribusi panas pada batang dengan dua sumber
panas'), ...
xlabel ('x'"),ylabel ('t"),
ylim ([0 170]), pause(0.01);
end
U;

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Script Program Simulasi Ketiga

Simulasi untuk Difusifitas Termal yang Berbeda-beda

clc,clear,clft
format short

k=2.3*%10"(-5); %besi

s=50; %temperatur mula-mula
a=1; %batas kiri x
b=2;

; %batas kanan x

dt=500; Sperubahan waktu

%1 sumber panas

u=0(x,t) (s/2)*(erf((x - a)/(2*sqrt(k*t))) - erf((x -
)/(2*sqrt(k*t)))),

hold on

so==280,13553
tt=0:dt:1000;
U=zeros (length (xx) ,length(tt));
for n=1l:1length(tt)
for j=1l:1length (xx)
U(j,n)=u(xx(j),tt(n));
end

end
U;

aaa=3;
plot(xx,U(:,aaa),'b *'),title(['Temperatur batang saat t=
num2str (tt (aaa))l),

xlabel ('x'"),ylabel ('u(x,t)"'),legend('besi', 'aluminium', 'tembaga') ;
ylim ([0 50]), pause(0.001);

format short
k=9.7*%10" (-5); %aluminium

50; Stemperatur mula-mula
1; %Sbatas kiri x
2;

s=
a=
b=2; %batas kanan x

dt=500; S%Sperubahan waktu

%1 sumber panas
u=@(x,t) (s/2)*(erf((x - a)/(2*sqgrt(k*t))) - erf((x -
)/(2*sqrt(k*t)))),

hold on
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xx==2:0.1:5;
tt=0:dt:1000;
U=zeros (length (xx),length(tt));
for n=1l:1length(tt)
for j=1l:1length (xx)
U(j,n)=u(xx(j),tt(n));

end
end
u;
aaa=3;
plot (xx,U(:,aaa), 'k-0'"),title(['Temperatur batang saat t='
num2str (tt (aaa))]),
xlabel ('x'),ylabel ('u(x,t)"'),legend('besi', 'aluminium', 'tembaga’

ylim ([0 50]), pause(0.001);

format short
k=1.11*10"(-4); Stembaga

s=50; Stemperatur mula-mula
a=1; %batas kiri x
b=2; %batas kanan x

dt=500; %perubahan waktu

%1 sumber panas
u=@
b)/ 2*Sqrt(k*t))))

hold on

xx=-2:0.1:5;

tt=0:dt:1000;

U=zeros (length (xx),length(tt)) ;

for n=1l:length(tt)

for j=1l:length (xx)

U(j,n)=u(xx(j),tt(n));
end

end
U;

aaa=3;
plot (xx,U(:,aaa),
num2str (tt(aaa))l), ...

xlabel ('x"),ylabel ('u(x,t)"'),legend('besi', "aluminium', 'tembaga') ;

ylim ([0 50]), pause(0.001);

S
(x,t) (s/2)*(erf((x - a)/(2*sgrt(k*t))) - erf((x
(

'r=*'"),title(['Temperatur batang saat t='
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Script Program Simulasi Keempat

Simulasi pada Batang Berhingga
clc,clear,clft

$kondisi batas kedua ujung O

L = 3;

T = 10;
c = 0.1;
a = 50;
dx 0.1;
dt 0.1;

for m=1:length (t)
for j=l:1length (x)
Jjml = 0;
for n=1:100
Tl = Jinie: © (2/40) 51 (e Koo (L goil ) /Ih) =

cos (2/L*n*pi)) )/ (pi*n)) *sin (n*pi*x (j) /L) *exp (-c*t (m) * (n*pi/L) "~2);
end
u(j,m) = jml;
end
plot(x,u(:,m)),title(['t="
num2str(t(m))]),xlabel ('x"'),ylabel ('u(x,t)")
ylim ([0 607)
pause (0.01)
end

plot(x,u(:,1)),title(['t=" num2str(t(m))])

surf (t,x,u),xlabel ('t'),ylabel ('x"'),zlabel('u(x,t)"),...
title('Simulasi pada batang berhingga'),grid on
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Script Program Simulasi Kelima

Simulasi pada Batang Panjang

clc,clear,clft
format short

k=0.1;

s=50;

a=1;

b=2;

dt=0 1 Iz

u=@ (x,t) (s/2)*(erf((x - a)/(2*sgrt(k*t))) - erf((x -
b)/ (2*sqrt (k*t))));

xx=0:0.1:3;
tt=0:dt:10;
U=zeros (length (xx), length (tt));
for n=1l:1length(tt)
for j=1l:length (xx)
U(jln):u(xx(j)ltt(n));

end
U(:,1)=0;
U(11:20,1)=s;
plot (xx,U(:,n)),title(['t= ", num2str(tt(n))l),...
xlabel ('x"),ylabel ("u(x,t)")
ylim ([0 607)
pause (0.01)
end
U;

surf (tt,xx,U),xlabel ('t'),ylabel ('x'"'),zlabel ('u(x,t)"),...

title('Simulasi pada batang panjang'),grid on
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